Einleitung

»Ich kann mit dem Bruch nicht umgehen. Textaufgaben von Briichen waren schon immer schwer.”
,Wir kénnen nur normale Aufgaben”

... und man vergisst schnell, Briiche zu rechnen.”

(Nimeth [GeS_149, 2009])

Nimeth, eine Schiilerin der siebten Klasse, hat an einem Test zu Briichen teilge-
nommen, der der vorliegenden Arbeit zugrunde liegt.

Mit diesen Bemerkungen kommentiert sie zunéchst die Aufgaben — die Testleite-
rinnen und -leiter hatten die Lernenden dazu aufgefordert, alles, was ihnen zu
den Aufgaben einfillt, mit aufzuschreiben.

In ihren AuBerungen scheinen dabei aber auch noch grundsitzlichere Feststel-
lungen im Hinblick auf Briiche allgemein zu stecken, denn sie duBert hier impli-
zit auch ihren Unmut, was das Thema Bruchrechnung angeht. Dabei kommt sie
auf mehrere fiir diese Arbeit wesentliche Punkte zu sprechen:

»lch kann mit dem Bruch nicht umgehen*

In diesem Satz ist das Umgehen mit Briichen zentral: Nimeth stellt fiir sich fest,
dass sie mit Briichen nicht umgehen kann. Diesen Kommentar schreibt sie an
eine Aufgabe, in der sie 5/8 von 16 Bonbons bestimmen soll (s. Abb. 0-1).
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Abb. 0-1: Nimeths [GeS 149] Bearbeitung der Bonbonaufgabe

Was dabei erstaunlich ist, ist, dass Nimeth insgesamt im Test recht erfolgreich
ist: So kann sie die Aufgabe, das Ganze zu 1/4 zu bestimmen, wenn 1/4 sechs
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Bonbons sind, richtig 16sen und 16st auch eine strukturgleiche weitere Aufgabe
richtig, in der sie das Ganze zum Anteil 2/3 und zum Teil 6 berechnen soll.

Auch weitere Aufgaben, bei denen das Ganze zeichnerisch zu einem gegebenen
Teil und Anteil bestimmt werden soll, kann sie richtig 16sen. Lediglich wenige
Stellen des Tests bearbeitet sie aus fachlicher Sicht nicht vollstindig tragféhig.

Dieser Widerspruch zwischen ihrer eigenen Bewertung und der Einschétzung
ihrer Bearbeitungen aus fachlicher Sicht ist bemerkenswert. Es stellt sich die
Frage, wie Nimeth zu der Aussage gelangt, ,,mit dem Bruch* nicht umgehen zu
konnen. Was versteht Nimeth unter dem Umgehen mit Briichen? Und bezieht
sich ihre Aussage nur auf den einen konkreten Aufgabenteil? Dafiir spricht die
Tatsache, dass sie im néchsten Satz direkt auf das vorliegende Aufgabenformat
zu sprechen kommt: ,, Textaufgaben von Briichen waren schon immer schwer .

Allerdings erklért dies nicht die Tatsache, dass Nimeth trotz des Verweises auf
die Schwierigkeiten, die ihr Textaufgaben bereiten, die folgende Aufgabe — eben-
falls eine Textaufgabe — richtig bearbeitet.

»Wir konnen nur normale Aufgaben*

Diesen Satz schreibt Nimeth ganz unten grof3 auf die erste Seite des Tests. Es ist
nicht eindeutig, ob sie sich damit lediglich auf die letzte Aufgabe oder auch auf
weitere bezieht.

Wenn sich dieser Satz auf die letzte Aufgabe bezieht, konnte er sich auf die Auf-
gabenstruktur beziehen: In der Aufgabe geht es um das Bestimmen des Ganzen
zum Teil und Anteil und nicht um die meist hdufiger im Unterricht anzutreffende
Variante des Bestimmens des Teils zum Ganzen. Das Bestimmen des Ganzen
zum Teil ist dabei eine Anforderung, die zwar strukturell nicht unbedingt schwie-
riger ist, die aber ein Umdenken erfordert. Andererseits konnte sich die Aussage
auch auf das Aufgabenformat beziehen, d.h. zum Beispiel Textaufgaben im
Vergleich zu ,,Rechenaufgaben®. Bei Textaufgaben miissen die relevanten Daten
erst aus dem Text erschlossen werden und es muss die geeignete Operation aus-
gewihlt werden. Erst im Anschluss kann die Aufgabe z. B. iiber ein verfiigbares
oder eingelibtes Verfahren rechnerisch geldst werden. Das inhaltliche Interpretie-
ren von ,, Textaufgaben* kann damit den Umgang mit Briichen erschweren.

Nimeth stellt fiir die zweite Bonbonaufgabe (vermutlich im ersten Anlauf) den
Term 1/4 - 6 auf und berechnet als Ergebnis richtig 6/4. Diese Mathematisierung
ist jedoch fiir die vorliegende Textaufgabe ungeeignet: Mit der Multiplikation der
beiden in der Aufgabenstellung gegebenen Zahlen kann man nicht die gefragte
Gesamtanzahl der Bonbons errechnen.
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Aber auch wenn man weil, welche Operation fiir die vorliegende Aufgabe hilf-
reich ist, konnen sich Schwierigkeiten ergeben, die Nimeth in einem weiteren
Kommentar anspricht:

»[...] und man vergisst schnell, Briiche zu rechnen.*

Diese Aussage bezieht sich ebenso wie ihre erste AuBerung auf den Umgang mit
Briichen, spricht hier aber den Kalkiil als einen speziellen Aspekt an. Nimeth
schreibt den Satz zwar unter eine an anderer Stelle im Test vorkommende Auf-
gabe, doch er gewinnt auch tiber die lokale Stelle hinweg Bedeutung: Das Rech-
nen mit Briichen kann schwer fallen, denn Rechenregeln konnen schnell verges-
sen werden, wenn sie nicht mit inhaltlichen Vorstellungen verbunden werden.

In Nimeths Bearbeitungen lassen sich keine direkten Hinweise auf einen fehler-
haften Kalkiil finden. Im Gegenteil kann sie z. T. sehr gut inhaltlich argumentie-
ren und 16st auf diese Weise auch die bereits angesprochene zweite Bonbonauf-
gabe, indem sie iiber die Anzahl der zu einem Ganzen bendtigten Viertel argu-
mentiert und die Gesamtanzahl als 4-6 berechnet.

Nimeths Anmerkungen zum schriftlichen Test spannen einen Bogen {iber zentra-
le Inhalte dieser Arbeit.

Flexibler Umgang mit Briichen

Briiche und Bruchrechnung sind ein zentrales Thema im Mathematikunterricht
der Sekundarstufe I. Auch spéter in der Algebra (z. B. bei der Umformung von
Gleichungen), kommt Briichen eine wichtige Rolle zu (vgl. Ministerium fiir
Schule, Jugend und Kinder des Landes Nordrhein-Westfalen 2004).

Internationale und deutsche empirische Studien stellen jedoch immer wieder fest,
dass Lernende hiufig Probleme mit diesem Bereich der Mathematik haben (z. B.
Wartha 2007, Padberg 2009, Prediger 2008a, Fischbein et al. 1985 und viele
weitere): Schiilerinnen und Schiiler konnen zwar im Allgemeinen den Kalkiil
durchfiihren, aber sie kdnnen haufig nicht die damit verbundenen inhaltlichen
Vorstellungen aktivieren und der Kalkiil bleibt daher fiir viele inhaltsleer, unver-
standen und damit potenziell auch fehleranfillig (z. B. Hasemann 1981, Padberg
2009, Prediger 2009a). Der Aufbau von tragfihigen Vorstellungen fiir Briiche
und fir den Umgang mit ihnen wird indessen immer wieder gefordert (z. B.
Malle 2004, Grassmann 1993a / 1993¢c, Prediger 2009b, Lesh 1979, Streefland
1991, Aksu 1997).
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Von der Vorstudie zur Hauptstudie —
Von der Multiplikation zum flexiblen Umgang mit Briichen

Gestartet ist das Promotionsprojekt, das der vorliegenden Arbeit zugrunde liegt,
urspriinglich mit der Absicht, den mathematischen Hintergrund der Multiplikati-
on von Briichen, Forschungsbefunde und individuelle Sichtweisen der Lernen-
den fachlich zu erfassen bzw. empirisch zu erheben. Das Ziel bestand — der Di-
daktischen Rekonstruktion folgend (Kattmann et al. 1997) — darin, aus diesen
Erkenntnissen Handlungsmdglichkeiten fiir die Praxis abzuleiten: Wie kdnnte ein
Lernweg zur Multiplikation von Briichen aussehen, der ausgehend von den Vor-
kenntnissen und Annahmen der Lernenden anschaulich zum mathematisch trag-
fahigen Konzept hinfithren kann (Prediger 2009b)? Zu diesem Zweck wurde ein
bereits existierender Zugang zur Multiplikation als Anteil-vom-Anteil-Nehmen
iiber Falten als Ausgangspunkt gewihlt (Affolter et al. 2004).

Die Vorstudie zeigte jedoch, dass ein Vorstellungsaufbau zur Multiplikation wei-
tere zuvor aufgebaute Vorstellungen und Fahigkeiten voraussetzt. Als ein wichti-
ges epistemologisches Hindernis zum Verstidndnis der Multiplikation als Anteil-
vom-Anteil-Nehmen stellten sich die Wahl und Interpretation der Bezugsgrofie
(des Ganzen) heraus: Die Prozesse der Lernenden in den Interviews zeigten, dass
das Herstellen von Zusammenhédngen zwischen Teil, Anteil und Ganzem — spezi-
ell die Wahl des Ganzen fiir den Bruch — auch fiir starke Schiilerinnen und Schii-
ler eine Herausforderung darstellen kann. Gleichzeitig sensibilisierten die Pro-
zesse auch fiir die Vielfalt der Strategien und Vorgehensweisen, die Lernende
nutzen, um sich die Strukturen zu erschlieB3en.

Die BezugsgroBe erhélt ihre Bedeutung fiir die Bruchrechnung allerdings nicht
erst bei der Multiplikation: Das Herstellen von Zusammenhédngen zwischen Teil,
Anteil und Ganzem ist fiir einen flexiblen Umgang mit Briichen schon zu Beginn
der Bruchrechnung wichtig. Um eine Frage wie ,,Gib den Anteil an!* beantwor-
ten zu konnen, muss man sich unwillkiirlich die Frage stellen ,,Wovon denn?“.
Demnach ist die Frage nach dem Herstellen von Zusammenhéngen bereits ganz
zu Beginn des Umgehens mit Briichen eine berechtigte Perspektive, denn schon
bei Aufgaben, bei denen Anteile von Flichen eingefarbt oder abgelesen werden
sollen, muss man z. B. das Ganze — das dort meist noch ,,offensichtlich®, d. h.
meist gegenstindlich konkret ist — identifizieren und strukturieren. Der umge-
kehrte Weg, ein Ganzes zu einem Teil und Anteil zu bestimmen, ist dabei nicht
minder wichtig im Hinblick auf das Herstellen und Erkunden von strukturellen
Zusammenhingen zwischen Teil, Anteil und Ganzem:

Wie strukturieren Schiilerinnen und Schiiler Zusammenhdnge? Wie denken sie
tiberhaupt iiber das Ganze? Wie finden sie das Ganze? Was dndert sich bei Teil
und Anteil, wenn das Ganze gréfier oder kleiner wird?
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Hier ist es wichtig, neben der fachlichen Klirung auch die Lernendenvorstellun-
gen gleichberechtigt mit in die Analyse einzubeziehen: Was denken Lernende
anders, als es die Mathematik formal standardmifBig vorgibt? Warum denken sie
das anders und wie kann das Wissen um diese Differenz oder Andersartigkeit
zum einen Fehler erkldren helfen, aber dann auch zum anderen umgekehrt pro-
duktiv fiir die fachliche Klarung und die Konzeption von Lernumgebungen ge-
nutzt werden?

Aus diesen Fragestellungen hat sich der Forschungsfokus zum flexiblen Umgang
mit Briichen herausgeschérft: In der Hauptuntersuchung der vorliegenden Arbeit
wird der Umgang mit Briichen von Lernenden einer sechsten Klasse zu Beginn
der Bruchrechnung in Interviews bzw. in acht siebten Klassen nach der Behand-
lung der Bruchrechnung in einer schriftlichen Erhebung untersucht, wobei Auf-
gaben der schriftlichen Erhebung fiir sieben dieser Klassen vertieft ausgewertet
wurden. Dabei liegt der Schwerpunkt der Untersuchung auf einem flexiblen
Umgang mit Briichen. Damit ergeben sich folgende Forschungsfragen, die in den
einzelnen Kapiteln fiir die verschiedenen Konstellationen von Teil, Anteil und
Ganzem weiter konkretisiert werden:

1. Wie gehen Lernende in unterschiedlichen Konstellationen mit Teil, An-
teil und Ganzem um?

a) Wie strukturieren Lernende in unterschiedlichen Konstellationen
Zusammenhdnge zwischen Teil, Anteil und Ganzem?

b) Welche Vorstellungen vom Ganzen aktivieren Lernende und inwie-
fern haben diese einen Einfluss auf die Strukturierung der Konstel-
lationen?

2. Wie konnen Schwierigkeiten und Hiirden von Lernenden beim Umgang
mit Briichen tiberwunden werden?

Aufbau der Arbeit
In Kapitel 1 wird der theoretische Hintergrund fiir diese Arbeit dargestellt:

Als Grundlage fiir die Sichtweise auf Lernen in dieser Arbeit wird Lernen aus
konstruktivistischer Sicht erldutert. Dazu gehéren Konzepte wie individuelle
Vorstellungen und ihre Bedeutung fiir das Lernen.

In dieser Sichtweise auf Lernen verortet sich das Forschungsprogramm der Di-
daktischen Rekonstruktion, dem die vorliegende Arbeit in ihrem Forschungs-
und Entwicklungsprozess folgt.
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Im Anschluss werden sowohl empirische Befunde zum Umgang von Lernenden
mit Briichen als auch das hier entwickelte Konzept eines flexiblen Umgangs mit
Briichen dargestellt.

,Ich kann mit dem Bruch nicht umgehen*: Zu einem flexiblen Umgang mit
Briichen gehodren in dem dieser Arbeit zugrunde liegenden Verstiandnis folgende
Aspekte:

e Jorstellungen zu den Briichen und ihren Operationen, denn ,,man ver-
gisst schnell, Briiche zu rechnen’: Damit das Umgehen mit Briichen
nicht inhaltsleer bleibt, miissen inhaltliche Vorstellungen von Briichen
und ihren Operationen erworben werden. Fiir die Beschreibung der pra-
skriptiven Vorstellungen aus stoffdidaktischer Sicht wird das Modell der
Grundvorstellungen (vom Hofe 1992, vom Hofe 1995) herangezogen
und fiir die Briiche konkretisiert.

e Nutzen operativer Vorgehensweisen beim Umgehen mit Briichen in ver-
schiedenen Konstellationen und mit verschiedenen Qualititen des Gan-
zen (z. B. diskret oder kontinuierlich) sowie Einheiten bilden und um-
bilden, damit Schiilerinnen und Schiiler nicht nur ,, normale Aufgaben
mit dem Umgehen mit Briichen verbinden: Das Umgehen mit Briichen
bedeutet, dass man Teil, Anteil und Ganzes aus verschiedenen Perspek-
tiven sehen kann und nicht nur den Teil vom Ganzen bestimmt. Dabei
liegt der Fokus nicht auf der Ebene einzelner ,,typischer Aufgaben: Fiir
das Umgehen mit Briichen ist das Durchdringen von strukturellen Zu-
sammenhédngen zwischen Teil, Anteil und Ganzem essentiell. Hier kon-
nen sich operative Vorgehensweisen als fruchtbar erweisen, um z. B.
strukturelle Einheiten vom Ganzen zu bilden.

In Kapitel 2 werden die methodologischen Entscheidungen fiir das dieser Arbeit
zugrunde liegende Forschungsprojekt dargelegt. Es werden sowohl die Erhe-
bungs- und Auswertungsmethoden dargestellt und methodisch verortet als auch
die eingesetzten Aufgaben stoffdidaktisch eingeordnet.

Diese Beschreibung wird durch einen Uberblick iiber den Ablauf der Erhebungen
und ihr EinflieBen in die Analyse erginzt.

Kapitel 3 stellt knapp die Vorstudie vor, die zur Herausbildung des Forschungs-
fokus in der Hauptuntersuchung gefiihrt hat. Es werden das Design und der Ab-
lauf dargestellt sowie ein Einblick in einen fiir die Ausschirfung des Forschungs-
fokus der Hauptuntersuchung entscheidenden Datenausschnitt der empirischen
Erhebung gegeben. Damit nimmt dieses Kapitel einen Sonderstatus ein, da es
zwar den Ausgangspunkt fiir die hauptsichlich geschilderte Untersuchung dar-
stellt, sich ansonsten aber vom Forschungsfokus her insofern unterscheidet, als
es sich explizit auf die Multiplikation von Briichen bezieht. Es stellt in sich einen
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abgeschlossenen Teil der Arbeit dar und kann unabhingig vom Rest gelesen
werden.

Kapitel 4 bildet einen quantitativen Uberblick iiber die im Haupttest erhobenen
schriftlichen Testdaten und leitet {iber zur vertieften Analyse ausgewéhlter Inter-
viewsequenzen und Testaufgaben in den Kapiteln 5 bis 8.

Die Breite der Daten aus Tests und Interviews werden in Kapitel 5 bis 8 nach
fachlichen Gesichtspunkten gegliedert dargestellt, nimlich nach den unterschied-
lichen Konstellationen von Teil, Anteil und Ganzem unter dem Fokus der For-
schungsfragen: In Kapitel 5 steht Konstellation I — ,, Gegeben sind Ganzes und
Anteil, gesucht ist der Teil”, in Kapitel 6 Konstellation Il — ,, Gegeben sind Teil
und Ganzes, gesucht ist der Anteil“ und in Kapitel 7 Konstellation III — ,, Gege-
ben sind Teil und Anteil, gesucht ist das Ganze" im Fokus. Hier werden die un-
terschiedlichen Strukturierungen, die Lernende vornehmen, anhand der schriftli-
chen Produkte und Bearbeitungsprozesse in den Interviews analysiert und zur
Beantwortung der konkretisierten, auf die jeweilige Konstellation bezogenen
Forschungsfragen herangezogen:

o  Fiir Kapitel 5 liegt der Schwerpunkt auf der Identifikation und Interpre-
tation des Ganzen beim Herstellen von Zusammenhéngen zwischen An-
teil und Ganzem zum Bestimmen des Teils.

e Fiir Kapitel 6 liegt der Schwerpunkt auf der Interpretation des Anteils
als Ausdruck von strukturellen Zusammenhdngen zwischen Teil und
Ganzem.

e  Fiir Kapitel 7 liegt der Schwerpunkt darauf, wie Lernende Teil und An-
teil strukturell in einen Zusammenhang bringen und zur Rekonstruktion
des Ganzen nutzen. Dartliber hinaus werden auch die (auBermathemati-
schen) Vorstellungen, die Lernende mit dem Konzept des Ganzen ver-
binden, vertieft analysiert.

Kapitel 8 schlieBlich stellt die Untersuchung des Umgangs mit dem Ganzen in
verschiedenen Konstellationen, d. h. in der Inter-Perspektive, dar Hier miissen
alle drei Objekte, durch die Aufgabenstellung initiiert, gleichzeitig beriicksichtigt
und miteinander in Bezichung gesetzt werden. So ergibt sich als konkretisierte
Forschungsfrage, wie Lernende Zusammenhénge zwischen verschiedenen Kons-
tellationen herstellen und worauf sie dabei ihre Argumentation stiitzen.

Die Arbeit schliefit mit der konstellationsiibergreifenden Diskussion der Ergeb-
nisse der Kapitel 4-8 in Kapitel 9 und einer Zusammenfassung sowie einem
Ausblick in Kapitel 10.
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Verankerung der Arbeit innerhalb des Projekts KOSIMA

Ebenso wie viele wissenschaftliche Arbeiten ist auch diese Studie in einem gro-
Beren Forschungskontext entstanden, der die Arbeit immer mitbeeinflusst hat in
ihrem Forschungs- und Entwicklungsparadigma und ihren Forschungsfragen,
auch wenn sie einen eigenen spezifischen Fokus hat.

Diese Arbeit ist im Forschungskontext des zehnjdhrigen Forschungs- und Ent-
wicklungsprojekts KOSIMA — Kontexte fiir sinnstiftendes Mathematiklernen
verankert, das von Birbel Barzel, Stephan HuBBmann, Timo Leuders und Susanne
Prediger geleitet wird. In diesem langfristig angelegten Projekt werden Lern-
umgebungen fiir den Mathematikunterricht der Sekundarstufe I entwickelt, er-
probt und hinsichtlich ihrer Voraussetzungen und Wirkungen beforscht (vgl.
HufBmann et al. 2011, Prediger 2011a). Prégend fiir diese Arbeit waren der inten-
sive Blick auf die inhaltlichen Vorstellungen der Kinder und die Moglichkeit, im
nicht immer methodisch kontrollierten Umfeld der Arbeit informell Aufgaben-
stellungen und Lernumgebungen erproben zu koénnen. Wie Ergebnisse dieser
Arbeit wiederum in das groBe Entwicklungsprojekt eingeflossen sind, wird in
Abschnitt 9.3 angedeutet.
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