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1 Permutationen und Kombinationen

In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns mit der Auswahl von Teilmengen von
endlichen Mengen, dabei insbesondere mit der Frage, wie viele Moglichkei-
ten es prinzipiell gibt, solche Auswahlen zu treffen. Dabei unterscheiden
wir bei der Auswahl, ob Elemente nur einmal oder wiederholt ausgewéhlt
werden kénnen und ob die Reihenfolge der Auswahl eine Rolle spielt.

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie

e Permutationen mit und ohne Wiederholung kennen und wissen, wie
deren Anzahl bestimmt wird,

e Darstellungsmethoden fiir Permutationen kennen und anwenden kénnen,

e die Stirlingzahlen erster Art und Beispiele fiir deren Verwendung er-
kldren konnen,

e Kombinationen mit und ohne Wiederholung kennen und wissen, wie
deren Anzahl bestimmt wird,

e die Multinomialkoeffizienten und einige ihrer elementaren Eigenschaften
kennen, herleiten und anwenden kénnen.

1.1 Permutationen

Die Anordnung der Elemente bei einer aufzihlenden Darstellung einer end-
lichen Menge ist unerheblich. Es gilt z.B. {1,2,3} = {3,1,2}. Falls die
Anordnung eine Rolle spielt, dann wollen wir nicht von Mengen, sondern
von Folgen sprechen. Die Folge (1,2,3) besteht aus den Zahlen 1, 2 und 3
in dieser Reihenfolge und ist verschieden von der Folge (3,1,2), die aus den
Zahlen 3, 1 und 2 in dieser Reihenfolge besteht. In Folgen kénnen Elemen-
te auch mehrfach vorkommen: So ist (1,2,2,1,3,1) eine Folge, verschie-
den von der Folge (1,1,1,2,2,3). Allgemein wollen wir endliche Folgen
(x1,2,...,2), k > 0, betrachten, wobei die z; Elemente irgendeiner n-
elementigen Menge M sein sollen: x; € M, 1 <i <k, |[M|=n. Fuir k=0
ist die Folge leer: ().

Der Einfachheit halber werden wir eine Menge M = {1,...,n} auch einfach
als M = [1,n] notieren oder allgemeiner fiir a,b € Ny mit a < b anstelle
von M ={i € Ny | a <i <b} auch M = [a,b] schreiben.
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1.1.1 Permutationen ohne Wiederholung

Wir betrachten zunéchst die Auswahl von Folgen aus einer endlichen Menge,
in der jeweils ein Element hochstens einmal vorkommen darf.

Definition 1.1 Sei M = [1,n] und & € Ny mit 0 < k < n. Eine k-
Permutation von M ist eine Folge (xy,..., x5 ) mit x; € M und z; # x;
fir i« # j, mit 1 < 4,5 < k. Wir wollen mit P(n, k) die Anzahl der k-
Permutationen bezeichnen, die aus einer n-elementigen Menge gebildet wer-
den konnen. O

Eine k-Permutation von M entspricht einer geordneten Ziehung von k Ele-
menten aus M ohne Zuriicklegen: Die Reihenfolge der Auswahl ist von Be-
deutung, und ein einmal ausgewéhltes Element kann nicht noch einmal aus-
gewihlt werden.

Beispiel 1.1 Es sei M = [1,3]. Die einzige 0-Permutation ist die leere
Folge. Es gilt also: P(3,0) = 1. Im Ubrigen gilt fiir jedes n € Ny: P(n,0) = 1.
Die 1-Permutationen von M sind: (1), (2) und (3). Es gilt also: P(3,1) =
3. Im Ubrigen gilt fiir jedes n € Ng: P(n,1) = n. Die 2-Permutationen
von M sind: (1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1) und (3,2). Es ist also:
P(3,2) = 6. Die 3-Permutationen von M sind: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3),
(2,3,1), (3,1,2) und (3,2,1). Es ist also: P(3,3) = 6. O

Satz 1.1 Sei M = [1,n] und k € Ny mit 0 < k < n, dann gilt!
Pn,k)=nn—1)(n—-2)...(n—k+1)

n k—1
= 1l i=1le= (1.1)

i=n—k+1 =0
n!
(n—k)!
Beweis Sei (x1,2,...,2;) eine k-Permutation von M. Da alle z;, 1 <14 <

k, verschieden sind, gilt: Es gibt n Moglichkeiten, x; aus M auszuwéhlen,
danach gibt es (n—1) Moglichkeiten, xo aus M auszuwéhlen, usw. Allgemein
gibt es (n — @ + 1) Moglichkeiten z; auszuwihlen fir 1 <i < k. O
Das Produkt

nf=m—-0)(n—-1)n-2)...(n—(k—1)) (1.2)
=nn—1)n-1)...(n—k+1) .

nennt man die fallende Faktorielle von m und spricht ,,n hoch k fallend*.
Man setzt n? = 1 fiir alle n € Ny. Es gilt
nt = n!

(gt (1.3)

1 Zur Definition und Eigenschaften des Produktsymbols [] siehe Anhang.
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sowie

P(n, k) = n* (1.4)

Entsprechend nennt man das Produkt

= n+0)(n+1)n+2)... (n+(k—1))

(1.5)
=nn+1)(n+2)...(n+k—1)

die steigende Faktorielle von n und spricht ,,n hoch £ steigend®. Man setzt
n® =1 fiir alle n € Ny. Es gilt

n" =n" (n+k)"* (1.6)

Fallende und steigende Faktorielle spielen eine wichtige Rolle in der dis-
kreten Mathematik, darauf werden wir an einigen Stellen des Buches noch
zuriickkommen. In der Literatur findet man fiir die fallende Faktorielle n®
auch die Notation (n ), sowie fiir die steigende Faktorielle n* auch die No-
tation (n)F.

Ein Spezialfall von Permutationen einer n-elementigen Menge sind die n-
Permutationen. Aus obigem Satz und (1.3) folgt:

Folgerung 1.1 Es gilt
P(n,n) =n"=n!

fiir alle n € N. O

Jede n-Permutation (1, ...,z, ) einer Menge M mit n Elementen kann als
eine bijektive Abbildung von M auf sich selbst betrachtet werden. Deshalb
gilt

Folgerung 1.2 Sei M eine Menge mit |M| = n. Dann ist
{7 |7: M — M,w bijektiv }| = n!

d.h. die Anzahl der moglichen bijektiven Abbildungen einer n-elementigen
Menge auf sich ist n!. O

g Ubungsaufgaben

1.1 Beweisen Sie Folgerung 1.2! O

Steigende
Faktorielle
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Die Fakultétsfunktion n! ist eine sehr stark wachsende Funktion. Eine Vor-
stellung ihres Wachstumsverhalten erhélt man mithilfe der Stirling-Formel

n n
nl = vV2mn (7)
e

wobei e = limy o (14 2)" = 2.718 ... die Buler-Zahl ist.

Eine Variante von Permutationen ohne Wiederholung ist, wenn die Menge
M = [1,n] partitioniert wird in k Teilmengen (Aquivalenzklassen, siehe
Anhang) M;, 1 <i < k. Es gilt also:

k
M= JM; mit M;nM;=0,i#51<i,j<k

i=1
und damit

k
n= Znn mit n; = [M], 1 <i <k
i=1

Beispiel 1.2  Wie viele verschiedene Buchstabenkombinationen der Lénge
11 lassen sich aus den Buchstaben des Wortes MISSISSIPPI bilden? Wir
fassen alle 11 Buchstaben in einer Multimenge zusammen:

M ={I,1,I,I,M,P,P,S,S,5,5}

Diese partitionieren wir in vier Teilmengen, die jeweils die wiederholt vor-
kommenden Buchstaben enthalten.

M, ={1,I,I,I}, Ms={S,5,5,5S}, Ms={P,P}, My ={M} -
Die Anzahl verschiedener Buchstabenkombinationen der Léinge n, in der
jeder Buchstabe hochstens einmal vorkommen darf, ist P(n,n) = n!, in un-
serem Fall also 11!. Gibt es nun n; Exemplare fiir einen Buchstaben a;, so
gibt es P(n;,n;) = n;! mogliche Reihenfolgen (Permutationen ohne Wieder-
holung) diese auszuwéhlen. Fiir eine Buchstabenkombination der Linge n
ist es aber unerheblich, in welcher Reihenfolge die n; Exemplare des Buch-
stabens a; gewihlt werden, sie findert sich dadurch nicht. Diese Uberlegun-
gungen fithren zum

Satz 1.2 Die Anzahl P(n;nq,na,...,n;) von Permutationen von n Ele-

menten, von denen jeweils ny,no, ..., ng, 1 < k <n, ununterscheidbar sind,
k L

so dass > i, n; = n ist, ist

n!

H?:l(ni!) O

P(n;ny,ng, ..., ng) =
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Beispiel 1.3 (Forts. Beispiel 1.2)  Aus den Buchstaben des Wortes
MISSISSIPPI lassen sich also

11!
verschiedene Buchstabenkombinationen der Lénge 11 bilden. O
Im Abschnitt 1.3.2 werden wir die Zahlen P(n;nq,ns,...,n;) noch aus ei-

nem anderen Zusammenhang herleiten.

1.1.2 Stirlingzahlen erster Art

n-Permutation einer Menge M = [1,n], d.h. Bijektionen 7 von M auf sich,
konnen wie folgt veranschaulicht werden:

1 2 3 ... n-1 n
7(1) m(2) 7(3) ...m (n—1) =(n)
Ein Element ¢ mit der Eigenschaft 7(i) = 4 heifit Fizpunkt von 7. Wir

betrachten als Beispiel die folgende 10-Permutation:

<12345678910> (1.7)

5836 274110 9

3 ist ein Fixpunkt dieser Permutation.

Wenn man eine Permutation m mehrmals hintereinander auf ein Element
anwendet, entstehen Zykel. Es gilt z.B.

m(m(m(w(1)))) = w(m(w(5))) = w(w(2)) = (8) = 1
Die Elemente 1, 5,2, 8 bilden also einen Zykel. Dies notieren wir mit
(1 52 8)

Dieser Zykel enthélt vier Elemente, man spricht von einem Zykel der Léinge
vier.

Fixpunkte sind Zykel der Lénge eins.

é Ubungsaufgaben

1.2 Bestimmen Sie die weiteren Zykel von 7 sowie deren Léngen! O

Fixpunkt
einer
Permutation
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Definition 1.2 Sei 7 eine n-Permutation der Menge M = [1,n]. Gilt fiir
i1,89,...,0 € M:7(i;) = ij41 fir 1 < j < ¢—1 und n(ir) = ¢y, dann heifit
(i1 42 ... i¢) ein Zyklus der Linge  von . O

Wir kénnen nun jede n-Permutation als ,,Produkt® von Zyklen schreiben.
So wird z.B. unsere Beispiel-Permutation eindeutig durch

m=(15 2 8)(3)(4 6 7)(9 10)

beschrieben.

Dabei kommt es nicht auf die Reihenfolge an, in der die Zykel aufgefiihrt
werden, und innerhalb eines Zyklus kénnen die Elemente zyklisch nach
rechts oder links verschoben werden. So kann die Beispiel-Permutation auch
als

7r:(6 7 4)(2 8 1 5)(10 9)(3)

geschrieben werden, wihrend die Darstellung
(2 51 8)(3)(4 6 7)(9 10)

nicht korrekt ist. Es ist unmittelbar einsichtig, dass jeder Zyklus der Lénge
£ auf ¢ Arten dargestellt werden kann, da es genau ¢ verschiedene Verschie-
bungen um eine Position gibt.

Wir wollen nun untersuchen, wie viele n-Permutationen es mit k Zyklen gibt.
Wir nennen diese Anzahl s, eine andere in der Literatur gebrauchliche

Notation ist {n} . Diese Zahlen heiflen Stirlingzahlen erster Art.

k

g Ubungsaufgaben

1.3 Uberlegen Sie, wie grof Sp,1 sowie sy, ,, sind! O

Wir betrachten zunéchst noch vier weitere Spezialfille und geben dann nach
einem Beispiel eine allgemeine Formel fiir die Berechnung von s, an. Die
vier Félle sind:

(1) Fir £ > n gilt s, = 0, denn eine n-Permutation kann hochstens n
Zyklen haben.

(2) Fiir n > 0 gilt s,0 = 0, denn da n # 0 ist, miissen die Elemente in
mindestens einem Zyklus liegen.

(3) Fiir n =0 wird s = 1 gesetzt.
(4) Fir k < 0 wird s, = 0 fiir alle n > 0 gesetzt.
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Beispiel 1.4 Geben Sie alle 4-Permutationen mit 3 Zyklen an!

Man kann diese Permutationen bestimmen, indem man sie in zwei Klassen
einteilt. In der ersten Klasse betrachten wir alle Permutationen, bei denen
das Element 4 alleine einen Zykel bildet:

(1) (23)(4) (1 2)B3)(4) (1 3)(2)(4) @8

In der zweiten Klasse sind die Permutationen, in denen das Element 4 zu
jeweils einem der 3 Zyklen der restlichen Elemente hinzugefiigt wird:

(1 492)B) (HE9HE)  (1)(E)6 4 @

Die Anzahl der 4-Permutationen mit 3 Zyklen ist also s43 = 6. O

Die Idee, die Permutationen in diese beiden Klassen einzuteilen, ist die
Grundlage fiir den Beweis des folgenden Satzes.

Satz 1.3 Fiir k,n € Nmitn >k > 1 gilt
Snk = Sn—1,k—1 + (’fL - 1) *Sp—1,k (110)

bzw. mit der anderen Notation
n n— n—1
f = f e T

Beweis Um die Anzahl der n-Permutationen mit & Zyklen zu bestim-
men, teilen wir diese in zwei Klassen ein. In der einen Klasse sind alle
n — 1-Permutationen mit & — 1 Zyklen, zu denen jeweils der Zyklus (n)
hinzugefiigt wird. Die Anzahl der so entstehenden n-Permutationen mit &
Zyklen ist deshalb gleich s,_;;_1. Zur anderen Klasse gehdren alle n — 1-
Permutationen mit k Zyklen, in denen das Element n jeweils zu einem Zyk-
lus hinzugefiigt wird. Da bei den Zyklen die Reihenfolge wichtig ist, gibt
es fiir jede der Permutationen n — 1 Moglichkeiten, das Element n hinzu-
zuftigen. Diese Klasse enthélt somit (n —1) - s,,—1 ; Elemente. Da die beiden
Klassen disjunkt sind, folgt die behauptete Formel. O

é Ubungsaufgaben

1.4 Vollziehen Sie noch einmal nach, dass die kombinatorischen Uberle-
gungen im Beweis im Beispiel 1.4 konkret angewendet werden: Die
Permutationen in der Zeile (1.8) bilden die erste Klasse, und die Per-
mutationen in der Zeile (1.9) bilden die Permutationen der zweiten
Klasse. ad




10 Permutationen

Die Stirlingzahlen erster Art bilden das sogenannte Stirling-Dreieck erster

Stirling- Art:

Dreieck 1

erster Art 0 1

0 1 1
0 2 3 1
0 6 11 6 1
0 24 50 35 10 1
0 120 274 225 85 15 1

Dabei denken wir uns die Zeilen des Dreiecks von oben nach unten mit
n =0,1,2,... und die Eintrdge in jeder Zeile mit £ = 0,1,2,...,n durch-
nummeriert. Die Formel (1.10) spiegelt dann wider, dass sich der Wert an
der k-ten Stelle in der Zeile n ergibt, indem man in der Zeile dariiber den
Wert links davon mit dem (n — 1)-fachen des Wertes rechts davon addiert.
So ergibt sich z.B. der Wert 35 an der dritten Stelle in der Zeile 5, also s5 3,
indem man den Wert s45 = 11 links dartiber mit dem 5 — 1 = 4-fachen des
Wertes sy 3 = 6 rechts dariiber addiert: 35 = 11 +4 - 6.

Z Ubungsaufgaben

1.5 (1) Berechnen Sie s54 und bestimmen Sie alle 5-Partitionen mit 4
Zyklen, indem Sie wie im Beweis von Satz 1.3 die beiden Klassen
angeben!

(2) Zeigen Sie, dass fir n > 1

Sp,n—1 = n(n — 1)
’ 2
gilt!
(3) Zeigen Sie, dass fiir n > 1
Sp1 = (n—1)!

gilt!
(4) Zeigen Sie, dass fir n > 0

n

n!l = E Snk

k=0

gilt! O
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1.1.3 Typ einer Permutation

Definition 1.3 Sei 7 eine Permutation von M = [1,n], by(7) die Anzahl
der Zyklen von 7 mit der Linge ¢, und b(7) sei die Anzahl der Zyklen von
7. Dann heif3t

1b1(mgba(m) - pbn(m)

der Typ von .2 O
Beispiel 1.5 Der Typ der Permutation (1.7) ist 112t31415%6°798999109.
Alle Permutationen im Beispiel 1.4 haben den Typ 12213949, ]

Aus der Definition folgt unmittelbar

Folgerung 1.3 Es sei 7 eine Permutation von M = [1,n]. Dann gilt

a) Yo, £ () =,

b) >/, be(m) = b(r),

c) by(m) < 1. O

Satz 1.4 Die Anzahl der Permutationen der Menge M = [1,n] vom Typ
101282 nbn st gleich

n!
bil-byl- ... -byl 1012020 b

(1.11)

Beweis Eine Permutation 7 vom Typ 1°1(M202(7)  nba(™) hat folgende
schematische Gestalt, wenn wir die Zyklen der Grofle nach von links nach
rechts ordnen:

by b bn

Es gibt insgesamt n ,freie* Pliatze x, die mit Elementen von M belegt
werden konnen. Dafiir gibt es n! viele Moglichkeiten. Wie wir bereits im
vorigen Abschnitt iiberlegt haben, ist die Zyklen-Darstellung einer Permu-
tation einerseits unabhéingig von der Reihenfolge der Zyklen und anderer-
seits unabhéngig von einer zyklischen Verschiebung innerhalb der Zyklen.
Wir wollen zwei Permutationen dquivalent nennen, wenn sie sich nur in
der Vertauschung von Zyklen gleicher Lange und durch zyklische Verschie-
bung ihrer Elemente unterscheiden. Fiir einen Zyklus der Lénge ¢ gibt es
be! mogliche Reihenfolgen, und ein Zyklus der Lénge ¢ kann ¢-mal zyklisch
verschoben werden. Fiir jeden Zyklus der Linge ¢ gibt es also genau b,! - £%
verschiedene Anordnungen innerhalb einer Aquivalenzklasse. Die Anzahl der

2 Der Ausdruck 1°1(M202(7) | pbna(™) jst nicht als Produkt von Potenzen i% (™, 1 <
i < n, zu verstehen, sondern als formale Notation fiir den Typ der Permutation 7.

Typ einer
Permutation
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Elemente einer Aquivalenzklasse einer Permutation vom Typ 1°12%2 . pbe

ist also gleich
n!
byl byl - .. byl 101202, | .pbn

was zu zeigen war. a

Folgerung 1.4 a) Fiir k-Permutationen der Menge M = [1,n] gilt:

|
n:
=) bl Dol - ... byl 101-202 . pbn

b) Des Weiteren gilt:

n!
| —
nl =
Z byl byl - . byl 1012020 L pbe

(b1,...,bn) €Ny
S0 b =n

Beweis a) Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 1.4, wenn man
beriicksichtigt, dass jetzt nur die Permutationen mit & Zyklen betrachtet
werden.

b) Aus Ubung 1.5 (4) wissen wir, dass n! = > s, gilt. Hieraus folgt
mit a) unmittelbar die Behauptung. |

Beispiel 1.6 Wir berechnen sg2 mithilfe von Folgerung 1.4: Fiir 6-Per-
mutationen mit 2 Zyklen gibt es die drei Typen

112039495160
1021309415%6°
102032495060

Damit ergibt sich (dabei fithren wir 0! und die Potenzen mit dem Exponen-
ten 0 nicht auf)

6! 6! 6!

i1 50 a4l a2

S6,2 =

(vergleiche mit dem Stirling-Dreieck erster Art). O

z Ubungsaufgaben

1.6 Berechnen Sie mithilfe von Folgerung 1.4 ss 3! a
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1.1.4 Permutationen mit Wiederholung

Wir wollen nun Permutationen mit Wiederholung betrachten, d.h. Elemente

kénnen mehrfach in einer Permutation vorkommen.

Definition 1.4 Sei M eine Menge mit n-Elementen. Jede Folge von k  k-Permu-

Elementen (zi,xq,...,7) aus M, z; € M, 1 < i < k, k > 0, heifit  tation mit
Wiederholung

eine (geordnete) k-Permutation mit Wiederholung iiber M. Wir wollen mit
P*(n, k) die Anzahl der k-Permutationen mit Wiederholung bezeichnen, die
aus einer n-elementigen Menge gebildet werden kénnen. O

Eine k-Permutation von M mit Wiederholung entspricht einer geordneten
Ziehung von k Elementen aus M mit Zuriicklegen: Die Reihenfolge der Aus-
wahl ist von Bedeutung, und ausgewéhlte Elemente konnen wiederholt aus-
gewéhlt werden.

Man iiberlegt leicht, dass es fiir jedes der k£ Elemente einer k-Permutation
itber einer n-elementigen Menge jeweils n Moglichkeiten gibt. Somit gilt
folgender Satz.

Satz 1.5 Die Anzahl P*(n,k) der k-Permutationen mit Wiederholung
iiber einer n-elementigen Menge ist

P*(n, k) =n"
O

Beispiel 1.7 Wie viele Buchstabenfolgen der Lénge drei kénnen iiber dem
deutschen Alphabet (ohne Unterscheidung von GroB- und Kleinschreibung)
gebildet werden? Fiir jeden der drei Buchstaben haben wir 26 Moglichkeiten.
Damit ergibt sich die Anzahl der Worter der Lénge drei iiber einem 26-
buchstabigen Alphabet als P*(26,3) = 26 = 17 576. ]

é Ubungsaufgaben

1.7 (1) Wie viele Moglichkeiten gibt es, 32 (verschiedene) Spielkarten zu
mischen?

(2) Ein Passwort bestehe aus zwei Buchstaben gefolgt von vier Ziffern,
wobei Ziffern, aber nicht Buchstaben mehrfach auftreten diirfen. Wie
viele verschiedene Passworter sind moglich? O
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1.1.5 Zusammenfassung

Eine k-Permutation ist die Auswahl einer k-elementigen Folge ohne
Wiederholung aus einer n-elementigen Menge, es gibt

n!

P(n,k)znkzm

solcher Permutationen. Die fallende Faktorielle n£ ist definiert durch

k-1
nE:H(n—i)

die steigende Faktorielle; n* durch

k-1

nE:H(n+i)

=0

Bei Permutationen mit Wiederholung kénnen Elemente mehr als einmal
ausgewahlt werden, es gibt

P*(n, k) = n*

Permutationen mit Wiederholung. Die Anzahl von Permutationen von
n Elementen, von denen jeweils ny,ns,...,ng, 1 < k£ < n, ununter-
scheidbar sind, so dass >, | n; = n ist, ist

n!
Hf:1 (ni!)

n-Permutationen konnen als Mengen von Zyklen notiert werden. Die
Anzahlen der n-Permutationen mit k-Zyklen sind durch die Stirling-
zahlen erster Art festgelegt:

P(n;ny,no, ... ,ng) =

S00=1, Spr =511+ (M —1) Sy_14

Diese Rekursion lésst sich als Stirling-Dreieck erster Art veranschauli-
chen. Ist by(m) die Anzahl der Zyklen einer n-Permutation 7 mit der
Lénge ¢, dann heifit

11 ®)gbe(m) | pbn(m)

der Typ von 7. Die Anzahl der n-Permutationen vom Typ 1212b2 . nbn

ist gleich
n!
byl -bol-. byl 1012020 .phn
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1.2 Kombinationen

Bei den bisher betrachteten Permutationen spielte die Reihenfolge der Ele-
mente eine Rolle. Zwei Permutationen mit denselben Elementen, aber in un-
terschiedlicher Reihenfolge, sind verschieden. Wenn wir von der Ordnung der
Elemente absehen, die Reihenfolge also keine Rolle spielt, sprechen wir von
ungeordneten Permutationen oder von Kombinationen. Eine Kombination
stellen wir deshalb nicht als Folge von Elementen iiber einer Menge M dar,
sondern als Teilmenge iiber M.

1.2.1 Kombinationen ohne Wiederholung

Definition 1.5 Sei M = [1,n] und k € Ny, 0 < k < n. Eine k-Kom-
bination (ohne Wiederholung) tiber M ist eine Teilmenge von M mit k
Elementen. Mit K (n, k) bezeichnen wir die Anzahl der k-Kombinationen,
die iiber der Menge M gebildet werden kénnen. O

Beispiel 1.8 Beim Lottospiel ,,6 aus 49“ bedeutet fiir die Spieler die Zie-
hung (13,5,27,11,48,32) dasselbe wie die Ziehung (27,11,5,48,32,13),
da die Reihenfolge der gezogenen Zahlen fiir die Gewinnausschiittung keine
Rolle spielt. Wir kénnen also diese und alle moglichen weiteren Ziehungen
mit diesen Zahlen als Menge darstellen: {5,11,13,27,32,48 }. m]

Man kann eine k-Kombination { z1, ...,z } liber einer n-elementigen Men-
ge auch als eine Aquivalenzklasse betrachten, die alle k-Permutationen die-
ser Elemente enthlt. Im Beispiel 1.8 ist {5,11,13,27,32,48 } die Aquiva-
lenzklasse, die als Elemente alle Folgen, die aus diesen Elementen gebildet
werden konnen, enthilt. Die Anzahl der Elemente einer solchen Aquivalenz-
klasse ist P(k, k) = k!.

Aus dieser Uberlegung kénnen wir die Anzahl der k-Kombinationen K (n, k)
iiber einer n-elementigen Menge ableiten: Es gibt P(n, k) geordnete k-
Permutationen ohne Wiederholungen, und zu jeder dieser gibt es P(k, k)
Permutationen, die wir zu einer Aquivalenzklasse, der entsprechenden k-
Kombination, zusammenfassen. Es gilt also:

P(n,k) = K(n,k) - P(k, k) (1.12)

Damit gilt der

Satz 1.6 Die Anzahl K (n, k) von Kombinationen iiber einer n-elementigen
Menge wird durch
_ P(nk) n! nk

Ko k) = 50 W=kl | (1.13)

bestimmt. O

k-Kombi-
nation ohne
Wiederholung
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g Ubungsaufgaben

1.8 a) Vollziechen Sie die obige Beweisidee fiir den Satz 1.6 anhand der
Bestimmung von K (4, 3) nach!

b) Versuchen Sie einen formalen Beweis fiir Satz 1.6! i

Den Ausdruck (1.13) nennt man auch Binomialkoeffizient und notiert ihn
wie folgt:

(Z) _ #'—k)' :%f (1.14)

Man spricht ,,n iiber k. Auf einige grundlegende Eigenschaften und Verwen-
dungsmoglichkeiten des Binomialkoeffizienten gehen wir im Kapitel 1.3 ein.

Beispiel 1.9 Wie viele Moglichkeiten gibt es beim Lotto, 6 Zahlen aus 49
zu ziehen? Es gilt:

49 49! 49!
K(49,6) = <6> = 6!- (49 —6)! ~ 6l 431

1-2-...-43-...-49  44-...-49

6-1-2-...-43  1:2-...-6
Somit ist die Wahrscheinlichkeit, sechs Richtige zu tippen 1:13983816. O
Aus Satz 1.1 und Gleichung (1.14) folgt unmittelbar

P(n,k) = k! (Z)

1.2.2 Kombinationen mit Wiederholung

= 13983816

Wir wollen bei Kombinationen jetzt auch Wiederholungen zulassen, d.h.
wir betrachten k-elementige Multiteilmengen {iber n-elementigen Mengen
M. Die Elemente von M kénnen also wiederholt auf die Teilmengen verteilt
werden.

Um die Anzahl K*(n, k) der k-Kombinationen mit Wiederholung iiber einer
n-elementigen Menge zu bestimmen, iiberlegen wir, dass wir beim Auswiéhlen
einer solchen Kombination k& — 1 Elemente (alle, bis auf das letzte) wieder
auswahlen konnen. Wenn wir uns vorstellen, dass diese Elemente von vor-
neherein zur Auswahl zur Verfiigung stehen, dann kénnen wir die Auswahl
als Kombination ohne Zuriicklegen betrachten. Damit hétten wir eine k-
Kombination ohne Wiederholung iiber einer n + k — 1-elementigen Menge.
Somit ergibt sich mit der Festlegung (1.14) und Satz 1.6
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Satz 1.7 Die Anzahl K*(n, k) von k-Kombinationen mit Wiederholung
(von k-Multimengen) iiber einer n-elementigen Menge M wird bestimmt
durch

n+k—1) _(n+k-=1)! nf

K*(n,k)—K(n+k:1,k)—( . o = W

Beweis Neben der obigen informellen Begriindung geben wir noch fol-
genden formalen Beweis fiir die Behauptung. Sei dazu A die Menge al-
ler k-Multimengen iiber M = [1,n], es ist also |4] = K*(n,k). Sei B
die Menge aller k-Kombinationen (ohne Wiederholung) iiber der Menge
M ={1....nnn+1,....n+k—1} = [L,n+k — 1], damit ist |B| =
K(n+k —1,k). Wenn wir nun zeigen konnen, dass |A| = |B| ist, dann ist
die Behauptung gezeigt. |A| = |B| gilt, wenn wir eine bijektive Abbildung
f A — B angeben konnen (siche Abschnitt 3.1.2).

Fir {ay,...,ar} € A mit a; < a; fiir i < j (a; = a; ist moglich, da die
Menge { a1, ..., a; } eine Multimenge ist) definieren wir

fHay,...;ax})={a1 +0,a0+1,...;ap+(k—1)}

Es gilt:

MI<a <a+l<...<ag+(k—1) <n+k—1, dh es ist
fH{ay,...,ax}) € B.

(2) f ist offensichtlich eine totale Funktion.

(3) f ist offensichtlich injektiv.

(4) f ist surjektiv. Sei dazu {by,..., by } € B. Damit ist b; < b; fiir i < j
(b; = b; ist nicht moglich, da die Menge { by, ..., by } keine Multimenge
ist) sowie 1 < by und by < n+k—1. Fiir {b1,05—1,...,by—(k—1) } gilt
dann 1 <by <by—1<...<b—(k—1)<mn,also {b,bp—1,...,0 —
(k—D}eA ud f({b,ba—1,....00 — (k=1 }) ={b1,...,bx }. Zu
jedem Element aus B existiert also ein Urbild von f in A, damit ist f
surjektiv.

Aus (1) - (4) folgt, dass [ eine Bijektion von A nach B ist, womit |A| = |B)|
und damit die Behauptung gezeigt ist. |

Beispiel 1.10 Wie viele Zahlenkombinationen kann man mit vier Wiirfen
wiirfeln? Einem Wurf entspricht die Auswahl eines Elementes aus der Men-
ge M = [1,6], wobei die Reihenfolge der gew#hlten Zahlen keine Rolle
spielt. Da bei jeder Auswahl auler bei der letzten alle Elemente wieder
ausgewihlt werden konnen, handelt es sich um eine (6, 4)-Kombination mit
Wiederholung. Somit kann man mit vier Wiirfen

. 6+4—1 9 9!
K(6,4)_( A >—(4)—4!.5!—126
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Zahlenkombinationen werfen. O

In Kapitel 4 kommen wir noch einmal auf die Bestimmung von Kombina-
tionen zuriick.

m Ubungsaufgaben

1.9 (1) Wie viele Moglichkeiten gibt es, im Mau-Mau-Spiel an vier Mitspie-
lerInnen jeweils fiinf Karten auszugeben und eine Karte aufzudecken?

(2) Wie viele verschiedene Mehrheitsbildungen gibt es in einer fiinf-
kopfigen Kommission? a

1.2.3 Zusammenfassung

Eine k-Kombination ist die Auswahl einer k-elementigen Teilmenge aus
einer n-elementigen Menge, es gibt

K(n,k) = (Z) :%f

solcher Kombinationen. Sind als Teilmengen Multimengen erlaubt, d.h.
diirfen Elemente mehrfach ausgewéhlt werden, spricht man von Kom-
binationen mit Wiederholung. Es gibt

el

K*(n7k):K(n+lfk,k):%

k-Kombinationen mit Wiederholung.

1.3 Multinomialkoeffizienten

Den Binomialkoeffizienten (}) haben wir bereits bei der Bestimmung der
Anzahl K(n,k) der k-Kombinationen einer n-elementigen Menge kennen-
gelernt: K (n, k) = (Z) Der Binomialkoeffizient spielt in vielen Abz&hl- und
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Auswahlproblemen eine wichtige Rolle. Einige seiner grundlegenden Eigen-
schaften und Anwendungsmoglichkeiten sowie seine Verallgemeinerung zum
Multinomialkoeffizienten werden wir in diesem Kapitel betrachten.

1.3.1 Binomialkoeffizienten

Den Binomialkoeffizienten haben wir bereits in der Festlegung (1.14) ein-
gefithrt. Fir n > k > 0 gilt

(Z) - #'_k)' (1.15)

Fiir den Fall, dass k > n oder k < 0 ein sollte, was gelegentlich bei Summen
vorkommen kann, setzen wir (Z) = 0. Im Kapitel 6 werden wir Verallgemei-
nerungen der Fakultdtsfunktion und damit auch des Binomialkoeffizienten
betrachten, bei denen n € R oder sogar n € C sein kann.

Im Folgenden betrachten wir ein paar grundlegende Eigenschaften und Ver-
wendungsmoglichkeiten des Binomialkoeffizienten. Es lasst sich mit der De-
finition (1.15) unmittelbar ausrechnen, dass fiir alle n € Ny gilt:

(0) =1 ()2 ()= ()=

Diese Gleichungen sind Spezialfille der folgenden symmetrischen Identitdt

0-()

die sich ebenfalls unmittelbar aus (1.15) ergibt.

Die Binomialkoeffizienten lassen sich wie folgt rekursiv definieren:
n p—
o) =
n n n—k+1
= 1 <k<n
O e

(1.17)

Symmetrische
Identitét
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Weiterhin gelten die folgenden Beziehungen:
n n—1 n—1
= k>1 1.18
()-Cc) Gz o
my e sy (1.19)
k) k\k—-1) "~ '
n n—
k = 1.2
() -G2) =
n n—1
— = 1.21
m=n (1) =n(" ) (121)
é Ubungsaufgaben
1.10 Beweisen Sie die Beziehungen (1.17 - 1.21)! O
Pascalsches In der Anordnung der Binomialkoeffizienten in das sogenannte Pascalsche
Dreieck Dreieck’spiegelt sich die Gleichung (1.18) wider:

n=0 (o) =1

n=1 (o) =1 () =1

n=2 (o) =1 () =2 () =1

n=3 (g)=1 () =3 () =3 () =1

3 Benannt nach Blaise Pascal (1623 - 1662), Religionsphilosoph, Mathematiker und
Physiker. Schon in jungen Jahren lieferte Pascal Beitrdge zu Kegelschnitten und
zur Konstruktion einer Rechenmaschine. Weitere Arbeiten beschéftigten sich mit
Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitstheorie, und er verwendete das Prinzip der
vollstédndigen Induktion. Des Weiteren wies er nach, dass der Luftdruck in der Hohe
abnimmt, und er gilt als der grofite religivse Denker des neuzeitlichen Frankreich.
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Tabelle 1.1 stellt das Dreieck als (untere) Dreiecksmatrix dar. Die Gleichung
(1.18) driickt aus, dass sich der Binomialkoeffizient in der (n + 1)-ten Zeile
und der (k+ 1)-ten Spalte ergibt, wenn man den in der n-ten Zeile und den
in der (k+1)-ten Spalte zu dem in der n-ten Zeile und k-ten Spalte addiert.

n o) G G G 0 6 6 6 6 6
o 1

11 1

2 1 2 1

3|1 3 3 1

41 4 6 41

5001 5 10 10 5 1

6 1 6 15 22 15 6 1

701 7 21 35 03 o021 7 1

8| 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

10| 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Tabelle 1.1 Pascalsches Dreieck

Die Bezeichnung Binomialkoeffizient resultiert aus Uberlegungen die Bino-
me

(a+0)",n>0
(tir a,b € C) betreffend:

a+b)* = a*+ 2ab + b
a+b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b*

Wie lésst sich allgemein die Potenz

(a+b)"=(a+b)(a+b)-...-(a+Db)

n-mal

als Summe darstellen?

Beim Ausmultiplizieren dieses Produktes ergeben sich die Summanden a*b"*,
0 < k < n. Wenn man die n Faktoren (a+b) mit 1,...,n durchnummeriert,
kann man die k a’s aus k der n Faktoren auswihlen. Die Nummern der &

Binom
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Binomische
Formel

ausgewihlten Faktoren bilden eine Teilmenge (auf die Reihenfolge kommt
es nicht an) von [1,n]. Die Anzahl dieser Teilmengen ist K (n,k) = (}), al-
so gibt es (Z) Moglichkeiten, den Summanden a*v"~* zu bilden. Aus diesen
Uberlegungen ergibt sich die sogenannte Binomische Formel:

Satz 1.8 Es gilt:

n __ n n1.0 n n—1z1 n 1in—1 n 0rn
(a+b) —(0)ab+<1)a b+...+<b_1>ab +<n)ab

<Z> kb (1.22)
k=0

fiir alle a,b € C und alle n € Nj. ]

Wegen der Symmetrie des Binomialkoeffizienten folgt unmittelbar

(a+b)" = 2”: (Z) " (1.23)

k=0

Aus der Binomischen Formel folgt unmittelbar fiir x € C

(x+1)"=(1+2)" = Z (Z) o (1.24)

k=0

und hieraus fir z = 2

9 = (14+1)" = (Z) 1k

D)) o

Il
ol
3
(=]
RS
> 3
~__
Il
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Aus dieser Beziehung folgt unmittelbar:

n n B n n o
>(1)-2 ()=
keUy keGy

Mithilfe der Gleichung (1.25) ldsst sich unmittelbar ableiten, dass fiir die
Potenzmenge P (M), d.h. der Menge aller Teilmengen, einer n-elementigen
Menge M gilt:

|P(M)] = 2"
Denn geméf Festlegung (1.14) und Satz 1.6 folgt, dass die Anzahl der Teil-
mengen mit k& Elementen einer Menge mit n Elementen gleich

K(nk) = (Z)

ist. Die Anzahl aller Teilmengen von M ergibt sich daraus wie folgt

K(n,0) + K(n,1) + ... + K(n,n) = >, Kk =

@ o+ O o+ .+ () = =2

Daraus ergibt sich, dass die Anzahl der Teilmengen einer n-elementigen
Menge gleich 2" ist. Diese Zahl entspricht der Summe der Elemente in der
n-ten Zeile im Pascalschen Dreieck (siehe Tabelle 1.1).

Die Teilmengen A € P(M) einer n-elementigen Menge M = {a,...,a, }
lassen sich durch Bitvektoren x4 = (z1,...,2,) € {0,1}" représentieren:
x; wird gleich 1 gesetzt genau dann, wenn a; € A ist, alle anderen Kompo-
nenten von x werden 0 gesetzt. Aus dieser eineindeutigen Zuordnung von
P(M) und {0,1}" folgt [P(M)| = |[{0,1}"| = 2", womit wir neben dem
obigen Beweis mithilfe der binomischen Formel einen weiteren Beweis fiir
diese Aussage gefunden haben.

Wir betrachten nun die Summe der n ersten Elemente in der Spalte k des
Pascalschen Dreiecks (siehe Tabelle 1.1), diese ist gleich

" /i n+1
= n>k>0 1.26
> ()= () 2o 020
bzw. wenn wir (;):Ofﬁrk>isetzen
En: N (" s k>0 (1.27)
pre k k+1)  —  —

Die Summe der ersten n Elemente der k-ten Spalte ergeben also das Element
in der n + 1-ten Zeile und k + 1-ten Spalte.

Bit-
vektoren
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1.11 (1) Uberpriifen Sie diese Gleichung anhand der Tabelle 1.1!
(2) Beweisen Sie die Gleichung (1.26) bzw. (1.27)! O

Fiir den Spezialfall £ = 1 gilt einerseits

z::(i) = G)+<i>++<?> _1+2+...+n_§;z’

und andererseits mit (1.26)

i <z> B (n + 1>
—~\1) \ 2
i=1
Somit folgt fiir die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen die (bekannte)
Gleichung;:

Zn:z': ("‘QH> :w (1.28)

i=1

Wir wollen Gleichung (1.27) verwenden, um die Summe Y i? der ersten
n Qudratzahlen zu berechnen: Wir {iberlegen zunéchst, dass

f_u?_nﬂ_i@—nw—?'WE””—2'(;)*G)

ist. Mit (1.27) folgt

I
N\
/N
S
w +
AR
N————
+
/N
3
o+
AR
N———

_(2n+1)(n+1)n
S —
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g Ubungsaufgaben

1.12 Bestimmen Sie mit der vorgestellten Methode die Summe " i* der
ersten n Kubikzahlen und zeigen Sie, dass

- ()

gilt! ]

Zunéchst stellen wir fest, dass
P =i(i—1)(i—2)+3i(i — 1) +i=:2+3i2+ it

gilt. Wegen (1.14) gilt

und somit

3 _ g 3.9l ‘ 1 ‘
i 3.( ) + .<2 + 1! ]
Damit ergibt sich

-2 (1) o2 ()2 ()

7=

1 1 1
_6'(711- >+6.<n;— >+<n—2i- > mithilfe (1.27)

1 1 1
= Z?’L4 + 57’7/3 + E’I”L2

n%(n?+42n+1)
4

_ ("(”;1))2 _ (i:@)Q mithilfe (1.28)

=0

In Kapitel 6.4 werden wir die Summe der Quadratzahlen und die Summe
der Kubikzahlen noch mit anderen Methoden bestimmen.
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g Ubungsaufgaben
1.13 (1) Zur Begriilung geben sich n Personen paarweise die Hand. Wie
viele Handepaare haben sich insgesamt geschiittelt?
(2) Es sei n € Ny. Beweisen Sie, dass die Formel
i n+k\ (n n n+1 P n+m
k —\0 1 m
k=0
_(n+m+1
N m
gilt! Geben Sie eine anschauliche Interpretation dieser Formel anhand
des Pascalschen Dreiecks! |
Vander- Wir wollen noch eine weitere Beziehung fiir Binomialkoeffizienten, die soge-
HéondeSChe nannte Vandermondesche Identitit,* betrachten. Dazu betrachten wir fol-
Identitét

gendes Beispiel: In einer Quizshow seien n weibliche und m ménnliche Zu-
schauer. Wie viele Méglichkeiten hat die Moderatorin, von diesen k Kan-
didatinnen und Kandidaten fiir eine Fragerunde auszuwéhlen? Wir kénnen
die Anzahl der Moglichkeiten auf zwei Arten bestimmen. Da es sich offen-
sichtlich um eine k-Kombination aus m + n Elementen handelt, gilt gemé&f
Satz 1.6 und Gleichung (1.14) zum einen, dass es

m+n
k
Moglichkeiten gibt. Zum anderen kénnen wir die Anzahl der Moglichkeiten
auch bestimmen, indem wir die Auswahlmoglichkeiten fiir Kandidatinnen
und Kandidaten getrennt betrachten: Es seien [ der k Ausgewihlten weib-

lich. Fiir jedes I € {0,1,...,k} gibt es (7) Moglichkeiten, Kandidatinnen
auszuwéhlen, und (krfl) Moglichkeiten, Kandidaten auszuwéhlen. Mit diesen

Uberlegungen ergeben sich also

> (")

Moglichkeiten fiir die Auswahl von £ Kandidatinnen und Kandidaten aus
insgesamt m + n Zuschauerinnen und Zuschauern.

4 Benannt nach Alexandre-Théophile Vandermonde, 1735 - 1796, einem franzosischen
Musiker und Mathematiker, der sich u.a. mit der Losung von Gleichungen héheren
Grades beschéftigte.
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Aus diesen Uberlegungen ergibt sich die Beziehung

<ml:n) - lz: (7) <krﬁ z) (1.29)

Im Kapitel 4 geben wir einen Beweis der Vandermondschen Identitét mit-
hilfe von erzeugenden Funktionen.

1.3.2 Multinomialkoeffizienten

Wir verallgemeinern nun Uberlegungen aus dem vorigen Abschnitt und be-
trachten die Multinome

(a1 +...+a)" = (Z aj) (1.30)

fir £ > 1 und n > 0; fiir £ = 2 handelt es sich um Binome, fiir die wir mit

(1.23) bzw. (1.22) Summendarstellungen kennen. Das Ausmultiplizieren von
(1.30), d.h. von

(a1 +...+a) (a1 +...4a) ...- (a1 4+ ... +a) (1.31)

n-mal
ergibt n Summanden der Art

ny n2

atray? ... ap (1.32)
mit 0 <n; <n, 1 <j <t und 22:1 n; = n, d.h. wir haben n Fécher, aus

denen jeweils eins der a; ausgewidhlt wird, insgesamt n;-mal; die Gesamtan-
zahl von Auswahlen muss natiirlich gleich n sein.

Fiir die Summendarstellung

ny ng ng
E Frsnnme A1 Q57 .. ay

fiir (1.30) miissen wir die Koeffizienten f,.,, . 5, bestimmen, d.h. die An-
ny . no

zahl, mit der der Summand af'a3? . .. a;* aus den n-Féchern gezogen werden
kann: Fiir a; gibt es

n

Ui
Moglichkeiten, fiir as dann noch

")

.....

Multinom
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Méglichkeiten, allgemein fiir a;, 1 < j <t

(nnlng...nj_l)
nj

Moglichkeiten, d.h. schliellich fiir a,

n—my —Mg — ... — Ny
T

Moglichkeiten. Insgesamt ergibt sich daraus

n n-—mny nN—Nny —MNg — ... — Ny
fn;nl,...,n,, = . ot
ni N2 Ty

B n! (n—ny)! (n—ny —ny)!

S om!(n—n1)! nel(n—ny —ny)! nsl(n —ny — ny — ng)!
(n—...—m_1)!
nl(n—...—ny)!

n!
oyl onel oy

durch Vergleich mit Satz 1.2 erhalten wir unmittelbar

Folgerung 1.5 Es gilt

fn;nl,...,ng = P(n, ny,... 7nt)

Hierauf hitten wir auch durch entsprechende Uberlegungen kommen kon-
nen: Wenn wir uns (1.32) ansehen, dann suchen wir nach der Anzahl von
Wortern der Léange n, die mit den Buchstaben ay, ..., a; gebildet werden
kénnen, wobei jeder Buchstabe a; genau nj-mal vorkommt (da wir es hier
mit Zahlen zu tun haben, fassen wir im Unterschied zu Wortern gleiche Fak-
toren a;, die nj-mal vorkommen, zu Potenzen a?] zusammen und sortieren
diese Potenzen so, dass a; vor a;;1 steht. |

Fiir fn;nl,___’nt bzw. fiir

|
n!
P(n;ny,...,ng) = —
ny!omal ey

() (139

schreiben wir auch
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Im Allgemeinen erhalten wir die Multinomische Formel

t n
n
E aj | = E aitay? ... apt
Nyy..., Ny

j=1 .
J St_y njon Multi-

(1.34)  nomische

Z th! - ﬁ a;bj Formel

0<ny,m<n Llj=1T5 525
Sty njmn

Fiir den Spezialfall t = 2 erhalten wir, wenn wir k& = n; setzen, woraus sich
ne =n —mn; =n — k ergibt:

fn;k,nfk = P(’IL; k, n— k‘)

- (kmn— k)

(1.35)
n!
~ Ekl(n—k)!
= <Z> = K(n,k)
Ersetzen wir hier n durch n + k — 1, dann erhalten wir
n+k—1
P kE—1;kn—1)=
(n+ ik, —1) < k,n—1 )
(n+k-1)!
k' (n—1)!
( ) (1.36)
_(n+k—1
N k
= K*(n,k)

Beispiel 1.11 Eine Familie mit sechs Personen entschliefit sich nach ei-
nem Sonntagsausflug, ein Fast Food-Restaurant zu besuchen, welches vier
Meniis anbietet. Der Vater, Mathematiker von Beruf, kann es nicht lassen,
seine Lieben auch an diesem Tag mit einer Aufgabe zu foppen: ,, Wer mir
sagen kann, wie viele Bestellmoglichkeiten wir haben, dem spendiere ich ei-
ne Cola.“ Da es nichts Besseres zu tun gibt, und alle wissen, wie sehr sich
der Vater freut, tiberbriicken alle die Zeit, indem sie sich mit der Aufgabe
beschéftigen. Mutter H. und Sohn P. stellen die folgende Tabelle auf, in
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der in den Zeilen beispielhaft Mo6glichkeiten fiir Meniiauswahlen der sechs
Familienmitglieder eingetragen werden. Die Personen bennen sie dabei mit
D1, P2, - - -, Dg, und die vier Meniis notieren sie mit 1, 2, 3, 4. Thre Tabelle sieht
wie folgt aus:

Der Vater schaut zu und sagt: ,,Schon macht Thr das! Aber wie behaltet Thr
den Uberblick? Seid Ihr sicher, keine Moglichkeit zu vergessen oder keine
mehrfach aufzufithren? Und wie lange braucht IThr, bis die Tabelle fertig ist?*
Tochter S. und der jiingste Sohn Da. haben zugeschaut und bemerken: , Wir
wollen doch nur die Anzahl wissen, dabei spielt die Reihenfolge keine Rolle®,
und sie stellen eine Tabelle auf, in der jede Meniiauswahl aufsteigend nach
Meniinummern sortiert aufgelistet ist:

(1,2,2,3,4,4)
(1,1,1,2,3,3)
(2,3,4,4,4,4)
(3,3,3,3,3,3)

,Das hilft sicher, die Ubersicht zu behalten®, sagt der Vater, ,aber bis Thr
alles aufgeschrieben habt, ist unser Essen ldngst kalt geworden — geht’s nicht
schneller?“ Da meldet sich Sohn Do., der wie immer bei solchen Momenten
still vor sich hingegriibelt und einiges auf die bereitliegenden Servietten
gekritzelt hat: , Ich kann das noch einfacher aufschreiben®, sagt er und malt
folgende Zeichenketten auf:

,Eine Meniiauswahl stelle ich als eine Zeichenkette aus den zwei Zeichen z
und | dar. In jeder Zeichenkette kommen genau neun Zeichen vor, namlich
genau sechs z und genau drei |. Die Zeichenketten bestehen immer aus vier
Gruppen von z, die durch jeweils drei | getrennt sind; die Anzahl der x
in der i-ten Gruppe gibt an, wie oft das Menii ¢ bestellt wird®, erlautert
Do. ,Ja, toll“, mokieren sich die anderen, ,was bringt das denn? Das ist
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doch eher komplizierter!“ | Na ja“, sagt Do., ,jetzt miissen wir nur noch
iiberlegen, wie viele Zeichenketten der Lénge neun mit den beiden Symbolen
x und | gebildet werden konnen, in denen jeweils genau sechs x und drei
| vorkommen.“ | Prima“, sagt der Vater, ,jetzt essen wir aber erst, und
dann iiberlegen wir weiter bei einem Glas Cola, dass ich jedem von Euch
spendiere.

Diese kleine Geschichte stellt ein Beispiel dar fiir den Zusammenhang (1.36)
zwischen Kombinationen mit Wiederholung und Permutationen, in denen
verschiedene Elemente mit einer jeweils festgelegten Héufigigkeit vorkom-
men. Wir haben einerseits n = 4 Elemente, aus denen k = 6 Elemente mit
Wiederholung gezogen werden, wobei die Reihenfolge keine Rolle spielt. Mit

Satz 1.7 ergeben sich
K*(4,6) = (Z) =84

Moglichkeiten. Andererseits haben wir zweibuchstabige Zeichenketten der
Lange n — 14k =9, in denen ein Buchstabe sechs- und der andere dreimal
vorkommen. Mit Satz 1.2 ergeben sich

9! 9
P9:6.3) = 551 = (6 3) =8

Moglichkeiten. O

é Ubungsaufgaben

1.14 Wie viele Losungen (1, ..., 210 ) mit z; € Ny, 1 <1 < 10, besitzt die
Gleichung z1 + ... 4+ z19 = 257 O

Aus Ubung 1.14 kénnen wir unmittelbar die folgende Folgerung ableiten.
Folgerung 1.6 Die Gleichung

T +...+xp=n
mit k,n € Ny besitzt

(n+k—1)

P(7L+k_177l7k'_1):m:

K*(k,n)

viele Losungen {z1,...,2;) mit x; € Ng, 1 < i < k. O
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1.3.3 Zusammenfassung

Die Zahlen
n\ n!
k) kl(n — k)!

heilen Binomialkoeffizienten. Sie sind die Koeffizienten der Summan-
den a*b"* des Binoms (a + b)". Fiir die Binomialkoeffizienten gilt die

Rekursion
n+1 _(n n n
E+1)  \k k+1

welche sich als Pascalsches Dreieck veranschaulichen lasst. Fiir die
Binomialkoeffizienten gelten vielfiltige Summenbeziehungen, z.B.
iiber Zeilen, Spalten und Diagonalen. Die Spaltenbeziehung kann zur
Berechnung der Summen )" " verwendet werden.

Als Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten ergeben sich die
Multinomialkoeffizienten

n n!
Ny, .e ., My n!eooong

Sie sind die Koeflizienten der Summanden af*as? ... ay* des Multinoms

(a1 +a2+...at)".
Als eine Anwendung ergibt sich, dass die Gleichung

rT1+...+txp=n

mit k,n € Ny
ntk—1\ (n+k—1)
(n,k’—l) nl(k_1)| (n+k in, k ) (k7n)

viele Losungen (1, ...,2, ), x; € Ny, 1 <1i < n, besitzt.
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