2 Modellierungsbeispiele

In diesem Kapitel beschreiben wir fiir verschiedene physikalische Probleme, wie man zu deren
mathematischer Formulierung gelangt. Wir diskutieren dies anhand der stationédren und insta-
tiondren Wirmeleitung. Aulerdem betrachten wir eindimensionale Deformations- und Schwin-
gungsprobleme sowie mehrdimensionale Elastizititsprobleme. Um ein entsprechendes mathe-
matisches Modell zu erhalten, nutzen wir Energiebilanzen, Erhaltungssitze, Krifte- und Momen-
tengleichgewichte sowie Stoffgesetze. Als Resultat dieser Modellierung entstehen Randwertpro-
bleme und Anfangsrandwertprobleme, deren nidherungsweise Losung in den folgenden Kapiteln
ausfiihrlich diskutiert wird.

2.1 Wirmeleitprobleme

Wir betrachten zuerst ein einfaches, rdumlich eindimensionales Beispiel, ndmlich die stationédre
Wirmeleitung in einem diinnen Stab. Danach wenden wir die Modellierungstechniken auf sta-
tiondre Wirmeleitprobleme in dreidimensionalen Korpern an. Aulerdem betrachten wir einige
Spezialfille, die auf rdumlich zweidimensionale Randwertprobleme zuriickgefiihrt werden kon-
nen. In der Praxis sind Wirmeleitprobleme im Allgemeinen instationir, d.h. das gesuchte Tem-
peraturfeld hiangt nicht nur von der Ortsvariablen x, sondern auch von der Zeit ¢t ab. Wir beginnen
bei der Modellierung zeitabhingiger (instationdrer) Warmeleitprobleme wieder mit dem raum-
lich eindimensionalen Fall. Danach verallgemeinern wir die Vorgehensweise auf den raumlich
mehrdimensionalen Fall und auf Wirmeleit-Wéarmetransport-Probleme.

2.1.1 Stationiires Wirmeleitproblem in einem eindimensionalen Gebiet
Physikalisches Problem

Gesucht ist das Temperaturfeld u(x; ), x; € (a,b), in einem diinnen Stab mit der Linge { =b—a
und konstantem Querschnitt Q. Die Lénge £ sei viel groBer als der Durchmesser des Querschnitts.
Ein Beispiel fiir ein derartiges Problem ist die Ermittlung des Temperaturfeldes in einem Draht,
der sich infolge der Umwandlung von elektrischer Energie in Wirme aufheizt.

Die Temperaturverteilung im Stab wird durch Wérmequellen im Stab und den Kontakt mit der
Umgebung beeinflusst. Diese Einflussfaktoren sind in der Abbildung 2.1 schematisch dargestellt.
Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dass alle Einflussgrofien nur von der Koordinatenrich-
tung ldngs der Achse des Stabes abhingen. Unter dieser Voraussetzung hingt die Temperaturver-
teilung auch nur von dieser Koordinatenrichtung ab. Deshalb kann das Problem aus der realen
raumlich dreidimensionalen Welt als riumlich eindimensionales Problem (1D-Problem) betrach-
tet werden.
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Aufheizung (z.B. durch Umwandlung von
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Abbildung 2.1: Einfliisse auf die Temperaturverteilung im Stab

Im Folgenden stellen wir die Wiarmemengenbilanz an einem Teilstiick des Stabes der Lén-
ge Ax] auf (siehe Abbildung 2.2). Aus dieser Wirmemengenbilanz erhalten wir eine Wirme-
leitgleichung in integraler Form. Hieraus werden wir durch den Grenziibergang Ax* — 0 die
Wirmeleitgleichung in differentieller Form ableiten.

Wirmemengenbilanz an einem ,,kleinen‘ Stabstiick S der Liinge Ax}
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Abbildung 2.2: Wirmemengenbilanz an einem ,.kleinen* Stabstiick
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1. Wirmemenge, die durch Aufheizung entsteht:

Axt
* 1
Yt

WH = /f(X])dxldX2dX3 = meas(Q) f(xl)dxl .
S

AxXF
S—
X172

Die Funktion f charakterisiert die Intensitit der Wirmequelle. Der Flicheninhalt von Q ist

mit meas(Q) bezeichnet.

2. Transportierte Wiarmemenge beim Warmeaustausch mit der Umgebung iiber den Mantel:

Wy = / g(x1) (u(xr) —ua (1)) dO.

Axt Ax¥
* 1 1
a0 x [xlf Xt ]

Dieses Oberflichenintegral iiber den Mantel des Stabes dS = dQ x [xf — AXTT,xT + AXTT} kann

aufgrund der Tatsache, dass alle Groen nur von der Variablen x; abhéngen, wie folgt verein-
facht werden:

o
X+t
Wy = meas(9Q) / g(en) () — ua (1)) dxy @1
x5
)c’]‘JrAXTT 5
= meas0) [ T ata) () )
i

g(x1)
Dabei bezeichnet die Funktion g den Wirmeaustauschkoeffizienten und meas(dQ) den Um-
fang des Querschnitts Q. Der Wirneaustauschkoeffizient ist eine materialabhingige Grofe.

3. Wirmemenge, die am linken Rand des Stabstiickes, d.h. bei x] — AXTT in ,,Ax}* hineinflief3t
bzw. am rechten Rand, d.h. bei x] + %, aus ,,Ax** herausflief3t:
Nach dem Fourierschen Erfahrungsgesetz der Wirmeleitung (siehe [CHO2, JTOS8, St605]) ist
der Wiirmefluss o (x; ) proportional zum negativen Temperaturgradienten —u'(x; ). Fiithren wir

als Proportionalititsfaktor die Wirmeleitzahl A (x;) ein, dann gilt
o(x))=—A(x) ' (x1).
Somit ergibt sich fiir die einflieBende Wirmemenge
Wi = [ -2l 5w (x-S dodx
Qein

*
1

= —A(xj—5 )u’(x’{—A; ) meas(Q)
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und fiir die ausflieBende Wiarmemenge

W(x1+A§l>

Aus der Wiarmemengenbilanz

Wirmemenge, Wirmemenge,
die am linken die am rechten Wirmemenge Wirmemenge,
Rand, d.h. bei Rand, d.h. bei die iiber den die durch Auf- | _ ()
w A « A . =
X]— =%, in x|+ =, aus Mantel abge- heizung ent-
,»Ax]* hinein- ,,Ax*“ heraus- geben wird steht
flieBt flieBt
W (x5t W5 - Wa + Wh =0

erhalten wir die integrale Form der Wirmeleitgleichung.

Die Wirmeleitgleichung in integraler Form

Fiir alle x; € (a,b) und fiir alle Ax} >0 mit [x] — 25 x; + %1] C (a,b) gilt die Gleichung
—),(xT—AxTT)u’(x’f—A%) meas(Q)—i—l(x’[—&-AxTT) ( )meas
X*J’_L’CT X*+AL
1 2 1 2 (22)
— meas(0Q) / G(x1) (u(x1) —ua(x1))dx1 + meas( / fl)dn = 0.
1T Xl_T

Der Einfluss der Umgebung der Randpunkte x; = a und x; = b auf die Temperaturverteilung
kann auf verschiedene Weise im mathematischen Modell beriicksichtigt werden. Im Moment
betrachten wir nur den Fall, dass die Temperaturen vorgegeben sind, d.h. u(a) = g, sowie
u(b) = g, mit gegebenen Temperaturwerten g, und g,. Andere Moglichkeiten der Vorgabe von
Bedingungen in den Randpunkten diskutieren wir am Ende dieses Abschnitts.

Ausgehend von der Wirmeleitgleichung (2.2) in integraler Form leiten wir im Folgenden die
differentielle Form der Warmeleitgleichung her.

Die differentielle Form der Wirmeleitgleichung bei homogenem Material und stetiger
Wirmequelle

Wir gehen zunichst von folgenden Voraussetzungen aus:

(i) g€C(a,b),d.h. gist eine stetige Funktion im Intervall (a,b), ¢ > 0,
z.B. ¢ =konst. > 0 (¢ = 0 entspricht einer Isolation),

(ii) A €C'(a,b), d.h. A ist eine stetig differenzierbare Funktion im Intervall (a,b),
A(x1) > Ap = konst. > 0, z.B. A = konst.,
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(iii) f € C(a,b), d.h. f ist eine stetige Funktion im Intervall (a,b),
(iv) ua € C(a,b), d.h. ua ist eine stetige Funktion im Intervall (a,b).
Diese Voraussetzungen sind allgemeiner als sie fiir homogene Materialien benotigt werden. Die
folgenden Betrachtungen gelten deshalb sogar fiir eine breitere Klasse von Materialien. Im Fall
homogener Materialien wird A = konst. > 0 und ¢ = konst. > 0 vorausgesetzt.
Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (siehe [MVO0la, Zeil3]) folgt, dass fiir eine be-

liebige Funktion v € C[x‘f — AXTTJ’[ + AXTT] die Beziechung

* AXT
Xt
1
Jim [ vedn =vix) 2.3)
x-St

gilt. Multiplizieren wir die Gleichung (2.2) mit —1 und dividieren sie durch Ax} sowie meas(Q),
dann erhalten wir

¥t A
Axt Axt Axt Axt t
A+ ) -2 - S-S / e
Ax: Ax:
XT*T
AXT Ax*
X+T X1+ 2
Ax* / S dx + Ax* / G(xr)ua(x)dx; .
x*——l )c"—ﬂ
1~ 72 [

Mit Ax] — 0 ergibt sich aufgrund der Voraussetzungen (i) — (iv) und der Beziehung (2.3) die
Differentialgleichung

—(AGD)u' (1) +qu(xy) = f(x7) +g(x7Jua(x])  firalle x7 € (a,b).

Bemerkung 2.1

Aus den Voraussetzungen (i) — (iv) folgt, dass u € C2(a,b), d.h. die Temperatur ist eine im Intervall (a,b)
zweimal stetig differenzierbare Funktion und o € C!(a,b), d.h. der Wirmefluss ist eine im Intervall (a,b)
stetig differenzierbare Funktion.

Als Endergebnis unserer bisherigen Betrachtungen erhalten wir die folgende differentielle Form
der Wirmeleitgleichung.

Gesucht ist u(x) € C*(a,b) NCla,b), so dass die Differentialgleichung

— (A (x)) +G(x)u(x) = f(x) +G(x)ua(x) fiiralle x € (a,b) (2.4)
gilt sowie die Randbedingungen u(a) = g, und u(b) = g, erfiillt werden.

Zur Vereinfachung der Schreibweise haben wir in der Differentialgleichung (2.4) die Ortskoordi-
nate mit x anstelle von x; bezeichnet. Diese verkiirzte Schreibweise werden wir auch im Weiteren
nutzen, wenn eindeutig ist, welche Raumdimension gerade betrachtet wird.
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Bisher haben wir vorausgesetzt, dass die Eingangsdaten wie der Wirmeaustauschkoeffizient,
die Funktion zur Charakterisierung der Intensitéit der Warmequelle und die Wirmeleitzahl stetige
bzw. stetig differenzierbare Funktionen sind. Im Folgenden werden wir diese Voraussetzungen
abschwichen. Wir betrachten den Fall, dass die Eingangsdaten nur stiickweise diese Eigenschaf-
ten besitzen, z.B. wenn der betrachtete Stab aus mehreren Materialien zusammengesetzt ist.

Die differentielle Form der Wirmeleitgleichung bei stiickweise homogenem Material und
stiickweise stetiger Wirmequelle

Wir betrachten 0.B.d.A. einen Stab, bestehend aus zwei Materialien (siehe Abbildung 2.3).

/\\\ \\\ \
\ \
\ / / /
/ /
; I |
a b

c
Eisen Kupfer

A, g1y uars fi X2, G, uaz, fo
Abbildung 2.3: Stab, bestehend aus zwei verschiedenen Materialien

Es wird vorausgesetzt, dass A1, i, ua; und fj im Intervall (a,c) den auf der Seite 36 angege-
benen Voraussetzungen (i) — (iv) sowie Ay, G2, uas und f, diesen Voraussetzungen im Intervall
(c,b) geniigen.

Eine zur Herleitung der Warmeleitgleichung (2.4) analoge Vorgehensweise liefert die Rand-
wertaufgabe fiir die Wirmeleitung bei stiickweise homogenem Material und stiickweise stetiger
Wirmequelle.

Gesucht ist das Temperaturfeld u(x), fiir das die folgenden Beziehungen gelten:

Randbedingung: u(a) = ga,
Differentialgleichung: —(M) +qiu = fi+Giuas fiir alle x € (a,c),
Interfacebedingungen: u(c—=0) = u(c+0),

—Ai(c=0)(c—0) = —A(c+0)u'(c+0),
Differentialgleichung: —(Mu) +qu = fo+Gouaz fiir alle x € (c,b),
Randbedingung: ulb) = gp.

Die Interfacebedingungen (Ubergangsbedingungen) erhalten wir unmittelbar aus dem Erhal-
tungsprinzip, dass der Wiarmefluss und die Temperatur stetig sind.

Die Schreibweise u(c — 0) = u(c + 0) bedeutet, dass der linksseitige und der rechtsseitige Grenz-
wert der Funktion « an der Stelle x = ¢ iibereinstimmen, d.h. limy_,,_o u(x) = limy_,co u(x).
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Bisher haben wir nur den Fall betrachtet, dass am linken und rechten Rand des Stabes Werte
fiir die Temperatur vorgegeben sind. Diese Art der Randbedingung, d.h. die Vorgabe von Funk-
tionswerten der gesuchten Funktion, wird als Randbedingung 1. Art oder auch als Dirichletsche
Randbedingung bzw. als wesentliche Randbedingung bezeichnet. Es konnen jedoch auch ande-
re Situationen bei der Modellierung von Wirmeleitproblemen auftreten. Beispielsweise kann an
einem oder an beiden Stabenden ein Wirmefluss in den Stab erfolgen oder man mochte an den
Stabenden den Wirmeaustausch mit der Umgebung modellieren, welcher durch die Temperatur-
differenz an den Stabenden und der Umgebungstemperatur verursacht wird.

Wir betrachten zuerst die Situation, dass am linken und rechten Stabende ein gegebener Wiir-
mefluss mathematisch modelliert werden soll. Bevor wir die entsprechende mathematische Be-
schreibung angeben, erldutern wir kurz die Vorgehensweise bei raumlich dreidimensionalen Kor-
pern und diskutieren die daraus resultierende Vereinfachung im rdumlich eindimensionalen Fall.
Bei der mathematischen Beschreibung des Wirmeflusses tiber einen Teil der Oberfliche des Kor-
pers gibt man den Wirmefluss in Richtung der dufleren Einheitsnormalen in den Punkten dieses
Teils der Oberfliche vor. Dabei ist der Vektor der dufleren Einheitsnormalen i ein Vektor, der
senkrecht auf der Tangentialebene im entsprechenden Punkt der Oberfliache steht, nach auflen
zeigt und dessen Betrag gleich Eins ist. Der Wérmefluss in Richtung der dueren Einheitsnor-
malen 7 wird dann bei einem homogenen Material durch

n
o A 2% mit A= n | @5)
axl

nT'6 =oyny+ oy +03nz = —A4 Tnz p
X7 X3

beschrieben.

An den Stabenden (siehe Abbildung 2.4) ist der Vektor der dufleren Einheitsnormalen parallel
zur x1-Achse und er zeigt am Stabanfang bei x; = a in Richtung der negativen x;-Achse und
am Stabende bei x| = b in Richtung der positiven x;-Achse. Somit lautet der Vektor der dufleren
Einheitsnormalen 7, bei x; = a und 7i;, bei x; = b

-1 1
g = 0 und 7#Ap=1| 0
0 0

Abbildung 2.4: Vektor der dufieren Einheitsnormalen am Stabanfang und Stabende
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Damit ergibt sich aus (2.5) am linken Rand des Stabes

du du
nle = = —217 . —1 = A’i
n*o o1n dx1 ( ) dX1
und am rechten Rand
du du
nl'o = = A—-1=—2A—.
nto o1n dX| dx]

Ein vorgegebener Wirmefluss am linken bzw. rechten Stabende wird somit wie folgt mathema-
tisch beschrieben:

AMa)'(a)=g, und —A(b)u'(b) =g,.

Derartige Randbedingungen werden als Randbedingungen 2. Art oder Neumannschen Randbe-
dingungen oder natiirliche Randbedingungen bezeichnet.

Der freie Wirmeaustausch mit der Umgebung an den Stabenden wird analog wie der Wir-
meaustausch mit der Umgebung iiber den Mantel modelliert. Aufgrund der Tatsache, dass der
Wirmefluss proportional zur Differenz zwischen dem Wert der Temperatur am Rand und der
Umgebungstemperatur ist, muss gelten

Ala)u' (a) = o(u(a) —uy) und  —A(b)d (b) = ap(u(b) —up).

Dabei bezeichnen ¢, und ¢y, die Wirmeiibergangszahlen sowie u, und u; die Auflentemperatur
am linken bzw. rechten Rand. Derartige Randbedingungen nennt man Randbedingungen 3. Art
oder Robinsche Randbedingungen.

Natiirlich muss nicht an beiden Stabenden die gleiche Situation hinsichtlich des Kontakts zur
Umgebung vorliegen, sondern es sind beliebige Kombinationen der obigen Situationen denkbar,
z.B. kann am linken Rand eine bestimmte Temperatur anliegen und das rechte Stabende wérme-
isoliert sein, d.h.

u(a) =g,, u'(b)=0,

oder es kann das linke Stabende wirmeisoliert sein und am rechten Stabende erfolgt der freie
Wirmeaustausch mit der Umgebung, d.h.

u(a) =0, —A(b)u' (b) = ot (u(b) —uyp).

In solchen Fillen spricht man von gemischten Randbedingungen.

2.1.2 Stationire Wirmeleitprobleme in mehrdimensionalen Gebieten

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir ausfiihrlich die Herleitung der stationdren Wirme-
leitgleichung im eindimensionalen Fall diskutiert. In diesem Abschnitt leiten wir die stationére
Wirmeleitgleichung fiir den allgemeinen rdumlich dreidimensionalen Fall her. Aulerdem be-
trachten wir einige Spezialfille, die sich auf rdumlich zweidimensionale Probleme reduzieren
lassen.
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Physikalisches Problem

Gesucht ist das stationidre Temperaturfeld u(x) in einem dreidimensionalen Korper, der ein be-
schrinktes Gebiet Q C R? einnimmt (siehe z.B. Abbildung 2.5).

B " innere Warmequellen
ﬁ<x>—<n2 ),mxn—l d

'=9dQ

Umgebungs-
temperatur ua

Randbedingungen:
X
: zB. u(x) =g;(x) firallexel

P(x},%5,55)

Tx

1
Abbildung 2.5: Skizze eines 3D-Korpers

Analog wie im eindimensionalen Fall fithren wir zunidchst eine Wiarmemengenbilanz an einem
kleinen Teilgebiet des Korpers durch.

Wirmemengenbilanz an einem ,kleinen‘ Quader ,,Ax] x Ax; x Ax3* mit dem
Schwerpunkt im Punkt P(x*) = P(x},x3,x3) € Q

. x| A
cvs(xuxz,x’g—i—A;‘)T 0 (1,45 + 52 ,%3)
innere /
Wirmequellen
! | ‘ / Avj
o ~
GI(XT—TI7XZ7X3) . )» oP —
Axt
)z o1 (x] + 5L, x2,x3)
Ax*
// f ?
. Ax .
* Ax*
Gz()q./.x;*%ﬂ@) G3(X1,X2,X§_ 23)

Abbildung 2.6: Wirmemengenbilanz an einem Quader ,, Ax} X Axj x Ax3“
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Fiir alle x* = (x7,x3,x3) € Q und fiir alle Ax}, Axj, Axj > 0 mit {(xy,x2,x3) 1 x] — A;" <x <

x4 A =123} C Q gilt

2
A2 et RS R
G]()CT*AXTT,xz,xg)dxgdxz - / / G](XT+AXTT,xz,X3)dX3dX2
55 - 55 -
P Gt P
+ / Gz(xl,xé—%;,xg)dxld& — / / GQ(X1,XZ+AXT;,X3)dX]dX3
B - B -
wril et wiril it
x A A
+ / 63(x1,x2,x3773)dx2dx1 — / / Gg(xl,xg,x3+73) dxpdx;
-5 -2 -5 -2
x§+ATx§ XE+A%3 xTJrA%T
¥ / / Pt didody;, = 0. 2.6)
S

In der Beziehung (2.6) und in Abbildung 2.6 bezeichnet 6;, i = 1,2,3, den Warmefluss in Rich-
tung x;. Auf dem Rand dQ miissen noch Randbedingungen formuliert werden, die den Einfluss
der Umgebung auf die Temperaturverteilung im Korper beschreiben. Beispielsweise kann die
Temperatur am Rand vorgegeben sein.

Aufgrund des Fourierschen Erfahrungsgesetzes der Wiirmeleitung gelten fiir ein orthotropes
Material die Beziehungen

u

O; = 7%‘87)6,'

L i=1,2,3.

Unter den Voraussetzungen:

(i) Ai(x) €CH(Q),i=1,2,3,dh. die A; sind einmal stetig differenzierbare Funktionen im Ge-
biet Q, A; > Ay = konst. > 0 und

(i) f(x) € C(Q), d.h. f ist eine stetige Funktion in Q,

erhalten wir nach Multiplikation der Gleichung (2.6) mit —1/(Ax{Ax;Ax3) und dem Grenziiber-

gang Axj — 0, Ax; — 0 sowie Ax; — 0 analog zum eindimensionalen Fall die Wirmeleitglei-

chung in differentieller Form (Zur Vereinfachung der Schreibweise ersetzen wir x* durch x.):

Gesucht ist u € C2(Q)NC(Q), so dass

30 du(x)\ . B
— l; o (l,-(x) I ) = f(x) furalle x= (x1,x2,x3) € Q, 2.7)
u(x) = gx) firalle xedQ

gilt.
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Wie bereits im Abschnitt 1.3 erwihnt wurde, kann die Gleichung (2.7) unter Nutzung der
Differentialoperatoren div und grad (siehe (1.8) und (1.9), S. 10) in der kompakteren Form

),1 (x) 0 0
—div (A(x) gradu(x)) = f(x) mit A(x) = 0 Xx) O (2.8)
0 0 13 (x)

aufgeschrieben werden.

In Analogie zum eindimensionalen Wirmeleitproblem (siehe Abschnitt 2.1.1) konnen neben
den bisher betrachteten Randbedingungen 1. Art, d.h. der Vorgabe der Temperatur am Rand, auch
Randbedingungen 2. Art (Vorgabe des Wirmeflusses)

3
) NE)) ) =—gi(x) firalle xeI'=9Q,
=~ ax,
| ——

Konormalenableitung

Randbedingungen 3. Art (freier Wirmeaustausch mit der Umgebung)

u

—N =a(x) (u(x) —ua(x)) firalle xeT

oder gemischte Randbedingungen

ulx) = gi(x) firalle xeI'y,
d

7£ = -2 firalle x €I,
du

SN = ou(x) (u(x) —ua(x)) fiir alle x € T'3
vorgegeben werden. Dabei ist 0Q =T =Ty UL, U3, INT; =0 fiir i # j, i, j = 1,2,3. Wei-
terhin bezeichnen 7i(x) den Vektor der duBeren Einheitsnormalen im Punkt x € dQ (siehe Abbil-
dung 2.5), a(x) die Wirmeiibergangszahl und ua (x) die Umgebungstemperatur.

Fiir ein homogenes, isotropes Material, d.h. A} = A, = A3 = A = konst. in Q, geht die Glei-
chung (2.7) in die Poisson-Gleichung

—Au = f(x) fir alle x € Q
ulx) = g firalle xe ' = 9Q
2 2 2 .
mit dem Laplace-Operator A = —— + —— + = und f(x) = f(x)/4 iber.
dxy  dx;  dx3

Im Fall eines inhomogenen Materials, z.B. wenn der betrachtete Korper aus verschiedenen
Materialen zusammengesetzt ist, gilt auch die Wirmeleitgleichung (2.6) in integraler Form. Die
Differentialgleichung gilt nur in Teilgebieten mit ,,glatten* Daten. Zusétzlich miissen an den
Materialgrenzen Ubergangsbedingungen (Interfacebedingungen) gestellt werden, d.h. Stetigkeit
der Temperatur und des Wérmeflusses (siehe auch Abschnitt 2.1.1).
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Bemerkung 2.2

Die Wirmeleitgleichung (2.7) kann auch mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes (siche [MVO0la, Zeil3])
hergeleitet werden. Wir betrachten ein beliebiges Teilgebiet G C Q mit G C Q. Falls G C I', UT3 gilt,
sind Sonderbetrachtungen notwendig, auf deren Darlegung wir hier verzichten.

-[ (-5

Aus der Wiarmemengenbilanz

3. u

Y Aign[) d0+/f(x)dx:o
oG ! G

folgt nach dem Gauf3schen Integralsatz
3.9 du . L
—/ y —(xi—> dx = /f(x)dx firalle GC Q mit G C Q.
J \ /5 dx ox; J
G
Wegen der Beliebigkeit des Gebietes G folgt daraus sofort die Differentialgleichung

Zax ( A>=f(x) fiir alle x € Q.

Im Folgenden betrachten wir einige Spezialfille hinsichtlich der Geometrie des Korpers Q und
der Abhingigkeit der Eingangsdaten von den verschiedenen Raumrichtungen. In diesen Fillen
ist es moglich, anstelle des Wirmeleitproblems im dreidimensionalen Gebiet ein entsprechendes
Wirmeleitproblem in einem zweidimensionalen Gebiet zu 16sen. Somit kann bei der numeri-
schen Losung des Problems der Rechenaufwand wesentlich reduziert werden.

1. Lange ,,zylinderartige™ Korper mit von der x3-Richtung unabhingigen Daten (siche Abbil-

dung 2.7):
X2 X Q=Q, x(c,d)
/ Q,

N | //

\‘ e X3
— + /L R I T T e ] —

h |

/ |

¢ d

Abbildung 2.7: Beispiel fiir einen ,,zylinderartigen* Korper

Es sei die Linge ¢ = d — ¢ viel groBer als der Durchmesser der Querschnittsfliche Q,. Auf
dem Rand des Gebietes sei eine Temperatur g (x1,x,) vorgegeben. Da alle Querschnittsfli-
chen parallel zur (x7,x;)-Ebene kongruent sind und vorausgesetzt wird, dass alle Eingangs-
daten unabhingig von der x3-Koordinate sind, muss die Losung von x3 unabhingig sein. Aus
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der Aufgabe (2.7) ergibt sich deshalb das folgende Randwertproblem:

Gesucht ist u(x) € C*(Q,) NC(Q,), so dass

Q
Z 9 du "
_Z_. Lx)5—) = f(x) fiir alle x = (x1,x2) € Qq,
ux) = gi1(x) fiir alle x = (x1,x2) € dQ,
gilt.

2. ,,Diinne* Korper mit konstanter Dicke £, z.B. in x3-Richtung:

Es wird vorausgesetzt, dass & viel kleiner ist als die Ausdehnungen des Korpers in der x;-
und x;-Richtung (siehe Abbildung 2.8). Auflerdem seien alle Eingangsdaten unabhéingig von
der x3-Richtung.

//XZ
x3 | I o
= Qm
h/2 E I _
2 = = x|

Abbildung 2.8: ,,Diinner* Korper mit konstanter Dicke &

Ausgehend von der Wirmemengenbilanz an einem ,kleinen* Teilkorper erhalten wir bei
glatten Eingangsdaten analog zum eindimensionalen Fall — wir betrachten hier nur anstelle
des Stabstiickes Ax™ einen Quader Ax} X Ax; x h — die folgende Randwertaufgabe:

Gesucht ist u(x) € C2(Qm) NC(Qy), so dass

2
_i:1 5%1 (li(x)a—xi) +g@)ulx) = fx)+gx)ua(x)
fiir alle x = (x1,%) € Qu, (2.9)

u(x) = gi(x) firalle x=(x1,x) € IQu
gilt.

Qum bezeichnet die Mittelfliche des Korpers. Die Terme §(x)u(x) und G(x)ua (x) resultieren
aus der Modellierung des Wirmeaustauschs mit der Umgebung iiber die Grund- und Deck-
flache des Korpers, d.h. iiber die beiden Begrenzungsflichen bei x3 = i’z—’. Dies ist analog
zur Modellierung des Wirmeaustauschs iiber den Mantel des Stabes (siehe Abschnitt 2.1.1).
Die Funktion g ist durch § = 2¢q/h definiert, wobei ¢ den Wirmeaustauschkoeffizienten be-
zeichnet.
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3.

2 Modellierungsbeispiele

Rotationssymmetrische Probleme, d.h. rotationssymmetrisches Gebiet und Unabhéngigkeit
der Eingangsdaten vom Rotationswinkel:

In diesem Fall ist es zweckmaBig, bei der mathematischen Beschreibung des Problems von
den bisher verwendeten kartesischen Koordinaten (x;,x2,x3) zu Zylinderkoordinaten (r, @, z)
iiberzugehen. Das rotationssymmetrische Gebiet Q lésst sich dann durch Q, x [0,27) be-
schreiben, wobei Q, die sogenannte Meridianebene ist, die bei Rotation um die z-Achse den
Korper Q erzeugt (sieche Abbildung 2.9).

I'r Q,

~—

X y

Abbildung 2.9: Rotationssymmetrischer Korper und Meridianebene

Wir setzen weiterhin voraus, dass fiir die Warmeleitzahlen A, = A; = A3 = A = konst. gilt.
Aufgrund der Rotationssymmetrie des Gebietes und der vorausgesetzten Unabhingigkeit al-
ler Eingangsdaten vom Rotationswinkel ¢ muss die Losung des Wirmeleitproblems unab-
hingig vom Rotationswinkel sein. Nutzen wir die Definition der Operatoren div und grad
in Zylinderkoordinaten [Zeil3] und beachten wir die Unabhingigkeit des Temperaturfeldes
u von der @-Koordinate, dann erhalten wir aus der Aufgabe (2.7) bzw. (2.8) das Randwert-
problem:

Gesucht ist u(r,z), so dass

10 du 0 du
_;yr(rlz)_yz(l9_2>

u(r,z)

f(rz) firalle (r,z) € Q,,

gi(r,z) firalle (r,z) e =09Q,\IR,

A%t ~A%tn(r) = 0 furalle (52) € T
ar dz

gilt.

Die Randbedingung auf dem Rand I'r (siehe Abbildung 2.9) ist eine kiinstlich eingefiihrte
Randbedingung. Sie ergibt sich aus der zugrunde liegenden Symmetrie des Gebietes.

Bisher haben wir Wirmeleitprobleme betrachtet, bei denen alle Eingangsdaten unabhéngig von
der Zeit sind und folglich eine beziiglich der Zeit konstante Temperaturverteilung hervorrufen.
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In den folgenden Abschnitten lassen wir zeitlich verdnderliche Eingangsdaten wie zum Beispiel
zeitlich verdnderliche Warmequellen oder zeitlich veridnderliche Randtemperaturen zu. Folglich
entsteht eine sich zeitlich verdndernde Temperaturverteilung.

Analog zum Abschnitt 2.1 beginnen wir unsere Betrachtungen wieder mit einem eindimensio-
nalen Problem.

2.1.3 Instationéres 1D-Wirmeleitproblem
Physikalisches Problem

Gesucht ist ein sich zeitlich é@nderndes (instationdres) Temperaturfeld u(x;,?) in einem hinrei-
chend diinnen Stab der Lénge ¢ = b —a, d.h. x; € (a,b), wihrend der Zeit ¢t € (0,7T).

Zuerst leiten wir wieder eine Wirmeleitgleichung in integraler Form her. Den Ausgangspunkt
bildet die Wirmemengenbilanz.

Wirmemengenbilanz in Raum und Zeit

Wir stellen die Warmemengenbilanz an einem ,kleinen® Stabstiick der Linge Ax] wiahrend der
Zeitspanne At* (spiter: ,,Momentaufnahme®, d.h. Ar* — 0 und Ax] — 0) auf (siche Abbil-
dung 2.10).

tk
A
i '+ 5
Ar* t*
Y * At*
0 r=
\\ \\ \\ /\
\ 1 1
—_ - - — — — |+ = + — + e e e e——
/ ' ' \j X1
/ / /
| \
Ax} Ax
a X -2 . X+ b

Abbildung 2.10: Instationdre Wirmeleitung im Stab

Wirmemenge, die am linken Rand, Wirmemenge, die am rechten Rand,
d.h. bei xf — 2L in Ax;“ wihrend | — |d.h. bei x}+ 2L, aus ,Ax}* wihrend
der Zeitspanne Ar* hineinflieit der Zeitspanne Ar* herausflieft
rr+ A A
—meas(Q) [ A(x]— %) Au (xi— Ax t)dt + meas(Q) . A} + ﬁ) ou (xi — A 1) dt
o g Y 2 T o V1 2

*_ Ar* A1
=4 t
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Wirmemenge, die iiber den Mantel wih- Wirmemenge, die durch Aufhei-

| rend der Zeitspanne Ar* abgegeben wird + zung wihrend der Zeitspanne
At* entsteht

t*+¥ x’erA)%lk r+ 4 x’erAXTT
—  meas(Q) / / (e, 1) (u—up)duidt +  meas(Q) / / £, ) dxidi
s ro% ool

Wirmemengendifferenz in ,,Ax]* zwischen
End- und Anfangszeit

x’f-‘rAxTT
= meas(Q) / cp(u(xl,t*+%*) fu(xl,t*f%*))dxl.

Ax*
P
T2

Hier bezeichnen p die Dichte, ¢ die spezifische Wirmekapazitit, A den Wirmeleitkoeffizienten
meas(dQ)
meas(Q)

und § = q den spezifischen Wirmeaustauschkoeffizienten.

Die Wirmemengenbilanz liefert die instationdre Wirmeleitgleichung in integraler Form:
Fiir alle x} € (a,b) und alle Ax} > 0 mit [x} — %,x*{ + %] C (a,b) sowie fiir alle t* € (0,T)

und alle Ar* >0 mit [¢* — 25 " + A7)  (0,7) gilt

XT—FTT
/ cp(u(xl,t*—i-%)—u(x1,t*—Ai))dx1
* AXT
o
[*+A£* a a
* Axy u * Ax| * Ax} u * Axy
- / <l(x1+2‘)am(x1+2ur)l(xl 3) 5y (i ;J))dr (2.10)
o
Fra S YR
+ / / G, 1) (u(xn,8) — ua(xr,0)) dyds = / / Flo, ) dxd.
At xT*AXTT AT XT,A;T

Der Einfluss der Umgebung der Randpunkte bei x; = a und x; = b auf die Temperaturverteilung
im Stab wird analog wie im stationdren Fall durch die Vorgabe von Randbedingungen beschrie-
ben, zum Beispiel Randbedingungen 1. Art

u(a,t) =g,(t) und u(b,t)=g,(t) fiiralle t € (0,T).
Die Temperaturverteilung zum Zeitpunkt r = 0 wird durch eine sogenannte Anfangsbedingung
u(x1,0) =up(xy) fiiralle x; € [a,b]

charakterisiert.
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Mit Ax] — 0 und Ar* — 0O erhalten wir aus der Wirmeleitgleichung in integraler Form die
differentielle Form der Warmeleitgleichung.

Ubergang zur differentiellen Form der Wiirmeleitgleichung

Multiplizieren wir die Gleichung (2.10) mit 1/(Ar*Ax}) und lassen Ax} sowie Ar* gegen Null
streben, dann erhalten wir bei glatten Eingangsdaten (z.B. homogenes Material, stetig verteilte
Wirmequelle — Voraussetzungen analog zu den Voraussetzungen (i) — (iv) auf S. 36) die dif-
ferentielle Form der instationdren Wirmeleitgleichung. (Um im Weiteren die Schreibweise zu
vereinfachen, ersetzen wir xj und +* wieder durch x und ¢.)

Gesucht ist u € C>'(Q7)NC(Qy), so dass
Ju 0 u _
cWptG — 5 (A0 5 +atunue) o
= f(x,1) +G(x,0)ua(x,t) firalle (x,7) € Or

gilt und die Randbedingungen (z.B. 1. Art)

u<avt) = ga(t)

} fiir alle 7 € (0,7)
M(b,l) = gb(t)

sowie die Anfangsbedingung
u(x,0) = up(x) fiiralle x € [a,b]

erfiillt werden.

Die Funktionenmenge C>!(Qr) umfasst alle Funktionen, die zweimal stetig differenzierbar
beziiglich des Ortes x € (a,b) und einmal stetig differenzierbar beziiglich der Zeit r € (0,7)
sind. Mit Q7 wird das Gebiet (a,b) x (0,T), der sogenannte Raum-Zeit-Zylinder, bezeichnet
(siche Abbildung 2.11). Zu C(Q7) = C%%(Qy) gehsren alle Funktionen die stetig beziiglich des
Ortes x € [a,b] und stetig beziiglich der Zeit ¢ € [0, T] sind.

Or

0 a b x

Abbildung 2.11: Raum-Zeit-Zylinder Q7 = (a,b) x (0,T)
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Die instationdre Wiarmeleitgleichung (2.11) ist eine typische Vertreterin aus der Klasse der
parabolischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Bemerkung 2.3
Analog zur stationdren Wirmeleitgleichung konnen auch bei der instationdren Wirmeleitgleichung Rand-
begingungen 2. Art oder 3. Art bzw. gemischte Randbedingungen gestellt werden.

Bemerkung 2.4
Fiir die Existenz einer klassischen Losung, d.h. einer Losung der Aufgabe (2.11), ist die Kompatibilitdt
zwischen der Anfangsbedingung und den Randbedingungen notwendig. Es muss

li 1) = li t) = un(b
t_l)Toga( )=uo(a) , 1—1>Togb( ) =uo(b)
gelten.
Bemerkung 2.5
Fiir ¢,p,A = konst. und g = 0 erhalten wir

) 92 ~ -

M 20 i =t oL

dr ox? cp cp
Nach der Substitution

, X d ddxX 10

X' =— undsomit — =-5—-=—-=—
k dx Jx dx  kox
ergibt sich die einfachste Form einer instationdren Wérmeleitgleichung

ou_u_
ot ox?

2.1.4 Verallgemeinerung auf den mehrdimensionalen Fall und auf
Wirmeleit-Wéirmetransportprobleme
Der mehrdimensionale Fall (2D, 3D): Q c R4,d =2,3

Die Herleitung der instationdren Wérmeleitgleichung in differentieller Form erfolgt analog zum
1D-Fall, vgl. Abschnitt 2.1.3, und zur Herleitung stationidrer Wirmeleitprobleme in mehrdimen-
sionalen Gebieten (siehe Abschnitt 2.1.2). Man erhilt das folgende Anfangsrandwertproblem.

Gesucht ist u € C*'(Qr)NCHO((QUT,UT3) x (0,T))NC(Qr), so dass

d
c(x)p(x) % - ; Bix, <li(x)§—;) = f(x,t) firalle (x,t) € Qr =Qx (0,7) (2.12)

gilt und die Randbedingungen

u(x,r) = gi(x,1) fiir alle (x,z) €1 x (0,7)
M ) fiir alle (x,f) € Ty x (0,7)
aN = &21X, u e (X, 2 )
2 oranu(xt) = a(xualxe)  firalle (x,r) € T3 x (0,T)

JdN
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mit 0Q =T UL UT3, T NL;=0,i#j,i,j=1,2,3, sowie die Anfangsbedingung
u(x,0) = up(x) firalle x€Q
erfiillt werden (x = (x,xy) bzw. x = (x,x2,x3)).

Die Funktionenmenge C?!'(Q7) umfasst alle Funktionen, die zweimal stetig differenzierbar be-
ziiglich des Ortes x € Q sowie einmal stetig differenzierbar beziiglich der Zeit ¢ € (0,T) sind,
und C'0((QUT,UT3) x (0,7)) alle Funktionen, die einmal stetig differenzierbar beziiglich des
Ortes x € QUT, UT'3 sowie stetig beziiglich der Zeit t € (0,T) sind.

Instationiire (stationéire) Warmeleit-Warmetransportprobleme

Eine weitere wichtige Klasse von Randwertproblemen sind Warmeleit-Wirmetransportprobleme.
Hierbei wird das Gebiet Q als eine fixierte Teilmenge des Raumes R? betrachtet, durch welche
Material mit einer Geschwindigkeit & = (b; (x,7) ... bq(x,r))7 flieBt. Das den Vorgang beschrei-
bende Anfangsrandwertproblem lautet wie folgt:

Gesucht ist u € C*'(Qr)NCO((QUT,UT3) x (0,T))NC(Or), so dass

ou & 9 du d du
— =Y — | Ai(x) =— bi(x,t)=— G (x,t t
cp() 5~ % (M0 5] + Lhixngs + 0.1
—_——
Wirmeleitung Wirmetransport  nur im 1D- bzw. im 2D-Fall
= f(x,1) + q(x,1)un(x,t) fiiralle (x,2) € Or =Q % (0,7)
—_—
nur im 1D- bzw. im 2D-Fall
(2.13)
gilt und die Randbedingungen
u(x,t) = gi(x,1) fiir alle (x,z) € T} x (0,7)
du .
= = g (x,1) fiir alle (x,¢) € T» x (0,7)
U e u(xt) = alxualne)  firalle (x,r) € D3 x (0,T)

JdN
sowie die Anfangsbedingung
u(x,0) =up(x)  fiiralle x € Q
erfiillt werden.

Bemerkung 2.6

Bei der stationdren Wirmeleit-Wirmetransportgleichung wird die Losung u als eine Funktion #(x) im Ge-
biet Q gesucht. Gleichzeitig sind alle Eingangsdaten von # unabhidngig. Weiterhin entfallen der Term cp a—‘t’
in der Differentialgleichung sowie die Anfangsbedingung.
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2.2 Problemstellungen aus der Festkorpermechanik

Genauso wie bei der Modellierung von Warmeleitproblemen beginnen wir wieder die Beschrei-
bung der Modellierungsschritte anhand eines einfachen, ortlich eindimensionalen Beispiels. Wir
betrachten die statische Deformation und die dynamischen Schwingungen eines longitudinal be-
lasteten, linear elastischen Stabes unter der Voraussetzung kleiner Verschiebungen und Defor-
mationen. Wie im Fall der Wirmeleitung lassen sich die Modellierungstechniken dann wieder
einfach auf den 3D Fall tibertragen.

2.2.1 Ein statisches 1D Problem: Deformation eines Stabes
Mechanisches Problem

Gesucht ist die Langsverschiebung u(x;), x; € [0,£], eines longitudinal belasteten, materialho-
mogenen, linear elastischen Stabes mit der Linge ¢ und konstantem Querschnitt Q. Wir setzen
kleine Verschiebungen und Deformationen voraus und nehmen an, dass die Linge ¢ des Stabes
sehr viel groBer ist als der Durchmesser seines Querschnitts Q. Die longitudinal wirkende Volu-
menkraft (z.B. Schwerkraft) sei durch die Kraftdichtefunktion f gegeben. Der Stab sei im Punkt
P(x1) = P(0) fest eingespannt, so dass dort die Verschiebung gleich Null ist, d.h. dass u(0) =0
gilt. Dies ist wieder eine Randbedingung 1. Art oder Dirichletsche Randbedingung. Am anderen
Ende des Stabes im Punkt P(x;) = P(¢) greife eine Flichenkraft mit der Kraftdichte 7, an.

X1

Randbedingung 2. Art:

¢ N~ o (¢)meas(Q) = tymeas(Q)
:
! *
' c (XT + A;‘ )meas(Q)
AxF ~1- *
s+t T i
N ! 2
F = meas(Q) fx1)dx \\t
G5t S | Ay
I
- . Aq
—G(x’f — A;Cy")meas(Q)
|
|
|
-4 -
o] it e Randbedingung 1. Art:

u(0)=0

Abbildung 2.12: Stab im statischen Kriftegleichgewicht
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Wir fiithren nun die Spannung o als Schnittgroe, welche die Kraft pro Schnittfliche wiedergibt,
ein. Aus dem Kriftegleichgewicht folgt dann sofort, dass ¢ (¢) gleich #; sein muss. Wir werden
sehen, dass dies eine Randbedingung 2. Art oder Neumannsche Randbedingung ist. Die Abbil-
dung 2.12 veranschaulicht das soeben beschriebene mechanische Problem.

Kriftegleichgewicht an einem ,,kleinen* Stabstiick S der Linge Ax}

Die Schnittkriifte, die am virtuell herausgeschnittenen Stabstiick S = (x’l‘ — MTT,xT + %T) X Q
an der unteren und oberen Schnittfliche angreifen (siehe Abbildung 2.12), miissen im Gleich-
gewicht mit den Volumenkriften stehen, d.h. fiir alle xj € (0,£) und fir alle Ax] > 0 mit

[x} — AXTT,X’I‘ + AXTT] C [0,4] gilt die Kriftegleichgewichtsbeziehung
_ o‘(x’l‘ . A;ﬁ) meas(Q) + G(x’f T ) meas(Q) + meas(Q) / fe)dy =0.  (2.14)
x5

Geometrische Beziehung zwischen Deformation und Verschiebung

Die Deformation € eines Stabes wird durch die relative Lingeninderung eines virtuell herausge-
schnittenen, beliebig kleinen Stabstiickes definiert (siche Abbildung 2.13).

X X7 +Axy
undeformiert }1
*
deformiert > > -
X1
*
i +u(x) X + 8] (] + %))

Abbildung 2.13: Geometrische Beziehungen

Durch Grenzwertbildung erhalten wir unter entsprechenden Glattheitsvoraussetzungen an die
Verschiebung die geometrische Beziehung

[(x1 +Axy +u(x +Axy)) — (x1 +u(x)))] — Axg

S(XI) - A,lrllgo Axl
_ i YntAn) —u(x) (2.15)
Ax1—0 AXl
= u'(x1)

zwischen der Deformation und der Verschiebung.
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Das Hookesche Gesetz

Das Hookesche Gesetz spielt in der Mechanik die gleiche Rolle wie das Fouriersche Gesetz in
der Wirmeleitung. Es ist ein Erfahrungsgesetz und besagt, dass die Spannung ¢ proportional zur
Deformation ¢ ist (sieche Abbildung 2.14).

F oc=Ee¢

oc=—
¢
Oyield

‘ -

Eyield Ep e = Aﬁé
l
Abbildung 2.14: c—e-Diagramm
Damit ergibt sich die Beziehung
oc=Ee (2.16)

zwischen der Spannung ¢ und der Deformation €. Der Proportionalititsfaktor £ heilit Young-
scher Elastizititsmodul. Uber den Youngschen Elastizititsmodul gehen die Materialeigenschaf-
ten in das Modell ein. Der Elastizitdtsmodul E wird experimentell bestimmt. Dazu kann das in
den Abbildungen 2.12 und 2.14 dargestellte Experiment mit einem reinen Zugstab (f = 0) ver-
wendet werden. Die lineare Abhéngigkeit der Spannung ¢ von der Deformation & ist idealisiert.
Falls die Spannung ¢ die AnfangsflieBspannung oy;cq liberschreitet, beginnt das Material zu flie-
Ben und es bleiben auch nach volliger Zuriicknahme der Belastung plastische Deformationen &,
zuriick (siehe zum Beispiel [KL84], [SHI8] oder [WriO1]).

Randbedingungen

Wie wir schon anfangs fiir unser Modellbeispiel festgestellt haben (siehe auch Abbildung 2.12),
liegt im Punkt P(x;) = P(0) die homogene Dirichletsche Randbedingung (wesentliche Randbe-
dingung, Randbedingungen 1. Art)

u(0) =0 @17

vor. Unter Benutzung des Hookschen Gesetzes und der Beziehung (2.15) sehen wir nun, dass im
Punkt P(x;) = P(¢) die inhomogene Neumannsche Randbedingung (natiirliche Randbedingung,
Randbedingung 2. Art)

o(0) =E()u (0) =1, (2.18)
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vorliegt. Natiirlich sind auch andere Randbedingungen beziehungsweise andere Konstellationen
der Randbedingungen moglich. Zum Beispiel kann der Stab im Punkt P(x;) = P(0) elastisch
gebettet sein. Dann ergibt sich eine Randbedingung der Art —o(¢) = a(u(0) — 0) = au(0) mit
der Bettungszahl «. Das ist eine Randbedingung 3. Art oder Robinsche Randbedingung. Diese
Art von Randbedingungen zéhlt ebenfalls zu den natiirlichen Randbedingungen.

Integrale Form

Zusammen mit den geometrischen Beziehungen (2.15), dem Hookschen Gesetz (2.16) und den
Randbedingungen (2.17) — (2.18) gibt die integrale Form des Kriftegleichgewichts (2.14) ein
komplettes mathematisch-mechanisches Modell zur Beschreibung der statischen Deformation
eines Stabes. Dieses erlaubt es uns, die auftretenden Verschiebungen, Deformationen und Span-
nungen eindeutig zu bestimmen.

Differentielle Form

Aus den geometrischen Beziehungen (2.15) und dem Hookschen Gesetz (2.16) ergibt sich die
Beziehung o(x1) = E (x1)u/(x1). Setzen wir dies in die integrale Form (2.14) des Kriftegleichge-
wichts ein und multiplizieren wir die dadurch erhaltene Gleichung mit —1/(Ax{meas(Q)), dann
erhalten wir unter Beachtung der entsprechenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen durch den
Grenziibergang Ax] — 0 wieder, wie im Falle der Wirmeleitung (sieche Abschnitt 2.1.1), die dif-
ferentielle Form. Zusammen mit den Randbedingungen ergibt sich das folgende Randwertpro-
blem (2.19).

Gesucht ist die Verschiebung u(x) € C2(0,£) NC'(0,£]NCI[0,4], so dass die Differentialglei-
chung
—(E(x)d (x))' = f(x) fiiralle x € (0,) (2.19)

gilt sowie die Randbedingungen ©(0) = 0 und E (£)u/ (£) = 1, erfiillt werden.

(Zur Vereinfachung der Schreibweise haben wir fiir die Ortsvariable x anstelle von x; geschrie-
ben.) Aus der Verschiebung u(x) erhalten wir iiber die geometrischen Beziehungen (2.15) die
Deformation €(x) und schlieBlich iiber das Hooksche Gesetz (2.16) die Spannung o (x). Damit
sind alle mechanischen Grundgréen bekannt. Falls der Stab aus einem homogenen Material
besteht, wie wir das oben angenommen haben, dann ist der Youngsche Elastizitatsmodul E fiir
den gesamten Stab konstant, d.h. E(x) = E = konst. > 0 fiir alle x € [0,¢]. Damit nimmt die
gewohnliche Differentialgleichung (2.19) die einfache Form —E v (x) = f(x) an.

Die Differentialgleichung (2.19) ist eine typische Vertreterin aus der Klasse der elliptischen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

2.2.2 Der dynamische Fall: Longitudinalschwingungen eines Stabes
Mechanisches Problem

Gesucht sind die durch das Verschiebungsfeld u(x;,#) mit x; € [0,¢] und ¢ € [0, T] beschriebenen
Langsschwingungen (Longitudinalschwingungen) eines longitudinal, durch zeitabhingige Volu-
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menkrifte f(x;,t) (Volumenkraftdichte) und durch eine Flichenkraft #/(¢) im Punkt P(x;) = P(¢)
dynamisch belasteten, materialhomogenen, linear elastischen Stabes der Linge ¢ mit konstan-
tem Querschnitt Q. Wir setzen wieder kleine Verschiebungen und Deformationen voraus. Wie
im statischen Fall nehmen wir an, dass die Linge ¢ sehr viel groBer ist als der Durchmesser
des Querschnitts Q des Stabes. Der Stab sei wieder im Punkt P(x;) = P(0) fest eingespannt,
d.h. u(0,¢) = O fiir alle ¢ € [0, T]. Das oben beschriebene mechanische Problem ist offenbar das
dynamische Analogon des statisch belasteten Stabes aus dem Abschnitt 2.2.1.

Das dynamische Kriftegleichgewicht an einem ,,kleinen* Stabstiick S der Liinge Ax]

Aus dem zweiten Newtonschen Gesetz (Kraft = Masse mal Beschleunigung) ergibt sich sofort,
dass an jedem virtuell herausgeschnittenen Stabstiick S = (x’l‘ A;‘ X+ %) x Q die resultie-

renden Volumen- und Oberflachenkrifte im Gleichgewicht mit den Trigheitskréften stehen, d.h.

- G(x’[ - A;f ,t) meas(Q) + O'(XT + A;T ,t) meas(Q)
Pt At (2.20)
+ meas(Q / (x1,t)dx; = meas(Q / a(xy,1)p(x1)dxy,
-5 -5

wobei p die Dichte bezeichnet. Die Beschleunigung

d 9?
alxi,) = 5 (1) = 55 (x1.1)

ergibt sich aus der ersten partiellen zeitlichen Ableitung der Geschwindigkeit v, die sich ihrerseits
aus der ersten partiellen Zeitableitung der Verschiebungen u ergibt.

Integrale Form

Durch Integration von (2.20) iiber ein beliebiges Zeitintervall [ * Aé*} C [0,7] und
unter Verwendung der geometrischen Beziehungen (2.15) und des Hookschen Gesetzes (2.16)
erhalten wir die integrale Form

e+ )+ 4) - 50 -4

= 2%u * 2%u At*
o [ ] swowma = {&2 (s +5) -5 (’“”*z)] pla)dx,
* Ar* AXT " AXT
2 Mo o

die fiir alle x} € (0,¢) und alle Ax* > 0 mit [x} — A;' xj+ AXTT] C [0, 4] sowie fiir alle * € (0,7T)

1
und alle Ar* > 0 mit [t* AL gy AT ] [0,T] gelten muss. Dazu kommen noch die oben
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angegebenen Randbedingungen und die Anfangsbedingungen. Zum Anfangszeitpunkt # = 0 sind
die Anfangsverschiebungen uo(x;) und die Anfangsgeschwindigkeiten vo(x;) in jedem Punkt
P(x1), x1 € ]0,/], des Stabes vorgegeben.

Differentielle Form

Multiplizieren wir die Gleichung (2.21) mit 1/(Ar*Ax}) und lassen Axj sowie Ar* gegen Null
streben, dann erhalten wir bei glatten Eingangsdaten die differentielle Form der Schwingungs-
gleichung. (Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir bei der Ortsvariablen wieder den
Index 1 weg.)

Gesucht ist u € C>2(Qr)NC(Q7)NCO((0,4] x (0,T)) NC%'([0,4] x [0,T)), so dass

2u u
p(x)g?(x,t) — % (E(x) %(x,t)) = f(x,t) fiiralle (x,¢) € Qr = (0,¢) x (0,T)

(2.22)
gilt und die Randbedingungen

u(0,1) =0
ou fiiralle r € (0,7)
EOS ) = u)

sowie die Anfangsbedingungen

u

u(x,0) = up(x) und E(

x,0) = vo(x) firallex € [0,/]

erfiillt werden.

Die Schwingungsgleichung (2.22) ist eine typische Vertreterin aus der Klasse der hyperboli-
schen Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

2.2.3 Mehrdimensionale lineare Elastizititsprobleme
Mechanische Problemstellungen in der Statik und Dynamik

Gesucht ist das Verschiebungsfeld #(x) = (u;(x) uz(x) uz(x))7, x = (x1,x2,x3) € Q, eines sta-
tisch, durch Volumen- und Oberflichenkrifte belasteten, materialhomogenen, isotropen, linear
elastischen Korpers, der im undeformierten Zustand das beschriinkte Gebiet Q C R* einnimmt.
Dabei setzen wir wieder kleine Verschiebungen und Deformationen voraus. Die Volumenkrifte
sind durch die Volumenkraftdichtefunktion f(x) = (fi(x) f2(x) f3(x))” mitx € Q gegeben. Die
Oberflichenkrifte, die durch die Oberflichenkriftedichtefunktion g» = (g21 g22 g23)T definiert
sind, greifen am Randstiick I'; an (Neumannsche Randbedingung), wihrend auf I'; die Verschie-
bungen g1 = (g11 g12 g13)” vorgegeben sind (Dirichletsche Randbedingung). Fiir den Rand 0Q
des Gebietes Q gilt dQ = T, Ul mit ;N = 0. In der Elastodynamik lassen wir zu, dass
die Volumen- und Oberflichenkrifte sowie die vorgegebenen Randverschiebungen sich zeitlich
dndern konnen und die Tragheitskréfte nicht mehr vernachldssigbar sind.
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Spannungszustand (Kinetik)

Der Spannungszustand in einem Punkt x € Q wird durch die Menge {7 ") (x) = ( f") t2(") té"))T :

n=nec. N ={neR:|n|=1}} aller totalen Spannungen 7 ") (x) definiert. Unter der totalen
Spannung 7 (x) verstehen wir die Spannung, die im Punkt x auf eine Schnittfliche mit der Nor-
malen 7i(x) wirkt. Die Komponenten der totalen Spannungen ?(em)(x) = (0;1 0 o) fiir die
Einheitsvektoren e(!) = (egl) eg) eg'))T mit eﬁ-l) =0
sor

j»i,j=1,2,3, definieren den Spannungsten-

011 O12 O13
c=0cx)=| 0y 0On on
031 032 033

(0ij bezeichnet das Kronecker-Symbol. Es gilt &;; = 1 fiir i = j und §;; = 0 fiir i # j.)
Sind die Komponenten o;; des Spannungstensors ¢ im Punkt x € Q bekannt, dann lassen sich
die totalen Spannungen 7 ") (x) mit der Transformationsformel

1" (x) = o1my + Oy + O3in3, i=1,2,3, (2.23)

l

fiir jede Einheitsnormale n = (n; np ng)T € . berechnen. Die Transformationsformel (2.23)
kann mechanisch leicht verifiziert werden, indem das Kriftegleichgewicht an einem geeignet
gewihlten Tetraeder betrachtet wird.

Analog zur Herleitung der stationdren Wirmeleitgleichung (2.7) aus der Warmemengenbilanz
an einem aus Q virtuell herausgeschnitten Quader ,,Ax] x Axj x Ax3* (siche Abbildung 2.6) kon-
nen wir nun wie folgt vorgehen. Wir schneiden virtuell einen Quader aus einem sich im statischen
Kriftegleichgewicht befindlichen Korper aus und betrachten an diesem Quader das Kriftegleich-
gewicht. Dann konnen wir das folgende System von partiellen Differentialgleichungen ableiten:

_ doi; )— 3021'( )— d03;
8x1 * 8x2 * (9X3

(x) = fi(x) firallexeQ, i=1,2,3. (2.24)

Dieses Differentialgleichungssystem kann auch kurz in der Form
—dive=f inQ (2.25)

geschrieben werden. Mathematisch eleganter lassen sich die Differentialgleichungen (2.24) bzw.
(2.25) mit Hilfe des GauBischen Integralsatzes ableiten (vergleiche auch Bemerkung 2.2). Tat-
sédchlich, fiir alle, aus einem im statischen Gleichgewicht befindlichen Korper Q, virtuell heraus-
geschnittenen, hinreichend regulidren Teilgebiete G miissen die resultierenden Krifte und Mo-
mente gleich Null sein, d.h.

_/[i(")(x)do —|—/f}()c)dx:07 i=1,2,3, (2.26)
G G
und
- /xx?(”)(x)dO +/x><f(x)dx:0‘ (2.27)
G G
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Aus der integralen Form des Kriftegleichgewichtes (2.26) erhalten wir mit Hilfe der Transfor-
mationsformel (2.23) und des Gaulischen Integralsatzes (sieche [MVOla, Zeil3]) die Integralbe-
ziehungen

3 .
/Z 836{1 (x)dx+/f,-(x)dx:0, i=1,2,3,
G =1 o G

die wegen der Beliebigkeit von G und der vorausgesetzten Stetigkeit der Integranden sofort auf
die Differentialgleichungen (2.24) bzw. (2.25) fithren. Analog erhalten wir aus der integralen
Form des Momentengleichgewichts (2.26) die Integralbeziehungen

B 023(x) — 032(x)
/xx(f(x)+divc(x))dx+/ o3 (%) — op3(x) | dx=0,

G G (712()()7621()6)
die wegen (2.25) die Symmetrie des Spannungstensors zur Folge haben, d.h.
Ojj = Oji fiir alle l',j:172,3.

Im dynamischen Fall muss wieder die Trigheitskraft beriicksichtigt werden. Analog zum stati-
schen Fall ergibt das dynamische Kriftegleichgewicht die Integralbeziehung

[T @nas+ [Feenan= [ patsiar (2.28)
G G

G

und das dynamische Momentengleichgewicht die Integralbeziehung

/xx?<">(x,t)ds+/xxf(x,t)dx=/pxx[i(x,t)dx. (2.29)
G G G

Dabei bezeichnen wieder @ die Beschleunigung und p die Dichte. Aus der integralen Form des
dynamischen Kriftegleichgewichts (2.28) folgen die Differentialgleichungen

pi—dive = f, (2.30)

die im gesamten Raum-Zeit-Zylinder Q7 = Q x (0,T) erfiillt sein miissen. Die integrale Form
des dynamischen Momentengleichgewichts (2.29) hat wieder die Symmetrie des Spannungsten-
sors zur Folge.

Verzerrungszustand (Kinematik)

Unter der Wirkung externer Krifte bewegt sich ein materieller Punkt P(x) = P(x},x2,x3) eines
deformierbaren Korpers Q in eine andere Position x + ii(x). Dabei ist #f = (u1(x) uz(x) uz(x))"
der Verschiebungsvektor.

Der Abstand ds des Punkts P(x) zu einem benachbaren Punkt P(x + dx) éndert sich durch die
Deformation zu ds (siche Abbildung 2.15). Fiir die Lingendnderung erhalten wir im differenti-
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x+dx+u(x+dx)

ds

X u(x) x+u(x)

X1

X2

Abbildung 2.15: Geometrische Beziehungen

ellen Rechnungskalkiil die Beziehungen

(ds)* — (ds)?
i=1 i=1

= Zde, Z Iui

2 Z eijdxidxj.
i,j=1

Der symmetrische Tensor zweiter Ordnung

8ui

_ 1
e=e(x) = (eij)ij-123 mit e;j =5 (ax. +
J

heil3t Greenscher Verzerrungstensor.
Im folgenden setzen wir voraus, dass

8 Uu;

8x j

3 3
2 Z dx;du; + Z(dui)z

dx,+z (Z auldx])z

du; n 3 auk%
8xi k=1 8x,- 3xj

<1 furalle i,j=1,2,3

2.31)

gilt. Dann konnen in (2.31) die quadratischen Terme vernachlissigt werden. Der symmetrische

Tensor zweiter Ordnung

€=e(x) = (&))ij-123 mit &; = &;(ii) =5 (ax T ox
] 1

du; 8uj)

(2.32)
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heiBlt Cauchyscher Verzerrungstensor. Aus den obigen Betrachtungen folgt, dass die Komponen-
ten g; die relative Lingeninderung des Linienelementes “dx;** widerspiegeln, wihrend ¥;; = 2¢;;
mit i # j die Anderung des Winkels zwischen den Linienelementen ,,dx;* und ,,dx;* beschreibt
(Schubwinkel).

Ein Verschiebungsfeld i produziert genau dann keine Deformationen, wenn es eine Starrkor-
perverschiebung ist, d.h.

e=0<=icH={i=axx+b: abecR®}.

Dabei ist
1 0 0 —X2 0 X3
Z = span o, 1 1],{ 0], xt |, —x |, 0
0 0 1 0 X2 —X1

der Unterraum der Starrkorperverschiebungen, der durch jeweils drei Translationen und Rotatio-
nen aufgespannt wird, ist.

Das Hookesche Gesetz (Stoffgesetz)

Im Mehrdimensionalen wird ein linear-elastisches Materialverhalten durch das Hookesche Ge-
setz

3
oij= Y Dijueu. i.j=123, (2.33)
ki=1

beschrieben, d.h. es wird wie in (2.16) eine lineare Beziehung zwischen ¢ und € angenom-
men. Die Koeffizienten D;j; heiflen elastische Koeffizienten. Das Material wird homogen ge-
nannt, falls die elastischen Koeffizienten D;;i; nicht von x abhiingen. Andernfalls wird von ei-
nem inhomogenen, linear-elastischen Material gesprochen. Aus den Symmetrieeigenschaften des
Spannungs- und Verzerrungstensors folgt, dass von den 81 elastischen Koeffizienten nur 21 Koef-
fizienten unabhéngig voneinander gewihlt werden konnen. Orthotrope Materialien konnen durch
9 unabhiingige elastische Koeffizienten beschrieben werden. Im Falle isotroper Materialien sind
die Materialeigenschaften nicht mehr richtungsabingig. Dann bleiben 2 unabhingige elastische
Koeffizienten iibrig. Mit den positiven Laméschen Elastizititskonstanten A, und . ergibt sich
die Darstellung

Dijjxi = Ae8ijOu + e (O Sj1 + 6y i), i,j,k,1=1,2,3. (2.34)

Setzen wir diese Beziehungen in die Gleichungen (2.33) ein, erhalten wir fiiri = 1,2,3

3
Y Dineu
ki=1
= Dji11€11 +Djp2€n + Dij33€33 (2.35)
+Dji12€12 + Diin1 €21 + Dij13€13 + Djiz1 €31 + Diin3 €23 + Dii30 €32

= Ae(€11+ €0+ €33) + 28

Oii
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und fur i, j =1,2,3, i # J,

3
o = Z D€
ki=1
= Djj11&1 +Djjn&jn +D;j33€33

2.36
+D;j12€12 + Dip1€21 + Dij13€13 + Dij31€31 + Dijp3€3 + Djj3€3 (2.36)

= Ue&ij+ UeEji
= 2UeE;.

Im letzten Schritt haben wir die Symmetrie des Cauchyschen Verzerrungstensors genutzt (siche
(2.32)).

Anstelle der Laméschen Elastizitdtskonstanten A, und g, werden in der Literatur auch der
Elastizitditsmodul E und die Poissonsche Querkontraktionszahl v verwendet, die durch die Be-
ziehung

Ev E
= — d _
=Trvasyy Y RT3y
mit den Laméschen Elastizititskonstanten verkniipft sind. Die Elastizitdtskonstanten werden ex-
perimentiell bestimmt.

(2.37)

Die Laméschen Gleichungen der Elastostatik

Das statische Kriftegleichgewicht (2.24) bzw. (2.25), die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehun-
gen (2.32), das Hookesche Gesetz (2.33), die Dirichletschen Randbedingungen auf I'; und die
Neumannschen Randbedingungen auf I"; geben eine komplette mathematische Beschreibung des
am Anfang gestellten elastostatischen mechanischen Problems in divergenter Form.

Gesucht ist das Verschiebungsfeld i = (u; up u3)” mit uy,u0,u3 € C2(Q)NCH(QUT,)N
C(Q), so dass die Laméschen partiellen Differentialgleichungen

3 9 3
_Za_ Z D i€ (i = fix), i=1,2,3, fiiralle x= (x,x2,x3) €Q (2.38)

gelten und die Randbedingungen

i(x) = gi(x) firallexely,

3 3 3
= Z Gj,’(X)I’lj(x) = Z Z ]lklskl nj(x) = gi(x), i=1,2,3, firallex €I,
=1 J=1kI=1

auf I'y (Dirichlet) bzw. I’ (Neumann) erfiillt werden. Die Komponenten & (ii(x)) des
Cauchyschen Verzerrungstensors werden iiber die Beziehung (2.32) aus dem Verschiebungs-
feld # berechnet und die elastischen Koeffizienten D j; fiir isotrope Materialien sind durch
die Beziehung (2.34) definiert.
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Die divergente Form (2.38) der Laméschen Gleichungen ist Ausgangspunkt fiir die Variations-
formulierung, die wir im Kapitel 4 herleiten werden.

Ausgehend vom obigen Randwertproblem leiten wir noch eine dquivalente Formulierung die-
ses Randwertproblems im Fall eines isotropen Materials her. Die linke Seite der Differentialglei-
chung (2.38) lautet fiir i = 1 unter Nutzung des Hookeschen Gesetzes (2.33)

309 3 0 d
- D (ii(x)) = D& (i(x)) — Dy 1€ (i(x))
121 dx; k=1 ! oxi kzzl ox2 kZ
0
D311 2.39
™ klzl 31k €k (U(x)) (2.39)
_80'11 _ 8621 _ 3631 _ 3 ao'jl
n axl 8x2 aX3 n j=1 ax]' '

Daraus ergibt sich mittels der Beziehungen (2.35) und (2.36)

32

3 0
dx Z D€ (i = —=—(Ae(&11 + &0 +33) +2pe811)
=1 9% k=1

aX]
d 0
o (2ue21) — Er (2pe€31) -

Aufgrund der Definition (2.32) der Komponenten &;;, i, j = 1,2, 3, des Cauchyschen Verzerrungs-
tensors folgt

309 3 R 0 Jdu; Jdupy dus Juy
L 5y L Piweulit) = a)q(’te(aﬂaxﬁax)““tfaxl)

_i ) 8142 8u1
oxa He 8x1 8x2
B i : 8u3 aul
aX3 He 8x1 8)63
B 7Le uy auz 8143
o oxy (9)61 8x2 8)‘3
2%u, 0%u 82141
THe 0x20x; THe 8x2 T He 8x38x1 ax% '

Unter der Voraussetzung, dass die Verschiebungskomponenten u;, i = 1,2,3, zweimal stetig dif-
ferenzierbar sind, konnen wir die Reihenfolge der Ableitungsbildung bei den zweiten partiellen
Ableitungen vertauschen. Damit gilt

3 (9 3 . aul 8u2 8u3 82u1
*;ijhl:ll)ﬂkﬁkl(u(x)) = leaxl <8x1+8x2+8x3> - HeTx%
_ 82u2 B (92141 _ 82u3 _ (92141
He dx10x2 He ax% He 0x10x3 He o'?x%
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und weiter
3 3 3 5 8 (9141 8%2 8u3 (921/{1 8 8u1
_J; aixijZIDj]klekl(u(x)) = _ACT)C] (axl + = axz + ax3) _,ueiax% _“eTx] <ax1>

L9 (B Pu 0 (dw)
He dx; \ dxy He 8x% He dx1 \ dx3 He 8x§
0 [(Juy Jdur Jdus
Vo \om

1

~ (et ke ox; ton, dxo T on 0x3

(82141 + 82141 + &zul)
ox? 0x3 0x3

d
= —(Aet+lUe)=— I (divii) — UeAuy .
Somit lautet fiir i = 1 die Differentialgleichung in (2.38)
d
— UeAuy — (Ae + le) 5—(divid) = fi. (2.40)
8x1
Auf analoge Weise erhilt man fiir i =2 und i = 3
d
7”8Au2 - (A’e + I’le) Ox (le u) f2 )
32 (2.41)
—[.LeAM3 (}Le + [,Lc) ax (diV ﬁ) = f3 .

Mittels der Beziehungen (2.40) und (2.41) lédsst sich das Differentialgleichungssystem (2.38) in
Form der Laméschen Gleichungen

—UeAii — (Ao + pte) grad(divii) = f

zur Bestimmung des Verschiebungsfeldes i (siche auch (1.36)) schreiben. Zusammen mit den
Randbedingungen erhalten wir die folgende gemischte Randwertaufgabe der Elastostatik in der
klassischen Formulierung.

Gesucht ist das Verschiebungsfeld i = (u; up u3)” mit uy,us,u3 € C2(Q)NCH(QUT,)N
C(Q), so dass die Laméschen partiellen Differentialgleichungen

— U A (x) — (e + o) grad(divii(x)) = Ff(x) firallex= (x;,x,x3) €Q  (2.42)
gelten und die Randbedingungen
(x) = gi(x) firallexeTIy,
(x) = &(x) firallexely

auf 'y (Dirichlet) bzw. I'y (Neumann) erfiillt werden..

Beide Formulierungen sind natiirlich im klassischen Sinne dquivalent.
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Die Navier-Laméschen Gleichungen der Elastodynamik

Das dynamische Kriftegleichgewicht (2.30), die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen (2.32),
das Hookesche Gesetz (2.33), die Dirichletschen Randbedingungen auf I'{, die Neumannschen
Randbedingungen auf I, sowie geeignete Anfangsbedingungen fiir die Verschiebungen i und
die Geschwindigkeiten vV = dii/dt zum Zeitpunkt = O geben eine komplette mathematische Be-
schreibung des am Anfang dieses Abschnitts gestellten elastodynamischen mechanischen Pro-
blems.

Wenn wir wieder, wie im elastostatischen Fall, die entsprechenden Beziehungen ineinander
einsetzen und nutzen, dass die Beschleunigung @ = 92ii/dt” gleich der zweiten partiellen Ab-
leitung der Verschiebungen nach der Zeit ist, dann erhalten wir zusammen mit den Rand- und
Anfangsbedingungen das folgende gemischte Anfangsrandwertproblem der Elastodynamik.

Gesucht ist das Verschiebungsfeld i = (u1 uy uz)T mit uy,u0,u3 € C**(Qr) NC(Or) N
CO((QUTL) x (0,T))NC*(Q x [0,T)), so dass die Navier-Laméschen partiellen Diffe-
rentialgleichungen

25
p%(x,t) — Ui (x,1) — (Ae + i) grad(divii(x,1)) = f(x,z) fiiralle (x,1) € Qr (2:43)

gelten und die Randbedingungen

i(x,r) = gi(x,¢) fiiralle xeTl

fiir alle r € (0,7 2.44
M (x) = g(x,r) firallexel; } (1) Gl
sowie die Anfangsbedingungen

i(x,0) = Up(x) und %(x,O) = Vo(x) firallexeQ (2.45)

erfiillt werden.

Zeitharmonische Erregungen

Falls die Erregungen in der Elastodynamik zeitharmonisch sind, d.h. in (2.43) und (2.44) die
gegebenen Krifte und die eingepridgten Randverschiebungen die Form

f(x,t) = f(x) exp(iot), g2(x,t) =ga(x)exp(iot) und g (x,7) = gi(x)exp(ior) (2.46)
haben, dann kénnen wir mit dem Verschiebungsansatz
i(x,t) =i(x)exp(ior) (2.47)

vom Zeitbereich in den Frequenzbereich tibergehen. Hierbei bezeichnen w die Erregerfrequenz
und f(x), g2(x), §1(x) sowie #(x) die entsprechenden Amplituden. Wenn wir nun die Bezie-
hungen (2.46) und (2.47) in (2.43) und (2.44) einsetzen, dann erhalten wir zur Bestimmung der
unbekannten Verschiebungsamplitude ii(x) das folgende Randwertproblem.



66 2 Modellierungsbeispiele
Gesucht ist das Verschiebungsamplitudenfeld & = (41 uy u3)? mit uy,up,u3 € C2(Q) N
C(Q)NCH(QUT,), so dass die partiellen Differentialgleichungen

—UeATi(x) — (A + pe) grad(divii(x)) — 0%id(x) = f(x) fiiralle x € Q (2.48)
gelten und die Randbedingungen

(x) = gi(x) firalle xely,
(n) (_x) = §2 (x) fir alle x € I,

o=y

erfiillt werden.

Die partiellen Differentialgleichungen (2.48) sind vom Helmholtz-Typ und nur dann eindeutig
losbar, wenn o kein Eigenwert (Eigenfrequenz) ist, d.h. wenn das Elastizititseigenwertproblem

— Al (x) — (Ae + e ) grad(divii(x)) = Au(x) firalle xe Q,
i(x) = 0 firalle xeI'y,
MWx) = 0 fiiralle x € I

fiir A = w? keine nichttrivialen, d.h. von identisch Null verschiedene Losungen i hat. Der eben
beschriebene Ubergang vom Zeitbereich zum Frequenzbereich erlaubt es uns, in der numerischen
Praxis eine aufwindige Zeitintegration durch die numerische Losung eines Randwertproblems
vom Helmholtz-Typ zu ersetzen.

Strukturmechanische Modelle

In den Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 haben wir mit dem Stab bereits eines der einfachsten struktur-
mechanischen Modelle behandelt. Die spezielle Geometrie und die spezielle Belastung fiihrten
auf ortlich eindimensionale elliptische Randwertprobleme beziechungsweise ortlich eindimen-
sionale hyperbolische Anfangsrandwertprobleme im statischen beziehungsweise dynamischen
Belastungsfall. Im Folgenden betrachten wir zweiachsige Verzerrungs- und Spannungszustinde,
die auf ortlich zweidimensionale Probleme fiihren. Diese Probleme konnen formal aus den Glei-
chungen der dreidimensionalen linearen Elastizititstheorie abgeleitet werden. Wir konnen uns
dabei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf den statischen Belastungsfall beschrénken.

Im Abschnitt 1.3.3 haben wir einen Profiltriger Q = Q x (—£/2,¢/2) betrachtet (siche Ab-
bildung 1.8, S. 24), dessen Querschnitt Q in Lingsrichtung (x3-Richtung) konstant ist und der
orthogonal zur x3-Achse belastet wird, wobei die Belastungen sich in x3-Richtung nicht dndern.
AuBerdem setzen wir voraus, dass die Liange ¢ des Profiltragers sehr viel groBer ist als der Durch-
messer der Querschnittsfliche Q. Diese Konstellation ist typisch fiir den ebenen Verzerrungs-
zustand. Wie bereits im Abschnitt 1.3.3 dargestellt, kann dann angenommen werden, dass das
Verschiebungsfeld u die Form

ur (x1,x2)
i(x) = | ua(x1,x2)
0

hat und die Verzerrungen &;; mit i = 3 oder j = 3 verschwinden. Das Verschwinden der Ver-
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zerrungen &; mit = 3 oder j = 3 ist fiir die Namensgebung ,.ebener Verzerrungszustand* ver-
antwortlich. Fiir isotrope Materialien hat das Verschwinden der Verzerrungen &;; mit i = 3 oder
J = 3 zur Folge, dass

O3y = 03 = 031 = 013 = 0. (2.49)

AuBlerdem gilt wegen (2.35) und €33 =0

O11 = Ae(€11 +€2) +2Ue€11, 020 = Ac(€11+ €22) +2Uen (2.50)

und

033 = Ae(€11 +€22). (2.51)

Addition der beiden Beziehungen in (2.50) liefert

011+ 02 =2(Ae + Ue) (€11 + €22) .
Damit erhalten wir aus (2.51)

033 = (011 +0m) = V(011 +02).

e
2(Ae + He)

Im letzten Schritt haben wir den Zusammenhang (2.37) zwischen den Laméschen Elastizitéts-
konstanten und dem Elastizitdtsmodul E sowie der Poissonschen Querkontraktionszahl v ge-
nutzt. Folglich kann o33 durch o717 und 0y, ausgedriickt und somit eliminiert werden. Fiir die
restlichen Komponenten des Spannungstensors erhalten wir die Beziehungen

o011 = Ac(€11+€20)+2UeEn1 (1=v)e; +ven), (2.52)

(I+v)(1—2v)

0 = Ac(€11+€0)+2UcE0 (1—=Vv)en+venn), (2.53)

(1+v)(1-2v)

O = 02 = 2UE = 2G¢p;. (2.54)

Hierbei bezeichnet G = . = E/(2(1 + v)) den sogenannten Gleitmodul. Unter Benutzung der
Veraussetzungen des ebenen Verzerrungzustandes und der daraus folgenden Beziehungen erhal-
ten wir aus den Gleichungen (2.38) der dreidimensionalen Elastostatik die folgende Randwert-
aufgabe zur Bestimmung der unbekannten Verschiebungskomponenten u (x1,x2) und uy (xy,x3)
in divergenter Form.
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Gesucht sind die Verschiebungskomponenten u; (x1,x2) und up(x1,x) mit u,ur € C2(Q) N
C'(QUTZ)NC(Q), so dass die Laméschen partiellen Differentialgleichungen

—chﬁ(ii(x)) = filx), i=1,2, firallex=(x,x)€Q (2.55)
J

gelten und die Randbedingungen
ui(x) = gulx), i=1,2, firallexeIy,

2
ti(n)(x) =Y 0;((x)nj(x) = gaulx), i=1,2, fiuralexel;
J=1

auf I'; (Dirichlet) bzw. I'; (Neumann) erfiillt werden, wobei die Komponeneten o;(ii(x)) des
Spannungstensors durch die Beziehungen (2.52) — (2.54) und (2.32) definiert sind.

Die divergente Form ist dquivalent zu der im Kapitel 1 gegebenen klassischen Form (1.42) der
Laméschen Gleichungen fiir den ebenen Verzerrungszustand, wobei im Kapitel 1 die rechte Seite
(keine Volumenkrifte) und die Randbedingungen fiir das dort betrachtete Beispiel eines Profil-
trigers angegeben wurden.

In scheibenartigen Bauteilen, deren Dicke in einer Koordinatenrichtung, beispielsweise in
x3-Richtung, konstant ist und die wesentlich kleiner ist als die iibrigen Abmessungen, entsteht
bei Belastung in der Bauteilebene ndherungsweise ein ebener Spannungszustand (siehe Abbil-
dung 2.16).

X3 )

Abbildung 2.16: Scheibenartiges Bauteil unter Belastung

Es wird dann angenommen, dass die Spannungskomponenten o1, 022 und o}, nur von x; und
Xx» abhingen und dass 033 = 013 = 0»3 = 0 gilt. Das entsprechende Randwertproblem fiir den
ebenen Spannungszustand erhilt man aus den Beziehungen (1.42) fiir den ebenen Verzerrungs-
zustand, wenn in den Laméschen Konstanten (2.37) der Elastizitdtsmodul £ und die Poissonsche
Querkontraktionszahl v durch

V= v — und E = M

1+V (1+v)?

substituiert werden. Dabei sind £ und v der Elastizititsmodul und die Querkontraktionszahl des
Materials, aus dem das betrachtete diinne Bauteil (Scheibe) besteht. Mit diesem Substitutions-
trick kann das Randwertproblem fiir den ebenen Spannungszustand wieder durch das Randwert-
problem (2.55) beschrieben werden. Wir werden dies im Abschnitt 4.5.7, S. 387, wenn wir die

(2.56)
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Losung eines ebenen linearen Elastizititsproblems mittels der Finite-Elemente-Methode erldu-
tern, ausfiihrlich diskutieren.

Wenn die Geometrie und die Belastungen rotationssymmetrisch sind, dann kann das Problem
durch den Ubergang auf Zylinderkoordinaten ebenfalls reduziert werden. Im Kapitel 1 haben
wir diesen Fall fiir das dickwandige Rohr unter Innendruck demonstriert. Balken, Platten und
Schalen sowie Stab- und Flichentragwerke sind weitere strukturmechanische Modelle, die in der
Praxis, vor allem im Bauingenieurwesen, eine wichtige Rolle spielen (siehe z.B. [BKS85]).

Nichtlineare Probleme der Festkorpermechanik

In der Festkorpermechanik konnen Nichtlinearititen in verschiedenen Formen auftreten. Stofffi-
che oder physikalische Nichtlinearititen folgen aus einem nichtlinearen Materialverhalten. Das
Hooksche Gesetz (2.33), das eine lineare Beziehung zwischen Spannungen und Verzerrungen be-
schreibt, muss durch ein nichtlineares Stoffgesetz, welches das nichtlineare Matrialverhalten ad-
dquat beschreibt, ersetzt werden. Zum Beispiel verhilt sich Gummi nichtlinear elastisch. Andere
Materialien, wie zum Beispiel Stahl oder Boden, konnen bleibende Deformationen aufweisen,
die mit elastisch-plastischen Materialgesetzen modelliert werden konnen (siehe z.B. [KL84]).
Geometrische Nichtlinearitdten treten in Verbindung mit gro3en Verschiebungen und Verdehun-
gen bei kleinen Verzerrungen sowie bei groen Deformationen auf. Kontaktprobleme fithren
selbst dann auf nichtlineare Problemstellungen, wenn das physikalische und geometrische Ver-
halten linear ist. Die meisten gekoppelten Feldprobleme sind nichtlinear (siehe z.B. [Kal07]).

Die FE-Diskretisierung nichtlinearer Feldprobleme fiihrt tiblicherweise auf gro8dimensionier-
te, nichtlineare Gleichungssysteme, deren iterative Losung im Kapitel 6 betrachtet wird. Das
Lehrbuch [WriO1] von P. Wriggers gibt einen exzellenten Uberblick iiber die numerische Be-
handlung typischer nichtlinearer Probleme der Festkdrpermechanik. Der interessierte Leser sei
auch auf die englischsprachige Monographie [SH98] von J.C. Simon und T.J.R. Hughes verwie-
sen.
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