Mengenlehre

In diesem Abschnitt geben wir einen kompakten Uberblick (iber wesentliche Grundlagen
der Mengenlehre, die im weiteren Verlauf noch relevant sein werden. Neben der allge-
meinen Definition und Darstellung von Mengen gehen wir dabei auf spezielle Mengen,
Beziehungen zwischen Mengen, Mengenoperationen und auch auf bedeutende Regeln

und Gesetze ein, die bei Mengenoperationen zu beachten sind.

2.1 Grundlegendes

Grundsitzlich verstehen wir unter einer Menge eine Zusammenfassung von Ele-
menten, die sich eindeutig voneinander unterscheiden lassen. Mehrfachnennungen
eines Elementes in einer Menge sind also nicht zulissig.

Mengen werden in der Regel mit groflen lateinischen Buchstaben A, B, C, ..., ihre
Elemente mit lateinischen Kleinbuchstaben a, b, ¢, ... bezeichnet. Wollen wir aus-
driicken, dass ein Element a zur Menge A gehort, schreiben wir a € A. Wollen wir
das Gegenteil aussagen, a ¢ A.

Die Definition einer Menge erfolgt entweder durch die explizite Aufziahlung oder
die implizite Beschreibung der Elemente der Menge. Die Anzahl der unter-
scheidbaren Elemente einer Menge A, die auch als deren Machtigkeit bezeichnet
und mit n(A) abgeklrzt wird, bestimmt dabei meist, welche Form der Darstellung
gewihlt wird. Ist n(a) grof, jedoch endlich, wird die explizite Form der Beschrei-
bung bevorzugt. Liegt eine unendliche Menge vor, so ist eine verkirzte Aufzihlung
der Elemente tblich. Bei allen Formen erfolgt die Aufzihlung bzw. Beschreibung
innerhalb geschweifter Klammern.

Bei der impliziten Form wird in der geschweiften Klammer zunichst ein Element
stellvertretend fiir alle anderen Elemente allgemein genannt. Gefolgt von einem
senkrechten Strich wird dann die umfassende und eindeutige Beschreibung des
stellvertretenden Elements mit Hilfe mathematischer Symbole und/oder verbaler
Sitze aufgefiihrt.

Beispiel:

Betrachten wir eine endliche Menge B, die die Elemente 7, 8 und 9 beinhalten soll. Wir
kénnen diese explizit als B = {7; 8; 9} oder implizit als B = {x | 6 < X < 10 A x ganzzahlig}
darstellen. Die implizite Darstellung bedeutet dabei verbal ,alle x mit der Eigenschaft: x
gréBer 6 und kleiner 10 und zugleich x ganzzahlig“, was nur von den Zahlen 7, 8 und 9 er-
fallt wird. Da hier die Machtigkeit der Menge nur bei n(B) = 3 liegt, ist die explizite Darstel-
lung zu bevorzugen.
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Eine unendliche Menge C, die die Zahlen 7, 8, 9 und alle ganzen Zahlen gréBer 9 beinhal-
ten soll, wiirden wir als C = {7; 8; 9; ...} definieren, wobei ,....“ die restlichen Elemente der
Menge reprasentiert. Die Machtigkeit der Menge C liegt in diesem Fall bei n(C) = oo.

Wihrend wir beliebige Mengen mit lateinischen Gro3buchstaben bezeichnen, ha-
ben sich in der Literatur eine Reihe spezieller Symbole fiir besondere Mengen ein-
gebirgert. So wird etwa die leere Menge, die keine Elemente beinhaltet, mit &
und die Universalmenge, die bezlglich einer Anzahl an untersuchten Elementen,
alle Elemente enthilt, mit Q benannt. Darliber hinaus gilt fir die in der Mathematik
relevanten Zahlenmengen folgendes:

Die Menge der natiirlichen Zahlen beinhaltet die Zahlen 1, 2, 3, ... mit deren Hilfe
Gegenstinde abgezihlt werden. Sie ist definiert als

N={123..1}.
Erweitern wir die natirlichen Zahlen um die 0 und alle negativen Zahlen, so erhal-
ten wir die Menge der ganzen Zablen als

ZZ{..‘; -2-10;1 2 } .
Erweitern wir die Menge der ganzen Zahlen um die Zahlen, die sich als Quotient
einer ganzen und einer natiirlichen Zahl bzw. als abbrechende (z. B. 1/2 = 0,5)

oder nichtabbrechende (z. B. 1/3 = 0,333...) periodische Dezimalzahl darstellen
lassen, ergibt sich die Menge der rationalen Zahlen als

Q={q/g=m/n mit me Zrne N}.

Die Menge der reellen Zablen beinhaltet neben den rationalen Zahlen auch die
sog. irrationalen Zahlen, so dass wir

R :{r|r ist eine rationale oder irrationale Zahl}

festhalten konnen. Eine Zahl wird dann als irrational bezeichnet, wenn sie sich
nicht mehr als Quotient einer ganzen und einer nattrlichen Zahl - und damit auch
nicht als periodische Dezimalzahl - darstellen ldsst. Jede nichtperiodische Dezimal-
zahl, bei der nicht aus den bisher ermittelten Dezimalstellen auf die noch folgen-
den geschlossen werden kann, ist somit eine irrationale Zahl. Typische Beispiele
hierfiir sind die Kreiszahl ® = 3,141592..., die Euler'sche Zahl e = 2,718281... und
bestimmte Wurzeln.

Um auszudricken, dass nur positive oder negative Werte aus diesen speziellen
Mengen betrachet werden, wird dies durch ein hochgestelltes ,+“ bzw. ,— gekenn-
zeichnet. Positive reelle Zahlen sind demnach mit R*, negative mit R™ benannt.

Vergleichen wir die einzelnen Elemente zweier Mengen miteinander, kbnnen wir
Ordnungsbeziehungen zwischen den Mengen herstellen. Besitzen zwei Mengen A
und B die gleichen Elemente, sprechen wir von Mengengleichheit und koénnen
A = B schreiben. Besonders beim Vergleich von Mengen und bei Mengenoperatio-
nen (vgl. Abschnitt I 2.2) sind Venn-Diagramme hilfreich. Diese stellen Mengen als
Kreise dar, wodurch sich im Fall der Mengengleichheit folgendes ergibt:
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Beispiel:

Betrachten wir die beiden Mengen A = +J/9] und B = {3; =3}, so stellen wir fest, dass
beide die gleichen Elemente beinhalten, sodass A = B gilt.

Ergibt der Vergleich der Elemente zweier Mengen A und B, dass alle Elemente von
A auch in B enthalten sind, so sagen wir, dass A eine Teilmenge von B ist und
schreiben A ¢ B. Wir versehen das klassische Teilmengensymbol c hier mit einem
Unterstrich um zu verdeutlichen, dass die Mengen A und B auch gleich sein kon-
nen. Das dazugehorige Venn-Diagramm zeigt folgendes Bild:

» ()
Beispiele:

1. Betrachten wir die Mengen E = {2; 4; 6; 8; 10} und N . Da die Elemente 2, 4, 6, 8 und
10 aus E auch in der Menge der natlrlichen Zahlen N vorkommen, git Ec N.

2. Fir die vorhergehend aufgefiihrten Zahlenmengen kénnen wir Nc Z c Q c R fest-
halten. Dies bedeutet also, dass alle Elemente von N auch in Z, alle Elemente von
Z auch in Q und alle Elemente von Q auch in R enthalten sind.

Gerade im Zusammenhang mit Teilmengen wird klar, dass man eine Menge auch
als Menge von Mengen interpretieren kann. So gilt etwa Z={{...; =2, —1; 0}; N}..
Auflerdem ist unmittelbar einleuchtend, dass zu den Teilmengen einer Menge A
auch immer die leere Menge & und die Menge A selbst gehort.

2.2 Mengenoperationen

In diesem Abschnitt befassen wir uns niher mit Operationen, die aus mehreren
Mengen eine neue Menge erzeugen. Zu diesen Zihlen die Vereinigung, der Durch-
schnitt, die Differenz und das Komplement.

Unter der Vereinigung oder Vereinigungsmenge zweier Mengen A und B verste-
hen wir die Menge, die sowohl die Elemente von A als auch die Elemente von B
enthilt. Formal schreiben wir

AUB={x|xe AvxeB},

was sich im Venn-Diagramm (gepunktet) wie folgt dargestellt:




12

| Aligemeine Grundlagen

Beispiel:

Betrachten wir die Mengen A = {1; 2; 3} und B = {3; 4; 5}, erhalten wir daraus die Vereini-
gung AuB ={1;2;3; 4; 5}.

Der Durchschnitt oder die Durchschnittsmenge (Schnittmenge) zweier Mengen A
und B umfasst alle Elemente, die sowohl in Menge A als auch in Menge B vor-
kommen. Es gilt

ANB={x|xe ArxeB},

was zu folgendem Venn-Diagramm fiihrt:

Beispiel:
Der Durchschnitt der Mengen A = {1; 2; 3} und B = {3; 4; 5} ist A n B = {3}, da das Element
3 sowohl in A als auch in B enthalten ist.

Haben zwei Mengen A und B kein Element gemeinsam, entspricht ihr Durchschnitt
der leeren Menge. Es gilt also ANB=. In einem solchen Fall bezeichnen wir
die beiden Mengen als disjunkt. Es sei auBerdem erwihnt, dass der Durchschnitt
einer Menge A mit sich selbst wieder die Menge A ergibt, also A N A = A gilt. Ana-
loges gilt auch fiir die Vereinigung, d. h. A U A = A.

Die Differenz oder Differenzenmenge zweier Mengen A und B (A vermindert um
B) enhilt alle Elemente von A, die nicht in B enthalten sind. Wir schreiben

A\B={X|xe AAxe B},

was folgendes Venn-Diagramm liefert:

Beispiel:
Betrachten wir zwei Mengen A = {1; 2; 3} und B = {3; 4, 5}, so ist A\ B = {1; 2}, da die Ele-
mente 1 und 2 aus A nicht in B enthalten sind.

Sind A und B zwei disjunkte Mengen, so gilt A\ B = A und B\ A = B. Die Differenz
zweier gleicher Mengen ergibt die leere Menge, d. h. A\ A = &.
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Ist die Menge A eine Teilmenge der Menge B, d. h. A < B, enthilt das Komple-
ment oder die Komplementirmenge der Menge A beziglich der Menge B alle
Elemente der Menge B, die nicht in der Menge A enthalten sind. Formal gilt

1_X={X|xe BAaxe A},

was das folgende Venn-Diagramm liefert:

Beispiel:

Betrachten wir zwei Mengen A = {1; 2; 3} und B = {1; 2; 3; 4; 5}, so gilt A = {4; 5}, da die
Elemente 4 und 5 zwar in B, jedoch nicht in A enthalten sind.

Wir erkennen, dass das Komplement nichts anderes als eine spezielle Form der
Differenz ist, d. h. A = B\ A gilt. Es gilt auBerdem, dass das Komplement eines
Komplements wieder die Ursprungsmenge liefert. Im obigen Beispiel ist das Kom-

plement von A = {4; 5} nimlich gerade A = {1;2; 3}.

2.3 Mengenalgebra

Fur die in Abschnitt T 2.2 behandelten Mengenoperationen gelten eine Reihe spe-
zieller Gesetze und Regeln, welche in der folgenden Tabelle zusammengefasst
sind. Dem aufmerksamen Leser wird bei genauerer Betrachtung auffallen, dass wir
einige davon bereits implizit im Text behandelt haben.

Gesetz Bedeutung
Idempotenzgesetze AUA=A
ANA=A
Identititsgesetze Aud=A AuQ=Q
AN@=0 ANQ=A
Komplementgesetze AUA =Q
ANA =0
Kommutativgesetze AuUuB=BUA
ANB=BnNA
Assoziativgesetze AUBUC=AUBUO
ANB)NC=ANBNOC
Distributivgesetze AuBNO=CAUB)NAUO
ANnBuUuO=ANBI)UANO
De Morgans Gesetze (AUB)=ANB
(ANB)=AUB
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Da die Distributivgesetze und die Gesetzte von De Morgan anders als die anderen
nicht auf den ersten Blick nachzuvollziehen sind, betrachten wir im Folgenden die
Aussagen dieser Gesetze nochmals in Form von Venn-Diagrammen, bei denen wir
zur besseren Ubersicht Rechtecke zur Symbolisierung von Mengen verwenden. Die
Anmerkungen in Klammern beziehen sich dabei jeweils auf das Ergebnis der Men-
genoperationen. Beginnen wir zunichst mit den beiden Distributivgesetzen:

A A
B C B C
AUuBNO = AUB)NAUO
(einfach u. doppelt schraffiert) (doppelt schraffiert)

A A

B C B C
ANnBuO = ANBUMBNO
(doppelt schraffiert) (einfach u. doppelt schraffiert)

De Morgans Gesetze lassen sich wie folgt veranschaulichen:

o o 3
B H
A A
(AUB) = ANB
(einfach schraffiert) (doppelt schraffiert)
[ [ Q Q =i tH
Al
(ANB) = AUB

(einfach schraffiert) (einfach u. doppelt schraffiert)
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