2 Muster und Strukturen -
wegweisend flr algebraisches
Denken

The beanty |...] is, in many cases, a highly ab-
stract, inner beanty, a beanty of abstract form and
logical structure, a beanty that can be observed,
and appreciated, only by those sufficiently well
trained in the discipline.

(Devlin 1997, S. 6)

Im vorangegangenen Kapitel wurden Muster und Strukturen bereits als we-
sentliches Element der algebraischen Denkfdrderung herausgearbeitet. In der
Beschiftigung mit Beziehungen von konkreten Zahlobjekten oder geometri-
schen Objekten zueinander wird ein moglicher Weg zur Férderung der Sicht
auf die mathematischen Strukturen als neue (abstrakte) Objekte der gedankli-
chen Auseinandersetzung gesehen.

Muster und Strukturen haben bei der Férderung und Anregung algebraischen
Denkens insbesondere aus der Perspektive der Generalisiernng von arithmetischen
Problemen grofie Bedeutung: ,,What needs to be learned about generalizing is
the process of exploring a given situation for patterns and relationships, organ-
izing the data systematically, recognizing the relations and expressing them
verbally and symbolically, and seeking explanation and appropriate kinds of
justification or proof according to level” (Bell 1995, S. 50).

In der aktuellen Sicht der Mathematik wird diese hiufig generell als Wissenschaft
von den Mustern bezeichnet. Dies betrifft nattrlich die mathematischen Struktu-
ren, die sich in Zahlen oder Formen ganz allgemein finden lassen. Mathematik
beschreibt diese Muster in ihrer Sprache und in mathematischen Funktionen,
Relationen, Aussagen. Wittmann mahnt, man misse sich ,,auf die wabre Natur
des Faches Mathematik besinnen: Mathematik ist die Wissenschaft von Mustern, die im
Prozess entwickelt, erforscht, fortgesetzt und verdndert werden koénnen®
(Wittmann 2004, Hervorhebungen im Original, S. 1).

A. S. Steinweg, Algebra in der Grundschule, Mathematik Primarstufe und Sekundarstufe I + II,
DOI 10.1007/978-3-8274-2738-0_2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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In der Literatur findet sich eine doppelte Interpretation und Sichtweise des
Themenfelds ,Muster und Strukturen: Zum einen als eigenstindiges Inhaltsge-
biet und zum anderen als grundlegende Idee, die sich durch alle Gebiete der
Mathematik hindurchzieht bis hin zur oben zitierten Deutung der Mathematik
selbst als Wissenschaft von den Mustern (vgl. auch Wittmann 2003). In reich-
haltigen mathematischen Fragestellungen und Lernumgebungen kann es dem-
zufolge immer zumindest ermoglicht werden, auch zu Grunde liegende Struk-
turen und Muster fiir ihre Entdeckung und Beschiftigung bereitzustellen (vgl.
Steinweg 2003, 2000a).

2.1 Muster und Strukturen in Bildungsstandards
und Lehrplanen

Muster und Strukturen als vermeintlich eigenstindiges Thema treten in den
sogenannten inhaltsbezogenen Kompetenzen der Bildungsstandards Mathema-
tik der Grundschule (KMK 2004, vgl. auch Walther et al. 2007) neben Zahlen
und Operationen, Raum und Form, GréBen und Messen, Daten, Héiufigkeit
und Wahrscheinlichkeit auf:

,,3.3 Muster und Strukturen

GesetzmadfSigkeiten erkennen, beschreiben und darstellen

- strukturierte Zahldarstellungen (z. B. Hunderter-Tafel) verstehen
und nutzen,

- GesetzmaBigkeiten in geometrischen und arithmetischen Mustern
(z. B. in Zahlenfolgen oder strukturierten Aufgabenfolgen) erken-
nen, beschreiben und fortsetzen,

- arithmetische und geometrische Muster selbst entwickeln, syste-
matisch verindern und beschreiben.

funktionale Beziehungen erkennen, beschreiben und darstellen

- funktionale Beziehungen in Sachsituationen erkennen, sprachlich
beschreiben (z. B. Menge—Preis) und entsprechende Aufgaben 16-
sen,

- funktionale Beziehungen in Tabellen darstellen und untersuchen,

- cinfache Sachaufgaben zur Proportionalitit [6sen®

(KMK 2004, S. 10 £.)

Diesem Verstindnis der Muster und Strukturen als ,neuen‘ Inhaltsbereich
schlieBt sich z. B. auch der Bildungsplan Grundschule Mathematik Hamburg
(2011) sowie der in Baden-Wirttemberg (2004) an. Letzterer prisentiert ihn als
vierte Leitidee. Fir die Kompetenzen nach Jahrgang 4 heil3t es:

,»Die Schilerinnen und Schiler kénnen geometrische und arithmetische Muster
in innermathematischen und auBlermathematischen Kontexten erkennen, be-
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schreiben und Vorhersagen zur Fortsetzung treffen; Zeichen und Symbolkons-
tellationen als verschliisselte Informationsquellen und als Notationsform in
unterschiedlichen Zusammenhingen erkennen; analoge Muster selbst kreativ
entwickeln, beschreiben und mit anderen — auch historischen — vergleichen;
Regelhaftes und einfache arithmetische GesetzmiBigkeiten erkennen, erkliren
und fir eigenes Gestalten nutzen; aus Sachaufgaben die mathematische Struk-
tur herauslésen und umgekehrt vorgegebene Strukturen veranschaulichen.
Inhalte
Zeichen, Symbole, Formen, Figuren, Zahlen
Muster mit Beziigen zu Kunst und Geschichte (romische Ornamente)*
(Baden-Wiirttemberg 2004, S. 61).

Es wird hier gleichsam deutlich, dass obwohl die eigenstindige Leitidee ,Muster
und Strukturen® zu anderen Leitideen und Inhaltsbereichen abgegrenzt wird,
doch eine Verwobenheit mit diesen gesehen und eingefordert wird. Dennoch
bleiben die angedeuteten Inhaltsaufgaben als illustrierende Beispiele fiir die
Lehrpersonen in der Praxis in diesem Bildungsplan insbesondere auf spezielle
Aufgaben begrenzt. Die Nennung von Symbolkonstellationen, die vermutlich
auch auf Darstellung in Variablenform abzielt, bleibt eher vage.

Wittmann und Miiller (2007) kommentieren die beschriebene Doppelbedentung des
Themas ,Muster und Strukturen’, indem sie den Inhaltsbereich der Bildungsstan-
dards als ,,iibergeordnet™ identifizieren. Sie zeigen anhand von theoretischen
Ausfihrungen und Beispielen, ,,dass es sich bei Muster und Strukturen nicht ein-
fach um einen Aspekt des Mathematikunterrichts handelt, sondern dass dieser
Aspekt grundlegend ist™ (Wittmann und Miller 2007, S. 42, H. 1. O.). Dieser
integrative Ansatz wird ebenfalls im Lehrplan Nordrhein-Westfalen (2008) oder
auch in Thiringen (2010) verfolgt, indem Muster nicht als eigenstindige In-
haltsidee auftreten, sondern an gegebener Stelle bei anderen Inhalts- und Pro-
zessbeschreibungen. ,,Dem Erkennen und Nutzen von Mustern und Strukturen
kommt eine wesentliche Rolle im Mathematikunterricht zu. Muster und Struk-
turen bestimmen hiufig die einzelnen Themenbereiche und kénnen zur Ver-
deutlichung zentraler mathematischer Grundideen genutzt werden. Von daher
werden sie im Folgenden nicht als eigener Bereich ausgewiesen, sondern sind
integraler Bestandteil aller Bereiche® (Nordrhein-Westfalen 2008, S. 56). Dabei
werden geometrische und arithmetische Muster gleichermallen erwihnt sowie
das entdeckende Erarbeiten und auch die kreative Gestaltung eigener Muster in
den Blick genommen: ,Erfassen, Erforschen, Verindern und Neugestalten
arithmetischer und geometrischer Muster* (Thiringen 2010, S. 9).
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2.2 Muster und Strukturen in internationalen
Standards

In internationalen Standards finden sich ebenfalls diverse Hinweise auf Muster.
Bemerkenswert ist, dass Muster und Strukturen hier ohne jede Vorbehalte explizit
der Algebra zugeordnet werden. In den deutschen Bildungs- und Lehrplinen im
Bereich der Grundschule hingegen wird der Begriff ,Algebra® in keinem Bun-
desland namentlich erwihnt. Sogar im Rahmenlehrplan Grundschule Mathema-
tik Berlin und Brandenburg (2004), der fur die Grundschule Inhalte und Pro-
zesskompetenzen bis zur 6. Jahrgangsstufe (Berliner Modell) beschreibt, fehlt
eine solche explizite Nennung. Lediglich im Kerncurriculum fir die Grund-
schule Niedersachsen (2006) findet sich im Glossar ein Hinweis auf verschie-
dene Zahlaspekte, in denen ein algebraischer Aspekt genannt wird, der sich auf
die Eigenschaften der Rechenoperationen (Kapitel 4) bezieht: ,,Zahlen als Re-
chenzahlen  fir  algebraische  Strukturen und — GesetzmiBigkeiten
(3 +5 =5+ 3)“ (Niedersachsen 2000, S. 40).

In den Vereinigten Staaten von Amerika gibt es kein nationales Curriculum
oder allgemein giiltige Bildungsstandards. Wesentliche Orientierung fiir lokale
Bildungspolitik oder schulinterne Curricula bieten jedoch die durch das Natio-
nal Council of Teachers of Mathematics (NCTM 2000) formulierten Standards.
Hier gehdren Muster zum Inhaltsbereich Algebra, der bereits vom Kindergar-
ten an als eigener Bereich gelistet wird und iiber alle Schuljahre hinweg (d. h.
vom Kindergarten bis Jahrgang 12) folgende Kompetenzziele festhilt:

Understand patterns, relations, and functions

Represent and analyze mathematical situations and structures using alge-
braic symbols

Use mathematical models to represent and understand quantitative rela-
tionships

Analyze change in various contexts

Die Muster und Beziechungen werden in diesen Standards zunichst unabhingig
vom Gebrauch von algebraischen Symbolen gesehen. Fiir die einzelnen Jahr-
gansstufen differenziert und ausfihrtlicher dargelegt, finden sich in den NCTM-
Standards fiir den Unterpunkt ,Muster, Relationen und Funktionen®, die in
Tabelle 2.1 dargestellten Ziele.

Auch in dieser Ubersicht wird deutlich, dass die ersten symbolischen Darstel-
lungen von Mustern erst ab Jahrgang 6 vorgesehen werden und in den unteren
Jahrgingen das Erkennen von Mustern und die verbalen Beschreibungen oder
das Nutzen von Tabellen im Vordergrund stehen. Im Unterschied zu vielen
deutschen Lehrplinen werden fir die Beschreibungen ab dem 3. Jahrgang auch
bereits Grafen einbezogen.
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Tabelle 2.1 Ziele der Jahrgdnge nach NCTM (2000) Standards (US)

In pre-K through grade 2 all students should-
*  sort, classify, and order objects by size, number, and other

properties;
Pre-K-2 . recognize, describe, and extend patterns such as sequences
Expectations of sounds and shapes or simple numeric patterns and

translate from one representation to another;
* analyze how both repeating and growing patterns are gen-
erated.

In grades 3-5 all students should-
* describe, extend, and make generalizations about geomet-

Grades 3-5 . .
ric and numeric patterns;

Expectations . .
. represent and analyze patterns and functions, using words,

tables, and graphs.

In grades 6-8 all students should-
. represent, analyze, and generalize a variety of patterns with

tables, graphs, words, and, when possible, symbolic rules;
Grades 6-8

) * relate and compare different forms of representation for a
Expectations

relationship;
. identify functions as linear or nonlinear and contrast their

properties from tables, graphs, or equations.

In GroBbritannien ist ein nationales Curriculum verbindlich vorgeschrieben. Im
Jahr 2011 wurde es wesentlich tberarbeitet. Es ist wiederum in Jahrgangsberei-
che strukturiert und gibt Hinweise fiir die zu erreichenden Ziele in diesen soge-
nannten Key Stages. Key Stage 1 umfasst dabei die Schulbesuchsjahre 1 und 2,
Key Stage 2 die Schulbesuchsjahre 3 bis 6.

Zusitzlich zur Einteilung in Jahrgangsbereiche werden Niveaustufen (level)
formuliert, die sich tiber alle Schuljahre hinweg verteilen und damit eine durch-
gingige Zielsetzung in verschiedenen Tiefen und Breiten deutlich machen. Den
Jahrgangsbereichen werden die Niveaustufen insofern zugewiesen, dass im
Mittel davon ausgegangen wird, dass die meisten Kinder am Ende des Key
Stage 1 die zweite Stufe und am Ende von Key Stage 2 die vierte Stufe errei-
chen (vgl. Department of Education UK 2011).

Im Gegensatz zu fritheren Versionen des nationalen Curriculums in Grof3bri-
tannien werden keine schr ausfithrlichen Hinweise und Beispicle mehr wie in
einem festen Rahmen gegeben, sondern lediglich die Stufen, die erreicht wer-
den sollen, grob skizziert. Zum Themenfeld ,Muster und Strukturen® finden
sich, wie schon bei den NCTM-Standards, Hinweise im Bereich ,,Number and
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Algebra®. Auch hier wird der Begriff der Algebra von Anfang an genutzt, da die
Niveaustufen tiber alle Schuljahre hinweg formuliert sind.

Tabelle 2.2 Zielbeschreibungen nach Stufen (Department of Education UK 2011)

Attainment target level descriptions “Ma2 Number and algebra”

Level 1 Pupils count, order, add and subtract numbers when solving problems
involving up to 10 objects. They read and write the numbers involved.

Level 2 [...] They use the knowledge that subtraction is the inverse of addi-
tion. [...] They recognise sequences of numbers, including odd and
even numbers

Level 3
v [...] They use mental recall of the 2, 3, 4, 5 and 10 multiplication
tables and derive the associated division facts. [...]

Level 4 ) . . . .
[...] Pupils recognise and describe number patterns, and relationships
including multiple, factor and square. They begin to use simple for-
mulae expressed in words. Pupils use and interpret coordinates in the
first quadrant

Level 5

[...] They construct, express in symbolic form, and use simple formu-
lae involving one or two operations. They use brackets appropriately.
Pupils use and interpret coordinates in all four quadrants.

Etliche Hinweise verweisen auf Eigenschaften von Rechenoperationen, die hier
in Kapitel 3 noch einmal aufgegriffen werden. Zudem werden Zahlenfolgen
und Muster und Beziechungen als Ziele benannt. Beziiglich der Muster findet
sich eine Zuordnung der symbolischen Beschreibung von Muster und Struktu-
ren erst nach dem sechsten Schulbesuchsjahr. Durch die Formulierung von
durchgingigen Zielen wird deutlich, dass die individuelle Entwicklung der
Schiilerinnen und Schiiler auch in den unteren Jahrgingen bereits auf héheren
Niveaustufen verortet werden kann, die curriculare Zielsetzung fur den GroBS-
teil der Kinder liegt jedoch bei der verbalen Beschreibung von Mustern.

Ferner weist das nationale Curriculum von GroBbritannien darauf hin, dass
Wissen, Fertigkeiten und Verstehen explizit auch durch Muster getérdert werden
sollen. Hier wird der Bezug zur Algebra noch deutlicher, indem es heif3t: ,,Dur-
ing the key stage, pupils should be taught the knowledge, skills and understand-
ing through: [...] c. using patterns and relationships to explore simple algebraic
ideas” (Department of Education UK 2011).
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2.3 Muster regen das Denken an

Zusammenfassend konnen Muster und Strukturen als Wesenselement der Ma-
thematik selbst, als Inhaltsobjekt der Auseinandersetzung spitestens vom ers-
ten Schuljahr an und gleichzeitig auch als Element der Algebra identifiziert
werden, wie in den internationalen Standards deutlich wird.

Die Beschiftigung mit Mustern ist dabei eine innermathematische Auseinan-
dersetzung mit Zahlen, geometrischen Formen und Zahlbeziehungen. Es kann
dabei auf dullere Motivation durch Einkleidungen und auBlermathematische
Beziige verzichtet werden. Die Muster haben an sich einen Awfforderungscharak-
ter, der im besten Fall zu einem spielerischen, kreativen Umgang fihrt und vor
allem Denkprozesse férdert, die in Routineaufgaben von Rechenprozeduren

fehlen.

Muster regen dazu an, ziber die Mathematik nachzudenken und die Muster zu nut-
zen, zu beschreiben und ggf. auch Erklirungsversuche abzugeben. Damit wer-
den die allgemeinen Bildungsstandards des Problemlésens, Kommunizierens
und Argumentierens angesprochen, aber auch die des Darstellens, da ein Mus-
ter z. B. in Sprache tibersetzt und somit in eine andere Darstellungsform tiber-
tragen wird. Gleichsam ergibt sich, dass diese Art der mathematischen Denk-
und Handlungsweise auch algebraischen Charakter hat, indem deutlich wird,
dass nicht das Produkt eines singuldren Losungsprozesses in den Vordergrund
rickt, sondern die Struktur des Musters, das Konzept, Objekt der Auseinander-
setzung ist. Diese ,prozeptuelle’ oder auch konzeptionelle Sicht kann sogar in
Beziehung gebracht werden zur allgemeinen Denkférderung: ,,Das Denken in
Mustern bedeutet eine entscheidende Steigerung der Denkdkonomie, weil viele
Einzelfille mit einem Schlag gemeinsam erfasst werden kénnen. Unser ganzes
kognitives System ist auf Muster ausgerichtet, denn das Gehirn wire nicht in
der Lage, jeden Einzelfall gesondert zu behandeln. Erkennen basiert immer auf
Musterbildung® (Wittmann und Miller 2007, S. 48).

Lernenden, denen es gelingt, Muster zu erennen, die dahinterliegenden Struktu-
ren zu beschreiben und ggf. zudem mathematisch zu begriinden, agieren auf einer
Art Metaebene tber der rein arithmetischen Betrachtung und Lésung von
Prozeduren. Die arithmetischen Prozeduren sind dabei integrativer Bestandteil
der Musterbetrachtung und keineswegs Uberfliissig. Routiniert ausgebildete
Kompetenzen in Rechenfertigkeiten und Kenntnissen (z. B. des Einspluseins)
unterstiitzen umgekehrt den Uberblick iiber ein Muster sowie dessen Beschrei-
bung.

In Anlehnung an Wittmann und Mduller (1992, S. 180) werden zwei Wesen von
Mustern unterschieden: reflexive und immanente, d. h. inhirente Strukturen. Bei
inhdrenten Mustern ist dieses gleichsam Bestandteil der Aufgabe und somit von
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Beginn der Beschiftigung an im Handeln und Denken verankert. Eine reflexive
Ubung ergibt erst nach der Erstbegegnung auf prozeduraler Rechenebene ein
Muster in den erzielten Ergebnissen. Diese kénnen dann in der Reflexion da-
nach entdeckt und beschrieben werden.

In beiden Formen ist eine Phase der bewussten Wahrnehmung des Musters
enthalten, die zu unterschiedlichen Zeitpunkten der Auseinandersetzung mog-
lich wird. Bei einer reflexiven Aufgabe tritt sie in der Reflexionsphase auf, bei
einer immanenten muss von Anfang an das Muster bewusst beachtet werden.
»Bewulitheit entsteht in der Regel dann, wenn wir stutzig werden, und, anstatt
sofort zu handeln, innehalten, um die verschiedenen Verhaltensmdglichkeiten
im Geiste durchzugehen” (Donaldson 1982, S§.105f). Momente des
Stutzigwerdens kénnen nur durch solche Aufgaben initiiert werden, bei denen
es etwas zu entdecken gibt. ,,Rechnen und Nachdenken gehéren dabei zusam-
men und sind in unterschiedlicher Intensitit und unterschiedlicher Reihenfolge

denkbar* (Steinweg 2003, S. 68).

Das Argument, Denken in Mustern sei nur besonders leistungsstarken Lernen-
den moglich, geht dabei fehl. Vielmehr ist ein umgekehrtes Phinomen in der
Praxis erkennbar: Diejenigen Lernenden, die Muster auf einer ,prozeptuellen®
und konzeptuellen Ebene betrachten, werden, weil sie es kénnen, oftmals auch
als leistungsstark identifiziert (Wittmann und Miller 2007, S. 49). Es zeigt sich
in den Erfahrungen z. B. im Algebraprojekt (Anhang), dass auch und vielleicht
gerade ,rechenschwichere Kinder, denen die Routinen der prozeduralen,
arithmetischen Auseinandersetzung nicht so leicht von der Hand gehen, Begeis-
terung fir Muster zeigen und diese auch entdecken kénnen. Die Strukturen
innerhalb einer Aufgabe sind fur sie also umgekehrt eine Unterstiitzung, die
u. U. weniger ausgefeilten arithmetischen Kompetenzen mit mathematischem
Blick auf Strukturen zu stiitzen.

2.4 Uber Folgen nachdenken - algebraisches
Denken fordern

Folgen aus geometrischen Objekten oder aus Zahlen spielen deshalb in der
Forderung algebraischen Denkens eine besondere Rolle, da der Fokus der
Aufmerksamkeit auf der Suche nach der Aufbaustruktur liegt. Mindestens drei
Elemente der Arbeit mit Folgen zielen zumindest indirekt auf die Férderung
algebraischen Denkens.

Fokus auf Beziehungen der Objekte

Die Bearbeitung von Folgen erwartet im besten Fall nicht nur passende weitere
Folgenglieder, sondern auch eine Auskunft iiber ,die Rege/', die hinter dem Mus-
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ter steht. Beim Versuch, die Aufbauregel zu erkennen, kénnen auch arithmeti-
sche Uberlegungen eine Rolle spielen, da z. B. die Anzahl gleicher Objekte, die
hintereinander auftreten, beachtet werden muss. Ebenso kann die Beziechung
zwischen den Folgengliedern, wenn es sich um Zahlenfolgen handelt, arithme-
tischer Natur sein. Insgesamt verschiebt sich jedoch der Fokus auf eben diese
verbindenden Operationen und nicht auf ,die Losung”® einer einzelnen Rechen-
aufgabe. Dies sind wichtige Denkhandlungen, die fiir algebraisches Denken
wertvoll sind.

Strukturen nutzen und beschreiben

Die Aunfbanregel muss nicht zwingend mindlich oder schriftlich gedullert wer-
den. Um weitere Folgeglieder zu bestimmen, muss aber tber eine passende
Regel nachgedacht werden; und genau hier ist die Nahe zu algebraischem Den-
ken zu erkennen. Die Einzelobjekte, also die Folgenglieder, miissen in ihren
Beziehungen zueinander erkannt werden. Diese Begichungen begrinden eine
Struktur, ein Muster, dem auch alle weiteren Glieder folgen.

Das Verstindnis von Zahlenmustern kann in verschiedenen Schritten des Ver-
stehens erfolgen (Steinweg 2001, S. 115 ff.). Die Komplexitit und Anforderung
des Musterverstindnisses steigt dabei zunehmend an. Zunichst gilt es, Muster
zu erkennen und z. B. fir Fortsetzungen zu nutzen. Hierfiir muss, wie oben be-
schrieben, bereits ein individuelles Verstindnis der Struktur aufgebaut worden
sein. Es zeigt sich implizit in der Fortsetzung des Musters. Muster zu beschreiben,
erfordert in einem néichsten Schritt eine verbale Darstellung (schriftlich oder
miundlich), die die vorliegende Struktur exemplarisch in die Beschreibung ein-
bezieht oder aber schon generalisierend die Struktur als solche allgemeiner dar-
stellt. Im letzten Schritt des Verstehens kénnen Muster begriindet werden. Die
Struktur wird also nicht nur dargestellt, sondern ihr Auftreten auch mathema-
tisch in seinen Zusammenhingen erkldrt. Auch hier ist es wiederum vorstellbar,
dass die Begriindungen am Beispiel verhaftet bleiben oder aber auf Allgemein-
gtiltigkeit des erkannten Phinomens verweisen.

Unvolistandigkeit der konkreten Lésung erfahren

Zudem ist es bei Folgen aus geometrischen Objekten oder aus Zahlen offen-
sichtlich, dass die Folge unendlich fortgesetzt werden kann. Es kann somit &e/ne
abschlieSende und allumfassende Lisung geben, die im Heft oder an der Tafel festge-
halten werden kénnte. Die Schiilerinnen und Schiiler lernen also einen Aufga-
bentyp kennen, der eine nicht abgeschlossene, konkrete Losung hat. Auch hie-
rin liegt ein Wesenszug von algebraischen Aufgaben, die oft nicht als konkrete
Einzellésung, sondern als in gewisser Weise noch offene Antworten von den
Lernenden akzeptiert werden missen. Je élter die Lernenden sind, umso eher
kann von dieser Unabgeschlossenheit ausgehend der Impuls erwachsen, das
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Muster ,anders‘ zu verstehen und durch erste ,Formeln® zu fassen, in denen
auch Variablen eine Rolle spielen kénnen (Kapitel 5).

Wenn diese Elemente unter der Brille der algebraischen Kompetenz den Lehr-
personen bewusst sind, so kénnen diese durch Bewusstmachung im Ge-
spriach oder in der Art und Weise der individuellen Reaktion auf Bearbeitungen
auch fur die Schilerinnen und Schuler erkennbar werden. Das bedeutet kon-
kret, die Offenheit der ,Losung® bei Folgen anzusprechen, die Beziehungen
zwischen Folgengliedern auch optisch (z. B. durch Pfeilbilder, Farben) hervor-
zuheben und zu thematisieren, die erkannten ,Regeln‘ zu verbalisieren und un-
terschiedliche Regeln zu diskutieren.

Im Gegensatz zum Irrglauben, Folgen seien eindeutig nach einem bestimmten
Muster fortsetzbar, wie et immer dann deutlich wird, wenn z. B. Tests eine
Auswertung in falsche und richtige Fortsetzungen vorsehen, sind Folgen ma-
thematisch auf sebr unterschiedliche Art und Weisen ,richtig® fortsetzbar. Beim Einsatz
von Folgen im Primar- und unterem Sekundarbereich ist das Kriterium fiir eine
,richtige® Fortsetzung allein dies, dass die Aufbauregel sinnvoll erklirt werden
kann. Selbst die Folge der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4,... muss dabei nicht mit
den Folgengliedern 5, 6 usw. fortgesetzt werden. Genauso stimmig wire es, die
Folge wie eine ,Welle® zu interpretieren, bei der die Glieder zunichst ansteigen
und dann wieder absteigen: 1, 2,3,4,3,2,1,2,... oder in der Variation der
Dopplung des ,ersten® Glieds auch 1, 2, 3,4,3,2,1, 1,2, 3,...

Folgen oder auch ,wachsende Muster* sind aber nicht auf Zahlen als Objekte
beschrinkt. Die Geschichte der Algebra lehrt, dass es eben gerade nicht darum
geht, nur Zahlen, sondern Strecken, Volumina oder Flichen als Objekte der
Betrachtung zu nutzen. Algebraisches Denken wird als Denken in Beziechungen
dieser Objekte zueinander verstanden: ,,Algebra is foremost a means to
manipulate relations” (Charbonneau 1996, S. 35).

Im Weiteren werden nun zunichst Folgen in Formen- und Farbenmustern und
dann in Zahlenfolgen niher betrachtet. Zahlenfolgen sind dabei nicht allein auf
ithren Urtypus einer Folge beschrinkt, sondern sie lassen sich auch in andere
Aufgabenformate hineindeuten und darin entdecken. Geometrische Muster
und Zahlenmuster kénnen dabei zu Darstellungen in Form von Termen fih-
ren. Das Wechsel- und Zusammenspiel zwischen geometrischer Reprisentation
und Term wird noch einmal besonders im Folgenden betrachtet.

2.5 Formen- und Farbenmuster

In diversen Veréffentlichungen im boomenden Feld der mathematischen Frith-
férderung finden sich Problemstellungen, in denen Kinder Folgen aus geo-
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