Die Entdeckung der Zahlen

Auch wenn uns Zahlen sehr vertraut sind, sollte man sich immer
vor Augen halten, dass sie keine physikalische Existenz haben,
sondern dass es sich eher um Abstraktionen handelt, die aus der
wirklichen Welt gewonnen wurden. Von zwei Mengen sagt man,
sie haben dieselbe Anzahl von Elementen, wenn die Elemente der
Mengen paarweise einander zugeordnet werden konnen, wie in
dem Film ,,Seven Brides for Seven Brothers (,,Eine Braut fiir sie-
ben Briider®). Die Zahl der Elemente in einer endlichen Menge
gilt als kleiner als die Zahl der Elemente in einer anderen, wenn
die Elemente dieser ersten Menge mit nur einem Teil der zweiten
Menge gepaart werden konnen. So war es bei unserem Beispiel
mit den Spielzeugen fiir die Kinder bei einer Geburtstagsfeier.
Dadurch erhilt die Menge der Zahlen eine natiirlich ansteigende
Ordnung. Da wir in der Kindheit alle gelernt haben zu zihlen,
konnen wir nur mit Mithe nachvollziehen, weshalb das Zihlen
eigentlich etwas Schwieriges ist. Es war sicherlich nicht leicht, bis
man erkannt und in Worte gefasst hatte, dass ein Kaninchenpaar
und zwei Tage etwas Gemeinsames haben. Letztendlich wichtig
ist natiirlich, dass der Mann mit den Kaninchen fiir jeden der
nichsten beiden Tage etwas zu essen hat.

War das Konzept einer Zahl einmal erkannt, war es nur na-
tiirlich, den ersten Zahlen eigene Namen zu geben: Eins, zwei,
drei, vier usw. sind die von uns verwendeten Bezeichnungen.
Bis zu diesem Punkt unterscheidet sich die ganze Sache jedoch
nur wenig von dem geordneten Aufzihlen der Buchstaben eines
Alphabets. Ein kleiner Unterschied besteht allerdings: Die ers-
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ten sechsundzwanzig Zahlen besitzen die oben erwihnte natiir-
liche Ordnung, wohingegen die Ordnung der Buchstaben cines
Alphabets willkiirlich ist. Obwohl die Bezgeichnungen fir unsere
Zahlen vollkommen beliebig sind, ist ihre natiirliche Ordnung
etwas ihnen Eigenes und nichts, das wir willkiirlich festgelegt ha-
ben. Gerade die willkiitliche Ordnung, die wir dem Alphabet
gegeben haben, macht es Kindern oft so schwer, wenn es darum
geht, sich die Reihenfolge der Buchstaben in einem Worterbuch
zu merken.

Was fiir das Alphabet noch angemessen sein mag, wiirde bei
den natiirlichen Zahlen nicht funktionieren: Es gibt nur endlich
viele Buchstaben, und nachdem wir sechundzwanzig Namen er-
funden haben, erreichen wir das Ende. Es gibt aber unendlich
viele Zahlen, und sie erstrecken sich endlos. Auf§erdem brauchen
wir sogar im Alltag viele dieser Zahlen — jede Zivilisation muss in
der Lage sein, bei Bedarf bis in die Hunderte oder Tausende zih-
len zu konnen. Es besteht daher die Notwendigkeit, irgendeine
Bezeichnungsform fiir Zahlen zu erfinden, die iiber den naiven
Weg einer immer grofleren Liste verschiedener Namen fiir ver-
schiedene Zahlen hinausgeht.

Wir konnen dieses Problem etwas entschirfen, indem wir be-
stimmte Zahlen durch bestimmte Symbole darstellen: Bei den
romischen Ziffern steht das X beispielsweise fiir die Zehn und
das V fiir die Fiinf. Das grundlegende Problem bleibt jedoch: Es
ist unpraktisch, ja sogar unméglich, fiir jede Zahl ein eigenes ein-
zelnes Symbol zu haben. Frither oder spiter sind wir gezwungen,
das Prinzip der Addition auszunutzen, wonach sich einige Zahlen
als die Summe von zwei kleineren Zahlen darstellen lassen. Bei-
spielsweise gibt es bei den romischen Zahlen kein eigenes Symbol
fiir die Zahl Fiinfzehn — wir schreiben einfach XV, um damit die
Zahl anzudeuten, die man aus einer Menge von zehn Gegen-
stinden erhilt, wenn man noch eine Menge von fiinf weiteren
Gegenstinden hinzufligt.
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Anscheinend handelt es sich bei der Entdeckung dieses Addi-
tionprinzips um etwas Natiirliches, denn wir finden es in allen
antiken Zivilisationen im Nahen Osten, in Europa und in Asi-
en. Auch die Addition auf der Basis Zehn ist hiufig. Wie schon
erwihnt, haben die Babylonier sowohl von der Basis Zwolf als
auch von der Basis Sechzig Gebrauch gemacht, worauf die heute
weltweite Praxis der Unterteilung eines Tages in vierundzwanzig
Stunden und die Unterteilung des Vollkreises in 360 Grad zu-
riickgeht. Ein weiteres Uberbleibsel der Basis Sechzig finden wir
im Franzdsischen, wo es keine eigenen Bezeichnungen fur die
Zahlen zwischen 60 und 100 gibt: 70 heifSt soixante-dix (60 und
10), 80 ist quatre-vingt (vier Zwanziger), 90 ist quatre-vingt-dix
usw. Die franzosisch sprechende belgische Bevolkerung wurde
dessen allerdings miide und fithree fiir diese Zahlen die neuen
Namen septante, octante und nonante ein. Die meisten Zah-
lensysteme beruhen allerdings auf einer Einteilung der Zahlen
in Zehnergruppen, wodurch man in der Praxis vergleichsweise
grofle Zahlen durch eine kurze Liste von Symbolen kennzeich-
nen kann. Leider ibernahm man dabei den ,,Gerade-gut-genug®-
Standpunke: Nachdem ein fir die Anforderungen des Alltags
taugliches Verfahren zum Aufschreiben von Zahlen entwickelt
worden war, festigte es sich, und es wurde anscheinend nichts
unternommen, um dieses System zu verbessern oder es gar durch
ein besseres zu ersetzen.

Selbst die mathematisch sehr fortschrittlichen Griechen nah-
men die Grundrechenarten nicht so ernst, als dass sie sich von
einer ziemlich primitiven Schreibweise hitten l6sen konnen. Ei-
ne mdgliche Erklirung konnte sein, dass Buchhaltung eher von
Sklaven ausgefiihrt wurde und einer vertiefenden Untersuchung
nicht wiirdig erschien. Was auch immer die Griinde waren, die
Art des Rechnens war bei den Griechen kaum fortgeschrittener
als in anderen antiken Kulturen. (Tatsichlich war im Grunde
genommen das babylonische System sogar iiberlegen, wie wir
noch erldutern werden.) Es ist durchaus moglich, dass die antiken
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Buchhalter fiir ihre Berechnungen eine Fiille praktischer Tricks
kannten, und mit Sicherheit nutzten sie einfache Rechengerite
wie den Abakus (ein Rechenbrett). Sie hatten auch zweifelsoh-
ne ihre spezifischen Verfahren der mentalen Arithmetik, die sie
den folgenden Generationen miindlich und anhand von Beispie-
len iibermittelten. Dieser Teil der Geschichte der Mathematik ist
grofitenteils verloren, und den heutigen Gelehrten sind nur we-
nige zufillige Einblicke verblieben.

Die Griechen stellten die Zahlen 1 bis 9 durch die ersten neun
Buchstaben ihres Alphabets dar und verwendeten eine dhnliche
Folge von Symbolen fiir die Vielfachen von 10 bis 90 sowie einen
weiteren Satz von Symbolen fiir die Hunderterzahlen 100 bis
900. Beispielsweise stand A fiir die Zahl 30 und B fiir die Zahl 2,
sodass die Zahl 32 in der Form AB geschrieben wurde. Auf den
ersten Blick erscheint dieses Verfahren ebenso effizient wie unsere
heutige Schreibweise, doch der Schein triigt. Das Additionsprin-
zip wird zwar verwendet, aber die Stelle, an der ein Symbol steht,
wird nicht wirklich ausgenutzt. Vertauschen wir die Ziffern von
32 erhalten wir 23, also eine andere Zahl. Das gilt jedoch nicht
fiir BA, das ebenfalls nur 2430 = 32 bedeuten konnte. Die grie-
chische Form von 23 entsprach der Buchstabenfolge ky, denn «
stand fiir 20 und y fiir 3. Auf diese Weise lassen sich alle Zahlen
bis Tausend als Buchstabenfolgen mit einer Linge von maxi-
mal drei Ziffern aufschreiben. Anfinglich mag das noch gereicht
haben, doch es dauerte nicht lange, bis man auch Zahlen im
Tausenderbereich handhaben musste. Statt nochmals ganz von
vorne anzufangen, wurde das alte System in willkiirlicher Form
etwas abgeindert, damit man auch mit diesen Anforderungen zu-
rechtkam. Man einigte sich darauf, dass ein Komma vor einem
Symbol die Bedeutung hatte, dass dieses Symbol mit 1000 multi-
pliziert wurde, sodass beispielsweise, & der Zahl 1000 entsprach.
Fiir prakeische Zwecke schien das auszureichen.

Gelegentlich gab es Versuche, das System zu verbessern. Im
dritten nachchristlichen Jahrhundert ging der griechische Ma-
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thematiker Diophantos von Alexandria einen Schritt weiter
und verwendete einen Punkt, um anzudeuten, dass die vor-
angehende Zahl mit einer Myriade (10000) zu multiplizieren
sel. Er gab das Beispiel, atAc., €018, das wir entsprechend als
13315214 tibersetzen wiirden. Die erste Gruppe aus vier Sym-
bolen, 1000 + 300 + 30 4 1 muss mit Zehntausend multipliziert
werden, da ihr ein Punke folgt, wihrend die zweite Gruppe fiir
5000 + 200 + 10 + 4 steht. Offenbar ist es auf diese Weise nicht
allzu schwierig, ein zunichst umstindliches System so anzupas-
sen, dass man damit Zahlen bis weit in die Millionen ausdriicken
kann. Tatsichlich rithmte sich Archimedes im dritten vorchrist-
lichen Jahrhundert in seinem Buch Sandrechner damit, eine Zahl
darstellen zu kénnen, die grofler war als die notwendige Anzahl
an Sandkérnern, um unser Universum auszufiillen (zumindest
das Universum des griechischen Weltbildes).

Wir kénnen immer noch einwerfen, dass sich diese Schreib-
weise der Zahlen nicht fiir ,Papier und Bleistift“-Rechnungen
eignet. Dieser Einwand ist allerdings sechr modern, denn in der
Antike gab es noch kein billiges Papier. Schwierige Berechnungen
wurden auf Zihlrahmen durchgefiihrt, somit diente ihr Verfah-
ren zum Aufschreiben der Zahlen nur dazu, die Ergebnisse und
die Ausgangszahlen festzuhalten. Zur Notation von Zahlen reich-
te eine Kurzschrift, mit der man die Zahlen in Worten ausdriick-
te, und so wurde dieses Verfahren auch nie wesentlich verbessert.

Der Ursprung des romischen Zahlensystems liegt fiir uns im
Dunkeln, geht aber vermutlich auf die Zivilisation der Ecrusker
zuriick, die in vorrémischer Zeit auf der heutigen italienischen
Halbinsel lebten. Die romischen Ziffern wurden von den Ré-
mern auch tatsichlich verwendet und hielten sich bis ins Mit-
telalter. Auch heute noch begegnen wir ihnen hauptsichlich zu
dekorativen Zwecken in der europiischen Kultur. Neben den
schon erwihnten Symbolen fiir Eins, Fiinf und Zehn gab es wei-
tere Symbole fiir Fiinfzig (L), Einhundert (C), Fiinthundert (D)
und Eintausend (M). Wurde ein Film im Jahre 2003 gedreht, so
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siecht man am Ende des Abspanns die rémischen Ziffern MMIII,
und das Jahr 1673 wurde in der Form MDCLXXIII geschrieben.
Ahnlich wie im griechischen System verzierten die Romer ihre
Zahlensymbole, wenn sie eine Multiplikation mit einer groflen
Potenz von Zehn andeuten wollten. Beispielsweise wurden die
Zahlen Zweihunderttausend oder eine Million dadurch gekenn-
zeichnet, dass man ein Quadrat um die Symbole II bzw. X zeich-
nete, um damit anzudeuten, dass diese Zahlen mit einem Faktor
von Einhunderttausend zu multiplizieren sind.

Im griechischen System hatte ein Symbol eine feste Bedeu-
tung, die nicht davon abhing, an welcher Stelle das Symbol in
einer Symbolfolge stand. Das romische System nutzte jedoch in
einem eingeschrinkten Sinn die Position eines Symbols aus, in-
dem es manchmal ein Subtraktionsprinzip anwandte. Zur Erkli-
rung: Die romischen Ziffernfolgen in den beiden obigen Beispie-
len wurden gewohnlich so angeordnet, dass der Zahlenwert der
Symbole abnahm, ebenso wie im griechischen System. Bei den
romischen Ziffern wurde jedoch manchmal ein Symbol mit ei-
nem kleineren Zahlenwert vor eines mit einem grofleren Wert
gestellt, wie zum Beispiel in der Zahl IV. Diese Umstellung hat
die Bedeutung, dass der Wert des kleineren Symbols von dem des
grofleren Symbols subtrabiert wird. Damit erhilt man eine alter-
native Schreibweise fiir die Zahl Vier, die man auch einfach als
ITIT schreiben konnte. Ganz entsprechend kann man die Zahlen
Neun als IX und Vierzig als XL schreiben. Anscheinend haben
die Rémer jedoch von dem Subtraktionsprinzip nicht viel Ge-
brauch gemacht, denn es verbreitete sich in Europa erst nach der
Erfindung der Druckerpresse.

Obwohl sich das romische System durchaus hitte verbessern
lassen, erwies sich der tatsichlich eingeschlagene Weg als Sackgas-
se. Fiir ein praktikables modernes Rechensystem mussten diese
antiken Systeme vollstindig verworfen und durch ein Stellen-
wertsystem fiir Zahlen ersetzt werden. In dieser Hinsicht ist das
babylonische System mit der Basis Sechzig bemerkenswert, denn
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es machte von der Stellung der Ziffern Gebrauch: Ihr Keilschrift-
zeichen fiir 1 konnte sowohl 1 als auch 60 oder 60 - 60 bedeu-
ten, je nach seiner Stellung innerhalb der Symbolfolge. Leider
war diese grof8artige Idee noch nicht wirklich von Nutzen, da es
das Nullsymbol als Platzhalter noch nicht gab, obwohl man an-
scheinend zu diesem Zweck gelegentlich etwas leeren Raum lief3.
Dieser Leerplatz wurde jedoch nur fiir Stellen innerhalb der Zif-
fernfolge verwendet, nie am Ende, wie wir es beispielsweise bei
der Zahl 70 tun. Insgesamt war diese Schreibweise aufgrund ihrer
Mehrdeutigkeiten immer noch verwirrend.

Es bedeutete eine enorme psychologische Hiirde, die Zahl 0
ebenso zu verwenden, wie die positiven ganzen Zahlen 1, 2 usw.
Um die endlosen Méglichkeiten der Arithmetik und der Algebra
in vollem Umfang erkennen zu konnen, bedurfte es anderer Zah-
len als nur der positiven Zahlzahlen. Arithmetische Rechenschrit-
te fithren uns aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen heraus in
den Bereich anderer Zahlenarten. Solange wir unsere Mathema-
tik an bestimmte Interpretationen kniipfen, besteht die Gefahr
einer Verzettelung in unwichtige Einzelheiten. Selbst heute noch
haben manche Menschen Probleme mit negativen Zahlen, und
die imagindren Zahlen, die sich aus den Quadratwurzeln der
negativen Zahlen ergeben, gelten als vollkommen abwegig und
unverstindlich. Nichts davon ist wahr, aber wenn wir uns in sol-
che Vorstellungen hineinversetzen, fillt es uns vielleicht leichter,
die immer noch vorhandenen Bedenken gegen eine gleichberech-
tigte Verwendung der 0 nachzuvollziehen. Moglicherweise wurde
die uneingeschrinkte Verwendung eines Nullsymbols auch ein-
fach nur als hisslich und iiberfliissig angesehen. Diese Einstellung
finden wir teilweise noch heute, beispielsweise wenn wir Vor-
drucke ausfiillen, die automatisch verarbeitet werden. Oftmals
sollten fiir die Angabe eines Datums jeweils immer zwei Ziffern
verwendet werden. Wurden Sie also am 8. Februar 1964 gebo-
ren, sollen Sie Ihr Geburtsdatum in der Form 08.02.64 ange-
ben. Viele scheuen sich, der von Computersystemen geforderten
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Gleichférmigkeit nachzugeben und weigern sich, ein 0-Symbol
vor eine Zahl zu setzen. Sie schreiben einfach 2.8.64. Auch wenn
es sich um etwas Belangloses handelt, konnen sich manche in
diesen Dingen sehr dickkopfig anstellen.

Zahlen und was daraus werden kann

Es hat den Anschein, dass das Zihlen bzw. Abzihlen von Din-
gen fiir den Menschen etwas Natiirliches ist und diese Fertigkeit
auch entwickelt wird, sobald die Notwendigkeit dafiir gegeben
ist. Bis vor nicht allzu langer Zeit gab es einen Volksstamm in
der Arktis, dessen Mitglieder kein Zahlensystem kannten. Nach-
dem sie mit der westlichen Zivilisation in Kontakt gekommen
und ploezlich von Gegenstinden umgeben waren, die auch ge-
zdhlt werden mussten, entwickelten sie ein solches System sehr
rasch.! Miissen wir auch bis zu grofleren Zahlen zihlen, ist es
vollkommen natiirlich, diese Aufgabe in zwei oder mehr Schritte
zu unterteilen, und dann ist es nur noch ein kleiner Schritt bis
zum Additionsprinzip. Die Schnittstelle entspricht der Idee ei-
nes verallgemeinerten Zihlens, bei der wir nicht immer mit der
Zahl 1 beginnen. Wenn wir am Gesamtbestand zweier Lager in-
teressiert sind, die jeweils getrennt gezihlt wurden, miissen wir
die Einzelergebnisse nur addieren. In diesem Sinne ist das reine
Abzihlen eine besondere Form der Addition, bei der in jedem
Schritt lediglich eine 1 hinzugezahlt wird.

Die Addition ergibt sich also in natiirlicher Weise aus dem
Zizhlen, und tiber die Addition gelangen wir dann zu den anderen
drei Rechenarten: der Subtraktion, Multiplikation und Division.
Historisch ist nicht gesichert, ob im nichsten Schritt die Subtrak-
tion oder die Multiplikation entwickelt wurde. Intuitiv erscheint
die Subtraktion natiirlicher, da sie das Gegenteil der Addition

! Siehe das Buch von Stephen Pinker The Blank Slate.



2 Die Entdeckung der Zahlen 27

ist, und im Allgemeinen ist es auch die zweite Rechenart, die
den Kindern in der Schule beigebracht wird.? Die Subtraktion
nimmt Dinge weg bzw. macht eine Addition (die in der Pra-
xis vielleicht nie wirklich ausgefithrt wurde) riickgingig, sodass
am Ende weniger Gegenstinde vorhanden sind als vorher. Ob-
wohl die Subtraktion sehr einfach erscheint, ist sie mathematisch
teilweise heikel und nicht so unkompliziert wie die Addition —
bei zwei gekoppelten Subtraktionen hingt das Ergebnis davon
ab, wie man die Klammern setzt.> Um diese Dinge muss man
sich bei Summen nicht kiimmern. Schlimmer noch ist, dass man
manche Subtraktionen gar nicht ausfithren kann, denn es hat
den Anschein, als ob man cine groflere Zahl nicht von einer
kleineren abziehen kann, wohingegen man zwei beliebige Zah-
len immer addieren kann. Das ist irgendwie befremdlich, und
gerade Kinder haben manchmal das Gefiihl, dass da irgendet-
was faul ist. Fragen sie nach, greifen wir zu Erkldrungen der Art,
dass wir von drei Enten, die auf einem Teich schwimmen, nicht
vier Enten wegnehmen kénnen, weil einfach nicht genug Enten
vorhanden sind. So ganz zufriedenstellend ist das immer noch
nicht, denn die natiirliche Symmetrie zwischen Addition und
Subtraktion scheint gebrochen, und zur Rechtfertigung reden wir
plotzlich tiber Enten. Obwohl Kinder ihre Zweifel nicht in dieser
Form ausdriicken kénnen, verbleibt ein ungutes Gefiihl im Hin-
terkopf, dass hier irgendetwas nicht so ganz in Ordnung ist und
da noch mehr dahintersteckt.

Im Gegensatz dazu bereitet die Multiplikation keine solchen
Schwierigkeiten, da es sich nur um eine besondere Form der

2 Das ilteste Buch, in dem die uns vertrauten Plus- und Minuszeichen (,~+
und ,—*) im Druck erscheinen, ist ein Rechenbuch fiir kommerzielle Zwecke:
Rechenung auff allen Kauffmannschaffi von Johann Widman aus Leipzig, das im
Jahr 1489 veréffentlicht wurde. Das Gleichheitszeichen stammt aus spiterer Zeit
und ist eine englische Erfindung von Robert Recorde im Jahr 1557.
3(8—4)—2=4—2=2,aber 8 — (4 — 2) = 8 — 2 = 6: Die Subtraktion
ist nicht assoziativ.



28 Das kleine Buch der Zahlen

wiederholten Addition handelt: 4 - 3 bedeutet 4 + 4 + 4. Es
verbleibt lediglich die Frage, weshalb sie so wichtig ist. Falls Sie
nicht schon einmal auf diese Frage gestoflen sind, erscheint sie
zunichst iiberraschend, denn die Multiplikation ist uns so ver-
traut. Die Antwort beruht auf der Erfahrung, die einfach gezeigt
hat, dass diese besondere Form der Addition immer wieder und
in sehr vielen verschiedenen Zusammenhingen auftritt — zum
Beispiel auch bei der Bestimmung der Fliche eines rechteckigen
Feldes.

Ein Grofteil der Mathematik ergab sich aus Uberlegungen,
erfolgreiche Ideen noch einen Schritt weiter zu treiben. Die wie-
derholte Addition derselben Zahl fithrt auf die Multiplikation.
Vielleicht fiihrt ja die wiederholte Multiplikation derselben Zahl
ebenfalls zu einem wichtigen Konzept.

Ersetzen wir in der obigen Summe das Pluszeichen durch ein
Muldplikationszeichen, erhalten wir 4 - 4 - 4, was wir gewdhnlich
als 4% schreiben. Tatsichlich ist auch diese Art der wiederholten
Multiplikation von grofler Bedeutung: In diesem Fall entspricht
die Antwort dem Volumen eines Wiirfels mit der Kantenlinge 4.
Diese Rechenoperation bezeichnet man als Pateﬂzz'erung.4 Fiir sie
gelten jedoch nicht mehr alle vertrauten Eigenschaften. Die Po-
tenzierung ist nicht kommutativ: 3* = 81 # 64 = 4. Anders
als die Multiplikation und die Addition spielt die Reihenfolge,
in der wir die Zahlen bei der Rechenoperation einfiihren, eine
Rolle.

Es gibt auch eine mathematische Operation, die auf der wie-
derholten Potenzierung beruht. Eine andere Schreibweise fiir 47,
die besonders bei Computertastaturen Verwendung findet, ist der
nach oben gerichtete Pfeil: 4 1 3. Das Symbol 11 bedeutet nun

4 Die Schreibweise fiir die Potenzierung erscheint das erste Mal in Triparty en
la science des nombres von Nicolas Chuquet um 1500. Er betrachtete positive
und negative Potenzen sowie auch die Potenz Null von einer unbekannten Gré-
Be. Die Interpretation von Wurzeln als gebrochenzahlige Potenzen von Briichen
wurde bereits im 14. Jahrhundert von Nicole Oresme aus Paris verwendet.
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