2  Einstiege: Ungleichungssysteme und
diskrete Strukturen

In diesem und dem folgenden Kapitel werden einige mogliche Einstiege in das The-
ma der Optimierung aufgezeigt, ausgehend von der linearen Algebra, der Kombinatorik
und der Algorithmik.! Als elementare Motivation der Polyedertheorie und des Simplex-
Algorithmus ist etwa Sektion 2.1 iiber die Fourier-Motzkin?-Elimination zur Losung von
linearen Ungleichungssystemen gedacht, mit der auch eine erste Methode zur Losung
von Lp-Aufgaben zur Verfiigung gestellt wird. Sektionen 2.2 bietet eine Einfithrung in
die Graphentheorie, wiahrend sich Sektion 2.3 mit Matroiden befasst und einen Einstieg
in verschiedene Probleme der Diskreten Optimierung ermdoglicht.

Literatur: [3], [16], [30], [39], [57], [59], [60], [67]

2.1 Von Gleichungs- zu Ungleichungssystemen:
Fourier-Motzkin-Elimination

Lineare Gleichungssysteme sind sowohl theoretisch als auch praktisch gut verstanden. Es
ist daher naheliegend zu versuchen, die Ergebnisse auch auf Systeme der Form Az <b
bzw. (Axz = b A x > 0) zu iibertragen, um zu entscheiden, wann sie 16sbar, d.h. wann
die zugrunde liegenden Polyeder nicht leer sind. Insbesondere steht die Frage im Vor-
dergrund, ob es ein der Gau3?-Elimination analoges Verfahren zur Losung von linearen
Ungleichungssystemen gibt. Die Losbarkeit von Gleichungssystemen kann bekanntlich
mit Hilfe der um die Spalte b erweiterten Koeffizientenmatrix (A4,b) charakterisiert wer-
den.

2.1.1 Wiederholung. Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann lGsbar, wenn
rang(A) = rang(A,b)
qgilt.

Liegt ein Ungleichungssystem der Form Az < b vor und gilt rang(A) = rang(A,b), so
ist demnach Az < b (sogar als Gleichungssystem) losbar. Die Umkehrung gilt allerdings
nicht, wie folgende Beispiele zeigen:

-(4) (1)

L Abhingig von Vorkenntnissen, Schwerpunktsetzungen und Zielrichtungen kénnen diese Kapitel (zu-
mindest in Teilen) eine notwendige und niitzliche Einfiihrung sein oder aber auch weitgehend iiber-
sprungen werden. Der gewihlte modulare Aufbau soll Einstiege in verschiedene Teile der Optimierung
ermoglichen, die in den spéteren Kapiteln vertieft werden.

2 Joseph Fourier, 1768 — 1830; Theodore Motzkin, 1908 — 1970.

3 Johann Carl Friedrich Gauf, 1777 — 1855.

2.1.2 Beispiel. (a) Seien
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Dann gilt
rang(A4) =1 # 2 =rang ( _1 1 ) = rang(A,b).
Trotzdem ist das Ungleichungssystem Ax < b losbar; es gilt

{zeR': Az < b} = [-1,1].

(b) Fir

gilt ebenfalls
1
rang(A4) =1 # 2 = rang ( 1

aber diesmal ist Ax < b unldsbar.

Bereits dieses einfache Beispiel zeigt, dass eine Charakterisierung der Losbarkeit von
Ungleichungssystem aus der linearen Algebra herausfiithrt. Anders als fiir lineare Glei-
chungssysteme ist auch die allgemeine Lésung eines inhomogenen linearen Ungleichungs-
systems im Allgemeinen nicht die Summe einer partikuldren Losung und der allgemeinen
Losung des zugehorigen homogenen Ungleichungssystems.

Das niichste Beispiel zeigt Ahnliches auch fiir Systeme der Form (Az =b A x > 0).
Natiirlich kann ein solches System hochstens dann 16sbar sein, wenn auch Ax = b 16sbar
ist. Die Bedingung rang(A) = rang(A,b) ist somit notwendig; hinreichend ist sie im
Allgemeinen aber nicht.

2.1.3 Beispiel. (a) Seien
A=(11) A b:=1.

Dann gilt
1 -1
{reR?: Az =bAz >0} = ( 0)+[0,1]< 1 >
(b) Fir
A=(11) A b:=-1
ist das Ungleichungssystem Ax =b N\ x > 0 hingegen unldsbar; vgl. Abbildung 2.1.

Das folgende Beispiel zeigt, dass — anders als bei linearen Gleichungssystemen — die
Addition von Ungleichungen, eine wesentliche Operation fiir die Gauf-Elimination, die
Losungsgesamtheit eines Systems von linearen Ungleichungen verdndern kann.

2.1.4 Beispiel. Gegeben sei das Ungleichungssystem
SG+&<a A G20 A &L >0,
wobei der Parameter « spditer festgesetzt wird. Es ist offenbar dquivalent zu

1 1 o
-1 0 (?)g 0
0 —1 2 0
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2.1 Abbildung. Lésungsmengen der Ungleichungssysteme in Beispiel 2.1.3 (a) (links) und (b)
(rechts).

Addition der ersten Ungleichung zur zweiten und dritten liefert das neue System

1 1 ¢ «

0 1 ( 51 ) < «

1 0 2 o
Natiirlich ist jede Lisung des urspriinglichen Problems auch Losung des durch ‘elementare
Zeilenoperationen’ entstandenen neuen Systems. Die Umkehrung gilt aber im Allgemei-

nen nicht. Die Skizzen in Abbildung 2.2 veranschaulichen jeweils den zuldssigen Bereich
des urspringlichen sowie des neuen Systems fiir die Parameterwerte o = 1,0, — 1.

a=1 a=0 a=-—1

2.2 Abbildung. Lé&sungsmengen des urspriinglichen und (darunter) des neuen Systems fiir
a = 1,0, — 1 aus Beispiel 2.1.4 (jeweils von links nach rechts).

Offenbar liegt die Vergroflerung des zulédssigen Bereichs in Beispiel 2.1.4 daran, dass
zwar die Addition von zwei Ungleichungen a¥x < 8; und al'z < By wieder eine giiltige
Ungleichung liefert, némlich (a; + az)”x < By + fa, dass man von dieser und einer der
urspriinglichen — etwa af'z < 81 — aber nicht mehr auf die andere, adx < 5, zuriick-
schliefen kann: Ungleichungen lassen sich nicht einfach subtrahieren wie Gleichungen.
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Um wenigstens die Grundidee der GauB-Elimination zu iibertragen, kann man ver-
suchen, sie in zwei ‘Phasen’ aufzuteilen: eine, die Multiplikationen mit negativen Zahlen
sowie die Addition von Ungleichungen vermeidet, und eine zweite, in der diese Operatio-
nen zugelassen sind. Der erste Teil wird auf Ungleichungssysteme iibertragbar sein, der
zweite nicht.?

Wir betrachten also zunichst einen Schritt der GauB-Elimination fiir das lineare
Gleichungssystem

Ax =b
mit

man €N\{L} A A=(oig)iem A b= (B )T

i€
j€ln]
und wir nehmen 0.B.d.A. an, dass die Gleichungen so nummeriert sind, dass
< 0 fur i=1,....k
Qi = 0 fur i=k+1,....1
> 0 fir i=I0l+1,....m

mit k € Ng und | — k € Ny gilt. Man beachte, dass (k = 0 A | = m) bedeutet, dass die
letzte Spalte von A der Nullvektor ist; die letzte Variable ist dann iiberfliissig. Natiirlich
orientieren wir uns im Folgenden an den nichttrivialen Fille, in denen tatséichlich eine
Elimination erforderlich ist.

Durch Division der i-ten Zeile durch |o;,,| fir ¢ = 1,....k bzw. durch «;, fir
i =1+ 1,...,m erhalten wir das dquivalente System

3
|

1 ~
di,j&j - & = B (izl,...,k)

j=1
n—1 ~
> Gij&; = 0B (i=k+1,....0)
j=1
n—1 .
Qi + &n = Bi (i=1+1,...,m),
j=1
wobei
a;jf|an] fir i=1,... .k
Qi =1 Q4 fir i=k+1,...1
g/ fir i=141,....m
und 7 =1,...,n — 1 sowie

. ,61/|O£Z,n| ﬁil" Z = 1, R ,k’
Bi=1q Bi fir i=k+1,...,
,Bi/aiyn fir i=1041,...,m

gilt. Auflésen nach &, liefert somit
R n—1 R .
—Bit+ X iy = & (i=1,....k)
i=1
! R n—1 R )
En = Bi— Y Qi (i=1+1,...,m)
j=1

n—1 N
> Q& =B (i=k+1,....0).
=1

4 Ob das ausreicht, einen Losungsalgorithmus fiir lineare Ungleichungssysteme zu entwickeln, ist a priori
nicht klar! Wir werden sehen ...
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In diesem ersten Teil sind nur Operationen durchgefiihrt worden, die auch auf Un-
gleichungssysteme Ax < b iibertragbar sind. Das gilt auch fiir die ersten k& Indizes, fiir
die &, jeweils einen negativen Koeffizienten hat; wir haben ja lediglich durch Betrige
dividiert und die Variablen umgestellt.’

Im GauB-Algorithmus eliminiert man nun die Variable &,, durch Gleichsetzung der
auftretenden Werte. Sind £k > 1 und [ < m — 1, so kénnen wir die Bedingungen fiir &,
durch die folgenden Gleichungen ersetzen:®

n—1 n—1
Zdihjﬁj *Bi :ﬁt*ZOA&tij (Z: 1,...,]{3; t:l+1,...,m)
Jj=1 Jj=1
oder dquivalent
Za”—i—amﬁ] Bt‘f‘Bi (i=1,...kt=1014+1,...,m).

In dieser Form werden die k + (m —[) Bedingungen fiir &, durch k- (m — ) Gleichungen
ersetzt, von denen natiirlich hochstens k + (m — [) — 1 fiir das reduzierte System rele-
vant sind. Zur Reduktion des neuen Systems benutzt man insbesondere die Symmetrie
der Aquivalenzrelation ‘=". Die Gauf-Elimination organisiert den Gesamtschritt elegan-
ter als Subtraktion geeigneter Vielfacher der ‘Pivotzeile’ des Systems Az = b von den
iibrigen Gleichungen und gelangt so zu folgendem linearen Gleichungssystem mit m — 1
Ungleichungen in n — 1 Variablen:

Zl (Gij—d1)§ = Bi—h (i=2,...k)

=

n—1 R

Zl Gi &5 o (i=k+1,...,0)
=

nz_:l(é‘i,j+d1,j)€j = Bi+h (i=1+1,...,m).
i=1

Das urspriingliche System Az = b ist genau dann 16sbar, wenn das neue System losbar
ist, und der Eliminationsprozess kann sukzessive fortgesetzt werden. Geometrisch wur-
de die Losungsmenge des urspriinglichen Systems orthogonal auf den R™~! der ersten
Koordinaten projiziert.

Liegt nun statt des Gleichungssystems Ax = b das Ungleichungssystem

Ar <b
vor, so ist dieses — analog zum Fall linearer Gleichungen — dquivalent zu dem System
" n—1
—ﬁi+ Z Oé@jfj < fn (ZIL...JC)
Jj=1
N n—1
&n < Bi— Y G (i=1+4+1,...,m)
Jj=1
n—1 R
> Qi€ < B (i=k+1,...0).
Jj=1
5 Das ‘merkwiirdige’ Layout soll bereits ‘vorbereiten’, dass bei spiteren Ungleichungen die &, betref-
fenden Zeilen die Form ‘... < &,’ oder ‘¢, < ... haben werden.
6 Aus der Perspektive des bekannten Gauf-Algorithmus mag dieser vollstindige Vergleich der Bedin-
gungen fiir ¢ = 1,...,k mit denen fiir ¢ = [ + 1,...,m skurril anmuten. Diese Interpretation erweist

sich aber fiir Ungleichungen als zielfiithrend.
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Ein ‘paarweiser Vergleich’ der ersten k mit den letzten m — [ Ungleichungen fithrt auch
hier zu einer Elimination von &,,.

2.1.5 Lemma. Das System Ax <b ist genau dann losbar, wenn

n—1 ~ ~
Sais+an)e < BB (=1 kt=1+1,...m)
,':1
! n—1 R . )
Z oszj S ﬁl (Z:k'+17...7l).
i=1
losbar ist. Ferner st &,...,&5_, genau dann eine Lisung des reduzierten Systems, wenn
es ein & gibt, so dass &,...&5_1,&; eine Losung des Ausgangssystems ist. Fir n >

2 ist die Losungsmenge des reduzierten Systems somit die orthogonale Projektion des
urspriinglichen auf den R"™1 der ersten n — 1 Koordinaten.

Beweis: Ist &7, ...&" eine Losung des Ausgangssystems, so gilt insbesondere

— N n—1
Z Qi &5 =B < B Y qu g€l (i=1,....kt=1+1,...,m)
= =

n—1 .

> Gig < B (i=k+1,...0),

j=1

d.h. &,...&_, ist eine Losung des reduzierten Systems. Ist umgekehrt £7,...&%_; eine
Losung des reduzierten Systems, so kann ¢ so gewéhlt werden, dass gilt

n—1 N N n—1
> 08 =B < & S Br— ) G (i=1,... kt=1+1...,m)
j=1 j=1

&, .. &) erfiillt dann alle Bedingungen des Ausgangssystems, und es folgt die Behaup-
tung. |

Es ist moglich, dass im Laufe der Elimination eine Variable in keiner Restriktion
oder in Ungleichungen von nur einem der beiden Typen ‘<’ oder ‘>’ auftritt. Falls etwa
&, nur in © >'-Bedingungen vorkommt, so ist [ = m, d.h. es treten keine Bedingungen des
ersten Typs aus Lemma 2.1.5 auf. Tatséchlich stellt ja das urspriingliche System nur eine
einseitige Einschrankung fiir &, dar; es reicht, &, hinreichend grofl zu wihlen. Folgerichtig
reduziert sich das System auf

n—1

Y i <B (i=k+1,...m).

Jj=1

Tritt &, hingegen in beiden Ungleichungstypen auf, so fiithrt jede zuldssige Setzung fiir
&1, ... ,€n—1 7zu einer unteren und einer oberen Intervallgrenze fiir &, , insgesamt also auf
ein kompaktes Intervall der dann noch zuléssigen Werte fiir &,.

Es kann im Laufe der Reduktion passieren, dass Ungleichungen auftreten, die gar
keine Variable mehr enthalten. Enthélt etwa das urspriingliche Ungleichungssystem die
Bedingung p <&, <7, so wird diese bei der Elimination von &,, durch die variablenfreie
Ungleichung p < 7 ersetzt. Ist diese ungiiltig, so ist bereits bewiesen, dass das System
Az < b keine Losung besitzt.
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Man beachte, dass in Lemma 2.1.5 alle geméfl dem vorliegenden System auftretenden
Ungleichungskombinationen im reduzierten System noch explizit vorkommen, wihrend
in der GauB-Elimination fiir lineare Gleichungssysteme eine (triviale) Reduktion redun-
danter Gleichungen erfolgt.

Durch den Ubergang gemifi Lemma 2.1.5 wird die Variable &, durch orthogonale
Projektion eliminiert. Das neue System hat

E(m—10)+({—k)

Ungleichungen in den Variablen &1, ... ,§,—1. Fahrt man nun sukzessive fort, so reduziert
sich das urspriingliche System Az < b schrittweise. Nach n Schritten liegt ein System
ohne Variablen vor. Ist es leer, d.h. ohne jegliche Ungleichung, so ist die Losungsmenge
des System unbeschrénkt, und man kann analog zur Gauf-Elimination sukzessive Werte
fiir £1,&9,...,&, finden, so dass der zugehorige Vektor das Ungleichungssystem 16st. An-
dernfalls entspricht es einer Ungleichung zwischen zwei reellen Zahlen. Ist diese inkorrekt,
so ist Az < b unlosbar. Ist sie korrekt, so kann man wieder sukzessives zulissige Werte
fur &,82, ... ,&, finden.

2.1.6 Bezeichnung. Das beschriebene Verfahren heif$t Fourier-Motzkin-Elimina-
tion zur Losung von linearen Ungleichungssystemen.

2.1.7 Beispiel. Wir wenden das Fourier-Motzkin-Eliminationsverfahren auf Beispiel
2.1.4 an:

L+ &L < & < a—¢&
&1 > 0 =< & > 0 —
&L > 0 & > 0
—>{§01 ; a661}_>{§1 § (O)‘}—»{oga}.

Der Ubergang von der letzten, eine Variable enthaltenden Ungleichung 0 < & < a zur
variablenfreien Ungleichung 0 < « entspricht dabei im wesentlichen dem Test, ob das
Intervall leer ist.

Fiir o« = —1 hat das Problem somit keine Lisung, fir o« =0 und o = 1 ist es losbar.
Fiir o = 0 ergibt sich zwingend & = 0 und damit auch & = 0. Fir o = 1 kénnen wir
fir & jeden Wert aus dem Intervall [0,1] wéhlen. Fir & = % etwa liegt dann & in dem
Intervall [0,3]. Der Punkt (1,1)7 ist eine Losung (von vielen).

Man beachte, dass in der Fourier-Motzkin-Elimination die Reihenfolge, in der die
Variablen eliminiert werden, beliebig gewéhlt werden kann. Tatséchlich kann die Elimina-
tionsreihenfolge erheblichen Einfluss auf die entstehenden Zwischensysteme haben; vgl.
Ubungsaufgabe 2.4.4.

Die folgende Prozedur fasst die Struktur der Fourier-Motzkin-Elimination noch ein-
mal grob zusammen, ohne jedoch die technischen Details der Reduktion erneut aus-
zufithren.”

7 Hier und im Folgenden werden wir algorithmische Methoden immer wieder strukturiert als Prozeduren
zusammenfassen. Diese sind im Allgemeinen lediglich Beschreibungen auf einer ‘Metaebene’, verweisen
auf vorangehende Konstruktionen, ignorieren Fragen nach Datenstrukturen etc., sind also nicht als
Programmvorlagen zu verstehen.
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2.1.8 Prozedur: Fourier-Motzkin-Elimination

INPUT: Matrix A € R™*™, Vektor b € R™
OutpuT: Vektor z* € R"™ mit Ax* < b, falls ein solcher existiert;
oder Meldung ‘Ungleichungssystem unlésbar’
BEGIN Eliminiere sukzessive alle Variablen gemifl Lemma 2.1.5
IF das entstehende variablenfreie System ist unlosbar
THEN Meldung ‘Ungleichungssystem unlésbar’
ELSE Bestimme sukzessive Komponenten &7, ... &
eines Losungsvektors
END

Nach Konstruktion ist die Fourier-Motzkin-Elimination endlich; genauer gilt der
folgende Satz.

2.1.9 Satz. Das Verfahren der Fourier-Motzkin-Elimination (st ein lineares Unglei-
chungssystem Ax < b in n Variablen und mit m Ungleichungsrestriktionen in n Elimi-
nationsschritten.

Beweis: In jedem Schritt des Verfahrens wird eine Variable eliminiert. Somit erhélt
man nach n Eliminationsschritten eine variablenfreie Ungleichung. O

Auf analoge Weise kann man auch strenge Ungleichungen behandeln. Es es ist sogar
moglich, mit Hilfe der Fourier-Motzkin-Elimination lineare Funktionale iiber den Losun-
gen von linearen Gleichungssystemen zu optimieren; d.h. man kann mit der Fourier-
Motzkin-Elimination LP-Probleme 16sen.

2.1.10 Bemerkung. Seien A€ R™*" b e R™, ce R" und P :={x € R" : Az < b} #
(). Ferner sei v € RU{oo}. Durch Fourier-Motzkin-Elimination der Variablen &1, ... .y
gehe das Ungleichungssystem

& — Tz <00
Az < b
iiber in
£O§Va

wobei v = oo bedeutet, dass & keiner reellen oberen Schranke geniigen muss. Dann gilt
max{cTz: Az < b} = 1.
Beweis: Fiir einen gegebenen Punkt 2* € P ist die Ungleichung ¢”2* > & dquivalent

7u & €] — oo,cTa*]. Sei
v = max{cTz : Az <b}.

Nach Lemma 2.1.5 gibt es genau zu jedem &, €] — oco,vg] Werte &1, ...,&,, so dass das
System
& — Tz <0
Az < b
16sbar ist. Hieraus folgt die Behauptung. O

Natiirlich erlaubt es das Eliminationsverfahren auch hier wieder, durch sukzessives
‘Riickwirtslosen’” Optimalpunkte zu bestimmen, falls solche existieren.
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2.1.11 Beispiel. Gegeben sei die lineare Optimierungsaufgabe

max &1 + &2
36 + & <03
—3& + & <0
L + & <1
26 + & > 1
& >0

Der zulissige Bereich ist in Abbildung 2.3 (links) skizziert. Gemdfs Bemerkung 2.1.10
fiigen wir dem System die ‘Zielfunktionsungleichung’

& — & — & <0

hinzu und fihren anschlieffend die Elimination nach &3 durch. Die &3 enthaltenden Un-
gleichungen haben die Form

& < 3 - 3G

& < 361

& < 1 - &
1 = 26 < &
0 < &3

wir erhalten somit folgendes System in &y, & und &o.

& - & — & <0
3 — 26 <02

3 + 26 > 1

& > 0

&1 < 1

&1 > 0

&L <1

Im ndchsten Schritt eliminieren wir nun &. Zundchst schreiben wir den & betreffenden
Teil des Systems wieder tibersichtlicher in der Form

o — & < &

-1 + 34 < &

% — %fl < &

0 < &
L <1

Nach Weglassen der trivialen Bedingung 0 < 1 gelangen wir zu dem (schon in der fir
die Elimination nach & geeigneten Form aufgeschriebenen) neuen System

-1 + & < &

& < %
-3 < &
0 < &
& <1
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Durch Elimination nach & (und Weglassen der redundanten Bedingungen ohne Varia-
blen) erhalten wir
o < 2.

Das Mazimum der Zielfunktion ist somit 2. Durch Riickeinsetzen erhdlt man sukzessive
die Koordinaten des (in diesem Beispiel eindeutig bestimmiten) Optimalpunktes &§ = 1,
& =1 sowie &5 = 0.

Nach Bemerkung 2.1.10 konnen wir lineare Optimierungsaufgaben mit Hilfe der
Fourier-Motzkin Elimination 16sen. Haben wir damit die lineare Optimierung bereits ‘im
Griff’? Oder anders ausgedriickt: Ist der gefundene Algorithmus beweisbar effizient, oder
wenigstens praktisch schnell genug, um fir die ‘im tiglichen Leben’ auftretenden linearen
Programme in annehmbarer Zeit Optimalpunkte bestimmen zu konnen?

Wie der GauB-Algorithmus zur Loésung von linearen Gleichungssystemen, benotigt
auch die Fourier-Motzkin Elimination nur n Eliminationsschritte. Anders als bei linearen
Gleichungssystemen kann sich im Verlauf der Losung von linearen Ungleichungssystemen
allerdings die Anzahl der Ungleichungen erhéhen.

2.1.12 Beispiel. Betrachten wir noch einmal den zuldssigen Bereich aus Beispiel 2.1.11.
Durch Elimination von & erhdlt man (wie wir bereits wissen)

36 — 2 <02
36 + 2% > 1
& > 0

& < 1
& > 0
&L <1

Das Ausgangssystem bestand aus finf Bedingungen; das durch Elimination von &3 ent-
standene enthdlt sechs Ungleichungen, von denen keine redundant ist. Das lisst sich ei-
nerseits leicht nachrechnen, andererseits ist es aus der folgenden graphischen Darstellung
evident.

€3
13

A
\
\
\
N
\

;« &2 &

&1

2.3 Abbildung. Die Losungsmengen des Ausgangssystems (links) und des durch Elimination
von &3 entstandenen Systems (rechts) aus Beispiel 2.1.12.

Die Anzahl der irredundanten Ungleichungen, die in den Zwischenschritten auftre-
ten, kann sich somit tatséichlich erhchen.
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Speziell fiir gerades m und k = [ = % betrégt die ‘unbereinigte’ Zahl k(m —1) +1—k

der Ungleichungen nach einem Schritt somit immerhin "T”Q‘ Wiirde sich dieses Wachstum
iiber s Schritte fortsetzen, so ligen dann

25

m my\2°
1 =4 (Z)
Ungleichungen vor.

Fiir s ~ logn (und hinreichend grofies m und n) hitten wir somit bereits etwa
4(%)"™ Ungleichungen. Wiren solche Zahlen von Ungleichungen tatséchlich unvermeid-
lich — oder, schlimmer noch, typisch — so wire das Verfahren zwar prinzipiell in n Schrit-
ten fertig, die Zwischensysteme wiirden aber so grof}, dass man sie schon fiir moderate
Groflenordnungen von m und n nicht mehr explizit aufstellen konnte. Man vergegenwiéirti-
ge sich: Fiir n = 100 und m = 400 ist (2:)" = 102%.

Wenn tatséichlich solche grofien Zwischensysteme wihrend der Fourier-Motzkin Eli-
mination auftreten konnten, wire diese Methode wohl kaum praxistauglich. Aber viel-
leicht sind zwar nicht alle, jedoch wenigstens die meisten auftretenden Ungleichungen
redundant.® In Kapitel 4 untersuchen wir die geometrische Struktur der Losungen linea-
rer Ungleichungssysteme genauer. Hierdurch wird es moglich, die Frage nach der Effizienz
der Fourier-Motzkin-Elimination abschlieflend zu beantworten; vgl. Korollar 4.3.35.

Unabhéngig von der Frage nach seiner Effizienz liefert das Verfahren der Fourier-
Motzkin Elimination in jedem Fall verschiedene strukturelle Ergebnisse; vgl. etwa Ubungs-
aufgabe 2.4.6. Als Beispiel hierfiir beenden wir diese Sektion mit einer geometrischen
Folgerung. In jedem Fall bleibt die Anzahl der Ungleichungen bei der Fourier-Motzkin
Elimination ja wenigstens endlich. Hieraus folgt eine Aussage fiir die Projektion von
Polyedern auf beliebige lineare Unterraume.

2.1.13 Korollar. Scien P ein Polyeder des R™, L ein linearer Teilraum des R™ und Q
entstehe durch orthogonale Projektion von P auf L. Dann ist QQ ein Polyeder.

Beweis: Sei k := dim(L). Die Aussage ist trivial fir & = 0; sei also im Fol-
genden k € N. Wir nutzen aus, dass nach Lemma 2.1.5 das nach einem Schritt der
Fourier-Motzkin Elimination gefundene Ungleichungssystem die orthogonale Projektion
der Losungsmenge auf den entsprechenden Koordinatenraum beschreibt, und dabei je-
weils nur endlich viele Ungleichungen auftreten. Der allgemeine Fall ergibt sich durch
Anwendung einer geeigneten orthogonalen Transformation. Wir fithren sie im Folgenden
explizit durch.

Seien A € R™*" b € R™ und P := {2z € R" : Az < b}. Ferner seien vy, ... v, eine
orthonormale Basis des R", so dass v1,...,u Basis von L ist, und B := (vq,...,v,)7.
Dann ist B eine orthogonale (n x n)-Matrix, und fiir i € [n] gilt Bv; = u;, wobei u;
gemifl Bezeichnung 1.3.7 wieder der i-te Standardeinheitsvektor ist. Als lineare Abbil-
dung iiberfithrt B den Untervektorraum L in den Koordinatenunterraum R* x {0}7~F.
Seien D die Diagonalmatrix mit Eintrigen 1 in den ersten & und 0 in den restlichen
Diagonalelementen. Dann gilt

Q= B"DBP.
Wir fithren nun auf BP = {y € R" : ABTy < b} die ersten n — k Schritte der Fourier-
Motzkin Elimination durch, um aus y =: (1y,...,m,)7 die Variablen nyy1,...,m, zu

eliminieren.

8 Aus diesem Blickwinkel kann man das GauB-Eliminationsverfahren als Fourier-Motzkin-Elimination
mit sukzessiver ‘Redundanzelimination’ interpretieren.
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Mit geeigneten r € N, T € R™* und ¢ € R" erhalten wir eine Darstellung

Q:{g:(nh"'vnk)TeRkingt}

der orthogonalen Projektion von BP auf den RF der ersten k Koordinaten.® Fiir die
Einbettung von Q in R* x {0}"~F gilt mit Dy := (uy,...,ux)” und Dy := (ups1, ... un)”

Qx{0}Y"F={yeR":TDiy <t A Dyy <0 A —Doy < 0}.
Somit ist

Q=B"(Qx{0}" %) ={2€R":TD1Bz <t A DyBz <0 A —D,Bz < 0}.

Mit
TDB t
AQ = DsB c R(r+2(n—k)) xn A bQ — 0 c Rr+2(n—k)
—-DyB 0
gilt demnach
Q={zeR":Agz <bo};
@ ist also ein Polyeder. O

Wie wir in Beispiel 2.1.12 gesehen haben, kann die Beschreibung der Projektion eines
Polyeders mehr lineare Ungleichungen bendétigen als fiir die Darstellung des urspriingli-
chen Polyeders erforderlich sind; vgl. Abbildung 2.3. Die Frage der Effizienz der Fourier-
Motzkin-Elimination, genauer nach der Anzahl der nicht redundanten Ungleichungen in
den Zwischenschritten, ist somit dquivalent zu der Frage, wie ‘komplex’ Projektionen von
Polyedern werden kénnen.

2.2 Graphen

Viele Probleme der kombinatorischen Optimierung und des Operations Research!? lassen
sich am besten mit Hilfe einer einfachen kombinatorischen Struktur formulieren, den
Graphen. In Sektion 1.2, Abbildung 1.5 zum Problem des Handlungsreisenden etwa lag
eine (fiktive) Landkarte zugrunde, bei der die Stiddte durch Punkte und die moglichen
Flugverbindungen zwischen ihnen durch Verbindungskanten dargestellt waren. Ahnliche
Darstellungen treten auf, wenn nach kiirzesten Reiserouten gefragt wird. Will man etwa
auf einer moglichst kurzen Autobahnverbindung von einer Stadt A in eine Stadt B fahren,
so kann man jede Autobahnabfahrt, jedes Autobahndreieck und jede Autobahnkreuzung
(des relevanten Teils des Autobahnnetzes und geeigneter Zubringerstralen) als Punkt
darstellen und die dazwischen liegenden Autobahnabschnitte einzeichnen. Abbildung 2.4
zeigt ein (fiktives) Straffennetz in zwei unterschiedlichen symbolischen Darstellungen.
Links sind die Verbindungen — wie das in ‘realen’ Straflenkarten geschieht!!) — grob den
wirklichen Straflenverldufen nachempfunden, rechts einfach durch Verbindungsstrecken
zwischen Punkten dargestellt.

9 Die Setzung r € N ist keine Einschrinkung, denn durch Verwendung der 0-Matrix und ¢ = 0 kann
auch der ganze R* so dargestellt werden.

10 Dieser Begriff umfasst allgemeiner die Entwicklung, Analyse und den Einsatz quantitativer Modelle
und Algorithmen zur Unterstiitzung von Entscheidungen.

11 Man sollte aber nicht vergessen, dass auch diese ‘realen’ StraBenkarten lediglich symbolische Darstel-
lungen der Wirklichkeit sind.
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t t

2.4 Abbildung. Darstellungen eines (fiktiven) Stralennetzes. Die Verbindungskanten symbo-
lisieren die Autobahnteilstiicke zwischen Autobahndreiecken und -kreuzungen sowie Auf- bzw.
Abfahrten; diese selbst werden als Knoten représentiert. Die mit s und ¢ bezeichneten Knoten
entsprechen den Stddten A und B.

Da auf den Verbindungskanten keine Méglichkeiten zum Abbiegen bestehen, kommt
es tatsdchlich auf ihren genauen Verlauf gar nicht an. Man kann sie daher mathematisch
mit Paaren von Punkten identifizieren (die allerdings hiiufig in suggestiven Darstellungen
wieder symbolisch als Stecken zwischen den Punkten dargestellt werden). Bei Einbahn-
strafen muss natiirlich auch noch ihre Richtung erfasst werden. Daher wird ihnen ein
geordnetes Paar von Punkten zugeordnet. Auf gleiche Weise kann man in Planungspro-
blemen auch zeitliche oder logistische Abhéngigkeiten modellieren; siehe Beispiel 2.2.29.

2.2.1 Beispiel. Sind p1 und ps zwei Strafienkreuzungen eines realen Straffennetzes, zwi-
schen denen kein Abbiegen (oder eine andere, fir die zugrunde liegende Aufgabenstellung
relevante Aktion) mdaglich ist, so ordnen wir diesen formale Elemente vy und va zu.

p1

P2

2.5 Abbildung. StraBenverlauf zwischen Kreuzungspunkten.

Die Tatsache, dass p1 und ps durch eine Strafle verbunden sind, kann dann mittels
eines dritten formalen Elements {v1,v2} modelliert werden, das lediglich symbolisiert,
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dass v1 und ve ‘kombinatorisch inzident’ sind. Vom konkreten Strafflenverlauf wurde also
vollstindig abstrahiert. Der Abschnitt des Straffennetzes zwischen py und ps wird somit
durch die Komponenten vi,ve und {vi,va} modelliert, bzw., wenn wir die Komponenten
gleichen Typs in Mengen zusammenfassen durch

({Ul,’UQ},{{Ul,UQ}}).

Kann die Strafle nur in einer Richtung durchfahren werden, so erhalten wir (je nach
der erlaubten Richtung) eine der folgenden beiden Strukturen:

({01,02},{(1)1,02)}) v ({vl,vg},{(vg,vl)}>.

Allgemeine Graphen: Wir fithren nun Modelle ein, die es gestatten, solche Fra-
gestellungen mathematisch zu erfassen. Dabei erlauben wir zunéchst sehr allgemeine
Strukturen.'?

2.2.2 Bezeichnung. Sei X cine Menge. Dann bezeichnet 2% die Potenzmenge, d.h.
die Menge aller Teilmengen von X . Ferner wird fir k € No durch

@() = {5 e€2¥ |5 =k}

die Menge der k-elementigen Teilmengen von X angegeben.

Man beachte, dass sich die gewéhlte Notation nicht nur an den Binomialkoeffizienten
orientiert, sondern fiir endliche Mengen X auch die analoge Identitét

[X]

U (k)=

k=0

zulésst.

Die folgende Definition 2.2.3 enthélt gegeniiber Beispiel 2.2.1 noch Verallgemeine-
rungen, die es erlauben, auch Ringstralen und parallel verlaufende Straflen zwischen
denselben Kreuzungspunkten zu modellieren. Um dieses fassen zu kénnen verwenden wir
eine Abbildung v, die — anschaulich gesprochen — den Strafienabschnitten ihre Endpunkte
zuordnet.

2.2.3 Definition. Seien V und E endliche Mengen mit V N E = () und
v v
) 2
viE <1> U (2) oV
eine Abbildung.

(a) Sei G := (V,Ev). Dann heifit G allgemeiner Graph. Die Elemente von V heifien
Knoten [engl.: nodes oder vertices], die Elemente von E Kanten [engl.: edges oder
arcs] von G. Gilt V = E = ), so spricht man von dem leeren Graphen.'3

12 Fiir viele der spéteren Untersuchungen werden wir diese dann ‘0.B.d.A.” auf speziellere Klassen ein-
schranken. Allerdings geht das nicht immer.

13 So richtig interessant ist der leere Graph nicht, aber mathematisch wegen der Abgeschlossenheit des
Begriffs gegeniiber Teilmengenbildung niitzlich. Wir werden im Folgenden meistens darauf verzichten,
in Aussagen den Fall des leeren Graphen zu thematisieren, falls dieser trivial ist, sondern ein ‘O.B.d.A.
sei G nicht der leere Graph’ unausgesprochen hinzufiigen.
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b) Seiee E. Giltv(e) € (VYU (Y), so heift die Kante e ungerichtet, ist v(e) € V2,
1 2
so heifit e gerichtet. Gilt v(e) = (v,w), so heiffen v Anfangs- und w Endknoten
[engl.: head bzw. tail] von e. Sind alle Kanten von G ungerichtet bzw. alle gerichtet,

so heifst G ungerichtet bzw. gerichtet.

(c) Sindv € V, e € E und gilt v(e) € {{v},(v,v)}} oder existiert ein w € V mit
vie) € {{vw},(vw),(ww)}}, so heifen v und e inzident.

(d) Seie € E. Gibt es einv €V mit v(e) € {{v},(v,v)}}, so heift e Schlinge [engl.:
loop]. G heifit schlingenfrei, wenn E keine Schlinge enthilt.'* (Im Folgenden
wird, wenn nichts anderes gesagt ist, eine Schlinge stets als ungerichtet aufgefasst
und in der Form {v} geschrieben.)

(e) Allgemeine schlingenfreie ungerichtete Graphen werden auch Multigraphen, all-
gemeine schlingenfreie gerichtete Graphen gerichtete Multigraphen genannt.

(f) Ist v injektiv und gibt es keine ej,ea € E und v € V mit v(e1) = {v} und v(ez) =
(v,v), so heifit G schlicht.'> Ist G schlingenfrei, schlicht und gibt es keine Knoten
v,w € V und Kanten ey,ez mit v(e1) = {v,w} und v(ez) € {(v,w),(w,v)}, so heift
G einfach.

Die eingefiihrte Grundstruktur des allgemeinen Graphen ist allgemein genug, um die
in den folgenden Kapiteln auftretenden Routenplanungsprobleme modellieren zu kénnen.
Tatséchlich kann man sich in den meisten Fillen sogar auf die spéter in Bezeichnung
2.2.28 eingeschriankten Klassen von ungerichteten bzw. gerichteten Graphen beschrénken.
Allerdings gibt es auch relevante Beispiele, in denen nicht nur allgemeine Graphen in
natiirlicher Weise auftreten, sondern diese auch nicht durch einfache Tricks auf die ‘reinen
Fille’ zuriickgefiihrt werden konnen.'6

Geometrisch stellt man die Knoten oft als Punkte eines Raumes, meistens der Ebene,
dar. Die Kanten konnen dann als Verbindungen zwischen Knoten gezeichnet werden.
Gerichtete Kanten konnen durch Pfeile dargestellt werden; die Pfeilspitze zeigt auf den
Endknoten der Kante, d.h. auf das zweite Element des entsprechenden Knotenpaares.'”

2.2.4 Beispiel. Seien
V= {’01,'0271)371)4} A L= {61762763764565766a€7768}

mit VNE=0undv:E — (‘1/) U (‘2/) U V2 definiert durch

vier) = {w} A vieg) = (v1,v2) A vies) = (va,01)
v(es) = {v1,04} A vies) = (v1,v3) A vieg) = {vs,u4}
vier) = {vs,va} A vieg) = (v3,v4)

14 Man beachte, dass hier formal die Bilder {v} und (v,v) unterschieden werden, um spiter eine einheitli-
che Notation fiir ungerichtete bzw. gerichtete Graphen zu haben. Die in (v,v) suggerierte Orientierung
ist jedoch ohne Bedeutung, da fiir v1 := v2 := v die geordneten Paare (vi,v2) und (v2,v1) nicht un-
terscheidbar sind.

15 Ein Graph ist also schlicht, wenn von jedem Kantetyp zwischen bis zu zwei Knoten hochstens ein
Exemplar vorhanden ist. Dabei werden die ‘Schlingentypen’ {v} und (v,v) identifiziert.

16 Hierzu gehort das spiter besprochene Chinese Postman Problem, das sowohl im ungerichteten als
auch im gerichtete Fall wesentlich einfacher zu 16sen ist als im ‘gemischten’ Fall.

17 Diese Darstellung ist sehr suggestiv, kann aber auch in die Irre fithren. Wir hatten schon darauf
hingewiesen, dass bei einer Schlinge die Pfeildarstellungen rechts- oder linksherum im Graphen nicht
unterscheidbar sind. Ferner brauchen geometrische Eigenschaften der Darstellung, wie etwa Schnitt-
punkte von Verbindungsstrecken, nichts mit der Struktur des Graphen zu tun zu haben.
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v
UVl &—=e0 V2 UI@OWQ
v

2.6 Abbildung. Gebriuchliche ‘graphische Darstellungen’ von Kanten eines allgemeinen Gra-
phen: ungerichtete Kanten (oben), gerichtete (unten); Mehrfachkanten zwischen Knoten (Mitte);
Schlingen (rechts).

sowie G := (V,E,v). In einer suggestiven geometrischen Darstellung kénnte man den
allgemeinen Graphen G etwa gemdfS Abbildung 2.7 darstellen.

€1
V4
€4
U1
€6 €2
€5 es
U3 V2

2.7 Abbildung. Geometrische Darstellungen des allgemeinen Graphen aus Beispiel 2.2.4.

Dabei lisst sich mit Hilfe gerichteter Kanten unter anderem modellieren, dass ge-
wisse Strecken nur in einer Richtung durchfahren werden kénnen oder, dass sich die
Fahrzeit in der einen Richtung (z.B. wegen einer Baustelle) von der in der entgegen-
gesetzten erheblich unterscheiden kann. Auch kann es durchaus bei der Modellierung
von realen Straffennetzen auftreten, dass zwischen zwei Knoten mehrere Kanten glei-
chen Typs verlaufen. Dann ist der zugrunde liegende allgemeine Graph nicht schlicht.
Fragt man aber nach einer kiirzesten Route, so kann von allen Strafien gleicher Richtung
zwischen einem Paar von Kreuzungen nur eine minimalen Gewichts zu einer solchen
gehoren; alle bis auf eine ‘kiirzeste’ dieser Kanten kénnen also gestrichen werden. Bei
Fragen nach kiirzesten Wegen ist es naturgemdfl nicht erforderlich, ‘Rundstrafien’, die
ohne Abzweigungsméglichkeit wieder zum Ausgangspunkt zuriickkehren, zu beriicksichti-
gen — jedenfalls wenn die Lingen der Kanten nichtnegativ sind. Fir Straffenreinigungs-
oder Zustelldienste miissen sie hingegen durchaus in die Modellierung einbezogen werden.

Fixiert man jeweils die Reihenfolge der Elemente von V und F in einem allgemeinen
Graphen G := (V,E,v), so kann v mit Hilfe einer (|V| x |E|)-Matrix angegeben werden.

2.2.5 Bezeichnung. Seien X eine nichtleere endliche Menge und k := |X|. Jede Bijek-
tion 7 : [k] = X heifft Ordnung oder Reihenfolge auf X . Ist eine Reihenfolge 7 auf X
gegeben, so setzt man oftmals

x; = 7(1) (i € [k])

und schreibt X = {z1,...,x}. Umgekehrt wird durch diese Schreibweise fir i € [k
gemdf 7(i) := x; stets eine Reihenfolge T auf X festgelegt.
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2.2.6 Definition. Seien G := (V,E,v) ein allgemeiner Graph (ohne Schlingen der Form
(v,0)), n:=|V|, m:=|E| und n,m > 1.

(a) Seien Ty eine Reihenfolge aufV und 7 eine Reihenfolge auf E, d.h. V = {v1,...,0n}
und E = {e1,....em}. Ferner sei die (nxm)-Matriz Sq := Sg(1v,7E) = (04,5) iciml
j€lml

definiert durch'®

1, falls v; € v(ej) € (‘2/) gilt;
2, falls v(e;) = {v;} ist;

oi5 =14 —1, fallse; gerichtet und v; Anfangsknoten von e; ist;
1, falls e; gerichtet und v; Endknoten von e; ist;
0, sonst.

Dann heifit S¢ (Knoten-Kanten) Inzidenzmatriz [engl.: (node-arc) incidence
matriz/ von G. Fir j € [m] heifit der j-te Spaltenvektor von S¢ Inzidenzvektor
von e;.

(b) Seien G := (V1,E1,v1) und Go := (V1,E1,v1) allgemeine Graphen mit n := |Vi| =
[Va|, m := |E1| = |Es| und nym > 1. Dann heiffen G1 und Go isomorph, falls es
fir k =1,2 Ordnungen Ty, auf Vi, und g, auf Ej, gibt, so dass

SG1 (7’\/1 7TE1) = SG2 (7’\/2 ,TEQ)
gilt.

Die Eintrige von Sg sind weitgehend kanonisch, bis auf vielleicht die Setzung 2 fiir
Schlingen e; mit v(e;) = {v;}. Wie soll man eigentlich den FEintrag fiir eine Schlinge
sinnvoll definieren? Da wir ja auf die Unterscheidung zwischen {v} und (v,v) verzichten,
fithrt ein beliebiger von 0 verschiedener Eintrag zur Rekonstruierbarkeit von G aus Sg.
Die Setzung 2 entspricht der Interpretation, dass bei ganz ‘lokaler Betrachtung’ von einem
Knoten v bei einer Schlinge zwei Kanten sichtbar sind. Der formal klarere algebraische
Grund wird sichtbar, wenn man den Rang von S¢ bestimmt!?; vgl. Ubungsaufgaben
2.4.16, 2.4.17.

2.2.7 Beispiel. Sei G := (V,E,v) der Graph aus Beispiel 2.2.4 (mit den dort angegebe-
nen Reihenfolgen auf V und E). Die zugehdrige Inzidenzmatriz S ist gegeben durch

2 -1 11 -1.0 0 O
S = 0 1 -1 0 000 O
0o 0 00 1 11 -1
0 0 01 01 1 1

Es qgilt Sq € {—170,1}4X8,' die Zeilen von S entsprechen den Knoten vy,v2,v3,04, die
Spalten den Kanten eq,es,e3,64,65,66,67,65 von G.

8 Die Vorzeichensetzung ist in der Literatur nicht einheitlich. Bisweilen werden den gerichteten Kanten
auch die negativen Spaltenvektoren zugeordnet. Wir verwenden hier die ‘optimistische Kantenrich-
tung’ von Minus zu Plus.

19 Die gleiche algebraische Argumentation wiirde bei Schlingen (v,v) einen Eintrag 0 rechtfertigen; aller-
dings wire dann das Vorhandensein der Schlinge in Sg nicht erkennbar. Es besteht also ein Konflikt
zwischen den Aspekten ‘Algebra’ und ‘Datenstruktur’. Aus diesen Grund haben wir Schlingen (v,v)
hier ausgeschlossen.
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Inzidenzmatrizen sind eine fiir verschiedene Probleme adiquate ‘Datenstruktur’ fiir
Graphen; vgl. Sektion 3.1.

Obwohl sich isomorphe allgemeine Graphen nur durch die Reihenfolgen auf ihren
Knoten- und Kantenmengen unterscheiden, ist bislang nicht bekannt, ob Isomorphie ef-
fizient getestet werden kann; vgl. Forschungsproblem 3.4.27. Natiirlich kénnen héchstens
solche Graphen isomorph sein, deren Knoten- und Kantenzahlen {ibereinstimmen. Mit
Hilfe der folgenden Definition kann man weitere Invarianten herleiten.

2.2.8 Bezeichnung. Sei G := (V,E,v) ein allgemeiner Graph.
(a) Fir U CV seien

S(GU) i={e€B:IueU AveV\U): e —{uv}}
61D(G,U)':{66E:EI(UGU/\veV\U): }
6auS(G,U)':{eEE:EI(u€U/\veV\U): }
N(G,U)::{veV\U:H(ueU/\eeE): —{uv}}
Nin(G,U):{veV\U:ﬂ(ueU/\eeE): }
Naus(G,U) := {UEV\U:E(uGU A eGE):z/(e):(u,v)}.

N(G,U)UNiu(G,U)UNays(G,U) wird bisweilen auch als Nachbarschaft von U in
G bezeichnet. Ferner werden die Abkiirzungen 6(G,v) bzw. N(Gv) fir 6(G,{v})
bzw. N(G {v}) (und analoge Abkiirzungen fiir ihre gerichteten Varianten) verwen-
det.?0

(b) Die Abbildungen
degs(v), deging, degause : V — Ny

seien firv € V definiert durch

doge(v) = ’5(6‘,1})‘ + 2‘{6 € E:u(e) = {v}}]
deging(v) = (5in(G,v)’ + ’{e eE:v(e) = {v}}’
degaus(v) == |[Oaus(Gyv ‘ ‘{e eFE:v(e) = {U}}‘

dege(v), deging (v) bzw. degaus(v) heiffen Grad [engl.: degree/, Ingrad bzw. Aus-
grad [engl.: indegree bzw. outdegree] von v in G. Wenn der Bezug klar ist, wird
meistens nur deg(v), degin(v) und degaus(v) geschrieben. Bisweilen spricht man
statt von (In- bzw. Aus-) Grad auch von (In- bzw. Aus-) Valenz.

(c) Seiv ein Knoten. Gilt degg(v) = deging(v) = 0, so wird v als Quelle bezeichnet;
gilt deg(v) = degaus(v) = 0, so heifft v Senke.

Ist v Quelle und Senke, so heifit v isoliert.

20 Tn der Literatur findet man fiir §(G,U) bzw. N(G,U) oft die Bezeichnungen 5 (U) bzw. Ng(U) oder
verkiirzt §(U) bzw. N (U). Auch werden 8i,, bzw. aus oft mit §~ bzw. § bezeichnet; manchmal jedoch
auch umgekehrt.
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Offenbar sind deging(v) bzw. degaus(v) die Anzahl der ‘in v hinein-’ bzw. ‘aus v

herauslaufenden’ gerichteten Kanten von G. In analoger Interpretation gibt deg.(v) an,
wieviele ungerichtete Kanten ‘in v hinein-’ (bzw. ‘aus v heraus-’) laufen.
Erreichbarkeitsprobleme in allgemeinen Graphen basieren auf der folgenden Defini-

tion.

2.2.9 Definition. Seien G := (V,E,v) ein allgemeiner Graph und p € N.

(a)

(b)

(c)

Ein Kantenzug [engl.: walk] der kombinatorischen Lédnge p in G ist eine Se-
quenz

(U0,€17U1,€27 S 76p711p)
von (alternierend) Knoten vo,v1, ..., v, und Kanten ey,es ... e, von G, so dass fir
k€ [p] gilt
v} (v,)t, alls v, = v, = v;
o)  {{h @)} falls vy = vg
{{vk_hvk},(vk_l,vk)}, falls vig_q # vg.

Zur Betonung von vo, v, spricht man auch von einem vo-vp-Kantenzug. Hdiufig
wird ein solcher Kantenzug nur mit (ey,es, . ..,ep) bezeichnet oder, wenn das ein-
deutig ist, auch nur mit (vo,v1,. .. ,vp).

Seien v,w € V. Dann heiffit w von v aus erreichbar, wenn v = w gilt, oder wenn
es einen Kantenzug (vog,e1,v1,€2, . .. ,ep,0p) in G gibt mit v = vy und w = vy,.

Sei W := (v0,€1,01,€2, - - - ep,vp) ein Kantenzug in G. W heifit einfach®' [engl.:
simple], wenn eq,es,...,e, paarweise verschieden sind, und (vo-v,-) Weg [engl.:
path], wenn vo,v1, ... ,v, paarweise verschieden sind. vy und v, heiflen dann End-
knoten des Weges, v1,...,v,—1 tnnere Knoten.

Der Kantenzug W heifit geschlossen, wenn vy = vy, gilt, und Zyklus [engl.: cycle],
wenn W geschlossen und einfach ist. Ist W ein Zyklus, so heifst W Kreis [engl.:
circuit], wenn (vg,e1,v1,€2, . .. ,ep—1,0p—1) ein Weg ist; p heifft dann die kombina-
torische Ldnge des Kreises.

Sind C ein Kreis und v ein Knoten von C, so wird C bisweilen auch als (ge-
schlossener) v-v-Weg bezeichnet. Ferner wird ein einzelner Knoten manchmal als
unetgentlicher Kantenzug, Weg oder Kreis der Linge 0 aufgefasst; alle anderen
werden dann (zur Abgrenzung) eigentlich genannt.

Besitzt G keinen eigentlichen Kreis, so heifit G kreisfres.

2.2.10 Bemerkung. Seien G := (V,E,v) ein allgemeiner Graph und s,;t € V.

(a)
(b)
(¢)

Ist t von s aus erreichbar, so gibt es einen s-t- Weg.
Jeder (eigentliche) Zyklus enthilt einen (eigentlichen) Kreis.

Ist G gerichtet, so enthilt jeder (eigentliche) geschlossene Kantenzug einen (eigent-
lichen) Kreis.

21 Oft werden einfache Kantenziige in der Literatur auch Pfad genannt. Wir verwenden diesen Begriff
hier nicht, um eine mégliche Konfusion mit dem englischen Begriff path fiir Weg zu vermeiden.
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t

2.8 Abbildung. Ein s-t-Weg (links), ein Kantenzug mit markierten Endknoten (Mitte) und
ein Kreis (rechts).

Beweis: (a) Offenbar ist jeder Kantenzug (vg,e1,v1,€2,...,6p,0p) mit s = vy und
t = v, minimaler (kombinatorischer) Linge ein s-t-Weg.

(b) Jeder eigentliche Zyklus minimaler Lénge ist ein Kreis.

(c) Jeder eigentliche geschlossene Kantenzug minimaler Léinge in einem gerichteten
Graphen ist eigentlicher ein Kreis. O

Man beachte, dass die Aussage (c¢) in Bemerkung 2.2.10 fiir ungerichtete Graphen
nicht gilt. Sind vg,v1 € V, vg # v1 und e € F mit v(e) = {v,w}, so ist (vg,e,v1,e,vp) ein
geschlossener Kantenzug, enthilt aber keinen eigentlichen Kreis.

2.2.11 Bemerkung. Secien G := (V,E,v) ein allgemeiner Graph, und die Relation ~
auf V-x 'V sei fir vow € V definiert durch

v~ w o e w st von v aus erreichbar.
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) ~ ist reflexiv und transitiv.
(b) Ist G ungerichtet, so ist ~ symmetrisch.

Beweis: (a) Die Reflexivitit folgt aus der Definition; zum Nachweis der Transitivitit
werden entsprechende Kantenziige hintereinander geschaltet.

(b) Die Symmetrie im ungerichteten Fall folgt daraus, dass mit (vg,e1,v1,€2, . . .,€p,Up)
stets auch (vp,ep,Up—1,€p—1....,€1,00) ein Kantenzug ist. O

Bei der Bestimmung kiirzester Wege von einem Startknoten s zu einem Zielknoten
t kann man natiirlich solche Knoten und Kanten weglassen, die offensichtlich auf keiner
solchen Route liegen konnen. (Hierzu gehort in dem in Abbildung 2.4 dargestellten Gra-
phen etwa der ‘Wurmfortsatz’ von s nach oben.) Man geht somit zu einem Teilgraphen
iiber.

2.2.12 Definition. Seien Gy := (V1,E1,v1) und Gy := (Va,FE2,10) allgemeine Graphen,
und es gelte
VicVs AN EiCEy A V1:1/2|E1;

(valE, bezeichnet gemdff Konvention 1.5.12 die Einschrinkung von ng auf Ei). Dann
heifit G1 Teil-, Sub- oder auch Untergraph [engl.: subgraph] von Gy. Bisweilen schreibt
man dann G1 C Gs.
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Ist Gy ein Teilgraph von G und gilt

e e e (2]

so heifst G der durch Vi in Gy induzierte Teilgraph [engl.: induced subgraph] von Gs.

2.2.13 Beispiel. Gegeben sei der allgemeine Graph G := (V,E,v) aus Beispiel 2.2.4.
Ferner seien

U .= {vl,vg,m} N E1 = {64} N E2 = {61762,63,64}

Dann sind
Si = (U,Brwle,) A S i= (UEav|p,)

Teilgraphen von G; Sy ist der durch die Knotenmenge U induzierte Teilgraph von G; vgl.
Abbildung 2.9.

V2

vy vy @1

eq €4
V1 U1

€2
€3
@® V9 U2

2.9 Abbildung. Allgemeiner Graph mit markierter Teilknotenmenge (oben), Teilgraph (unten
links), induzierter Teilgraph (unten rechts).

2.2.14 Bemerkung. Sei G := (V,E.v) ein allgemeiner Graph. Seien
W = (vg,e1,v1,€2, . . . ,€p,Up)
ein Kantenzug in G sowie
Viw:i={v:3(ke{0,...p}) :v=u} A BEw:={e:3(ke{l,...p}):e=cer}.
Dann ist (VW,EW,V\EW) ein Teilgraph von G.

Oft ist es sinnvoll (und nach Bemerkung 2.2.14 zulissig), Wege oder Kreise als
Teilgraphen aufzufassen.

Mit Hilfe der in Definition 2.2.9 eingefiihrten Erreichbarkeit kann man den Zusam-
menhang in Graphen definieren. Dabei gibt es je nach Anwendung durchaus verschiedene
Moglichkeiten, mit gerichteten Kanten umzugehen.
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2.2.15 Definition. Sei G := (V,E,v) ein allgemeiner Graph.

(a) Seien s € V und U(s) die Menge aller Knoten von V, die von s aus erreichbar
sind. Gilt V.= U(s), so heifst G von s aus zusammenhdngend. G heifit zu-
sammenhdngend, wenn G von jedem seiner Knoten aus zusammenhdngend ist,
d.h. wenn je zwei Knoten durch einen Kantenzug verbunden sind.

(b) FEin Teilgraph S von G heifst genau dann Zusammenhangskomponente, wenn
S zusammenhdingend ist und kein zusammenhingender Teilgraph von G existiert,
der S echt enthilt.

Der Beispielgraph von Abbildung 2.4 bzw. 2.8 ist zusammenhéngend (wie man es
von einem solchen Verkehrsnetz auch erwarten sollte).

Da nach Bemerkung 2.2.11 die Erreichbarkeitsrelation in ungerichteten Graphen eine
Aquivalenzrelation ist, deren Aquivalenzklassen gerade die Zusammenhangskomponenten
sind, zerfallen ungerichtete Graphen in ihre Zusammenhangskomponenten.

Wie die folgende Bemerkung zeigt, ldsst sich der Zusammenhang in allgemeinen
Graphen auch mit Hilfe der Nachbarschaften charakterisieren.

2.2.16 Bemerkung. Sei G := (V,E,v) ein allgemeiner Graph. G ist genau dann zu-
sammenhdngend, wenn fir jede nichtleere, echte Teilmenge U von V

N(GU)UN.s(GU) # 0
gilt.

Beweis: ‘=’ Seien U C V mit ) # U # V und s € U, t ¢ U. Dann gibt es
einen s-t-Weg in G. Somit existieren Knoten v € U, w € V \ U sowie eine Kante e mit
v(e) € {{v,w},(v,w)}, und es folgt N(G,U) U Nays(G,U) # 0.

‘<’ Seien s € V und U die Menge der von s aus erreichbaren Knoten von V. Dann
gilt s € U. Angenommen, U # V. Dann folgt aus N(G,U) U N,us(G,U) # () die Existenz
von Knoten v € U, w € V' \ U und einer Kante e mit v(e) € {{v,w},(v,w)}. Da v von s
aus erreichbar ist, gibt es einen s-w-Weg in G, d.h. w € U im Widerspruch zur Annahme.

Insgesamt folgt damit die Behauptung. O

Fiir manche Zwecke ist es sinnvoll, einen schwécheren Begriff des Zusammenhangs
wie folgt zu definieren.

2.2.17 Definition. Sei G := (V,E.v) ein allgemeiner Graph. G ist genau dann schwach
zusammenhdngend, wenn fir jede echte Teilmenge U von V

N(G,U) UNiw(G,U) UNaus (GLU) # 0

gilt. Zur besonderen Betonung des in Definition 2.2.15 eingefiihrten stirkeren Zusam-
menhangsbegriffs wird ein zusammenhdingender allgemeiner Graph bisweilen auch stark
zusammenhdngend genannt.

Der schwache Zusammenhang entspricht dem starken Zusammenhang in dem Gra-
phen, der durch ‘Ignorierung’ der Kantenrichtungen entsteht. Natiirlich kann man auch
noch Mehrfachkanten und Schleifen weglassen, ohne den Zusammenhang zu beeinflussen;
vgl. Abbildung 2.10.

Hamiltonkreise und Eulertouren: Die folgenden beiden Begriffe spielen fiir viele
Probleme der Logistik eine zentrale Rolle.
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SN

2.10 Abbildung. Links: schwach, aber nicht stark zusammenhéngender gerichteter allgemei-
ner Graph G. Rechts: ungerichteter allgemeiner Graph G, der durch Ignorierung der Kanten-

richtungen und Reduktion von Mehrfachkanten und Schleifen aus G entsteht. G ist (stark)
zusammenhéngend.

2.2.18 Definition. Sei G := (V,E,v) ein allgemeiner Graph.

(a) Jeder Weg bzw. Kreis, der alle Knoten von G enthilt, heiffit Hamiltonweg?? bzw.
Hamiltonkreis. Ist G leer oder Besitzt G einen Hamiltonkreis, so heifst G hamil-
tonsch.

(b) Jeder einfache Kantenzug bzw. Zyklus, der alle Kanten von G enthdlt, heifst Euler-
Kantenzug®® bzw. Eulertour. Ist G leer oder besitzt G eine Eulertour, so heifit
G eulersch.

Hamiltonkreise sind etwa fiir die Minimierung von Fahrstrecken bei der Auslieferung
von Giitern an verschiedene Kunden relevant; Eulertouren treten unter anderem bei der
Plottersteuerung oder der StraBenreinigung auf.?*

Im Folgenden werden zwei theoretische Ergebnisse angegeben, die jeweils die Exi-
stenz eines Hamiltonkreises oder einer Eulertour aus der ‘Reichhaltigkeit’ bzw. ‘Struktur’
von Nachbarschaften folgern.

Der nachfolgende erste dieser Sétze besagt grob, dass ein allgemeiner Graph G, in
dem jeder Knoten nur geniigend viele Nachbarn besitzt, bereits hamiltonsch sein muss.
Das ist offensichtlich, wenn in G sogar jeder Knoten von jedem anderen aus bereits iiber
eine einzige Kante erreichbar ist, da es dann keinerlei Hindernisse gibt, von einem belie-
bigen Startknoten aus jeweils so lange zu einem noch nicht besuchten neuen aktuellen
Knoten zu gehen, bis alle erreicht sind, und mit der letzten Kante dann den Hamilton-
kreis zu schlieen. Das nachfolgende Ergebnis verschérft diese Beobachtung bis an ihre
mathematische Grenze.

2.2.19 Satz. Sei G := (V,E,v) ein allgemeiner Graph mit |V| > 3, und es gelte fiir
jeden Knoten v eV
|N(G7v) U Naus(G,v)’ >

VI A |N(Gw)UNi(Go)| > z|V].

N | =
N

Dann ist G hamiltonsch.

22 Sir William Rowan Hamilton, 1805 — 1865.

23 Leonhard Euler, 1707 — 1783.

24 Bin ‘klassisches’ Beispiel fiir Hamiltonkreise ist Eulers Losung des ‘Résselsprungproblems’ aus dem
Jahr 1757 (Brief an Goldbach), bei dem eine geschlossene Folge von Ziigen des Springers auf einem
Schachbrett gesucht ist, die jedes Feld genau einmal erreicht. Fiir die Frage nach Euler-Pfaden sind
das ‘Haus des Nikolaus’ oder das Konigsberger Briickenproblem bekannte Beispiele.
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Beweis: Seien p € N und Vi := {v1,...,0,} CV, so dass
K = (v1,v2,...,Up,01)

ein Kreis maximaler Léinge in G ist. Gilt V = Vi, so ist K ein Hamiltonkreis, und es
bleibt nichts zu zeigen. Wir nehmen daher an, dass V' \ Vi # ) gilt. Sei

d:i= Ewﬂ .

p>d+1

Wir zeigen zunéchst, dass

gilt. Seien dazu k € N und U := (ug,us,...,ux) ein Weg maximaler Linge in G; vgl.
Abbildung 2.11 (links). Aus |N(G,ui) UNaus(GﬂLi)’ > d fiir alle i € {0} U [k] folgt k > d.
Ist ug = wug, so ist U ein Kreis von mindestens der Lénge d + 1. Sei also ug # ug. Aus
der Maximalitat von U folgt

N(G,UQ) @] Nin(G,Uo) C {ul, o ,uk}.

Wegen |N(G,ug) U Nin(G,ug)| > d gibt es daher einen Index iy € [k] und eine Kante
e € F mit
Z.0 > d A V(e) € {{uimuo}?(uimuo)}’

Somit ist (u,,ug,u1, - .. ,u;,) €in Kreis in G der Linge mindestens d + 1. Es gilt also
p>d+1.
Seien nun ¢ € Ng und Viy := {wo, ..., we} C V \ Vi, so dass

W = (wo, . ..,wq)

ein Weg maximaler Lénge in dem von V' \ Vi induzierten Teilgraphen G’ von G ist; vgl.
Abbildung 2.11 (rechts). Dann gilt insbesondere p+ ¢+ 1 < |V|, und aus p > d + 1 folgt

1
g<|V|l-p—-1<|V|-d+1)—-1=|V|— {§|V|w72§d72.

Seien nun (mit der Setzung vy := vp)

Xi={ielp):3ee B):v(e) € {{vimrwo} (vi-1,w0)} |
Y = {Z €fpl:IHeckE):vie) e {{wq,vi},(wq,vi)}}.
Angenommen, es wire X NY # 0; sei etwa ¢ € X NY. Dann wiire fiir ¢ # 1
(Vi 1,W0s -+ Wq V4, -« Up, VT, - . Ui—1)

bzw. fiir i =1
(Up,Wo, -+ -, W, V1,4 - - - ,Up)
ein Kreis der Linge (p—1)+2+¢=p+q+1>p+1, im Widerspruch zur Maximalitéit
des Kreises K. Somit gilt X NY = (.
Da W ein Weg maximaler Linge in G’ ist, gilt
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Uo

2.11 Abbildung. Konstruktionen im Beweis von Satz 2.2.19. Links: Kreis (hervorgehoben) der
Linge d+1in G fur |[V| =7, k = 5 und d = 4. Rechts: Liangerer Hamiltonkreis (hervorgehoben)
fiir [V| =10, p = 7, ¢ = 2 und r = 2. Nicht alle Kanten von G sind eingezeichnet; die Pfeile zeigen
die ‘Durchlaufrichtung’ der konstruierten Kreise auch fiir solche Kanten an, die ungerichtet sind.
Die Knoten von K sind weif}, die von W schwarz ausgefiillt.

N(Gawo) UNin(Gywg) CVk UViy A N(G,wg) UNaus(Gawg) C Vig U Vip.

Nun enthélt X gerade die Indizes ¢ aller Knoten v;—1 € Vi, von denen wy iiber eine
Kante erreichbar ist. Entsprechend ist Y die Menge der Inzides ¢ von Knoten v; € Vi,
die von wy aus durch eine Kante erreicht werden. Es folgt

|X] = |N(G,wo) UNin(G,w0)| — !N(G’,w0)| >d—gq
Y] = |N(G,wq) UNaus(G,wq)| — ‘N(G’Mq)} >d—gq

sowie
XUY|=|X|+|Y|>2d-2¢> (V|-q)—g>p—q+]1.

Da g < d — 2 ist, sind weder X noch Y leer. Seien nun ig € X und jy € Y, so dass der
Abstand mod p, d.h.

j() — io, falls io g j()
Jo+p—ig, fallsig> jo

unter allen solchen Paaren minmal ist, und r sei dieses Minimum. Dann gilt
r=1<p—|XUY|<p-—(p—q+1)=q—1,
also r < ¢, und der Kreis
(Vig—1,W05 - -« sWqy Vg s - - - sVig—1)

hat somit die Lange p —r — 14+ ¢+ 2 > p+ 1, im Widerspruch zu Maximalitéit von K.
Dabher ist V = Vi, und es folgt die Behauptung. Ol

Satz 2.2.19 impliziert, dass einfache Graphen hoher Valenz immer hamiltonsch sind.

2.2.20 Korollar. (Satz von Dirac®®)
Sei G := (V,E,v) ein einfacher Graph mit |V| > 3, und es gelte fiir jeden Knoten v € V

25 Gabriel Andrew Dirac, 1925 — 1984.
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1
deg(v) + degaus(t) 2 3|V] A degg(v) +deging(v) = [V,

N

Dann ist G hamiltonsch.
Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Satz 2.2.19, da fiir einfache Graphen
degq(v) = ’N(va)‘ A degausg(v) = ’NauS(G,U)’ A deging(v) = ’Nin(Gﬂ))‘
sowie
N(G,w) N Nays(Gw) = N(G,w) N Nin(Go) =0
gilt. 0

Abbildung 2.12 (links) zeigt, dass die Bedingungen in Satz 2.2.19 und Korollar 2.2.20
bereits fiir ungerichtete einfache allgemeine Graphen scharf sind. Abbildung 2.12 (rechts)
gibt einen schlichten allgemeinen Graphen an, fiir den Korollar 2.2.20 nicht gilt.

—] oo

2.12 Abbildung. Links: Einfacher, ungerichteter nicht-hamiltonscher Graph. Die Bedingungen
von Satz 2.2.19 und Korollar 2.2.20 sind lediglich fiir einen Knoten verletzt. Rechts: schlichter
nicht-hamiltonscher allgemeiner Graph.

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Satz iiber die Existenz von Eulertouren.
Fiir die Eigenschaft allgemeiner Graphen G, eulersch zu sein, kénnen natiirlich isolier-
te Knoten ignoriert werden. Auflerdem muss G zusammenhingend sein.2® Satz 2.2.25
enthilt eine Charakterisierung fiir allgemeine Graphen. Zur Vorbereitung beweisen wir
eine entsprechende Aussage fiir gerichtete allgemeine Graphen. Anschaulich beruhen das
nachfolgende Lemma sowie der anschlieBende Satz auf der Beobachtung, dass eine Eu-
lertour in jeden Knoten genauso oft ‘hinein-’ wie ‘herauslaufen’ muss.

2.2.21 Lemma. Seien G := (V,E,v) ein gerichteter allgemeiner Graph und E # 0.
Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(a) E ist die Vereinigung der Kantenmengen eigentlicher kantendisjunkter geschlosse-
ner einfacher Kantenziige in G.

(b) Fiir jeden Knoten v von G gilt degin(v) = degaus(v).

Beweis: ‘(a) = (b)’ Seien r € N und Kji,...,K, eigentliche kantendisjunkte ge-
schlossene einfache Kantenziige in G, deren Kantenmengen insgesamt F ergeben. Sei
K = (vo,e1,v1,€2 ... ,6p,0p) € {K1,...,K,}. Dann gilt

vo=vp A (z €p] = vie) = (vi,l,vi)).

26 In der Formulierung der nachfolgenden Ergebnisse kommen wir mit dem schwachen Zusammenhang als
genereller Voraussetzung aus, da dieser mit den weiteren kombinatorischen Bedingungen den starken
Zusammenhang impliziert.
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Fiir jedes i € [p] ist v; Endknoten von e; und Anfangsknoten von e; ;1 (bzw. ey fiir i = p).
Die Gradbedingung gilt also in K. Da jede Kante von G in genau einem der Kantenziige
Ky, ... K, auftritt, stimmt daher an jedem Knoten der Ingrad mit dem Ausgrad iiberein.

‘(b) = (a)” Wir fithren den Beweis als vollstéindige Induktion iiber m := |E|. Fiir
m = 1 ist die einzige Kante eine Schlinge, und es gilt die Behauptung. Im folgenden sei
also m > 2, und wir setzen voraus, dass die Behauptung fiir alle kleineren Kantenzahlen
gilt. Besitzt G eine Schlinge, so kann diese entfernt werden, ohne die Gradbedingung zu
verletzen, und die Behauptung folgt aus der Induktionsannahme. Wir kénnen daher im
Folgenden annehmen, dass G schlingenfrei ist.

Seien nun ey € E, Eq := {e1}, vo,v1 € V mit v(ey) = (vo,v1) und 11 := (vo,e1,v1).
Wegen degin(v1) = degaus(v1) > 1 gibt es eine Kante e2 € E \ E; und einen Knoten
vy € V mit v(e2) = (v1,v2). Seien By := Ey U{ez} und T := (vo,e1,v1,€2,02).

Wir fahren mit dieser Konstruktion solange fort, bis wir an einen Knoten v, kom-
men, der nicht iiber eine Kante aus E \ E, verlassen werden kann. Wegen degi,(v,) =
degans(vp) > 1 gilt v, € {wvo,...,vp—1}, d.h. T}, enthélt einen geschlossenen einfachen
Kantenzug C'. Jeder Knoten von C ist natiirlich gleich oft Anfangs- wie Endknoten von
Kanten in C. Entfernt man also alle Kanten von C' aus G und ebenso alle dann isolierten
Knoten, so entsteht ein Teilgraph, dessen Knoten nach wie vor die Gradvoraussetung
erfiillen. Nach Induktionsannahme folgt daher (b). O

Wir erhalten nun die folgende Charakterisierung der eulerschen gerichteten allge-
meinen Graphen.

2.2.22 Satz. (Satz von Euler®” (gerichtete Version))
Sei G := (V,E,v) ein schwach zusammenhdngender gerichteter allgemeiner Graph. G ist
genau dann eulersch, wenn degin(v) = degaus(v) fiir jeden Knoten v von G gilt.

Beweis: O.B.d.A. sei E # ().

‘=" Ist G eulersch, so ist E die Kantenmenge jeder Eulertour, und die Aussage folgt
aus Lemma 2.2.21.

‘<’ Geméafl Lemma 2.2.21 seien » € N und Kj,...,K, eigentliche kantendisjunkte
geschlossene einfache Kantenziige in G, die insgesamt alle Kanten von G enthalten. Wir
zeigen die Behauptung mittels vollsténdiger Induktion nach r.

Ist » = 1, so ist K; eine Eulertour. Sei also » > 2, und die Behauptung gelte fiir
alle kleineren Anzahlen. Da G schwach zusammenhiingend ist, gibt es ein ig € {2,...,r},
so dass Ky und K, (mindestens) einen Knoten gemeinsam haben. O.B.d.A. sei ig = 2,
und vg sei ein Knoten in K7 und Ks. Benutzen wir vy als Start- und Endknoten der
geschlossenen einfachen Kantenziige K7 und Ks, so sind diese darstellbar als

K1 = (vo,e1,01,€2, .. -,ep,00) A Ko = (V0,€p41,Up+1,€p42; - - - 1€¢,V0)
mit p € N und ¢ — p € N. Dann ist die Hintereinanderausfiihrung
Kl’g = (vo,el,m,eg, e ,€p,1)0,€p+1,’l)p+1,ep+27 . ,eq,Uo)

ein geschlossener einfacher Kantenzug, und K 2,K3,...,K, sind kantendisjunkte ge-
schlossene einfache Kantenziige in G, deren Kantenmengen FE iiberdecken. Nach Induk-
tionsannahme ist G' somit eulersch. [

27 Leonhard Euler, 1707 — 1783.
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Wir wollen nun charakterisieren, wann ein allgemeiner Graph G = (V,E,v) eulersch
ist. Besitzt G eine Eulertour, so wird durch Festlegung einer ihrer Durchlaufrichtungen
jede in G ungerichtete Kante gerichtet. Die Bedingung von Satz 2.2.22 fiir den gerichteten
Fall besagt dann, dass an jedem Knoten der Ingrad mit dem Ausgrad iibereinstimmt.
Somit ist eine Bedingung dafiir, dass G eulersch ist, dass in G geniigend ungerichtete
Kanten vorhanden sein miissen, um an jedem Knoten v eine moglicherweise vorhandene
Differenz zwischen deg;, (v) und deg,,s(v) ausgleichen zu kénnen. Eine solche Bedingung
kann jedoch nicht rein lokal auf jeden einzelnen Knoten beschréinkt sein, da die Wahl einer
Durchlaufrichtung einer ungerichteten Kante die Graddifferenz an beiden betroffenen
Knoten veréndert.

Bevor wir den entsprechenden Satz formulieren, fithren wir noch weitere Bezeich-
nungen zur Ergédnzung von Bezeichnung 2.2.8 ein.

2.2.23 Bezeichnung. Seien G := (V,E.v) ein allgemeiner Graph und UW C V. Dann

seien EUW):={e€E:3ucU\W AweW\U):v(e)={uw}}

En(UW):={e€E:JucU\W AweW\U):ve)=(wu)}
Eais(UW):={e€E:JucU\W AweW\U):v(e) = (uw)}

2.13 Abbildung. Ein allgemeiner Graph G := (V,E,v), Teilmengen U,W C V (grau hervor-
gehoben) sowie die Kanten der Menge E(U,W) (fett).

Natiirlich stehen die eingefithrten Kantenmengen in enger Beziehung zu den Mengen
aus Bezeichnung 2.2.8.

2.2.24 Bemerkung. Seien G := (V,E,v) ein allgemeiner Graph und UW C V. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) E(UW) =EWU);

(b) Em(UW) = Eaus(WU);

(¢) 6(G,U) =E(U,G\U);

(d) 6in(GU) = En(U,G\U);

(e) Saus(G,U) = Eaus(U,G\ U);

() [6(GU)| + [§(GW)| = [6(GUUW)| +|6(GUNW)|+2|EWUW)

’
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’

(9) |6 (GU)|+]0i(GW)| = [0ia(G.UUW) |+ |6 (G,UNW ) |+ |Ein (UW) |[+|Ein (W,U) |;

(h) ‘5aus(G7U)| + |5aus(G7W)‘ =
|G (GLUUW) |+ [8aus(G.U OW) | + [Eas (UW) |+ [ Eaus(W,U)].

Beweis: Die ersten Aussagen folgen direkt aus den Definitionen, die a{lderen ergeben
sich durch geeignete Aufteilung der auftretenden Kantenmengen; vgl. Ubungsaufgabe
2.4.14. O

Fiir allgemeine Graphen erhalten wir nun die folgende Charakterisierung.

2.2.25 Satz. (Satz*® von Ford und Fulkerson?®)
Sei G := (V,Ev) ein schwach zusammenhingender allgemeiner Graph. G ist genau dann
eulersch, wenn fir alle w € V und U C 'V gilt

|Gaus(Gu) |+ |6 (GLu) [+ [6(Gu)| =0 (mod2) A [Saus(G,U)| =6 (G,U)| < |6(G,U)|.

Beweis: ‘= Sei W := (vg,e1,v1,€2, . . . ,€p,Up) eine Eulertour in G. Seien e eine Kante
und v,w € V, so dass (v,e,w) ein Abschnitt von W ist. Ist e gerichtet, so gilt v(e) = (v,w),
und wir setzen #(e) := v(e). Ist e hingegen ungerichtet, so ist v(e) = {v,w}, und wir setzen
v(e) := (v,w). Diese Orientierung aller ungerichteten Kanten ‘gemif einem Durchlaufen
von W’ liefert insgesamt einen eulerschen Digraphen G := (V,E,D). Nach Satz 2.2.22 gilt
fiir jeden Knoten v € V'

deging(u) = degause (u).
Seien nun fir U C V

SHGU)={ecE:FuecUAnveV\U):v(e)={uv} A ()= (uv)}
§(GU)={ecE:JuecUAveV\U):v(e)={uv} A D)= (vu)}.
Dann folgt fiir u € V
’5aus(G,u)| + |5+(G,u)} = |5in(G,u)| + |§_(G,u)},
also
s (G0)| + [8in (G )| + [8(G )|
= |5aus(Gau)| + |5+(Gau)| + |61n(G7u)| + |6_(Gau)|
=0 (mod 2),
und es folgt die erste Aussage.

Zum Beweis der behaupteten Ungleichung sei wieder U C V. Da jede Kante, deren
beide Endknoten in U liegen, den Gesamtbeitrag 0 in nachfolgender Summation liefert,
gilt

0= [aus(Gu)| = |8 (Go)| + [§F(Gow)| — 67 (Gu)
uelU
= ’fsaus(G7U)| - |51H(G,U)| + |6+(G7U)‘ - !6_(G7U)|
Somit folgt

28 Man beachte, dass dieser Satz weder der einzige noch der bekannteste Satz von Ford und Fulkerson
ist.
29 Lester Randolph Ford jun., geb. 1927; Delbert Ray Fulkerson, 1924 — 1976.
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|6aus (G,U)| = |61 (G,U)| = |6 (GU)| — [67(G,U)| < |6(GU).

‘<=’ Wir fithren den Beweis mittels vollstindiger Induktion iiber die Anzahl k& der
ungerichteten Kanten von G. Im Fall k£ = 0 folgt aus den Voraussetzungen insbesondere
fiir alle w € V'

|(5aus(G,u)| - }5in(G,u)| <0.

Da jede gerichtete Kante einen Anfangs- und einen Endknoten hat, summieren sich die
In- und Ausgrade iiber alle Knoten von V' jeweils zu derselben Zahl auf. Es folgt daher

0= (3 oas(G)]) = (X [8(G)] ) = 3 ([8aus(Go)| ~ [din(G)] ) < 0.
ueV ueV ueV

Fiir alle u € V' gilt somit féaus(G,u)‘ — ’&n(G,u)| =0, also degi,(u) = degaus(u), und die
Aussage folgt aus Satz 2.2.22.
Gilt fiir alle U C V mit |§(G,U)| #0

léaus(G:U)} - léln(G,U)‘ < ’5(G,U)

I

so orientieren wir eine ungerichtete Kante beliebig, und die Behauptung folgt aus der
Induktionsannahme. Seien daher U* C V' mit

|0aus(GU™)| = [61a(G.U)| = [6(G,U™)] > 0
sowie
e eSGU) AN weU A v eV\U A ve)={up}
Dann sei #: E — (}) U (}) UV? definiert durch

Be) = {z/(e) firee F\ {e*}

(v*u*)  fiir e = e*,

und wir setzen G = (V,E,D). Der allgemeine Graph G entsteht also aus G durch Orien-
tierung von e*, so dass die Kante in U* hineinlduft.

Wir zeigen nun, dass die Voraussetzungen auch fiir G erfiillt sind; die Behauptung
folgt dann aus der Induktionsannahme.

Die Paritéitsbedingung ist weiterhin erfiillt, denn es gilt

)
)

{5in(c::,u*)| = [(Gud)[+1 A [
’5aus(GaU*)| |5aus(Gau*) A |6aus(

|51H(G,v*)
|Saus (Gov*)| +1

Gv*
Gv*

sowie fiir w € {u*,v*}

0(Gw)| = [6(Gw)| — 1.

Wir nehmen nun an, dass die Ungleichungsbedingung nicht fiir alle Teilmengen von V'
erfiillt ist. Sei also U C V' mit

|0aus (GLU)| = |0ia(GU)| > |6(G.U)|.

Da fiir uy,us € U die gerichtete Kante (uq,us) durch den Term }5aus(é,u1)| + ’5in(é,uz)’
den Beitrag 2 zur nachfolgenden Summe leistet, und {uq,us} durch ‘5(é,u1)| + |6(G',u2)’
ebenfalls 2 beitrégt, folgt
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|0aus (GU)| — |03 (G.U)| — [6(G.U)
_ <|5aus((}“,U)| + 0w (GU)| + |5(G,U)|) — 26 (G.U)] - 2|6(GU)|
= 3 ([8ans(G)] + [din(G)| + [6(G)[) = 0 (mod 2)

uclU

und damit sogar . ) .
|0aus(GLU)| — |6a(GU)| > [6(G.U)| + 2.

Es gilt daher
|0aus(GLU)| = |6 (GU)| = |0(GU)| A e € 8aus(GU),
also v* € U N (V \ U*). Es folgt somit (unter Verwendung von Bezeichnung 2.2.23)
e* € BU*U) # 0.

Die Kante e* wird also — anschaulich gesprochen — benétigt, um die Graddefizite bez. U*
und bez. U zu korrigieren, miisste dafiir aber unterschiedlich orientiert werden. Formal
erhiilt man einen Widerspruch zur vorausgesetzten Ungleichung fiir U* U U (unter Ver-
wendung der entsprechenden Ungleichung fiir U N U*). Mit Hilfe von Bemerkung 2.2.24
folgt ndmlich

0> [0aus(GU* UU)| = |6 (GU* UU)| = [6(G,U* L U)|
= (‘5aus(G’U)| + }6aus(GaU*) - }6aus(G7U N U*) - ‘Eaus(UaU*)

~ [Baus(".0)])

- (\5m(G,U)\ + |8 (GLU) - yEin(U*,U)\)

— 6in(G.UNUY)

— |[Ew(UU")

— (|8(G.0)| +[8(GU")| - [5GV N U™)| - 2B ,0)))
= (8as( G| = [5G0 = (G + (|8us (U] = 8 GU)| = [8(G.U™) )
~ (|8ane(GU N U] = [5(GU U] = [8(G.U NU*)| = 2[EU* D))
- (—|5aus(G,U nU™)
> 2|E(U*U)

+ |5 (GU N T+ [5(GU N U)]) +2[BU D)

> 2.

Das ist der angekiindigte Widerspruch zur Giiltigkeit der vorausgesetzen Ungleichung fiir
U* U U, und insgesamt folgt damit die Behauptung. [

Als Korollar ergibt sich direkt die folgende ungerichtete Version des Satzes von Euler.

2.2.26 Korollar. (Satz von Euler (ungerichtete Version))
Sei G := (V,E,v) ein zusammenhingender ungerichteter allgemeiner Graph. G ist genau
dann eulersch, wenn jeder Knoten v von G geraden Grad hat.

Beweis: Die Aussage folgt unmittelbar aus Satz 2.2.25; die Kongruenz ist die ange-
gebene Gradbedingung, die Ungleichung ist trivial, und natiirlich fallen in ungerichteten
allgemeinen Graphen die Begriffe ‘zusammenhéngend’ und ‘schwach zusammenhéngend’
zZusammen. [
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2.14 Abbildung. Jeder Knoten bzw. jede einelementige Knotenmenge erfiillt das Kriterium
von Satz 2.2.25; die Bedingung fiir die gekennzeichnete 2-elementige Knotenmenge ist jedoch
verletzt. Der Graph ist somit nicht eulersch.

Man beachte, dass die Bedingungen aus Satz 2.2.22 und Korollar 2.2.26 leicht iiber-
priift werden kénnen, da sie nur die Nachbarschaften einzelner Knoten betreffen. In Satz
2.2.25 kommt man bei den Ungleichungsbedingungen jedoch nicht mit einelementigen
Teilmengen U aus; Abbildung 2.14.

Tatséchlich enthélt das Kriterium von Satz 2.2.25 eine Ungleichungsbedingung fiir
jede der 2!Vl Teilmengen von V. Natiirlich kann man auf die Ungleichungen fiir U =
und U = V verzichten, aber es bleiben immer noch exponentiell viele iibrig, so dass man
sie fiir grofie Graphen nicht einfach der Reihe nach durchgehen kann. In der angegebenen
Form fiihrt das Kriterium von Satz 2.2.25 fiir grofe Knotenzahl daher nicht direkt zu
einem praktisch tauglichen Verfahren, um zu iiberpriifen, ob ein gegebener allgemeiner
Graph eulersch ist. Dennoch kann (wie wir spéiter noch sehen werden) diese Eigenschaft
effizient iiberpriift werden.3°

In vielen Problemen sind neben den kombinatorischen auch ‘numerische’ Daten ge-
geben, etwa Fahrzeiten, Bearbeitungzeiten o.4.. Diese werden héufig mit Hilfe von Kan-
tengewichten modelliert. Knotengewichte sind bisweilen auch relevant, spielen aber in der
Theorie eine eher untergeordnete Rolle. Hiufig kann man sie mittels Kantengewichten
modellieren; vgl. Beispiel 2.2.29.

2.2.27 Definition. Seien G := (V,Ev) ein allgemeiner Graph und ¢ : E — R. Dann
heifit (G; ¢) gewichteter allgemeiner Graph bzw. allgemeiner Graph mit Kantenge-
wichten. Fiir jede Kante e € E heifit ¢(e) Gewicht (oder, je nach Anwendung, Kosten,
Liinge, Kapazitit etc.) von e. Die Funktion ¢ heifst Kantengewichtung.

Ist W := (vg,e1,v1,€2, . . . ,ep,0p) ein Kantenzug in G, so heifit
P
(W) = d(er)
i=1

Linge (bez. ¢p) von W. Ist W ein Weg oder ein Kreis, so wird o(W) auch Ldnge des
Weges bzw. Kreises genannt.
Eine Knotengewichtung von G ist eine Funktion 0 : V — R auf V.

In Definition 2.2.27 sind auch negative Gewichte zugelassen. In vielen Anwendungen
werden die Langen von Kanten aber nichtnegativ sein.

30 Allerdings zeigt Sektion 3.3 fiir ein eng verwandtes Problem, dass durchaus ein massiver Komple-
xitdtssprung beim Ubergang von ‘reinen’ (gerichteten oder ungerichteten) zu allgemeinen Graphen
auftreten kann.
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Graphen und Digraphen: Im Folgenden werden wir uns auf die Grundtypen der
einfachen ungerichteten oder gerichteten Graphen konzentrieren und die Kanten e mit
ihren Bildern v(e) unter der definierenden Abbildung v identifizieren. Wir vereinbaren
daher nun fiir diese Klassen eine dquivalente, aber vereinfachte (und durch die Identifi-
zierung vielleicht intuitivere) Konvention und Kurzbezeichnung.

2.2.28 Bezeichnung. (a) Seien G := (V,E,v) ein schlingenfreier, schlichter allgemei-
ner Graph, E := v(E) und G := (V,E). Ist G ungerichtet, so heifit G Graph; ist
G gerichtet, so wird G gerichteter Graph bzw. Digraph genannt.

(b) Sind G := (V,E) ein Graph bzw. ein gerichteter Graph und ¢ : E — R, so heifst
G := (V,E; ¢) gewichteter Graph bzw. gewichteter Digraph.

(c) Seien G := (V,E) ein Graph bzw. Digraph und U C V. Der durch U induzierte
Teilgraph von G wird mit Gy bzw. (U,Ey) bezeichnet. Bisweilen wird fiir Ey auch
E(U) geschrieben.

Die Kanten eines Graphen sind also zweielementige Teilmengen, die eines Digraphen
geordnete Paare von Knoten. Offenbar ist (mit der Setzung v({v,w}) := {v,w}) jeder
(gewichtete) Graph gemifl Bezeichnung 2.2.28 ein (gewichteter) einfacher, ungerichteter
allgemeiner Graph gemifl Definition 2.2.3. Analog ist die Beziehung im gerichteten Fall.
Abbildung 2.15 zeigt ‘graphische Darstellungen’ eines ungerichteten Graphen (links) und
eines gerichteten Graphen (rechts).

Vg V4 U1 U3
U1 U6
Us
U3 Vs V2 V4
2.15 Abbildung. Graphische Darstellungen eines zusammenhéngenden ungerichteten Graphen
(links) und eines zusammenhéngenden gerichteten Graphen (rechts).

Digraphen treten in einer Vielzahl von unterschiedlichen Problemen auf. Allgemei-
ne Planungsprobleme mit zeitlichen oder logistischen Abhéngigkeiten zwischen einzelnen
Tétigkeiten konnen etwa mit Methoden der Netzplantechnik behandelt werden. Beispiel
2.2.29 behandelt exemplarisch die Frage nach der Mindestausfithrungszeit eines Vorha-
bens.

2.2.29 Beispiel. Bei der Errichtung eines Gebdudes sind von der Planung bis zur Fer-
tigstellung verschiedene Teilgewerke Aq,...,Aq durchzufiihren, die zeitlich voneinander
abhdngen. Die folgende Tabelle enthdlt zu jedem Teilprojekt seine unmittelbaren ‘Vorgin-
gergewerke’31

31 Natiirlich ist die Vorgingerrelation transitiv; der Effizienz und Ubersichtlichkeit halber fithren wir
aber nicht alle Vorgéinger auf. Man beachte, dass in einer minimalen graphischen Darstellung geméf
Abbildung 2.16 auch die Kanten (v1,v3), (v3,v7) und (vr,vg) iiberfliissig sind, da sie in der transitiven
Hiille aller Ubrigen liegen.
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Gewerk ‘ A1 ‘ AQ ‘ A3 | A4 | A5 | A6 | A7 ‘ Ag ‘ Ag
Vorgdnger‘ - ‘ Al ‘ Al,Ag | Al | A3 | A3,A4,A7 | A3,A5 ‘ A6 ‘ A7,A8 '

Gefragt ist nach der Mindestbauzeil (etwa in Stunden) in Abhdngigkeit von den jeweiligen
Einzelausfithrungszeiten ~v; von A; gemdyfs

Y1 = Y4 = 4 A Y2 = Y5 =R = 3 A Y3 = Y6 = Y9 = 2 A Y7 = 1.

Man kann diese Situation mittels eines Digraphen modellieren: seine Knoten ent-
sprechen den einzelnen Teilgewerken und tragen als Gewichte die einzelnen Ausfihrungs-
zeiten, wihrend seine (ungewichteten) Kanten ithre Abhingigkeiten beschreiben; vgl. Ab-
bildung 2.16.

V2 O

2.16 Abbildung. Graphische Darstellung des Planungsprozesses von Beispiel 2.2.29. Die Kno-
ten entsprechen den Tétigkeiten, die Kanten ihren Abhéngigkeiten. Die Ausfithrungszeiten sind
an den Knoten vermerkt.

Man kann die Aufgabe aber auch leicht mittels Kantengewichten modellieren. Jedem
einzelnen Gewerk A; werden dabei zwei Knoten v; und w; zugeordnet. Der entstehende
gewichtete Digraphen G enthdlt dann Kanten zweier verschiedener Typen. Zum einen
wird fir jedesi = 1,...,9 die Ausfihrung von A; durch die mit ¢(e) := ~; bewertete Kante
e := (vi,w;) reprasentiert. Zum anderen wird durch mit ¢(e) := 0 bewertete Kanten e :=
(wi,v;) modelliert, dass die Fertigstellung von A; Voraussetzung fir die Fertigstellung
von Aj ist; vgl. Abbildung 2.17.

4 3

V2 W2 Us Ws

2.17 Abbildung. Graphische Darstellung des zugehorigen gewichteten Digraphen. Die von 0
verschiedenen Ausfiihrungszeiten sind an den Kanten vermerkt.
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Zur Bestimmung der minimalen Gesamtausfihrungszeit, kommt es darauf an, wann
eine Titigkeit A; unter Beriicksichtigung threr eigenen Ausfihrungszeit, aber auch der
Ausfithrungstermine aller der Tdtigkeiten, die zur Ausfiihrung von A; bereits zwingend
abgeschlossen sein miissen, frihestens ausgefiihrt sein kann. Diese Zeiten sind in Abbil-
dung 2.18 fiir das Planungsproblem aus Abbildung 2.17 an den Knoten w; vermerkt.

Wy

2.18 Abbildung. Akkumulierte Gesamtausfithrungsdauern der einzelnen Tétigkeiten und kri-
tischer v1-wo-Weg (hervorgehoben) in Beispiel 2.2.29.

Die Mindestausfihrungszeit entspricht somit der Linge eines lingsten vy -wg- Weges
i G bez. der Gewichtsfunktion ¢. Jeder solche lingste vi-wg-Weg ist insofern kritisch
(und wird auch so genannt), als die Verzégerung einer einzelnen ‘seiner’ Titigkeiten die
Gesamtausfihrungszeit verlingert.

Zur Darstellung von Graphen oder Digraphen kann man statt (|V| x |E|)-Inzidenz-
matrizen auch einfachere (|V| x |V])-Matrizen verwenden.

2.2.30 Definition. Seien G := (V,E) ein Graph (bzw. ein Digraph) mit n = |V| > 1

und Ty eine gegebene Ordnung auf V, d.h. V- =:{v1,...,vn}. Ferner seien fir i,j € [n]
{ 1 falls {viv;} € E (bzw. (v;,05) € E) gilt;
;5 1= 0 :
sonst.
und

Ag = Aa(v) = (@i j)ijem)

Dann heifst Aq Adjazenzmatriz von G.

2.2.31 Beispiel. Die Adjazenzmatrizen der Graphen aus Abbildung 2.15 sind (mit der
durch ihren Index angegebenen Reihenfolge ihrer Knoten):

01 1 0 10 01110
1 01 1 11
1101 0 0 Lo0 1o
Ag, = AN Ag, = 1 0 0 1 1
01 1 000
01 0 0 1
1 1.0 0 0 1 0010 0
01 0 0 10

Offenbar ist Ag, eine symmetrische Matriz, Ag, aber nicht.
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2.2.32 Bemerkung. Seien G := (V,E) ein Graph und 1y eine Reihenfolge auf V. Dann
ist Ag symmetrisch.

Beweis: Es gilt

1, falls {v;,v,;} € E;
Qi = Qi =
7 » 0, falls {v;,v;} & E.

Ag ist somit symmetrisch. O

Tatséchlich stimmt die Adjazenzmatrix eines Graphen G := (V,E) mit der des Di-
graphen G’ := (V,E’) iiberein, der durch Ersetzen jeder Kante {v,w} von G durch die
beiden Kanten (v,w) und (w,v) entsteht. In vielen Anwendungen ist es niitzlich und in
den meisten sogar erlaubt, Graphen als Digraphen aufzufassen.

2.2.33 Bemerkung. Durch Ersetzen jeder Kante {v,w} durch die beiden gerichteten
Kanten (v,w) und (w,w) kann man einen (ungerichteten) Graphen auch als gerichtet
auffassen; siehe Abbildung 2.19.

Ist der Graph gewichtet, so ibertrigt sich das Gewicht von {v,w} jeweils auf beide
gerichteten Kanten (v,w) und (w,v).

— <
2.19 Abbildung. Transformation eines ungerichteten in einen gerichteten Graphen.

Im Rest dieser Sektion beschrianken wir uns der Einfachheit halber auf den unge-
richteten Fall. Die meisten (wenn auch nicht alle) der folgenden Definitionen iibertragen
sich in kanonischer Weise auf Digraphen oder allgemeine Graphen.

Wir betrachten zuniichst noch einmal das Routenplanungsproblem aus Abbildung
2.4 und fragen danach, ob wir unser Modell vielleicht noch weiter reduzieren kénnen.3?
Offenbar sind die meisten Autobahnabfahrten fiir s-t-Wege ja irrelevant, da man hier oh-
nehin nicht auf andere Autobahnen wechseln kann. Wir konnen daher alle entsprechenden
‘Zwischenknoten’ wegzulassen und nur noch den kleineren Graphen in Abbildung 2.20
(rechts) zu verwenden.

Er besteht aus s, t, allen Knoten, die Autobahndreiecke und -kreuze symbolisieren so-
wie Kanten, die die entsprechenden dazwischen liegenden Autobahnabschnitte reprasen-
tieren. Graphentheoretisch spricht man von einer Kontraktion, da die in Abbildung 2.20
(links) grau unterlegten Teilgraphen jeweils zu einem einzigen Knoten zusammengezogen
werden.

2.2.34 Definition. Seien G := (V,E) ein Graph, S := (U,F) ein Teilgraph von G mit
|U| > 1 und

die Zusammenhangskomponenten von S. Ferner seienY = {y1,....,yx} eine zu (V\U)U
FE disjunkte Menge der Kardinalitit k und

32 Wenn man schnell und effizient die ‘Gréfe des Modells’ verringern kann (‘preprocessing’), so reduziert
sich in der Regel die Laufzeit nachfolgender Algorithmen. Fiir algorithmisch schwierige Probleme kann
es durchaus hiervon abhiingen, ob eine konkrete Aufgabe noch bewiltigt werden kann oder praktisch
nicht mehr l6sbar ist.
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t t
2.20 Abbildung. Links: Der (um die ‘Sackgassen’ reduzierte) Graph G aus Abbildung 2.4.

Grau unterlegt sind zusammenhéngende Teilgraphen S1,52,53,54, die jeweils zu einer Ecke ‘zu-
sammen gezogen’ werden sollen. Rechts: Der kontrahierte ‘Autobahngraph’.

K ::({{v,w} cvweV\U} ﬂE)

o

U {{yi,yj} : H(UZ cU; N Uu; € UJ) : {ui,uj} S E}

i,j=1

i

<

k
U U{{yi,v} v e VAU A J(u; € U;) = {uv} € E}

i=1

Dann heift der Graph ((V \ U) UY,K) Kontraktion von S in G und wird mit G/S
bezeichnet.

Offenbar ist der in Abbildung 2.20 rechts dargestellte Graph die Kontraktion des
grau unterlegten Teilgraphen des links angegeben Graphen G.

Wir kommen nun noch einmal auf die Frage der Darstellung von Graphen zuriick.
Zwar sind Graphen rein kombinatorische Objekte, aber geometrische Darstellungen, in
denen die Knoten bzw. Kanten durch Punkte bzw. sie verbindende Strecken in der Ebene
reprasentiert werden, sind oft wesentlich intuitiver als kombinatorische Angaben. Aller-
dings konnen solche Darstellungen desselben Graphen sehr verschieden aussehen. Die
drei Skizzen von Abbildung 2.21 geben tatséichlich isomorphe Graphen an; lediglich die
Einbettungen in die Ebene sind verschieden. Die rechte Darstellung ist nicht einmal iiber-
schneidungsfrei, d.h. es gibt Schnittpunkte von (zu) Kanten (gehorenden Strecken), die
keinem Knoten entsprechen. Man wird sie daher als ‘weniger intuitiv’ ansehen als die
beiden anderen.33

Aufgrund der passenden Beschriftungen der Knoten in Abbildung 2.21 kann man
leicht tiberpriifen, dass es sich bei dem dargestellten kombinatorischen Objekt um den-
selben Graphen handelt. Ohne diese Identifikation entsprechender Knoten ist das jedoch
schwieriger. Aufgrund ihrer einfacheren Struktur, kann die Isomorphie von Graphen statt

33 Tatséchlich ist die Frage nach einem ‘guten Layout’ eines Graphen von grofier Bedeutung fiir eine
Vielzahl von Anwendungen, in denen etwa Planungen oder Abhéngigkeitsstrukturen sichtbar gemacht
werden sollen.
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S U1 V1
U1
[
V4 2
t
V4
‘ v,
U3 - " 4
Ve
S v,
Ve 5
S
Ve
t t

2.21 Abbildung. Drei Darstellungen des Autobahngraphen aus Abbildung 2.20 (rechts). Die
Nummerierung der Knoten definiert Isomorphismen gemifi Bezeichnung 2.2.36.

mit Hilfe von Definition 2.2.6 allerdings auch mit Hilfe des folgenden Kriteriums festge-
stellt werden.

2.2.35 Lemma. Seien G; := (V1,E1) und Gy := (Va,E2) Graphen. Gy und Go sind
(mit der Identifikation gemdf$ Bezeichnung 2.2.28) genau dann isomorph, wenn es eine
bijektive Abbildung T : Vi — Vo gibt, so dass fir alle v,w aus Vy gilt

fowle By = {r(v),r(w)} € Es.
Beweis: ‘=’ Fir k =1,2sei v : B, — (‘g’“) definiert durch
ecEy hvweVp Ae={vw} = ple):={vw}.

Ferner seien 7y, und 7z, Ordnungen auf Vi bzw. E, mit Sg, = Sg,. Nach Definition
der Inzidenzmatrizen folgt daher fiir i = 1,...,|V;| und j = 1,... | E)]|

v (i) €n(re, (7)) &  Tw(i) € va(TE,(5)).
Mit
T =Ty, O T;ll

folgt daher
{vw}e By, < {7(v),7(w)} € Es.

‘<=’ Sei 7 : By — Es fiir e := {v,w} definiert durch
#(e) = {7(v),7(w)}.
Seien nun 7y, bzw. 7z, beliebige Ordnungen auf V4 bzw. E; und setze
T, :=TOTy, N Tg, =TOTE,.
Dann sind 7y, bzw. 75, Ordnungen auf Vo bzw. Es, und es gilt
Sa, (v, TEy) = Sy (Tvy s TE, )-

Insgesamt folgt damit die Behauptung. O
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2.2.36 Bezeichnung. Seien Gy := (V1,E7), G2 := (Va,E3) Graphen und 7 : Vi — Vs
eine bijektive Abbildung mit

fowlte By <= {7(v),7(w)} € E»
fiir alle v,w € Vi. Dann heifit 7 Isomorphismus und fiir G1 = Go Automorphismus.

Im Allgemeinen ist es nicht klar, wie man ohne ‘Durchprobieren’ (wenigstens eines
signifikanten Teils) aller moglicher Bijektionen zwischen den Knotenmengen von zwei
gegebenen Graphen entscheiden kann, ob diese isomorph sind. Tatséchlich versteckt sich
hinter dieser Frage eines der bekanntesten und wichtigsten offenen algorithmischen Pro-
bleme der Diskreten Mathematik; vgl. Forschungsproblem 3.4.27.

Wir fiithren nun einige Klassen von besonders wichtigen Graphen und Teilgraphen
ein. Von zentraler Bedeutung fiir viele Probleme der kombinatorischen Optimierung sind
die vollsténdigen Graphen, die untereinander genau dann isomorph sind, wenn ihre Kno-
tenzahl {ibereinstimmt.

2.2.37 Definition. Sei G := (V,E) ein Graph, und es gelte
veVAweV\{v] = {vw}eckE.

Dann heifit G vollstdndig. Der vollstindige Graph auf der Knotenmenge V' wird auch
mit Ky bezeichnet. Interessiert nur die Isomorphieklasse und ist n := |V|, so schreibt
man auch K, und spricht von dem vollstindigen Graphen auf n Knoten.

Ersetzt man die Bedingung durch E := {(vw) : v € V. A w € V \ {v}} so erhilt
man den vollstindigen gerichteten Graphen aufV .

2.2.38 Bemerkung. Sei G := (V,E) ein vollstindiger Graph. Dann gilt |E| = (“;l).

Beweis: Jede 2-elementige Teilmenge von V' ist eine Kante; hiervon gibt es genau

(. O

2.2.39 Beispiel. Abbildung 2.22 skizziert die vollstindigen Graphen auf 1 bis 5 Knoten.

2.22 Abbildung. Darstellungen von K; bis K.

Biaume und Wilder: Wir betrachten nun eine andere Klasse von speziellen Gra-
phen, Baume und Wilder. Sie treten direkt in der Praxis auf, etwa wenn Versorgungslei-
tungen eines gegebenen Netzes moglichst kostengiinstig angemietet werden sollen. Baume
sind aber auch Grundlage fiir eine Vielzahl von effizienten (approximativen) Algorithmen
fiir andere Probleme der Optimierung.
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2.2.40 Definition. Sei G := (V,E) ein Graph.
(a) G heifft Baum [engl.: tree], wenn G zusammenhingend und kreisfrei ist.
(b) Ist G kreisfrei, so heifst G Wald [engl.: forest].
(¢) Ist G ein Wald, so heifit jeder Knoten v von G mit deg(v) =1 Blatt [engl.: leaf].

(d) Ein Teilgraph T := (Vp,Er) von G heifit aufspannender Baum oder Spann-
baum [engl.: spanning tree], falls T ein Baum ist und Vp =V gilt.

2.23 Abbildung. Links: ein Baum. Rechts: ein Graph mit (fett eingezeichnetem) Spannbaum.

Aufler in trivialen Fillen besitzen Baume Blétter.

2.2.41 Bemerkung. Sei G := (V,E) ein Baum mit |E| > 1. Dann besitzt G mindestens
zwet Bldtter.

Beweis: Sei W ein Weg in G maximaler (kombinatorischer) Lénge. Dann sind die
Endknoten von W Blatter von G. O

Die folgenden Aussagen enthalten niitzliche Charakterisierungen von Baumen.

2.2.42 Lemma. Sei G := (V,E) ein Graph. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(a) G ist ein Baum.
(b) Fiir je zwei Knoten vyw € V emistiert genau ein v-w-Weg in G.
(c) G ist zusammenhingend, aber fir kein e € E ist (V.E\ {e}) zusammenhingend.

(d) G ist kreisfrei, aber fir alle vow € V mit v # w und e := {v,w} & E enthdlt
(V,E U {e}) einen Kreis.

Beweis: ‘(a) = (b)’ Da G ein Baum ist, existiert fiir je zwei Knoten v,w € V
mindestens ein v-w-Weg in G. Gébe es zwei verschiedene v-w-Wege, so enthielte G einen
Zyklus und nach Bemerkung 2.2.10 (b) einen Kreis.

‘(b) = (c)’ Wire (V,E\ {e}) fiir ein e € E zusammenhéingend, so wéren die beiden
zu e gehorenden Knoten durch zwei verschiedene Wege in G miteinander verbunden.
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‘(¢) = (d)’ Enthielte G einen Kreis, so konnte man eine beliebige seiner Kanten
entfernen, ohne den Zusammenhang zu verlieren. Wire fiir ein Paar v,w € V mit v # w
und e := {v,w} ¢ E der Graph (V,E U {e}) kreisfrei, so wiren v und w in G nicht
verbunden.

‘(d) = (a)’ Enthielte G zwei verschiedene Zusammenhangskomponenten S; und Ss,
so konnte zwischen einem beliebigen Knoten aus S; und einem beliebigen Knoten aus S
eine Kante eingefiigt werden, ohne, dass ein Kreis entsteht. [

2.2.43 Korollar. Sei G := (V,E) ein Baum mit |V| > 1. Dann gilt |E| =|V]|— 1.

Beweis: Der Beweis wird mittels vollstdndiger Induktion iiber die Knotenzahl |V|
gefiihrt. Fiir |V| = 1 ist nichts zu zeigen. Seien also G := (V,F) ein Baum mit |V| > 2,
v ein Blatt von G und e eine v enthaltende Kante von G. Dann ist nach Lemma 2.2.42
(b) (V\ {v},E\ {e}) ein Baum, und es folgt nach Induktionsvoraussetzung

Bl = [E\{e}| +1=[V\{v}| = V| -1,

und damit die Behauptung. Ol

2.2.44 Korollar. Sei G := (V,E) ein Graph mit |V| > 1. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) G ist ein Baum.
(b) G ist kreisfrei, und es gilt |E| = |V| — 1.
(c) G ist zusammenhdingend, und es gilt |E| = |V| — 1.

Beweis: ‘(a) = (b) A (c¢)’ folgt direkt aus Korollar 2.2.43.

‘(b) = (a)’ Sei T := (V,Er) ein kantenmaximaler kreisfreier Graph, der G als Teil-
graph enthélt. Nach Lemma 2.2.42 (d) ist 7" ein Baum, und aus Korollar 2.2.43 folgt
|Er| =|V]—1, also E = Ep und damit G =T

‘(¢) = (a)’ Sei T := (V,Er) ein kantenminimaler zusammenhéngender Teilgraph
von G. Nach Lemma 2.2.42 (c) ist 7' ein Baum, und aus Korollar 2.2.43 folgt |Ep| =
[V|—1=|E|,also G=T. O

2.2.45 Korollar. Sei G := (V,E) ein zusammenhingender Graph. Dann besitzt G einen
Spannbaum.

Beweis: Sei T := (V,Er) ein zusammenhingender Teilgraph minimaler Kantenzahl.
Dann ist T nach Lemma 2.2.42 (c¢) ein Baum, somit ein Spannbaum. U

Matchings und der Satz von Hall: Wir kommen nun zu einer anderen wich-
tigen Struktur, den Matchings. Zu ihren praktischen Anwendungsfeldern gehéren Pro-
bleme wie die Einteilung von Arbeitskriften (Manpower-Planning), die Chromosomen-
Klassifikation, die Flugverkehrskontrolle, das Job Scheduling auf parallelen Maschinen
und viele andere.

Daneben treten Matchings auch als ‘Substruktur’ bei der Behandlung zahlreicher
anderer Probleme der kombinatorischen Optimierung auf.
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2.2.46 Definition. Seien G := (V,E) ein Graph und M C E.

(a) Seiv € V. Der Knoten v wird von M tberdeckt, wenn

gilt. M heiffit Knotentiberdeckung von G, wenn jeder Knoten aus V' von M tiber-
deckt wird.

(b) M heifit Paarung oder Matching, wenn gilt

{Ul,wl} e MA {1]2711}2} e MA {Ul,wl}ﬂ{’vg,’wg} 75 @ — {thl} = {UQ,U}Q}.

(¢c) M heifst perfektes Matching, wenn M ein Matching und eine Knoteniiberdeckung
von G ist.

(d) Ist ¢ : E — R und ist M* ein Malching bzw. perfektes Matching in G, so heifit
M* genau dann ein (bez. ¢) mazximales Matching bzw. maximales perfektes
Matching, wenn M* den Wert

O

eeM
unter allen Matchings bzw. perfekten Matchings in G maximiert.

Sind speziell ¢ = 1 und M* ein bez. ¢ maximales Matching, so heifst M* ein
kardinalitdtsmazximales Matching.

2.2.47 Beispiel. Die beiden Graphen G1 und Go seien wie in Abbildung 2.24 gegeben.
Die hervorgehobenen Kanten geben jeweils Matchings an. Beide sind kardinalititsmazi-
mal, das rechts abgebildete ist perfekt.

2.24 Abbildung. Kardinalitdtsmaximale Matchings in Graphen G1 (links) und G2 (rechts).
Das Matching in G2 ist perfekt.

Von besonderer Bedeutung fiir Anwendungen, aber auch wegen ihrer (spéter noch
genauer analysierten) besonders ‘gutartigen Struktur’ sind Matchings in der folgenden
eingeschriankten Klasse von Graphen.

2.2.48 Definition. Fin Graph G := (V,E) heifst bipartit, wenn es eine zugehdrige
Partition {V1,Va} von V gibt mit
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{vwle F = {vwlnVi#0A {v,w}nVs #0.
Sind G bipartit, {V1,Va} eine zugehorige Partition und gilt
v €EVI A v eV - {1)1,1)2} S E,

so heifit G vollstindig bipartiter Graph. Mit ny := |Vi| und ng := |Va| wird er (bzw.
seine Isomorphieklasse) mit K, n, bezeichnet.

2.25 Abbildung. Darstellung des vollstéindigen bipartiten Graphen Ky 3.

2.2.49 Beispiel. In dem schon in Sektion 1.2 beschriebenen Beispiel der Zuordnung
von Personen Pi,Py,P3,Py vom Geschlecht Ty zu Personen Q1,Q2,Q3 vom Geschlecht
Ty mit I'y # Ty zur Mazimierung der Summe der Kompatibilititskoeffizienten v; ; kann
man die Personen vom Geschlecht T'y bzw. Ty als Knotenmenge Vi := {v1,v2,v3,04} bzw.
Vo = {vs,v6,07} auffassen. Wird fiir jedes (getrennt geschlechtliche) Paar eine Kante
gebildet, so erhdlt man den vollstindigen bipartiten Graphen K4 3; vgl. Abbildung 2.25.
Durch ¢({vi,v;}) = i, fiir i = 1,2,3,4 und j = 5,6,7 wird eine Funktion ¢ auf den
Kanten von K43 definiert. Gesucht ist also ein bez. ¢ mazimales Matching in K4 3.

Das folgende Lemma gibt eine Charakterisierung bipartiter Graphen mittels Kreisen.

2.2.50 Lemma. Sei G := (V,E) ein Graph. G ist genau dann bipartit, wenn G keinen
Kreis ungerader Linge enthilt.

Beweis: ‘= Sei (V1,V3) eine Knotenpartition, so dass die induzierten Teilgraphen
Gy, und Gy, keine Kanten enthalten. Jeder Kreis muss gleich viele Knoten in V; wie in
V4 enthalten, also gerade Lénge besitzen.

‘<=7 Offenbar reicht es, die Aussage fiir Zusammenhangskomponenten zu beweisen.
Sei also G zusammenhéngend. Nach Korollar 2.2.45 besitzt G einen Spannbaum; sei
T := (V,Er) ein solcher. Ferner sei s € V. Nach Lemma 2.2.42 (b) gibt es zu jedem
Knoten v € V' genau einen s-v-Weg W (v) in T'. Sei p(v) seine Linge, und fiir k£ = 0,1 sei

Vig1 :={v eV :p(v) =k (mod2)}.

Dann ist {V;,V2} eine Partition von V. Natiirlich liegen die beiden Knoten jeder Kante
von T in verschiedenen Mengen der Partition, und es bleibt zu zeigen, dass das auch fiir
die restlichen Kanten von G gilt. Seien also v,w € V mit e := {v,w} € E\ Ep. Nach
Lemma 2.2.42 (d) enthélt (V,Er U {e}) einen Kreis, und nach Voraussetzung hat dieser
gerade Lange. Somit haben der s-v-Weg in T" und der s-w-Weg in T unterschiedliche
Lénge modulo 2, d.h. v und w liegen in verschiedenen Mengen der Partition.

Insgesamt folgt damit die Behauptung. Ol
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In Beipiel 2.2.49 existiert kein perfektes Matching. Das liegt natiirlich daran, dass
es mehr Personen vom Geschlecht I'; als vom Geschlecht I'y gibt. Allgemeiner ist es fiir
die Existenz eines perfekten Matchings in einem bipartiten Graph G mit zugehoriger
Knotenpartition (V4,V3) offenbar notwendig, dass es kein k£ € {1,2} und keine Teilmenge
Ui von Vi, gibt, zu der weniger als |Uj| Knoten benachbart sind. Tatsdchlich ist diese
Bedingung der ‘Reichhaltigkeit der Nachbarschaft’ sogar hinreichend.

2.2.51 Satz. (Satz von Hall*)
Seien G := (V,E) ein bipartiter Graph und {Y,Z} eine zugehirige Partition von V. Dann
sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(a) Es gibt ein Matching M in G mit |M| =Y.
(b) Fiir jede Teilmenge U von'Y gilt |N(G,U)| > |U].
Beweis: Da die Richtung ‘(a) = (b)’ trivial ist, bleibt nur die Umkehrung ‘(b) =
(a)’ zu zeigen. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis.
Sei M ein kardinalitéitsmaximales Matching in G, aber es gelte |M| < |Y|. Sei y1

ein Knoten von Y, der in keiner Kante aus M enthalten ist. Mit Y7 := {y1} gilt nach
Voraussetzung |N(G,Y1)| > |Y1| = 1. Seien

21 € NGY) AN Zy={x1} AN e :={y1,;a} AN Ei:={e}.

Wiire 21 in keiner Kante von M enthalten, so wire M U{e;} ein um eine Kante grofieres
Matching, im Widerspruch zur Maximalitdt von M. Seien also

Yo € Y\Y1 AN my = {yQ,Zl} eM AN Yo=Y U {yg} A M= {ml}

Nach Voraussetzung gilt ’N(G7Y2)’ > |Ya| =2 > 1 = |Zy]. Selen daher zo € Z \ Zj,
Zy = Z1 U{z2} und es € §(G,Y2) mit 22 € eo und Es := Eq U {e2}. Da y; nicht von M
itberdeckt wird und y, € m; gilt, folgt ea & M.

Y1 Z1

Z2

2.26 Abbildung. Links: Bipartiter Graph G mit Matching M, nicht iiberdeckter Knoten y;.
Mitte: 1. Schritt: Konstruktion von z; und y2. Rechts: 2. Schritt.

Induktiv setzen wir nun die Konstruktion solange wie moglich fort. Nach Vorausset-
zung gilt stets
IN@GY)| 2 [Yi| =i>i—1=|Zi].

Somit muss der letzte hinzukommende Knoten z; in Z liegen. Die Konstruktion bricht
also mit den Knotenmengen

34 Philip Hall, 1904 — 1982.
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Y. CcY AN ZpCZ

und den Kantenmengen
E,.CE\M AN Mp1CM

ab. Sei
T:= (Yk U Zy, By, U Mkfl).

Nach Konstruktion ist 7" zusammenhéngend und kreisfrei, also ein Baum.

2.27 Abbildung. Links: Mit z3 bricht die Konstruktion ab. Die gestrichelten Kanten bilden
den Baum 7. Mitte: y1-z3-Weg W. Rechts: Vergroflertes, maximales Matching M ™.

Seien W der nach Lemma 2.2.42 (b) eindeutig bestimmte y1-z;-Weg in T, Ey die
Menge seiner Kanten sowie My := Ew N M und Nw := Ey \ M. Da W nicht mehr
verlingert werden kann, liegt 2z in keiner Kante von M. Setzt man daher

]\/.[* = (M\Mw) U]\/VV[/7
so ist M* ein Matching in G mit
|M*[ = [M]+1,

im Widerspruch zur Maximalitit von M. Somit folgt |M| = |Y'| und damit die Behaup-
tung. O

Als Folgerung aus Satz 2.2.51 erhélt man ein Kriterium fiir die Existenz perfekter
Matchings.

2.2.52 Korollar. (Heiratssatz)
Seien G := (V,E) ein bipartiter Graph und {V1,V2} eine zugehdorige Partition von V. Es
gibt genau dann ein perfektes Matching in G, wenn firi = 1,2 gilt

Beweis: ‘=’ folgt direkt aus Satz 2.2.51.

‘<’ Nach Satz 2.2.51 gibt es fiir ¢ = 1,2 ein Matching M; mit |M;| = |V;]. Es folgt
[Vi| < |Va| sowie |Vh]| > |Va|, also |Vi| = |Va|, und die Kanten von M; iiberdecken ganz
V. O

2.2.53 Beispiel. Sei G der in Abbildung 2.28 (links) gegebene bipartite Graph. Besitzt
G ein perfektes Matching? Sei Z := {z3,25}. Dann gilt N(G,Z) = {ya}. Somit ist
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Y1 21
Y2 z2
Ys Z3
Ya Z4
Ys Z5

2.28 Abbildung. Links: Bipartiter Graph G. Mitte: zweielementige Knotenmenge in Z und
zugehorige einelementige Menge N(G,Z). Rechts: kardinalitidtsmaximales Matching.

2= 2| > IN(@G.2)| = 1,

und nach dem Heiratssatz 2.2.52 muss mindestens ein Knoten von Z ‘ungepaart’ bleiben.
Es gibt aber ein Matching M der Kardinalitit 4; es ist in Abbildung 2.28 (rechts)
angegeben.

Im Beweis von Satz 2.2.51 war der konstruierte Weg W von zentraler Bedeutung, da
man mit seiner Hilfe ein gegebenes Matching vergroflern konnte. Solche Wege fiithren auch
in allgemeinen Graphen zur Charakterisierung kardinalititsmaximaler Matchings.®

2.2.54 Definition. Seien G := (V,E) ein Graph, M ein Matching, W ein eigentlicher
Weg in G mit Kantenmenge Eyw und A := Ew \ M. W heifit alternierend bez. M,
wenn A ein Matching in G ist. W heifst Augmentationsweg®® bez. M in G, wenn W
alternierend ist und seine Endknoten nicht von M tberdeckt werden.

2.2.55 Bemerkung. Seien G := (V,E) ein Graph, M ein Matching, W ein Augmenta-
tionsweg in G mit Kantenmenge Ew und A := Ew \ M. Ferner sei

M* = (M\ Ew) UA.
Dann ist M* ein Matching mit |M*| = | M|+ 1.

Beweis: Da die beiden Endknoten von W nicht von M iiberdeckt werden und jeder
innere Knoten in genau einer Kante von M liegt, ist kein Knoten von GG in mehr als einer
Kante von M* enthalten; M* ist also ein Matching. Aus |A| — |[M N Ew| = 1 folgt die
Behauptung. O

2.2.56 Bezeichnung. Das Matching M* gemdfS Bemerkung 2.2.55 wird als (mittels
W) augmentiertes Matching bezeichnet.

Nach Bemerkung 2.2.55 besitzt ein kantenmaximales Matching keinen Augmentati-
onsweg. Tatséchlich gilt auch die Umkehrung, und wir erhalten die folgende Charakteri-
sierung.

35 Entsprechend gewichtete Verallgemeinerungen werden spiter ebenfalls von Bedeutung sein.
36 augmen (lat.) Vermehrung, Zuwachs.
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2.2.57 Lemma. Seien G := (V,E) ein Graph und M ein Matching in G. Das Matching
M st genau dann kardinalititsmazimal, wenn es keinen Augmentationsweg bez. M in G
gibt.

Beweis: Die Aussage ‘=" folgt aus Bemerkung 2.2.55.
‘=’ Sei M ein nicht kardinalitdtsmaximales Matching in G. Dann gibt es ein Mat-
ching groferer Kardinalitit in G. Sei M™* ein solches. Seien

Fo=(M\M UM \M) A U:=|]e

eckF

Dann ist S := (U,F) ein nichtleerer Teilgraph von G, und es gilt
uelU = degg(u) <2.

Die Zusammenhangskomponenten von S sind also Wege und Kreise, wobei die Kanten
von M und M™ jeweils alternieren. Die Kreise enthalten also gleichviele Kanten von M
und M*; bei den Wegen ist die Differenz héchstens 1. Wegen |M*| > |M| + 1 gibt es
einen Weg in S, der eine Kante mehr aus M* enthélt als aus M dieser ist ein gesuchter
Augmentationsweg. L

Prinzipiell kann man bereits mit Lemma 2.2.57 kardinalitdtsmaximale Matchings
konstruieren. Man starte mit einem beliebigen (etwa dem leeren) Matching und ver-
groflere dieses sukzessive mittels eines Augmentationsweges. Ist also M das aktuelle Mat-
ching, so ist GG systematisch nach potentiellen Augmentationswegen abzusuchen, um M
zu verbessern oder nachzuweisen, dass M bereits optimal ist. Nach Ubungsaufgabe 2.4.11
konnen bipartite Graphen allerdings exponentiell viele Wege enthalten, die man im Allge-
meinen nicht alle ‘durchsuchen’ kann. Man kann jedoch die Suche effizient strukturieren.
Betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

2.2.58 Beispiel. Sei G := (V,E) der bipartite Graph aus Abbildung 2.29. Die Knoten
sind in die Mengen

Y = {y1,y2,93,94,95) A Z:={21,22,23,24,25}

partitioniert. Gegeben sei ferner das Matching

M= {{m b {yson ) {y 22} -

Y1 Y2 Y3 Ya Ys

Z1 Z2 z3 Z4 25
2.29 Abbildung. Bipartiter Graph G mit Matching M.

Offenbar ist M nicht kardinalititsmazimal, und wir suchen (ganz analog zum Beweis
von Satz 2.2.51) systematisch einen Augmentationsweg. Da y1 von M nicht iberdeckt
wird, fangen wir mit y; an.
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Jeder der in y1 beginnenden potentiellen Augmentationswege startet alternativ mit
der Kante {y1,21} oder der Kante {y1,22}. Da sowohl z1 als auch zo in Kanten aus M
enthalten sind, werden als nichstes die Matchingkanten {ys,z1} bzw. {ya,22} durchlaufen.
Von ys kann man iber {ys,za} weiter laufen; danach schliefit sich die Matchingkante
{y2,24} an. Von ys aus kommt man zu z3 und erhilt den Augmenationsweg

Wi = (?Jlazhy372’47y2723)-

(Von ya kénnte man prinzipiell auch in den Knoten zy ‘zuricklaufen’. Diese Mdglichkeit
braucht aber nach dem Beweis von Satz 2.2.51 nicht beriicksichtigt zu werden und fihrt
auch zu keinem Augmentationsweg.)

21 Y3 Z4 Y2 z3
L 4 O . 4 O

Z2 Ya z5

2.30 Abbildung. Die nicht gestrichelten Kanten bilden einen zu y: gehérenden ‘alternierenden
Baum’ bez. M. Die gestrichelte Kante entfilllt, weil in der verwendeten ‘Suchreihenfolge’ ein
Endknoten bereits erfasst war, bevor sie an die Reihe kam.

Geht man tber za, so spaltet sich der Teilgraph in ys erneut auf: wir kénnen im
Prinzip iiber jede der beiden Kanten {ys,za} oder {ya,zs} weiterlaufen. Der vorher noch
nicht erreichte Knoten zs wird nicht von M 1iberdeckt; also ist

W := (y1,22,Y4,%5)

ein Augmentationsweg; vgl. Abbildung 2.30. Die (gestrichelt gezeichnete) Kante {ys,z4}
hingegen erreicht keinen neuen Knoten, da wir zu z4 ja bereits iber z1 gelangt waren.
Aber es gibt durchaus einen Augmentationsweg, der diese Kante enthdlt, niamlich

W3 = (y17227y47247y2723)~

Da der Kreis (y1,22,Y1,24,Y3,21,51) sechs Kanten besitzt, also gerade Linge hat (wie sich
das fiir Kreise in bipartiten Graphen gehért), besitzen beide y1-z4- Wege gerade oder bei-
de ungerade Linge. Da sie alternierend sind und y; nicht iberdeckt ist, muss ihre Linge
ungerade sein; hier ist sie jeweils 3. Die Fortsetzung tiber z4 hinaus hdingt also nicht
davon ab, welcher der beiden alternierenden Wege zu z4 durchlaufen wurde. Die Nicht-
beriicksichtigung der Kante {y4,2z4} bei der Suche nach Augmentationswegen verringert
zwar die Anzahl der ‘findbaren’ Augmentationswege, hat aber keinen Einfluss darauf, ob
unsere Suche tberhaupt erfolgreich ist. Man kann sich also auf einen Baum beschrinken.
Da y1 nach einer Augmentierung bereits tiberdeckt ist, kommt es auch gar nicht auf die
genaue Anzahl der von y1 ausgehenden Augmentationswege an.

Wihlen wir zur Augmentation Wi, so erhalten wir das in Abbildung 2.31 (oben)
dargestellte augmentierte Matching M'. Es ist noch nicht optimal, da der unten darge-
stellte ‘Augmentationsbaum’ noch einen Augmentationsweg enthilt (ja tatsichlich selbst
ein solcher ist).

Das entsprechend augmentierte Matching M™ ist in Abbildung 2.32 skizziert. Es ist
perfekt, also natirlich auch kardinalititsmazimal.
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Yyr Y2 Y Ya Ys

Ys Z4 Yz 21 Y1 Z2 Yis Zz5

2.31 Abbildung. Matching M’ und Augmentationsweg.
Yy Y2 Ys Y4 Y5

2.32 Abbildung. Optimales Matching M™.

Tatsédchlich kann man mit der exemplifizierten Methode kardinalitdtsmaximale Mat-
chings in bipartiten Graphen G effizient finden. Zentral ist dabei die in Beispiel 2.2.58
festgestellte Eigenschaft, dass zur Verbesserung nur sukzessiv konstruierte Teilbdume von
G betrachtet zu werden brauchen, da es wegen der Bipartitheit nur darauf ankommt, ob
man einen Knoten erreicht, nicht aber wie, also auf welchen Wegen, man ihn erreichen
kann. Genauer gilt die folgende Aussage.

2.2.59 Lemma. Seien G := (V,E) ein bipartiter Graph, v1 :== w1 :==v € V, p,g € N,
vp i=wy r=w €V und Wy = (vy,...,0p), Wa i= (w1,...,w,) 2wei v-w-Wege in G. Sind
ueV,iep]undje[q mitu=v; =w;, sogilti=j(mod?2).

Beweis: Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Sei (G,v,w,W;,Ws) ein in folgendem
Sinn minimales Gegenbeispiel: W7 und Wa sind Wege, fiir die die Behauptung nicht gilt,
mit minimaler symmetrischer Differenz der Kantenmengen.

Sei S der aus allen Knoten und Kanten von W; und Wy gebildete Teilgraph von
G. Dann enthilt S einen Kreis K. Die Kanten von W; in K bzw. W5 in K bilden
jeweils einen Weg W1 (K) und W3(K). Da G bipartit ist, hat K gerade Linge, d.h.
die Paritéten der Kantenzahlen von Wi (K) und Wa(K) stimmen iiberein. S kann nicht
selbst der Kreis K sein, da sonst kein Gegenbeispiel vorlige. Sei W] der aus Wi durch
Ersetzung von W1 (K) durch W5 (K) entstehende Weg. Dann ist W7, Wa noch immer ein
Gegenbeispiel, allerdings mit kleinerer symmetrischer Differenz der Kantenmengen. Das
ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, und des folgt die Behauptung. [

Mit Lemma 2.2.59 ist es moglich, die Anzahl der zu betrachtenden Wege dramatisch
zu reduzieren und sich tatséchlich auf Baume zu beschrénken. (Man vergleiche auch noch
einmal die Konstruktion im Beweis von Satz 2.2.51.)

2.2.60 Definition. Seien G := (V,E) ein bipartiter Graph mit zugehdoriger Partition
{Y,Z} von V, y € Y und M ein Matching in G, das y nicht iberdeckt. Sei T := (Vp,Er)
ein (inklusions-) mazimaler Baum in G mit y € Vr, so dass jeder Weg in T mit End-
knoten y alternierend ist. Dann heifst T Augmentationsbaum zu y in G.
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Das folgende Korollar zeigt, dass man sich in bipartiten Graphen bei der Suche
nach Augmentationswegen durch einen nicht iiberdeckten Knoten y auf einen beliebigen
Augmentationsbaum zu y in G beschrianken kann.

2.2.61 Korollar. Seien G := (V,E) ein bipartiter Graph mit zugehoriger Partition
{Y.Z} von V, y € Y, M ein Matching in G, das y nicht iberdeckt, und T := (Vp,Er)
ein Augmentationsbaum zu y in G. Es gibt genau dann einen Augmentationsweg bez. M
in G mit Endknoten y, wenn es einen solchen in T gibt.

Beweis: Die Richtung ‘<=’ ist klar. Zum Beweis von ‘=" sei W ein Augmentationsweg
in G mit Endknoten y und z. Wir zeigen zunichst mittels Widerspruchsbeweises, dass
alle Knoten von W in T liegen. Seien w der von y aus erste Knoten aus W, der nicht
in T liegt, v sein Vorgénger und e := {v,w}. Nach Lemma 2.2.59 hat w in W gleichen
Abstand modulo 2 von y wie in T'. Der alternierende y-v-Weg in T' kann somit mittels e
verlingert werden, im Widerspruch zur Maximalitit von 7. Somit liegen tatséchlich alle
Knoten von W in T, insbesondere also z.

Sei W der eindeutig bestimmte y-z-Weg in T'. Da W ein Augmentationsweg ist, ist
nach Lemma 2.2.59 auch Wr ein solcher, und es folgt die Behauptung. O

Insgesamt erhélt man nun folgenden Algorithmus zur Konstruktion kardinalitéts-
maximaler Matchings in bipartiten Graphen.

2.2.62 Prozedur: Kardinalititsmazimales Matching in bipartiten Graphen (Grundstruk-
tur).
INpPUT: Bipartiter Graph G := (V,E), zugehéorige Partition {Y,Z} von V
OurpuT: Kardinalitéitsmaximales Matching M in G
BEGIN M+ 0;U«+Y
BEGIN
WHuiLE U # () Do
BEGIN
Wiéhle y € U
Konstruiere einen Augmentationsbaum T := (Vp,Er) zu y in G
IF T enthilt einen Augmentationsweg W
THEN M <« mittels W augmentiertes Matching; U + U \ UeeM e
ELsE U < U \ {y}
END
END
END

2.2.63 Satz. Sei G := (V,E) ein bipartiter Graph. Dann findet Prozedur 2.2.62 ein
kardinalititsmaximales Matching.

Beweis: Da jeder Augmentationsweg einen Endknoten in Y und einen in Z haben
muss, ist die im Algorithmus vorgenommene Einschrankung auf Y irrelevant.

Sei y nicht iiberdeckt. Eine Augmentation fiihrt dazu, dass y iiberdeckt wird. Alle
vorher {iberdeckten Knoten bleiben ferner iiberdeckt.

Nach Korollar 2.2.61 findet der Algorithmus solange sukzessive Augmentationswege,
bis kein solcher mehr in G existiert. Nach Lemma 2.2.57 ist das gefundene Matching dann
aber maximal. O

Prozedur 2.2.62 benétigt hochstens |Y'| Schritte. Der Rechenaufwand pro Schritt be-
steht im Wesentlichen in der Konstruktionen eines Augmentationsbaums. Das kann man
einfach als eine spezielle ‘Suche’ in G organisieren, ndmlich als ‘Breitensuche’. Sektion
3.1 geht ndher auf Suchstrategien in Graphen ein.
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Der Algorithmus kann noch in mehrfacher Hinsicht ‘verkiirzt” werden. Falls es etwa
zu einem Knoten y keinen Augmentationsweg gibt, so muss jeder Augmentationsweg in
G knotendisjunkt zu jedem Augmentationsbaum zu y sein; vgl. Ubungsaufgabe 2.4.22.
Das Verfahren kann ferner eleganter (wenn auch nicht wirklich iibersichtlicher) gefasst
werden, wenn man ausnutzt, dass die Matchingkanten in Augmentationsbdumen ja keine
Alternativen erlauben, also eigentlich kontrahiert werden konnen.

Zum Abschluss dieser Sektion soll noch gezeigt werden, dass das ‘Fehlen’ von Lemma
2.2.59 im Fall nicht bipartiter Graphen die Suche nach Augmentationswegen wesentlich
komplizierter macht.

2.2.64 Beispiel. Seien G := (V,E) der in Abbildung 2.33 dargestellte Graph mit dem
aus den fett gezeichneten Kanten bestehenden Matching M .

Ys yr e Y13
Y1 Y2 Y15 Y16
Ys Y9
Ys O O Y14
Ye Y10
Y4 Y12

2.33 Abbildung. Nicht-bipartiter Graph G mit Matching M.
Das Matching M ist nicht maximal;

(yl »Y2,Y3,Y4,Y96,Y8,Y9,Y10,Y12,Y14,Y15 71/16)

ist ein Augmentationsweg; vgl. Abbildung 2.34 (oben). Unten in derselben Abbildung sind
zwei Augmentationsbdume markiert, zu yy bzw. zu y16. Keiner von ihnen enthdlt einen
Augmentationsweg, d.h. Korollar 2.2.61 ist fir nicht bipartite Graphen im Allgemeinen
falsch. Das liegt daran, dass bereits Lemma 2.2.59 nicht mehr gilt. Je nachdem, ob man
von y1 aus ‘oben durch das Fiinfeck’ oder ‘unten herum’ zu y4 geht, ist y4 der siebte oder
vierte Knoten; die Paritit hingt also sehr wohl davon ab, wie man zu y4 gelangt.

2.34 Abbildung. Augmentationsweg (oben), Augmentationsbdume (unten), jeweils schraffiert.

Beschrdinkt man also die Suche auf jeweils einen beliebigen Augmentationsbaum, so
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hat man keine Garantie mehr, einen Augmentationsweg zu finden. Der Suchprozess kann
somit nicht in gleicher Weise reduziert werden, wie im bipartiten Fall.

Wir werden spéter sehen, dass auch das generelle Matchingproblem effizient gelost
werden kann; es ist allerdings wesentlich komplizierter.

Es gibt vielfdltige praktische Anwendungen fiir dieses und andere Probleme dieser
Sektion, unter anderem in der Telekommunikation, der Arbeitsplanung fiir stédtische
Dienste (Miillabfuhr, Schneerdumdienste) oder bei der Maschinenbelegungsplanung. Auf
verschiedene dieser Probleme, ihre mathematische Modellierung und algorithmische Be-
handlung wird in spéiteren Kapiteln eingegangen.

2.3 Von Basen zu diskreten Strukturen: Matroide

Diese Sektion verallgemeinert sowohl den Begriff der Basen endlich-dimensionaler Vek-
torrdume aus der linearen Algebra als auch den Begriff der Kreise in Graphen. Insbeson-
dere wird eine Struktur eingefiihrt, die dadurch charakterisiert werden kann, dass sich
bestimmte Optimierungsprobleme leicht durch eine einfache ‘lokale Methode des grofiten
Gewinns’ 16sen lassen.

Unabhingigkeitssysteme und Matroide: Wir beginnen mit zentralen Begriffen
und Konzepten, geben einige typische Beispiele und leiten erste strukturelle Ergebnisse
her.

2.3.1 Definition. Seien E eine endliche Menge und & eine nichtleere Menge von Teil-
mengen von E. Das Paar (E,E) heifit Unabhdngigkeitssystem [engl.: independence
system], wenn & abgeschlossen unter Inklusion ist, d.h. wenn gilt:

leENIJCI = Jeé&

Sei (E,E) ein Unabhingigkeitssystem. Dann heifft E Grundmenge von (E.E), die Ele-
mente von & heiffen unabhdngig oder unabhidngige Mengen, die Elemente von 28\ €
abhdngig. Gilt ferner

[JeEN+1=1J = 3Jee\I): IU{e}eé,

so heifit (E,E) Matroid. Die letzte Bedingung wird Austausch- oder Ergidnzungsbe-
dingung genannt.

2.3.2 Bemerkung. Sei (E.£) ein Unabhingigkeitssystem. Dann gilt ) € E. Ferner ist
(B,E) genau dann ein Matroid, wenn

LJeEN|<|J] = 3FeeJ\I): ITU{eteé&
gilt.

Beweis: Da nach Voraussetzung € # () gilt und £ unter Inklusion abgeschlossen ist,
folgt @ € £.

Die Richtung ‘<=’ der zweiten Aussage ist klar, ‘=’ folgt durch Anwendung der
Austauschbedingung auf eine beliebige Teilmenge von J der Kardinalitét |I]| + 1. O

Wir geben nun einige Standardbeispiele fiir Matroide.
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2.3.3 Lemma. Firi=1,2,3,4 scien E; endliche Mengen und & C 2% wie nachfolgend
spezifiziert:

(a) 51 = 2E1;
(b) Seien k € Ng und E :={I C Ey : |I| < k};

(c) Sei X ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber einem Korper K, E5 C X und
&3 die Menge aller linear unabhingigen Teilmengen von FEs;

(d) Seien s € N, {A1,...,As} eine Partition von Ey, B1,...,8s € No und

Es={ICEs:|[INA|<P1 A ... AN|[INAg| <Bs}

Dann sind (E1,E1), (E2,E2), (F3,E3) und (Ey,E4) Matroide.

Beweis: In allen vier Fillen ist die Abgeschlossenheit gegeniiber Inklusionen klar37.
Ferner geniigen (E£1,&1) und (Ey,&2) trivialerweise der Austauschbedingung. Fiir (F3,E3)
folgt diese aus dem Basisergidnzungssatz der linearen Algebra.

Wir zeigen nun abschlieend, dass auch (F4,E4) die Austauschbedingung erfiillt.
Seien daher I,J € & mit |[I| +1 = |J|. Seien k € Ny und die Mengen Aj,...,A, so
nummeriert, dass

|IﬁA1|:61A.../\\IﬁAk|:ﬁk N |ImAk+1‘<ﬁk+1/\.../\|[ﬂA5‘<ﬁs
gilt. Zur Abkiirzung seien
X =AU...UA, AN Y :=A1U...UA,.

Wir nehmen zunéchst an, dass J\ I C X gilt. Dann folgt £ > 1 und JNY C I, also
insbesondere |J NY| < |I NY|. Die Voraussetzung |I| < |J| impliziert somit

|JﬂX|>‘IﬁX‘Z,@1+...+6k.

Die Menge J verletzt also mindestens eine der ersten k Kardinalititédtsbedingungen, im
Widerspruch zu J € &,.
Somit gibt es einen Index ig € {k+1,...,s} mit

(J\D)N Ayy #0.

Man kann nun [ ein beliebiges Element e € (J \ I) N 4;, hinzufiigen, ohne die Kardina-
litdtsbedingungen zu verletzen, d.h. I U {e} € &4, und es folgt die Behauptung. O

2.3.4 Bezeichnung. Seien
(E1,€1), (E2,&), (FE3,E3), (Eu,&s)

die Matroide aus Lemma 2.3.3. (E1,E1) heifit das freie Matroid iiber Ey, (E2,E2) heifit
uniformes Matroid, (E3,E3) heifst vektorielles oder Matriz-Matroid®®, und (E4,E,)
heiffit Partitionsmatroid.

37 Im Falle 4 = 3 wird, wie iiblich, die leere Menge von Vektoren als linear unabhiingig aufgefasst.
3% Dem Namen Matrix-Matroid liegt die Vorstellung zugrunde, dass die Vektoren aus E3 Spalten einer
Matrix sind.
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Die Matroid-Eigenschaft bleibt unter Teilmengenbildung erhalten. Genauer gilt die
folgende Aussage.

2.3.5 Bemerkung. Seien (E.E) ein Unabhingigkeitssystem, A C E und E4 :={I € £ :
Ic A}

(a) Dann ist (A,€4) ein Unabhingigkeitssystem.
(b) Ist (E.E) ein Matroid, so ist auch (A,E4) ein Matroid.

Beweis: Die Aussagen folgen direkt aus den Definitionen. O

2.3.6 Bezeichnung. Seien U := (E.E) ein Unabhingigkeitssystem bzw. ein Matroid,
ACE und&a:={l €& :1C A}. Dann heifst (A,€4) das durch A in (E.£) induzierte
Unabhdingigkeitssystem bzw. Matroid und wird mit Uy bezeichnet.

Offenbar erhalten nicht nur Inklusionen sondern auch Bijektionen die Matroid-
Eigenschaften. Um diese Aussage adidquat formulieren zu konnen, wird zunichst eine
Bijektion auf natiirliche Weise auf ein Mengensystem iibertragen.

2.3.7 Definition. Seien X7 und Xo Mengen und 0 : X1 — Xo eine Abbildung. Dann
heifit die durch ©(I) := {0(x) : x € I} fiir alle I € 2%1 definierte Funktion © : 2% — 2%X2
die natiirliche Erweiterung von 0 auf die Potenzmengen.>®

2.3.8 Bemerkung. Seien (E1,E1) ein Unabhingigkeitssystem bzw. ein Matroid, Eo eine
endliche Menge, 0 : E1 — E5 eine Bijektion, © ihre natirliche Erweiterung und

&y = {@(1) I 51}.
Dann ist (Eo,E2) ein Unabhingigkeitssystem bzw. Matroid.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus der Tatsache, dass sich die Bijektivitdt der
Funktion 6 auf ihre natiirliche Erweiterung iibertragt. Ol

Als Spezialfall von Lemma 2.3.3 (c) erhalten wir ein einem Graphen zugeordnetes
Matroid.

2.3.9 Korollar. Seien G := (V,E) ein Graph, V :={vy,...,v.}, E:={e1,...,em} und
m > 1. Ferner sei Z C 7Y die Menge der Inzidenzvektoren der Kanten von G (d.h.
der Spaltenvektoren von S¢), 0 : Z — E ordne jedem Inzidenzvektor z seine zugehérige
Kante e € E zu, und O sei die natiirliche Erweiterung von 6. Bezeichnet (Z,£) das
vektorielle Matroid iber Z und ist F := ©(E), so ist (E,F) ein Matroid.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Bemerkung 2.3.8. Ol

Natiirlich werden wir im Folgenden oftmals Kanten und zugehorige Inzidenzvektoren
identifizieren und von (E.,F) als vektoriellem Matroid iiber Zg sprechen.

2.3.10 Beispiel. Gegeben sei der in Abbildung 2.35 dargestellte Graph G := (V,E).
Es gilt

39 Meistens wird beziiglich der Notation nicht zwischen # und © unterschieden und auch die natiirliche
Erweiterung wieder 6 genannt.
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V2

2.35 Abbildung. Ein Graph G := (V,E).

1110000 0
10010100
o101 1000 s
Se=100101010|S%
00000T10 1
00000011

Die Matriz Sg hat den Rang 5; die Summe der Zeilen ist 0 (mod2), aber die zu den
Kanten eq,es,es,e6,7 gehorenden Spalten sind linear unabhdngig iber Zs. Insbesondere
ist also jede Teilmenge von mindestens 6 Kanten von G im Matroid (E,F) abhingig.
Modulo 2 addieren sich aber auch die Inzidenzvektoren der Kantenmengen

{61762764}7 {62163765}7 {61763764765}7 {61763766767768}

2u 0 und weitere, die sich modulo 2 aus diesen kombinieren lassen; 0 vgl. Abbildung 2.36.
Unabhdngig sind hingegen unter anderem

{61763,65767768}7 {62763764767788}7 {62764765,66}7 {62763766768}'

In Beispiel 2.3.10 enthalten die abhéngigen Mengen Kreise, die unabhéngigen Men-
gen hingegen nicht. Das folgende Lemma zeigt, dass das kein Zufall ist: die unabhéngigen
Mengen von (E,F) sind genau die (Kantenmengen der) Wélder in G.

2.3.11 Lemma. Seien G := (V,E) ein Graph, (E,F) das zugehorige vektorielle Matroid
iiber Zo und T C E. Die Teilmenge T ist genau dann unabhdingig, wenn (V,T) kreisfrei
1st.

Beweis: ‘=" Sei K ein Kreis in (V,T'). Da jeder Knoten von K genau zwei Kanten
enthiilt*!) addieren sich die zugehorigen Inzidenzvektoren zu 0 (mod 2), und nach Korollar
239gilt T ¢ F.

‘<’ Seien nun andererseits (V,T') kreisfrei, T' =: {e1,...,es}, 21,...,2s die zugehori-
gen Inzidenzvektoren und

40 Man beachte, dass sich (im Sinne der Addition ihrer Inzidenzvektoren mod2) die ersten beiden
abhéngigen Mengen {e1,e2,e4} und {e2,e3,e5} zur dritten {e1,e3,e4,e5} addieren.
41 Hier geht ein, dass G schlingenfrei ist!
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2.36 Abbildung. Vier verschiedene abhiingige (oben) und unabhingige Mengen (unten) des
zu G gehorigen Matroids (E,F).

)\1,...,)\5622 N Z)\IZZ:O
=1

Wir nehmen an, dass nicht alle \; gleich 0 sind, etwa mit k¥ € N 0.B.d.A.
M=...=X=1 A N1 =...= X =0.

Sei F' := {ey,....ex}. Esgilt also |F'| > 1, und nach Bemerkung 2.2.41 enthélt S := (V.F)
Knoten vom Grad 1. Die entsprechenden Komponenten von

S
E iz
i=1

sind somit kongruent 1 (mod2), im Widerspruch zur Annahme. Somit ist 0 nur auf
triviale Weise als Zs-Linearkombination von z1, ... ,zs darstellbar; die Vektoren sind also
linear unabhéngig. O

2.3.12 Bezeichnung. Seien G := (V,E) ein Graph und F die Menge (der Kanten) der
Wilder in G. Dann heifst (E,F) das zu G gehirige graphische Matroid.

2.3.13 Definition. Sei U := (E,E) ein Unabhingigkeitssystem. Jede (inklusions-) ma-
zimale unabhingige Menge von € heifit Basis. (Inklusions-) Minimale abhingige Mengen
heifien Kreise [engl.: circuit]. Seien

ry(U) :=max{|B| : B ist Basis von U} A r_(U):=min{|B| : B ist Basis von U}.

r4(U) heifst oberer Rang, r_(U) unterer Rang von U. Gilt r(U) =r_(U), so heifst
r(U) =r4(U) =r_(U) der Rang von U.

Mit Hilfe der Austauschbedingung erhilt man das folgende Ergebnis.

2.3.14 Lemma. Sei U := (E.E) ein Unabhdingigkeitssystem. U ist genau dann ein Ma-
troid, wenn fir jedes A C E und Uy := (A,E4)

T+(UA) = T,(UA)

gilt, d.h. wenn alle Basen von Ua stets dieselbe Kardinalitit haben.
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Beweis: ‘=" folgt mit Bemerkung 2.3.5 direkt aus der Austauschbedingung.

‘<’ Seien I,J € £ mit |[I|+1 =|J|. Wir setzen A :=TU.J. Es gilt I,J € £4. Wegen
|| < |J| und r4(Ua) = r—(Ua) ist I nicht maximal unabhéngig, d.h. es gibt ein Element
ec A\NI=J\ImitIU{e} €&4 CE&, und es folgt die Behauptung. o

Das folgende Lemma beschreibt insbesondere einen Zusammenhang von Basen und
Kreisen in Matroiden, der die entsprechende Aussage von Lemma 2.2.42 verallgemeinert.

2.3.15 Lemma. Seien M := (E.£) ein Matroid, I € £, e € E sowie I U{e} & £. Dann
enthdlt I U {e} genau einen Kreis.

Beweis: Da I U {e} abhingig ist, enthélt I U {e} einen Kreis. Seien K;,Ky zwei
verschiedene Kreise in I U {e}. Da I unabhéngig ist und (K U K») \ {e} C I gilt, folgt

eec KiNKy A (K1UK2)\{6}65.

Sei nun a € K\ K. Dann ist K\ {a} € Z, da Kreise minimal abhéngig sind. Durch
(gef. sukzessive) Anwendung der Austauschbedingung auf K7 \ {a} und (K; U K») \ {e}
erhilt man eine Menge J € £ mit

Ki\{a}cJ A |J=|EKiUK:)\{e}| A JCKi UK,

Sei {b} := (K71 UK3)\ J. Falls b=a (€ K; \ Ka) gilt, so folgt Ko C J, d.h. Ko € £, im
Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt b # a. Wegen a € K; folgt somit a € J. Da
nach Konstruktion ferner K\ {a} C J ist, folgt K1 C J im Widerspruch zu K; € 2\ €.
Hieraus folgt die Behauptung. ]

Maximierung iiber Unabhingigkeitssystemen und der Greedy-Algorith-
mus: Wir untersuchen nun Optimierungsprobleme iiber Unabhéngigkeitssystemen. Das
Hauptergebnis wird eine algorithmische Charakterisierung von Matroiden sein. Genauer
liegt folgendes Problem zugrunde.

2.3.16 Definition. Fine Maxzimierungsaufgabe iiber einem Unabhdngigkeitssy-
stem bzw. Matroid ist spezifiziert durch folgende Daten

Unabhingigkeitssystem bzw. Matroid (E,E)
¢: E — [0,00].

Sei ¢ : £ = [0,00| definiert durch o(0) := 0 und fir I € £\ {0} durch
o(I):=>_¢(e).

ecl

 heiffit zugehorige Zielfunktion. Gesucht ist eine Menge

I" € argmax o(I).
IeE
Die Menge aller solchen Aufgaben heifit Maximierungsproblem tiber Unabhdngig-
keitssystemen bzw. Matroiden.

Liegen spezielle Klassen von Unabhingigkeitsproblemen oder Matroiden zugrunde,
so werden diese auch in der Bezeichnung des entsprechenden Maximierungsproblems
verwendet (ohne noch einmal formal eingefihrt zu werden). Wird etwa das Maximie-
rungsproblem auf graphische Matroide eingeschrdnkt, so spricht man von dem Problem
maximaler Wilder.
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Man beachte, dass die Voraussetzung ¢(e) > 0 fiir jedes e € I ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit erfolgt, da aufgrund der Abgeschlossenheit von Unabhingigkeitssyste-
men unter Inklusion negativ bewertete Elemente entfernt werden kénnen.

Wir betrachten nun einen einfachen Algorithmus zur Behandlung des Maximierungs-
problems iiber Unabhiingigkeitssystemen, den Greedy-Algorithmus.*?

2.3.17 Prozedur: Greedy-Algorithmus (fiir das Mazimierungsproblem iiber Unabhdingig-
keitssystemen).*3

INpPUT: Unabhiingigkeitssystem (E.E), ¢ : E — [0,00]
OutpuT: I9¢€€&
BEGIN A—E; 19«0
WHILE A # () Do
BEGIN
Sei a € argmax qea¢(e); setze A < A\ {a}
Ir I9 U {a} € € THEN IY < I? U {a}
END
END

Man beachte, dass man den Maximierungsschritt im Greedy-Algorithmus am ein-
fachsten durchfiithren kann, wenn die Elemente E bereits nach absteigendem Funktions-
wert sortiert sind; vgl. Sektion 3.1.

Die Laufzeit von Prozedur 2.3.17 wird naturgeméf wesentlich von den erforderlichen
Unabhéngigkeitstests bestimmt, die von den konkreten zugrunde liegenden Problemklas-
sen abhingen. Einige Beispiele hierfiir werden spéter in dieser Sektion gegeben.

2.3.18 Bezeichnung. Durch (E.E;¢) sei eine Mazimierungsaufgabe iber einem Un-
abhdngigkeitssystem spezifiziert. Jede durch den Greedy-Algorithmus gefundene unabhdn-
gige Menge 19 heifit Greedy-Losung der Aufgabe.

Da der Greedy-Algorithmus jeweils ‘lokal maximal’ operiert, besteht natiirlich die
Hoffnung, dass Greedy-Losungen 19 ‘ziemlich grof3’ sind. Wir betrachten zunéchst als Bei-
spiel die Maximierung iiber graphischen Matroiden; gesucht sind also maximale Wilder
in gewichteten Graphen.

2.3.19 Beispiel. Seien G := (V,E;¢) ein gewichteter Graph mit ¢ > 0 und (E,F) das
zugehdrige graphische Matroid. Dann wird durch (E,JF;¢) die Aufgabe spezifiziert, einen
mazximalen Wald in G zu finden.

Im Greedy-Algorithmus werden die Kanten der Gréfse ihres Gewichts nach — begin-
nend mit der gréfsten — der Reihe nach hinzugenommen, falls hierdurch noch kein Kreis
erzeugt wird. Im Beispielgraphen von Abbildung 2.37 haben die Kanten (der Grifle nach
sortiert) die Gewichte 9,8,6,5,3,2,1, wobei einige mehrfach auftreten.

42 greedy [rgridi] (engl.) gierig

43 Zwar wirkt die strukturierte Beschreibung 2.3.17 des Greedy-Algorithmus bereits detaillierter als et-
wa Prozedur 2.2.62 zur Bestimmung kantenmaximaler Matchings in bipartiten Graphen, aber auch
diese ist nicht als Implementierungsvorschrift zu verstehen, sondern dient lediglich einer einfache-
ren Erfassung der Struktur des Verfahrens. Es fehlen insbesondere Aussagen iiber Datenstrukturen
und Datenformate, aber auch die konkrete Beschreibung der erforderlichen Unabhéngigkeitstests; vgl.
Sektionen 3.1. Natiirlich ist es auch fiir alle praktischen und komplexitidtstheoretischen Belange er-
forderlich, genau zu spezifizieren, wie das Unabhhéngigkeitssystem gegeben sein soll. Man wird im
Allgemeinen natiirlich nicht als Input alle unabhéngigen Mengen explizit auflisten, da dieses wegen
der kombinatorischen Explosion zu Zeit- und Platzproblemen fiihrt; vgl. Sektion 3.1.
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V2 5 Ve 2 Vg

U3 9 v7 2 V10

2.37 Abbildung. Ein gewichteter Graph.

Als Reihenfolge, in der die Kanten bei Gleichheit der Gewichte betrachtet werden,
legen wir eine (lexikographische) Reihung nach aufsteigendem kleinsten und bei Gleich-
heit nach aufsteigendem zweiten Knotenindex fest. Zundchst werden somit die Kanten
{vs,v7} und {ve,vs} aufgenommen. Als nichstes kommen die mit 8 bewerteten Kanten
{v1,04}, {vs,v5} hinzu. Die Kante {vs,v7} hat ebenfalls Gewicht 8, kann aber nicht mehr
hinzugefigt werden, da sie dann mit den schon aufgenommenen Kanten {vs,vs}, {vs,v7}
einen Kreis bildet. Das nichst kleinere Gewicht 6 trigt nur die Kante {vi0,011}; sie kann
aufgenommen werden, da sie keinen Kreis schliefit. Danach kommen {va,v4} und {ve,v6}
hinzu. {va,v6} kann nicht mehr aufgenommen werden, da wieder ein Kreis geschlossen
wiirde. Es folgt {vy,us}. Die Kanten mit 2 bewerteten {vy,v3}, {va,v5}, {va,v8} schliefien
jeweils wieder einen Kreis, kinnen also nicht aufgenommen werden. {vg,vo}, {vz,v10}
werden hinzugefigt, {vs,v10}, {vs,v11}, {vo,v11} hingegen nicht. Zuletzt werden (der Rei-
he nach) die Kanten {vi,v2}, {v1,v5}, {vs,vs} mit Gewicht 1 betrachtet. Keine von ihnen
kann hinzu genommen werden, ohne dass ein Kreis entsteht. Insgesamt erhalten wir so-
mit die in Abbildung 2.38 links abgebildete unabhdngige Menge. Da der zugrunde liegende
Graph zusammenhdingend ist, bildet sie einen Spannbaum der Linge 57; vgl. Abbildung
2.38 (links).

— > Y

2.38 Abbildung. Greedy-Losungen.

Werden die Kanten gleichen Gewichts in einer anderen Reihenfolge abgearbeitet, so
entstehen im Allgemeinen andere Losungen. Abbildung 2.58 (rechts) zeigt einen anderen
Spannbaum der gleichen Linge 57, der ebenfalls mit dem Greedy-Algorithmus gewonnen
werden kann. Beide Greedy-Ldsungen sind mazximal.

Im Beispiel des Problems maximaler Wélder, bei dem die zugrunde liegenden Un-
abhéngigkeitssysteme Matroide sind, scheint der Greedy-Algorithmus gut zu funktionie-
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ren. Andererseits kann er im Allgemeinen aber auch sehr schlechte Ergebnisse liefern.

2.3.20 Beispiel. Seien m > 2, E = {e1,...,em}, und £ bestehe aus {e1} und der
Potenzmenge von {eg,....en}. Dann ist U := (E.E) ein Unabhingigkeitssystem (aber
kein Matroid). Sei vy €]0,00[, und ¢ : E — [0,00] sei definiert durch

)y +1 fire=e
o) = {7 fiiree E\ {e1}.

Ferner seien
19 :={e1} AN I":={es,....em}.
Dann ist 19 die Greedy-Losung, und es gilt

eI =~v+1 A o) =7(m-1).

Fiirm =2 oder v < ﬁ ist 19 optimal. Fir

m>3 N v>

m — 2

hingegen hat 19 einen kleineren Zielfunktionswert als I*; tatsdchlich ist I* optimal.

Der Greedy-Algorithmus kann also griindlich daneben gehen: abhingig von den Ge-
wichten kann die Differenz der Gesamtgewichte der optimalen und der Greedy-Ldsung
beliebig grof$ werden. Allerdings ist der Quotient

o(I9)  y+1 :( 1) 1

— 1 —
+ m—1

p(I7)  y(m—1) ol
stets grifer als 1/(m — 1). Das Verhdltnis von o(19) und o(I*) liegt somit im Intervall
J1/(m —1).1],

dessen Grenzen nur von m abhdingen. Man beachte, dass r_(U) =1 und r1.(U) =m —1
gilt, der relative Fehler hier also durch das Verhdiltnis von r—(U) und r4(U) beschrinkt
1st.

Der nachfolgende Satz 2.3.23 zeigt, dass das relative Approximationsverhalten in
Beispiel 2.3.20 kein Zufall war.

2.3.21 Definition. Sei U := (E,£) ein Unabhdingigkeitssystem. Fiir A C E setze

1, falls r1(Ua) = 0;
K(A) = r_(Ua)
gy Jalls r(Ua) > 0.

Dann heifst
p(U) :=min{k(A): AC E}

Rangquotient von U.

Zum Beweis des Approximationssatzes 2.3.23 benutzen wir ein kombinatorisches
Lemma iiber monotone Mengenfamilien; es ist bereits in der fiir unseren Kontext addqua-
ten Weise formuliert.
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2.3.22 Lemma. Seien E := {e1,....em}, [ € 28, ¢ : E — R und fiir j € [m] seien
E; :={e1,...,e;} und I; := I N E;. Mit den (formalen) Setzungen Ey := Iy := () und
d(em+1) := 0 fiir ein e;py1 € E folgt dann

Do dle) = (dle;) = dlejr)) - Il
ecl j=1
Beweis: Da fiir j € [m]

1Ll =il =1 & e e\

gilt, folgt
D odle) = dle;)- (11| = Tj-1)
eecl j=1
m m—1 m
=3 de)l =Y blejrn) - 11 = (8le;) — dlejn)) - |1,
j=1 7=0 j=1
und damit die Behauptung. Ol

2.3.23 Satz. Durch (E,E;¢) sei eine Mazimierungsaufgabe iiber dem Unabhingigkeits-
system U = (E,E) spezifiziert, ¢ bezeichne die zugehérige Zielfunktion, I* sei eine opti-
male, 19 eine Greedy-Liosung. Dann gilt

o(I?) = p(U) - o(I7).

Es gibt eine Gewichtsfunktion ¢, fir die in obiger Ungleichung Gleichheit angenommen
wird.

Beweis: Fiir E = {) ist nichts zu zeigen. Seien also m > 1 und F =: {ey,...,e,,} mit
dle1) > -+ > dlen). Fiir j € [m] seien E; := {ey,...,e;} und U; := Ug; das durch Ej
induzierte Unabhéngigkeitssystem. Fiir I € € und j € [m] sei ferner I; := I N E;. Dann
gilt fiir j € [m)]

r—(Up) < AL < e (U).
Mit der (formalen) Setzung ¢(em,+1) := 0 fiir ein e,,+1 ¢ E folgt mittels Lemma 2.3.22

m

e(I7) = ((e;) — dlejin)) - 119 =Y (blej) — dlejra))r—(U;)

> p(U) 32 (0le5) = olesn))re(Us) = p(U) D (6les) = dleji)) - 11|
= p(U) - (1)

Wir konstruieren nun noch eine Gewichtsfunktion, fiir die Gleichheit gilt. Seien A* C
E mit
k(A*) =min{x(A): AC E} = p(U)

und
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1 firee A*,
¢(e) '_{ 0 fiiree E\ A",

Seien nun I,J Basen in U4~ mit
| =r_(Ua) AN |J|=7r4(Ua~).

Wird die Reihenfolge der Elemente von E so gewihlt, dass zunichst die von I, da-
nach die von J \ I und abschlieend alle anderen durchlaufen werden, so liefert der
Greedy-Algorithmus |I], obwohl |.J| der maximale Zielfunktionswert ist. Insgesamt folgt
die Behauptung. O

In dem im Beweis von Satz 2.3.23 konstruierten Beispiel dafiir, dass die Schranke
in Satz 2.3.23 scharf ist, wihlt der Greedy-Algorithmus unter den Elementen mit Ge-
wicht 1 zunéchst die der kleineren Basis, und das ist offenbar eine schlechte Wahl. Man
konnte sich fragen, ob nicht erheblich bessere Abschéitzungen gelten, wenn der Greedy-
Algorithmus bei ‘Gleichstand’ jeweils die bestmdgliche Wahl treffen kénnte. Unabhéngig
von der Frage, wie man eine solche Zusatzregel effizient umsetzen sollte, wiirde sie aber
auch keine bessere Abschitzung erlauben.

2.3.24 Bemerkung. Die Abschitzung in Satz 2.3.23 ist auch dann nicht substantiell zu
verbessern, wenn man den Greedy-Algorithmus konzeptionell mit der Fihigkeit ausstattet,
unter allen maoglichen, gleich bewerteten nédchsten Elementen ‘global das beste’ zu wdihlen.

Beweis: Seien p(U) < 1, A* C E mit
k(A*) = min{k(A): AC E}
sowie I,J Basen in U+ mit
[I|=r—(Ua~) A |J|=rp(Uas-).
Seien k£ € N und [ € N mit
I=A{e1,....ex} AN J\I={egt1,..-..et} AN EN{TUJ)={er41,.- - m}
sowie € €]0,3[. Wir setzen

14+€ furj=1,....,
wm:{ J

0 firj=10141,...,m.

Dann sind I die Greedy-Losung und J optimal, und es gilt

1—¢F ka1l =k
P =r (Ua) e A p(]) 2 ry(Un) + TS
Fiir € — 0 folgt die Behauptung. O

Als Korollar zu Satz 2.3.23 erhalten wir den folgenden zentralen Charakterisierungs-
satz fiir Matroide.

2.3.25 Korollar. (Edmonds-Rado** Theorem)

Sei (E,E) ein Unabhingigkeitssystem. (E,E) ist genau dann ein Matroid, wenn der Greedy-
Algorithmus fiir jedes ¢ : E — [0,00] ein Optimum der durch (E,E;¢) spezifizierten
Maximierungsaufgabe findet.

44 Jack R. Edmonds, geb. 1934; Richard Rado, 1906 — 1989.
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Beweis: Die Behauptung folgt direkt mittels Lemma 2.3.14 aus Satz 2.3.23. [

Das Edmonds-Rado Theorem 2.3.25 ist etwas ganz Besonderes: Eine kombinatorische
Struktur wird vollsténdig dadurch charakterisiert, dass ein Algorithmus eine Klasse von
Optimierungsaufgaben iiber dieser Struktur 16st.

Das Ergebnis charakterisiert aber natiirlich nicht alle Tupel (E,&;¢), fiir die der
Greedy-Algorithmus funktioniert. So findet er trivialerweise immer ein Optimum, falls
¢ identisch 0 ist, unabhéngig davon, ob (F,£) ein Matroid ist oder nicht. Es kann al-
so durchaus bei einzelnen praktischen Aufgaben passieren, dass der Greedy-Algorithmus
auch dann tiberraschend gute Ergebnisse liefert, wenn das zugrunde liegende Unabhingig-
keitssystem kein Matroid ist.

In dem folgenden Beispiel wird der Greedy-Algorithmus auf das Matching-Problem
angewendet.

2.3.26 Beispiel. Sei G := (V,E;¢) der in Abbildung 2.39 skizzierte gewichtete Graph
mit o € N\ {1,2}; gesucht ist ein Matching M mit mazimalem Gewicht (M) =
Y e Ple). Seien £ die Menge aller Matchings von G und U := (E,£). Dann ist U
ein Unabhdngigkeitssystem.

V2
a—+1 «
V1 V4
« 1
U3

2.39 Abbildung. Ein gewichteter Graph (links), das vom Greedy-Algorithmus produzierte
Matching (Mitte) sowie das optimale Matching (rechts).

Der Greedy-Algorithmus liefert das aus den Kanten {v1,v2} und {vs,v4} bestehende
Matching mit Zielfunktionswert o + 2, obwohl das aus {vi,v3} und {va,v4} bestehende
Matching den Zielfunktionswert 2 besitzt, also grofieres Gewicht hat. Nach Korollar
2.8.25 kann U somit kein Matroid sein.*®

Fiir die volle Kantenmenge sowie fiir jede beliebige Teilmenge von einer oder zwei
Kanten stimmen der obere und der untere Rang tberein. Anders ist es fiir drei Kanten;

vgl. Abbildung 2.40.

2.40 Abbildung. Inklusionsmaximale Matchings unterschiedlicher Kardinalitét.

45 Man beachte iibrigens, dass G sogar bipartit ist.
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Da weder das aus beiden ‘Randkanten’ des entstehenden Weges der Linge 3 noch
das aus der ‘Mittelkante’ bestehende Matching durch Hinzunahme weiterer Kanten ver-
gréfiert werden kann, ist der obere Rang 2, der untere aber 1. Satz 2.3.23 liefert daher
die Abschitzung

a+2=p(l%) = sp(I") = a,
deren relativer Fehler fiir oo — oo gegen 1 geht.

Tatséchlich gilt die in Beispiel 2.3.26 festgestellte Abschitzung auch allgemeiner.

2.3.27 Lemma. Secien G := (V,E; @) ein gewichteter Graph mit ¢ > 0, £ die Menge
aller Matchings von G, (M) := Y7 ¢(e) fir M € € und U := (E,E). Ferner seien
I* ein (bez. ¢) mazimales Matching und 19 eine Greedy-Lésung. Dann gilt

20(1%) > (7).
Beweis: Wir zeigen, dass fiir beliebige nichtleere Teilmengen A von E stets
re(Ua) <2r_(Ua)

gilt. Angenommen, es gébe eine Menge A C E und maximale unabhingige Mengen
L, I, in Uy mit |I1] = r_(Ua), |I2] = r+(Ua) und r4(Ua) > 2r_(Ua) + 1. Fiir die
Knotenmengen Vj := {J.¢, € fiir & = 1,2 wiire dann

[Vo| = 2|I| = 2r (Ua) > 2(2r_(Ua) + 1) = 4|L| +2 = 2|Vi| + 2.

Es gibt also eine Kante e in I, die zwei Knoten von G verbindet, die nicht zu V; gehoren.
Damit ist Iy U {e} € £ im Widerspruch zur Voraussetzung, dass I; eine maximale un-
abhiingige Menge sei. Also gilt p(U) > 1/2. Aus Satz 2.3.23 folgt

olI) > p(U) - oI") > Z(I")

und somit die Behauptung. O

Wie Beispiel 2.3.26 zeigt, weist die Frage nach Matchings maximaler Kantengewichte
keine Matroid-Struktur auf; man vgl. aber Ubungsaufgabe 2.4.25.

2.3.28 Bemerkung. Sei G := (V,E) ein Graph, und £ bezeichne die Menge aller Teil-
mengen I von V', so dass ein Matching M in G existiert, das alle Knoten von I iberdeckt.
Dann ist (V,E) ein Matroid.

Beweis: Ubungsaufgabe 2.4.25 O

Minimierung iiber Basissystemen: Wie wir gesehen haben, ist das Problem
der maximalen Wilder fiir nichtnegative Zielfunktionen ein Maximierungsproblem iiber
dem zugehorigen graphischen Matroid. Ist insbesondere G zusammenhéngend, so ist die
Greedy-Losung ein maximaler Spannbaum. Wenn wir hingegen einen minimalen Spann-
baum konstruieren wollen, so miissen wir uns bei der Optimierung auf Basen des graphi-
schen Matroids beschrénken.
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2.3.29 Definition. Seien (E.E) ein Unabhingigkeitssystem und
B:={I €& :1I ist Basis}.

Dann heifst (E,B) (das zu (E,E) gehdrige) Basissystem.
Eine Minimierungsaufgabe iiber einem Basissystem ist durch folgende Daten
spezifiziert's
Unabhdingigkeitssystem (E,E)
¢: F—R.

Sei (E,B) das Basissystem von (E,E), und die ¢ zugehdrige Zielfunktion ¢ : B — R sei
definiert durch o(B) := ) .5 ¢(e) fir B € B. Gesucht ist eine Menge

B* € argmin ¢(B).
BeB
Die Menge aller solchen Aufgaben heifst Minimierungsproblem fdiber Basissyste-
men.

Wie bereits in Definition 2.3.16 werden auch hier fir spezielle Klassen von Un-
abhingigkeitsproblemen entsprechende deskriptive Bezeichnungen verwendet (ohne noch
einmal formal eingefiihrt zu werden). Wird etwa das Minimierungsproblem auf graphische
Matroide eingeschrdnkt, so spricht man von dem Problem minimaler Spannbdume
[engl.: minimal spanning tree problem] oder kiirzer vom MST-Problem.

Tatséchlich lassen sich viele Probleme der diskreten Optimierung als Maximierungs-
problem {iber Unabhéngigkeitssystemen oder als Minimierungsproblem iiber Basissyste-
men formulieren; vgl. Ubungsaufgabe 2.4.26. Auch fiir Minimierungsprobleme iiber Ba-
sissystemen kann man direkt einen zu Korollar 2.3.25 analogen Satz beweisen. Einfacher
ist aber folgende Transformation.

2.3.30 Bemerkung. Seien U := (E,£) ein Unabhingigkeitssystem, (E,B) das zugehori-
ge Basissystem, ¢ : E — R, ¢ die zugehorige Zielfunktion und

B = max{O,maX{¢(e) te€ E}}

Ferner seien ¢ : E — [0,00[ definiert durch ¢ (e) := f—¢(e) fire € E und ¥ : € — [0,00]
definiert durch W(I) =" ., ¢(e) fir I € £. Dann gilt

Br_(U) —max{¥(I): I € £} <min{p(B): B € B} < fry(U) —max{V(I): I €&},
Beweis: Fiir jedes I € € gilt p(I) = S|I| — ¥ (I). Wegen 5 > 0 folgt
min{y(B) : B € B} = min{f|B| - ¥(B): B€ B} < fr (U) —max{¥(I): I € £}.

Die Abschétzung nach unten ergibt sich analog. Cl

Aus Bemerkung 2.3.30 folgt, dass minimale Spannbiume mit Hilfe des Greedy-
Algorithmus konstruiert werden kénnen. Formuliert man das Verfahren fiir die urspriing-
liche Zielfunktion, so erhilt man den folgenden Algorithmus von Kruskal?”.

46 Man beachte, dass hier nicht auf gleiche Weise wie in Definition 2.3.16 fiir die Maximierung iiber
Unabhingigkeitssystemen gerechtfertigt ist, sich auf den Fall nichtnegativer Gewichte zu beschréinken;
vgl. jedoch Bemerkung 2.3.30.

47 Joseph Bernard Kruskal, 1928 — 2010.
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2.3.31 Prozedur: Algorithmus von Kruskal.

INPUT: Zusammenhéngender gewichteter Graph G := (V,E; ¢) mit |E| =m
OuTtpUT: Spannbaum 7" minimalen Gewichts
BEGIN Sortiere die Kanten nach aufsteigendem Gewicht, d.h.
E={e1,....em} mit ¢(e1) < ... < d(em)
T+ 0
Fori=1,...,m Do
BEGIN
IF T'U {e;} ist kreisfrei THEN T <+ T'U {e; }
END
END

Der Test auf Kreisfreiheit kann dadurch gefithrt werden, dass man iiberpriift, ob min-
destens eine der beiden Ecken einer abzuarbeitenden Kante auflerhalb der Eckenmenge
des aktuellen Teilbaums liegt.

Wir geben im Folgenden eine Variante des Greedy-Algorithmus zur Bestimmung
minimaler Spannbdume an, bei der die B&ume von einer beliebigen Wurzel aus zusam-
menhéngend wachsen. Hierbei wird die bereits erreichte aktuelle Knotenmenge W suk-
zessive durch Hinzunahme eines néchsten Knotens vergrofiert.

2.3.32 Prozedur: Algorithmus von Prim*S.

INPUT: Zusammenhingender gewichteter Graph G = (V,FE; ¢)
OutpPUT: Spannbaum (V,T') minimalen Gewichts
BEGIN Seiw eV
W {w}; T+ 0
WHILE N(G,W) # 0 Do
BEGIN
Seien w € W und z € V\ W mit e* := {w,z} € argmin {¢(e) : € € §(G,W)}
W+ Wu{z}; T+ TU{e"}
END
END

2.3.33 Beispiel. Wir wenden den Algorithmus von Prim auf den Graph von Beispiel
2.3.19 an und beginnen mit dem Startknoten vi; vgl. Abbildung 2.41. Zur Auswahl fiir
die erste Kante stehen {vy,v2}, {v1,03}, {v1,04} und {v1,v5}; minimales Gewicht 1 haben
{v1,02} und {v1,v5}, so dass wir als erste etwa die Kante {vi,v2} aufnehmen konnen.
Danach stehen alle Kanten zur Auswahl, die mit vi oder vy inzident sind. Da {vy,v5}
unter diesen minimales Gewicht 1 besitzt, wird diese Kante aufgenommen. Unter allen
mit v1, ve oder vy inzidenten Kanten ist {vs,vs} minimal und wird in den Baum aufge-
nommen. Im ndchsten Schritt stehen alle Kanten zur Auswahl, die genau mit einem der
Knoten vy, ve, vs und vg inzident sind. Das minimale Gewicht aller dieser Kanten ist 2,
es wird von {v1,v3}, {va,vs}, {va,vs}, {vs,v10} und {vs,v11} realisiert. Sukzessive kinnen
etwa {v1,v3}, {vs,v10} und {vs,v11} aufgenommen werden sowie eine der Kanten {v4,vs}
und {vg,vg}. Wir wihlen etwa {v4,vg}. Danach werden die Kanten {v7,v10}, {vo,v11}
und zuletzt {ve,v9} aufgenommen. Der konstruierte Spannbaum hat die Linge 17.

Es kann leicht direkt uberpriift werden, dass dieser Spannbaum tatsdchlich minimal
ist, da er alle Kanten mit dem minimalen Gewicht 1 und sonst nur Kanten mit dem
zweitkleinsten Gewicht 2 enthilt.

48 Robert Clay Prim, geb. 1921.
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V2 5 Ve 2 Vg

U3 9 v7 2 v10

2.41 Abbildung. Gewichteter Graph und (ein mit Hilfe des Algorithmus von Prim konstru-
ierter) minimaler Spannbaum.

Wihrend die direkte Anwendung des Greedy-Algorithmus auf das Problem minima-
ler Spannbaume und damit auch der Algorithmus von Kruskal nach Bemerkung 2.3.30
und Korollar 2.3.25 tatsidchlich minimale Spannbaume liefern, muss dieses fiir den Algo-
rithmus von Prim noch gesondert nachgewiesen werden, da dieser ja nicht eine jeweils
bestmogliche Kante hinzufiigt, sondern nur eine beste solche, die an einem schon erreich-
ten Knoten ansetzt.

2.3.34 Satz. Der Algorithmus von Prim lost das Problem minimaler Spannbiume kor-
rekt.

Beweis: Sei G := (V,E;¢) zusammenhingend. Offenbar erzeugt der Algorithmus
einen aufspannenden Baum. Mittels Induktion nach |W| zeigen wir, dass der in einem
Schritt des Algorithmus erzeugte aktuelle Baum B := (W,T') stets zu einem minimalen
Spannbaum ergéinzt werden kann. Dieses ist trivial fir Wy := {v1}, da By := (W7,0) keine
Kanten besitzt, v; aber natiirlich in jedem Spannbaum enthalten ist Die Behauptung gelte
fir Wy, := {v1,...,05}. Seien Ty, := {e1,...,ex—1} und By, := (Wk,Tk) der zugehorige
aktuelle Baum.

Der Algorithmus wihlt nun eine kiirzeste Kante mit genau einem Endpunkt in W,
etwa eg = {0541} Seien Wip1 := Wi U{vky1}, Teyr := Tp U {ex} und By :=
(Wig1,Ti41).

Wir nehmen an, es giibe einen Spannbaum S := (V,F') mit By, C S, der kiirzer ist,
als alle aufspannenden Béume, die By enthalten. (V,F U {ek}) besitzt nach Lemma
2.3.15 genau einen Kreis K. Der Kreis K enthilt eine von ej verschiedene Kante e in
d(G,Wy). Nach Konstruktion gilt ¢(e) > ¢(ex); sonst hiitte der Algorithmus nicht ey
hinzugenommen.

Mit F’ := (FU{ex}) \ {e} folgt, dass der Teilgraph S’ := (V,F’) ein aufspannender
Baum in G ist mit ¢(S") < ¢(S) und Byy; C S’, im Widerspruch zur Annahme. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es also einen minimalen Spannbaum, der Bjii enthilt,
und es folgt die Behauptung. [

Fiir Matroide 16st der Greedy-Algorithmus nach Korollar 2.3.25 und Bemerkung
2.3.30 sowohl das Maximierungsproblem als auch das Minimierungsproblem iiber ihren
Basissystemen. Allerdings unterscheidet sich seine Approximationsqualitét bei diesen bei-
den Aufgaben iiber Unabhiingigkeitssystemen betrichtlich. Die Fehlergarantie fiir das
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Maximierungsproblem {iber Unabhingigkeitssystemen von Satz 2.3.23 héngt nicht von
den (numerischen) Gewichten ab, sondern nur von der kombinatorischen Struktur des
zugrunde liegenden Unabhingigkeitssystems (némlich seinem Rangquotienten). Wie das
folgende Beispiel zeigt, existiert bei dem Minimierungsproblem iiber Basissystemen im
Allgemeinen keine entsprechende Abschéitzung.

2.3.35 Beispiel. Wir betrachten denselben Graphen wie in Abbildung 2.39, allerdings
mit anderen Gewichten. Sei a« € N mit o > 4. Anders als in Beispiel 2.3.26 suchen
wir jetzt kein maximales Matching sondern minimieren tber dem zugehorigen Basissy-
stem. Gesucht ist also ein ‘minimales mazimales Matching’, d.h. ein minimales Matching,
bei dem allerdings keine Kante mehr hinzugenommen werden kann, ohne die Matching-
Eigenschaft zu verletzen, hier also ein perfektes Matching.

2.42 Abbildung. Gewichteter Graph.

Der Greedy-Algorithmus wdihlt zundchst die Kante {vs,va}, liefert also insgesamt
das aus den Kanten {vy,v2} und {vs,vs} bestehende perfekte Matching mit Wert o+ 1.
Andererseits besitzt das aus den Kanten {v1,v3} und {va,v4} bestehende perfekte Matching
den (offenbar optimalen) Zielfunktionswert 4. Das Verhdltnis dieser Werte wichst mit «
gegen unendlich.

Durchschnitt von Matroiden: Im letzten Abschnitt dieser Sektion soll das Ver-
héltnis allgemeiner Unabhéngigkeitssysteme und Matroide noch genauer analysiert wer-
den.

Natiirlich sind Matroide sehr spezielle Unabhéngigkeitssysteme, die dadurch charak-
terisiert sind, dass der Greedy-Algorithmus stets optimale unabhingige Mengen liefert.
Tatséchlich zeigt sich aber, dass jedes Unabhéingigkeitssystem bereits Durchschnitt von
Matroiden ist.

2.3.36 Definition. Fir j € [k] seien U; := (E,&;) Unabhdngigkeitssysteme auf dersel-
ben Grundmenge E, £ := ﬂ?zl & und U = (E,£). Dann heifit U Durchschnitt von

Us,...,.Uk. Oft wird statt (E, ﬂ?:l &;) auch die (suggestivere) Schreibweise U = ﬂ?zl Uj
verwendet.

Der Durchschnitt von Unabhéngigkeitssystemen ist selbst wieder ein Unabhéngig-
keitssystem.

2.3.37 Bemerkung. Fir j € [k] seien U; := (E,£;) Unabhingigkeitssysteme und U :=
ﬂ?zl Uj. Dann ist U ein Unabhdingigkeitssystem.
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Beweis: Es seien I € £ und J C I. Fiir alle j € [k] gilt daher I € &;. Da (E.&;)
abgeschlossen unter Inklusion ist, folgt J € &; fiir alle j € [k], insgesamt also J € £. O

Insbesondere ist also der Durchschnitt von Matroiden ein Unabhéngigkeitssystem,
im Allgemeinen allerdings kein Matroid mehr; vgl. Beispiel 2.3.40. Das folgende Lem-
ma zeigt, dass das Konzept des Durchschnitts von Matroiden jedoch einen ‘fliefenden’
Ubergang zwischen Matroiden und Unabhingigkeitssystemen erzeugt: Unabhéngigkeits-
systeme sind Durchschnitte von Matroiden.

2.3.38 Lemma. Sei U := (E,E) ein Unabhingigkeitssystem. Dann gibt es ein k € N
und Matroide My, ..., M mit U = ﬂle M;.

Beweis: Seien K die Menge der Kreise in U, K € K und
EK)={ICE:K¢I}

Offenbar ist (E,S (K )) ein Unabhéngigkeitssystem, tatséchlich sogar ein Matroid. Sind
némlich I,J € £(K) mit |I| + 1 = |J|. Dann gilt nach Definition K ¢ I sowie K ¢ J.
Angenommen fiir jedes Element e € J \ I wire K C I U {e}. Dann wire

K\I|=1 A |J\I=1,

also I C J und damit K C J, im Widerspruch zu J € £(K).
Natiirlich gilt £ C £(K). Seien nun S C £ mit S ¢ £ und K € K mit K C S. Dann
gilt S & E(K), es folgt
= () &K)

KeK

und damit die Behauptung. (I

Die Anzahl der Matroide, die in Lemma 2.3.38 konstruiert werden, ist im Allgemei-
nen sehr grofl. Von besonderem Interesse sind aber diejenigen Strukturen, die sich als
Durchschnitt weniger Matroide darstellen lassen.

Im nachfolgenden Beispiel verwenden wir eine natiirliche Verallgemeinerung der in
Definition 2.2.48 eingefiihrten bipartiten Graphen.

2.3.39 Definition. Seien G := (V,E) ein Graph, {Vi,...,Vi.} eine Partition vonV , und
es gelte
jekl NeeE = |enV;| <1,

Dann heifit G k-partit, und {Vi,...,Vi} wird eine zugehdrige Partition von V ge-
nannt.

In einem k-partiten Graphen G verbindet also keine Kante zwei Ecken, die zur selben
Partitionsmenge gehoren. Natiirlich ist jeder Graph G := (V,E) stets |V|-partit.

2.3.40 Beispiel. Seien k € N, G := (V,E) ein k-partiter Graph, {V1,...,Vi} eine zu-
gehérige Partition von V, € die Menge aller Matchings in G und U := (E,E). Dann ist
U ein Unabhingigkeitssystem und nach Lemma 2.3.38 somit Durchschnitt aller Matroide
(BE(K)) mit E(K):={I C E: K ¢ I} fiir Kreise K C E in U. Obwohl eine Kanten-
menge bereits abhdngig ist, wenn sie zwei verschiedene, nicht disjunkte Kanten enthdlt,
ist U Durchschnitt von lediglich k Partitionsmatroiden. Fir j € [k] sei namlich
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2.43 Abbildung. k-partite Graphen fiir (von links nach rechts) k = 2, k = 3 und k = 4.

P, = {0(Gw) v e V;}U{E\ (G, V).

Dann ist Pj eine Partition von E. Offenbar zerfillt P; in eine Partition von 6(G,V;)
und die Menge der Kanten, die keinen Knoten von V; enthalten. Seien M, ... M die
zugehdrigen Partitionsmatroide, wobei die zu den Mengen §(G,v) gehirigen Schranken
Bji jeweils 1 und die zu E \ 6(G,V}) gehirige Schranke gleich |E| gesetzt wird. In M;
ist somit die Tatsache kodiert, dass kein Knoten von V; in mehr als einer Kante eines
Matchings liegen darf. Offenbar ist dann U = My N ... N M.

Insbesondere liegt den Matchings in bipartiten Graphen also die kombinatorische
Struktur des Durchschnitts von zwei Partitionsmatroiden zugrunde.

2.3.41 Beispiel. In einer Aufgabe des Rekonstruktionsproblems fiir kristalline Struktu-
ren aus Sektion 1.2 sind Liniensummendaten in m Gitterrichtungen z1, ...,z € Z™\{0}
gegeben, aus denen eine zugrunde liegende Punktmenge rekonstruiert werden soll.*

Es zeigt sich, dass diese Aufgabe als Durchschnitt von m Partitionsmatroiden ge-
schrieben werden kann. Wir betrachten dazu alle Geraden parallel zu einer der m gegebe-
nen Richtungen, die — nach den gegebenen Liniensummendaten — einen Gitterpunkt der
unbekannten Menge enthalten miissen. Fiir j € [m] seien also

Tj71, A 7Tj,k]

alle Gittergeraden parallel zu z;, fir die die gegebenen Messungen von 0 verschieden sind.
Die Geraden Tj1,...,T;, bilden demnach den Tréger der Messungen in Richtung z;.
Die zugehérigen Messdaten seien Bj1,...,B; . Sei ferner

k

[

K:=7Z"nN

-

Il
—

Tj,i.

i=1

J

Offenbar ist K eine endliche Obermenge fiir alle Losungen des Rekonstruktionsproblems;
die Kandidatenmenge. Wir setzen fiir j € [m]

E={Ie2X  [INTj1| <Bja Ao AINTyp,| < Bjw, b AN M= (K.E).

sowie

49 Wir formulieren die Aufgabe hier fiir m allgemeine Richtungen; vorher lagen speziell die drei Stan-
dardkoordinatenrichtungen des R? zugrunde.
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U:ZMlﬂ,..ﬁMm.

Dann ist U Durchschnitt der m Partitionsmatroide M;, und das Rekonstruktionsproblem
entspricht dem Maximierungsproblem tber U mit den Gewichten 1. Genauer existiert
dann, und nur dann, eine mit den Messdaten kompatible Lésung der Rekonstruktions-
aufgabe, wenn es eine in U unabhingige Menge I* gibt mit

kl km
=Y Bri=...=Y_ Bmi
i=1 i=1

Nachdem wir gesehen haben, dass die Optimierung iiber Matroiden einfach ist, liegt
es nahe zu hoffen, dass auch wenigstens iiber dem Durchschnitt von wenigen Matroiden
effizient optimiert werden kann.

2.3.42 Definition. Seik € N. Fine Maximierungsaufgabe tiber dem Durchschnitt
von k Matroiden ist spezifiziert durch folgende Daten

Matroide My = (E,&), ..., My = (E,E)
¢: E —[0,00].

Seien U := (E,£) := M1 N...N My und ¢ : £ — [0,00[ definiert durch

p(I) = dle)  (I€8).

ecl

Gesucht ist eine Menge
I" € argmax ¢(I).
IcE
Die Menge aller solchen Aufgaben heifit Maximierungsproblem iiber dem Durch-
schnitt von k Matroiden [engl.: weighted k-matroid intersection problem).

Das folgende Beispiel zeigt, dass sich auch eine bereits vorher untersuchte Eigenschaft
von Graphen als Maximierungsproblem iiber dem Durchschnitt von (in diesem Fall drei)
Matroiden feststellen ldsst, namlich, ob ein gegebener Graph einen Hamiltonweg besitzt.

2.3.43 Beispiel. Sei G := (V,E) ein zusammenhingender Graph, von dem entschieden
werden soll, ob in ihm ein Hamiltonweg existiert. Um diese Eigenschaft mithilfe von Ma-
troiden zu kodieren, miissen wir zum einen ausdricken, dass in einem Hamiltonweg H
kein Knoten in mehr als zwei Kanten liegt, andererseits aber auch alle Knoten enthal-
ten sind. Die zweite Bedingung liefle sich leicht mit Hilfe des zugehdrigen graphischen
Matroids ausdriicken, denn ein Hamiltonweg ist insbesondere ein Spannbaum. Um die
erste Bedingung mit Hilfe von Partitionsmatroiden zu fassen, benutzen wir, dass durch
das Durchlaufen von H seinen Kanten eine Richtung zugewiesen wird, und dann in je-
den inneren Knoten von H genau eine Kante hinein- und aus ihm eine herausliuft. Wir
gehen also zu dem Digraphen G = (V,E) tber, der dadurch entsteht, dass jede ungerich-
tete Kante {v,w} € E durch die beiden gerichteten Kanten (v,w) und (w,v) ersetzt wird.
Dann seien

Pri={6aus(G) :v €V} A Poi={0(Go):veV}

sowie fiir jeden Knoten v € V.
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Bi(v) = B2(v) =1

und Mi,My die zugehérigen Partitionsmatroide. Beziiglich des graphischen Matroids
miissen wir jetzt allerdings ebenfalls mit dem Digraphen G arbeiten. Wir tun dieses,
indem wir fir jeden kreisfreien Untergraphen von G jede beliebige Orientierung seiner
Kanten zulassen. Genauer setzen wir

I={IcE:(vw)el= (wv)¢I}

und fir I € T . .
I(I) := {{vw} : (v,w) € I}

sowie

&= {f eZ:I(I) ist kreisfrei} A Mj = (E.E).

Dann ist Ms ein Matroid. Ferner besitzt G genau dann einen Hamiltonweg, wenn M N
My N Ms eine unabhingige Menge der Kardinalitit V| — 1 besitzt.

Beispiel 2.3.43 zeigt, dass das Maximierungsproblem iiber dem Durchschnitt von
drei Matroiden jedenfalls nicht leichter ist, als zu entscheiden, ob ein gegebener Graph
einen Hamiltonweg besitzt.50

Zum Abschluss dieser Sektion geben wir eine Giitegarantie fiir den Greedy-Algorith-
mus bei der Maximierung iiber dem Durchschnitt von & Matroiden an. Sie folgt mit Satz
2.3.23 aus einer Abschiitzung des Rangverhéltnisses. Diese basiert auf dem folgenden
Korollar zu Lemma 2.3.15.

2.3.44 Bemerkung. Seien k € N, My, ..., My Matroide, U := (E,£) ihr Durchschnitt,
I €&, ecE sowie IU{e} &E. Dann enthilt I U {e} hiochstens k Kreise.

Beweis: Ist K C I U {e} ein Kreis in U, so gibt es mindestens ein jy € [k], so dass
K in M;, abhéngig ist. Nach Lemma 2.3.15 enthélt I U {e} andererseits aber nur einen

einzigen Kreis in Mj,. Somit kann I U {e} insgesamt hochstens k Kreise in U enthalten,
némlich héchstens einen Kreis in M fiir jedes j € [k]. O

2.3.45 Lemma. Durch (M, ... ,My;¢) sei eine Mazimierungsaufgabe iber dem Durch-
schnitt U := (E,E) von k Matroiden spezifiziert. Dann gilt fiir den Rangquotienten

kp(U) > 1.
Beweis: Seien A* C F und I,.J Basen von U+~ mit
P Ua) = A reUa) =[] A o (Uas) = p(U)rs (Uas).

O.B.d.A. sei |I| > 1. Ferner seien s € Nund I\ J =: {eq,...,es}. Nach Bemerkung 2.3.44
enthélt J U {e;} hochstens k Kreise. Da I unabhéngig ist, schneidet jeder solche Kreis
J\ I. Es gibt daher eine Teilmenge Ay von J \ I mit

|A1|Sk‘ A (J\Al)u{el}ecf.

Sei nun Jy := (J\ A1) U{e1}. Dann gilt I\ J; = {eq,....e5}.

50 Vgl. Satz 3.4.12.
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Fahren wir sukzessive fort, so haben wir nach hochstens s Schritten eine Teilmenge
A von J\ I mit
Al <ks A (J\A)U{e1,...,.es} €E.

Es folgt
I=(INnJ)yu(I\J)c(J\NAUUI\J)e€&

und, da I eine Basis ist, sogar

I=(\A)UINJ).

Dabher gilt
J\I:J\((J\A)U(I\J)) =ANnJ=A,

also

[JNI| <ks=k-|I\J|
Es folgt

[J|=|JNI|+[J\I|<|[INJ+k-|[I\J <k-|I,

somit

1] = p(U)|J| < kp(U)|1],
und damit die Behauptung. [

Hiermit erhalten wir folgendes Approximationsergebnis.

2.3.46 Satz. Durch (My,...,My; @) sei eine Mazimierungsaufgabe diber dem Durch-
schnitt von k Matroiden spezifiziert; ¢ sei die zugehirige Zielfunktion. Ferner bezeichne
I* eine optimale, 19 eine Greedy-Liosung. Dann gilt

P(I*) < k- p(19).
Beweis: Die Aussage folgt mit Lemma 2.3.45 direkt aus Satz 2.3.23. [
Nach Satz 2.3.46 kann man also etwa in Beispiel 2.3.41 stets (in beliebiger, die oberen

Schranken respektierender Weise) mindestens den Anteil 1/m der optimalen Punktzahl
in K platzieren.

2.4 Ubungsaufgaben

2.4.1 Ubungsaufgabe. Gegeben sei das lineare Ungleichungssystem

&S 0+ & - 33 <1 (1)
& — & o+ 3 <1 (2)
& 4+ & - & <1 (3)
=& - & + 53 < 1 (4)
- <0 (5)

Man wende die Fourier-Motzkin-Elimination an, um zu entscheiden, ob das System losbar ist, und
bestimme ggf. einen zuldssigen Punkt.

2.4.2 Ubungsaufgabe. Das lineare Ungleichungssystem bestehe aus den Ungleichungen (1) — (4) von
Ubungsaufgabe 2.4.1 sowie der neuen finften strikten Ungleichung

& < 0 (5").

Man fiihre eine (entsprechend angepasste) Fourier-Motzkin- Elimination durch, entscheide, ob das Sy-
stem ldsbar ist, und bestimme ggf. einen zuldssigen Punkt.
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2.4.3 Ubungsaufgabe. Man benutze die Fourier-Motzkin-Elimination, wm einen Optimalpunkt des
linearen Programms

max &1 + &2
26 - & < -4
& — 26 < 0
26 + & < 1
—26 4+ 68 <17

zu bestimmen.

2.4.4 Ubungsaufgabe. Man konstruiere ein Ungleichungssystem in n Variablen, fir das zwei Elimi-
nationsrethenfolgen der Variaben ezistieren, so dass in allen (mit Ausnahme von héchstens konstant
vielen) Schritten der Fourier-Motzkin-Elimination die Anzahl der Ungleichungen des entstehenden Sy-
stems bei der ersten fdllt, bei der zweiten aber wdchst.

2.4.5 Ubungsaufgabe. Das Polytop P sei durch die H-Darstellung (m,n,A,b) gegeben, d.h. es gilt
P :={z € R": Az < b}. Auf das System Az < b werde nun die Fourier-Motzkin-Elimination angewen-
det, um alle Variablen zu eliminieren. Man beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:

(a) Erhilt man fir jede Eliminationsreihenfolge der Variablen eine Ungleichung der Form v < § mit
v < 6, so besitzt P innere Punkte.

(b) Besitzt P innere Punkte, so erhdlt man fiir jede Eliminationsreihenfolge der Variablen eine Un-
gleichung der Form v < & mit v < 6.

2.4.6 Ubungsaufgabe. Seien A € R™*" und b € R™. Man beweise die folgenden Aussagen:

a) Seien ¢ € , v € R, und die Ungleichung c* © < v sei durch Schritte der Fourier-Motzkin-
Sei R™ R d die Ungleich Ty < i durch Schritte der Fourier-Motzki
Elimination auf das Systems Az < b hervorgegangen. Dann gibt es einen Vektor y € R™ mit

y>0 A yTA=c A yTb=+.

(b) Az < b ist genau dann unlosbar, wenn es einen Vektor y € [0,00[™ mit yTA = 0 und yTb < 0
gibt.®1

2.4.7 Ubungsaufgabe. Sei A ein Algorithmus, der als Input Paare (S,L) akzeptiert, die aus einem
linearen Ungleichungssystem S und einer zusdtzlichen linearen Ungleichung L bestehen, und der korrekt
entscheidet, ob L fir S redundant ist. Man zeige, dass mit Hilfe von endlich vielen Aufrufen von A
entschieden werden kann, ob S zuldssig ist.

2.4.8 Ubungsaufgabe. Um Patienten mit einer Injektion gleich gegen mehrere Infektionskrankheiten
zu impfen, werden in modernen Kombinationsimpfstoffen verschieden Vakzine gleichzeitig verabreicht.
Fiir die Zusammenstellung eines solchen Impfstoffs stehen n verschiedene Seren si,...,sn zur Aus-
wahl. Ihre einzelnen ‘Impfwerte’ seien unabhingig voneinander durch positive reelle Zahlen ~1,...,Vn
quantifiziert und addieren sich bei threr Kombination. Bei der Zusammenstellung eines Kombinati-
onsimpfstoffs gibt es keine Einschrinkung beziiglich der Anzahl der beteiligten Vakzine. Allerdings sind
nicht alle miteinander vertrdglich. Fiir jedes i € [n] gibt es daher eine ‘schwarze Liste’ S; C {s1,...,5n}
solcher Impfstoffe, die mit s; nicht kombiniert werden dirfen. Gesucht ist ein Kombinationsimpfstoff
mit gréfitem Impfwert.

(a) Man beschreibe die gegebene Aufgabe als Suche nach einer passenden Struktur in einem geeigneten
Graphen.

(b) Man formuliere die Fragestellung als ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe.

Eine naheliegende Variante der Aufgabe fragt nach einer Menge von Kombinationsimpfstoffen kleinster
Kardinalitit, deren Vereinigung jedoch alle Wirkstoffe {s1,...,sn} enthdlt.

(¢) Man formuliere auch diese Variante als ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe.

2.4.9 Ubungsaufgabe. Seien G := (V,E) ein Graph, T bzw. Tp jeweils eine Reihenfolge auf V bzw.
E. Man leite eine (nicht véllig triviale) Identitit zwischen der zugehdrigen Inzidenzmatriz S und der
entsprechenden Adjazenzmatriz Ag her.

2.4.10 Ubungsaufgabe. Seien G := (V,E) ein Graph, n := |V| und k € N. Dann heift G k-regulir,
wenn degg(v) =k fir alle v € V' gilt. Man beweise die folgenden Aussagen:

51 Diese Aussage ist auch als Lemma von Farkas bekannt; vgl. Beispiel 4.2.10 und Korollar 4.2.36.
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(a) G st genau dann k-regulir, wenn 1 Eigenvektor der Adjazenzmatriz Ag zum Eigenwert k ist.

(b) Der Graph G sei k-requlir, y := (n1,...,mn)7 sei Bigenvektor zum Eigenwert \ von Ag, und es
sei X # k. Dann gilt Y11 n; = 0.

(¢) Der Graph G sei k-regular. G ist genau dann zusammenhdngend, wenn der Eigenwert k die
Vielfachheit 1 besitzt.

(d) Man verallgemeinere (¢) auf den Fall, dass G mehr als eine Zusammenhangskomponente besitzt.

2.4.11 Ubungsaufgabe. In nachfolgender Skizze ist eine von einem Parameter r € N abhingige Fa-
milie von Graphen G, mit 2r + 1 Knoten dargestellt.

s @ ‘4 : m t
Skizze zu Ubungsaufgabe 2.4.11

Man bestimme die Anzahl der s-t-Wege in G.

2.4.12 Ubungsaufgabe. Seien st zwei verschiedene Knoten des vollstindigen Graphen K, und o
bezeichne die Anzahl der verschiedenen s-t-Wege in K.
(a) Man beweise
n—2
1

an = (n—2)! ok
k=0 "
(b) Man zeige

o > [2\/ 27 (n — 2)”7%6_”*'2“ .

(c) Gegeben sei ein Algorithmus A, der auf der Suche nach einen kiirzesten s-t-Weg der Rethe nach
alle solchen Wege durchprobiert. Unter der (sehr optimistischen) Annahme, dass A pro Weg mit
nur einer Gleitkommaoperation auskommt, wie lange bendtigt der Algorithmus fiir n = 22 bzw.
n = 26 dann auf einem Teraflop-Rechner?

2.4.13 Ubungsaufgabe. Sein € N. Man zeige, dass es in K, genau n™~2 verschiedene Spannbdume
gibt.

Hinweis: Man zeige zundchst, dass man einen Baum T auf [n] mit einem (n—2)-Tupel (N1, ... ,Mn—2) aus
[n] identifizieren kann, dem sogenannten Priifer-Code®2. Es wird iterativ durch Entfernen des Blattes
mit kleinster Nummer konstruiert, bis nur noch zwei Knoten tibrig sind. Hat im Schritt i der eindeutig
bestimmte Nachbar des zu entfernenden Knotens in T die Nummer j, so wird n; := j gesetzt.

2.4.14 Ubungsaufgabe. Seien G = (V,E,v) ein allgemeiner Graph und UW C V. Man gebe einen
detaillierten Beweis von Bemerkung 2.2.24 und zeige die folgenden Aussagen:

[6(G, )] + [6(GW)] = |6(G,U UW)| + |6(G,.UNW)| 4 2[E(UW)|;

[6:0(GU)| + [0ia (G W) = |81 (G, U UW)| + [6:a(GU NW)| + |En(UW)| + [Ewm(W,U)];

[8aus (G,U)| 4 [8aus(G,W)| = [Saus (G, U UW)| + [8aus (G, U NW)| + |Baus(U,W)| + |Eaus (W,U)|.
2.4.15 Ubungsaufgabe. Seien A € {0,1}"*"™. Man beweise oder widerlege die folgenden Aussagen

fiir das Verhiltnis der Ringe von A beziiglich der Kérper 72 bzw. R:
(a) rangz, (A) <rangp(A); (b) rangp(A) < rangy, (A).

2.4.16 Ubungsaufgabe. Seien G ein allgemeiner Graph mit n Knoten und ~ die Anzahl seiner schwa-
chen Zusammenhangskomponenten.

(a) Man zeige rangy, (Sg) =n — 7.
(b) Sei G ein Digraph; man bestimme rangg (Sa).

52 Heinz Priifer, 1896 — 1933.



110 2 Einstiege

2.4.17 Ubungsaufgabe. Sei G ein Graph. Man beweise die folgenden Aussagen:

(a) Ist K ein Kreis ungerader Linge in G, so hat die Determinante (bez. R) der zugehérigen Teil-
matriz von Sg einen Wert aus {—2,2}.

(b) Set S C E, und der durch S definierte Teilgraph G(S) von G sei zusammenhdngend. Dann sind
die zu S gehérenden Spalten von Sg genau dann linear unabhingig iber R, wenn G(S) keinen
Kreis gerader Linge und hdchstens einen Kreis ungerade Linge enthdlt.

(c) Ist v die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G, so gilt rangg(Sg) = |V| — v genau
dann, wenn G bipartit ist.

2.4.18 Ubungsaufgabe. Seien G := (V,E) ein Digraph und k € N.

(a) Nicht nur die Adjazenzmatric Ag sondern auch ihre Potenzen A’é kodieren kombinatorische
Informationen iber G. Welche? (Beweis)

(b) Man konstruiere einen Algorithmus, der mit Hilfe der Potenzen A’é entscheidet, ob zwei Knoten
s,t € V durch einen Weg in G verbunden sind.

(¢) Man konstruiere einen Algorithmus, der mit Hilfe der Potenzen Ag alle Kreise in einem Digra-
phen G identifiziert.

2.4.19 Ubungsaufgabe. Ein grofes Internetversandhaus betreibt mehrere, auf verschiedene Standorte
verteilte Server, um die Zugriffe der Kunden besser zu verteilen und die Zugriffszeiten zu optimieren.
In regelmifSigen Abstinden werden die Daten der Server miteinander abgeglichen. Dafiir mietet das
Unternehmen Ubertragungskapazititen bei verschiedenen Netzbetreibern an. Die Kosten einer Leitung
schwanken je nach Entfernung und Anbieter; sie sind in der nachfolgenden Skizze angegeben.

Skizze zu Ubungsaufgabe 2.4.19

Welche Leitungen sollte das Unternehmen anmieten, um mdéglichst ginstig alle Server miteinander zu
vernetzen?

2.4.20 Ubungsaufgabe. Auf dem vollstindigen Graphen K1o mit 12 Knoten seien die Kantengwichte

1, firi+j=0(mod2);

o({ig}) = {2’

gegeben. Man bestimme einen minimalen Spannbaum (Beweis).

sonst

2.4.21 Ubungsaufgabe. Gegeben sei der dargestellte Graph mit dem hervorgehobenen Matching.

Skizze zu Ubungsaufgabe 2.4.21

Man konstruiere Augmentationswege, um das aktuelle Matching zu vergrifiern, und bestimme so ein
kardinalitdtsmazimales Matching.
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2.4.22 Ubungsaufgabe. Seien G := (V,E) ein bipartiter Graph, z,y € V, M ein Matching in G,
das = und y nicht dberdeckt, T := (Vp,E7) ein Augmentationsbaum zu y in G, der x nicht enthilt,
und es gebe keinen Augmentationsweg bez. M in G mit Endknoten y. Seien ferner S der durch V' \ Vp
induzierte Teilgraph von G und F := (Vp,Er) ein Augmentationsbaum zu x in S.

(a) Man zeige, dass genau dann ein Augmentationsweg bez. M in G mit Endknoten x existiert, wenn

es einen solchen in F gibt. Bleibt diese Aussage auch dann richtig, wenn es einen Augmentati-
onsweg bez. M in G mit Endknoten y gibt? (Beweis oder Gegenbeispiel)

(b) Man benutze (a), um eine ‘verkiirzte Variante’ von Prozedur 2.2.62 anzugeben.

2.4.23 Ubungsaufgabe. Seien M := (E,£) ein Matroid, I € £ und e € E. In Lemma 2.3.15 wurde
gezeigt, dass I U {e} entweder unabhingig ist oder genau einen Kreis enthilt.

(a) Sei M := (E,E) ein Matriz-Matroid. Man formuliere und beweise die Aussage in der Sprache der
linearen Algebra.

(b) Sei M := (E,E) ein graphisches Matroid. Man formuliere und beweise die Aussage in der Sprache
der Graphentheorie.

2.4.24 Ubungsaufgabe. Seien G ein Graph, E(G) die Menge der Kantenmengen von Matchings in
G. Man charakterisiere alle Graphen G := (V,E), fiir die (E.£(G)) ein Matroid ist.

2.4.25 Ubungsaufgabe. Sei G := (V,E) ein Graph. Ferner bezeichne € die Menge aller Teilmengen
I CV, so dass ein Matching M in G existiert, das I iberdeckt, d.h. das alle Knoten von I enthdlt. Man
zeige, dass (V,€) ein Matroid ist.

2.4.26 Ubungsaufgabe. Man formuliere die folgenden Probleme in Graphen als Mazimierungspro-
blem tiber einem Unabhdngigkeitssystem bzw. Minimierungsproblem tber einem Basissystem:

(a) das Problem SPP kiirzester Wege;
(b) das Traveling Salesman Problem Tsp;

(¢) das Problem mazimaler Matchings.

2.4.27 Ubungsaufgabe. Statt des Greedy-Algorithmus von Prozedur 2.8.17 verwende man fiir das
Mazimierungsproblem iiber Unabhingigkeitssystemen die folgende ‘Streichungsvariante’:

INPUT: Unabhingigkeitssystem (E,E), ¢ : E — [0,00(
Output: SY9€€&
BEGIN A+ E; S99+ FE
WHILE A # () Do
BEGIN
Sei a € argmin gc a(e); setze A+ A\ {a}
Ir S9\ {a} enthilt eine Basis THEN SY9 + S9\ {a}
END
END

Man zeige, dass diese Variante genau dann das Mazimierungsproblem korrekt lést, wenn (E.,E) ein
Matroid ist.

2.4.28 Ubungsaufgabe. Zu einem gegebenen Graphen G := (V,E) sei G' := (V' E') der durch Un-
terteilung jeder Kante e € E mittels einer neuen Ecke entstehende bipartite Graph, d.h. es ist
V':=VUE A E :={{ve}:veV AecEAvEe}.
Ferner seien M1 das durch
{6(G'w):veV} A B)=2 (weV)

definierte Partitionsmatroid und Mo das graphische Matroid zu G'. Schliefllich bezeichne ((G) das
Mazimum der Kardinalitdten unabhingiger Mengen in My N M.

Man beweise oder widerlege die folgende Aussage: Es gibt es eine Funktion 1 : Ng x Ng — Ng, so
dass ein Graph G := (V,E) genau dann einen Hamiltonweg besitzt, wenn ((G) > ¢ (|V|],|E]) ist.
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