Frohen Mutes macht sich Algatha an die neue Aufgabe. Und da Software-Entwicklung fiir
sie bisher in erster Linie ein Handwerk war, spricht eigentlich nichts dagegen, die groe Auf-
gabe einfach langsam Schritt fiir Schritt anzugehen und die ersten paar Zeilen Quelltext im-
mer mehr zu erweitern. Ob eine Aufgabe gelost wird, hdngt am personlichen Engagement und
Durchhaltevermogen!

In bester »Geht nicht? Gibt’s nicht!«-Stimmung fllt Algathas Blick auf dem Nachhauseweg auf
eine mit Graffiti verzierte Mauer. Ein provokantes »Dieser Satz ist falsch.« bringt einen kleinen
Stein in’s Rollen. Die schnelle bejahende Antwort wird sofort im néchsten Augenblick negiert
— doch auch das ist nicht richtig. Welche Aussage macht dieser Satz also eigentlich? Die blofle
Erkenntnis, dass es noch etwas anderes als wahr und falsch gibt, verwandelt den kleinen Stein
in einen ausgewachsenen Erdrutsch beziiglich Algathas Zuversicht. Wenn schon so ein mickri-
ger Satz nicht verniinftig aufgelost werden kann, dann ist es vielleicht in noch groerem Aus-
mal moglich, dass die im vorigen Kapitel identifizierten Teilprobleme gar nicht gelost werden
konnen!

Von leichter Panik ergriffen fallt Algathas Blick auf eine andere Stelle der Wand, an der ein »Time
is on my side« fiir bessere Laune wirbt. Eine noch groere Unruhe ergreift Algatha: Selbst wenn
die Probleme 16sbar sind, ist die Zeit leider nicht auf ihrer Seite. Die in der Zukunft anfallende
Datenmenge wirft die Frage auf, ob diese Probleme iiberhaupt in akzeptabler Zeit gelost werden
konnen.



Nach diesem kurzen Dampfer gewinnt Algatha schnell ihre Selbstbeherrschung zuriick und
nimmt sich fiir den nichsten Tag vor, die grundsitzliche Losbarkeit von Problemen und Fragen
der Laufzeiteffizienz genauer anzuschauen.
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Machbarkeit und Effizienz

Nikola Tesla: Nothing is impossible, Mr. Angier.
What you want is simply expensive.
(The Prestige, 2006)
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2.1 Der Algorithmusbegriff

Der Algorithmusbegriff ist ein zentrales Thema dieses Buches. Aus diesem

Grund sind die folgenden klaren Definitionen und Notationen notwendig.

Definition 2.1: Algorithmus

Ein Algorithmus ist eine Vorschrift zur Bewiltigung einer Aufgabe als Fol- »Algorithmus

ge von Aktionen, wobei die folgenden Bedingungen gelten:

e Der Algorithmus ldsst sich in endlicher Form beschreiben und ist aus
Elementen von endlich vielen, durch die ausfithrende Maschine defi-
nierten Kommandobefehlen aufgebaut.

e Der Algorithmus hat genau ein Startaktion und nach der Ausfiihrung
eines jeden Befehls ist die Menge der Folgeaktionen klar durch die
Beschreibung und die bisher durchgefiihrten Aktionen definiert.

e Die Eingabe des Algorithmus ist eine Folge von Daten, die auch leer
oder unendlich sein kann. Aber zu jedem Zeitpunkt wihrend der Aus-
fiihrung ist die bisher betrachtete Datenmenge endlich.

Diese Definition ist noch sehr allgemein und wird erst konkret, wenn ein
Maschinenmodell betrachtet wird, auf dem der Algorithmus ausgefiihrt
wird. Das Maschinenmodell definiert die zur Verfiigung stehenden Opera-
tionen und Kontrollkonstrukte. Die iiblichen Maschinenmodelle in diesem
Zusammenhang sind:

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_2, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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o Turing-Maschine: Als Speicher stehen endlich viele Zustinde eines
endlichen Automatens sowie ein potentiell unendlich langes Speicher-
band zur Verfiigung. Als Operationen kann der Lesekopf bewegt so-
wie der Inhalt des Speicherbands gelesen und beschrieben werden.
Die Kontrolle ist in einem endlichen Automaten abgelegt — dieser
stellt quasi den implementierten Algorithmus dar. Grundsitzlich ist
dieses Modell genauso michtig wie gingige Computer. Als theoreti-
sches Maschinenmodell konnen wir es sogar mit potentiell beliebig
grof3er Parallelitdt ausstatten — d.h. nach einer Operation konnen viele
Folgeoperationen gleichzeitig durchgefiihrt werden. Wir werden ganz
kurz auf die Bedeutung der Turing-Maschine fiir den Algorithmus-
begriff noch am Ende von Abschnitt 2.3 eingehen.

e Konkretes Hardware-nahes Maschinenmodell (Registermaschine): In
einer Assemblersprache werden die konkreten Anweisungen fiir den
Prozessor beschrieben. Ahnlich wie bei der Turing-Maschine sind die
technischen Beschrinkungen wie Anzahl der verfiigbaren Register of-
fensichtlicher Teil des Modells und jedes algorithmische Detail muss
darauf abgebildet werden. Dadurch ist einerseits die Beschreibung des
Algorithmus mit allen weiterfiilhrenden Betrachtungen in jedem Fall
exakt — es kann kein aufwendiger Teil eines Algorithmus in hoch-
sprachlichen Anweisungen »versteckt« werden —, andererseits ist die
oft leicht kryptische Schreibweise schlecht lesbar und der fehlende
Zwang zur strukturierten Programmierung deckt sich nicht mit heute
aktuellen Programmiersprachen.

e Virtuelle Maschine einer Hochsprache (z.B. Java): Eine konkrete Pro-
grammiersprache mit all ihren Konstrukten zur Ablaufkontrolle und
ihren Basisbefehlen wird benutzt. Speicher wird in der iiblichen Form
als Variable deklariert und man macht sich an dieser Stelle kaum Ge-
danken dariiber, wie viel Speicher letztendlich die CPU zur Verfiigung
stellt, da die virtuelle Maschine diese Details verbirgt. Weiterfithrende
Uberlegungen der Effizienz und des Ressourcenbedarfs miissen aller-
dings teilweise sehr sorgfiltig durchgefiihrt werden, was ein Nachteil
der hochsprachlichen virtuellen Maschine ist.

Ein Vergleich der Maschinenmodelle mit den Anforderungen der Algorith-
musdefinition zeigt, dass alle drei Maschinen als Grundlage fiir die Be-
schreibung eines Algorithmus benutzt werden konnen (vgl. Tabelle 2.1.)
Letztlich muss man sich bei der Beschreibung von Algorithmen fiir ei-
nes der Maschinenmodelle entscheiden. Im vorliegenden Buch ist dies die
hochsprachliche virtuelle Maschine, die einerseits die Vorteile der struk-
turierten Programmierung mit sich bringt und anderseits sehr nah an den
aktuellen Programmiersprachen ist. Dies zwingt uns allerdings nicht, alle
Algorithmen tatsichlich in einer Programmiersprache wie Java zu présen-
tieren. Vielmehr halten wir eine etwas abstraktere Beschreibung in Java-
nahem Pseudo-Code fiir besser geeignet fiir das grundlegende Verstdndnis
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Tabelle 2.1: Vergleich der Maschinenmodelle mit der Algorithmusdefinition

Definition

Turing-Maschine

Registermaschine MIX

Java-VM

endliche Programmgrofie
endliche Kommandozahl

eine Startoperation
Folgeoperationen definiert

Eingabe: Datenfolge

Anzahl der Zustinde im
endlichen Automaten
Lesen, Schreiben, Lese-
kopf bewegen
Anfangszustand

durch Ubergangsrelation
bestimmt, bei Nichtdeter-
minismus sogar mehrere
parallel

auf dem Band

Assemblerprogramm be-
stimmter Grofie

LDA, LDX, STA, ADD,
SUB, MUL, D1V, ...
Beginn des Programms
sequentieller Ablauf und
Spriinge

Folge von Interaktionen
mit Speicher/peripheren
Geriiten

Java-Programm bestimm-
ter Grofle
Java-Grundbefehle

Beginn des Programms
sequentieller Ablauf und
Strukturkommandos
while, if-then-else,

Folge von Interaktionen
mit Speicher/peripheren
Geriiten

von Abldufen, da wir uns auf das Wesentliche konzentrieren und Details
der Java-Syntax ausblenden konnen. Die Notation des Pseudo-Codes ist
kompakt im Anhang A dargestellt. Die ausprogrammierte Umsetzung als
Java-Quelltext kann dem Online-Begleitmaterial entnommen werden.

Wihrend die Turing-Maschine eher fiir theoretische Uberlegungen
herangezogen wird (Hopcroft et al., 2003), sind die anderen beiden

Maschinenmodelle durchaus gebrduchlich in Lehrbiichern. Knuth

(1997, 1998a,b) verfolgt beispielsweise mit dem Prozessormodell

MIX einen Assembler-nahen Ansatz, wihrend Sedgewick (2003) oder
Weiss (2007) ihre Algorithmen in Java prisentieren.

Beispiel 2.2:

Algorithmus 2.1 zeigt ein Beispiel fiir den benutzten Pseudo-Code. Links
sind die Einzelschritte detailliert beschrieben, wihrend rechts die logischen
Schritte und Phasen in Orange auf einer hoheren Abstraktionsebene erlidu-
tert werden. Fiir eine Beschreibung der Notation siehe: Anhang A. O

Definition 2.3:

Determiniert und deterministisch

Ein Algorithmus heifit genau dann determiniert, wenn er fiir dieselbe Ein-
gabe immer dasselbe Ergebnis liefert. Ein Algorithmus heif3t ferner deter-
ministisch, wenn sein innerer Ablauf immer identisch ist, es also zu jedem
Zeitpunkt immer nur eine Folgeoperation gibt. Gilt dies nicht, so kann der

Algorithmus

e randomisiert sein, falls (Pseudo-)Zufallszahlen benutzt werden und
diese den Ablauf unabhingig von den Eingaben beeinflussen,

»determiniert

»deterministisch

»randomisiert
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Algorithmus 2.1 Ineffizienter Algorithmus zur Textsuche als Beispiel fiir die Pseudo-
Code-Notation

EmracHE-TEXTSUCHE(Gesamttext T[], Suchtext S[])
Riickgabewert: Startpositionen index
anzahl < 0
for startpos < 0, ..., T.linge — S .linge
do"i<1
while i < S.linge und S[i] = T[startpos +i]
dolie—i+1
if i =S.ldnge+1
then " anzahl « anzahl + 1 } Ausgabe im Erfolgsfall
L L index[anzahl] < startpos
return index

N

Test, ob S ab Zeichen
J startpos in T steht

Neolie IEN Be Y N N S R

e nicht-deterministisch sein, falls durch eine Anweisung »rate richtig«
parallel alle Moglichkeiten durchprobiert werden, oder

e asynchron sein, falls in parallelen Berechnungen unterschiedliche Be-
arbeitungs- oder Kommunikationszeiten den Ablauf und das Ergebnis
beeinflussen.

Im Rahmen dieses Buches ist Nicht-Determinismus nur von marginalem In-
teresse und Asynchronitit kommt iiberhaupt nicht vor. Die anderen Begriffe
werden uns noch genauer beschiftigen.

Definition 2.4: Terminiert

Ein Algorithmus terminiert auf eine Eingabe x genau dann, wenn er nach
endlich vielen Schritten anhélt. Er terminiert stets, wenn er auf alle mogli-
chen Eingaben terminiert.

Definition 2.5:  Korrektheit
Ein Algorithmus heifit partiell korrekt, wenn in allen Fillen, in denen der
Algorithmus terminiert, seine Ausgabe der Spezifikation (in der Problem-
beschreibung) geniigt. Falls der Algorithmus zusitzlich fiir alle Eingaben
terminiert, heilt er total korrekt.

Mit diesen Eigenschaften lassen sich die Algorithmen in verschiedene Klas-
sen einteilen. Klassische Algorithmen sind immer korrekt, determiniert und
terminieren stets. Randomisierte Algorithmen diirfen zusitzliche Zufalls-
zahlen benutzen, sind aber trotzdem korrekt und terminieren stets. Appro-
ximationsalgorithmen zeichnen sich dadurch aus, dass sie eine garantiert
gute Néherung der Losung liefern — meist gibt es einen Beweis fiir den ma-
ximalen Fehler. Probabilistische Algorithmen besitzen keine Garantie fiir
die Losungsqualitit, sondern konnen sich mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit »irren«. Und schlieBlich zeichnet sich die Heuristik dadurch aus,
dass sie genau dann gute Ergebnisse liefert, wenn die Eingaben zu einer
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Tabelle 2.2: Klassifikation von Algorithmen (nach Rawlins, 1992)

korrekt ‘ terminiert ‘ Zufallszahlen
klassischer Algorithmus ja ja nein
randomisierter Algorithmus ja ja ja
Approximationsalgorithmus nah dran ja manchmal
probabilistischer Algorithmus || meist ja manchmal
Heuristik nicht sicher | nicht sicher | manchmal

Grundannahme der Heuristik passen. Die verschiedenen Algorithmen sind
im Vergleich in Tabelle 2.2 dargestellt.

In den weiteren Kapiteln werden Beispiele fiir die verschiedenen Al-
gorithmenarten vorgestellt. Eine Quicksortvariante (Abschnitt 7.3) und die
Skipliste aus Abschnitt 4.2 stehen fiir randomisierte Algorithmen. Als Ap-
proximationsalgorithmus lernen wir die Rundreise-Approximation in Ab-
schnitt 5.4 kennen. Beispiel fiir die probabilistischen Algorithmen ist der
evolutiondre Ansatz zur Losung des Rundreiseproblems in Abschnitt 12.2.
Ein Beispiel fiir eine Heuristik wird ebenfalls fiir das Rundreiseproblem
(Abschnitt 5.4) vorgestellt, aber auch fiir ein anderes Problem in der Ubungs-
aufgabe 5.8.

TON Das ist ja soweit alles ganz nett, doch was bedeutet das jetzt
fiir meine Frage, ob unsere Probleme 16sbar sind?

Definition 2.6: Losbarkeit eines Problems
Ein Problem wird als losbar bezeichnet, wenn es einen Algorithmus gibt,
der fiir jede Instanz des Problems in endlicher Zeit eine Losung berechnet.

Eng verwandt mit unserem Begrift der »Losbarkeit« ist der Begriff
der »Berechenbarkeit« aus der theoretischen Informatik. Dort geht es
zunidchst um die Berechnung mathematischer Funktionen auf abstrak-
ten Maschinenmodellen. Auch hier sei auf entsprechende Lehrbiicher
verwiesen (Schoning, 2008; Davis, 1982).

2.2 Grenzen der Algorithmik

In den folgenden Kapiteln wird eine Vielfalt an algorithmischen Techniken
»aus dem Armel geschiittelt«, die dem Leser vermeintlich Unmogliches na-
he bringt. Es konnte also leicht der Eindruck entstehen, dass grundsitzlich
alles algorithmisch gelost werden kann. Daher wollen wir uns an dieser
Stelle kurz den Grenzen der Algorithmik ndhern und mit dem sog. Halte-
problem ein unlésbares Problem betrachten.

21

»16sbares Problem

»Halteproblem
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Satz 2.7:

Es existiert kein Algorithmus, der fiir einen beliebigen Algorithmus und
eine beliebige Eingabe entscheiden kann, ob der Algorithmus auf der Ein-
gabe terminiert.

Beweis 2.8:

Wir beweisen den Satz per Widerspruch, indem wir annehmen, dass es
einen solchen Algorithmus A gébe, der fiir alle Algorithmen B und belie-
bige Eingabe w entscheidet, ob B auf w hilt oder nicht.

_B L 0, falls B auf w hilt
A —
_w 1, sonst

Gehen wir ferner davon aus, dass der zu testende Algorithmus B in einer
geeigneten Kodierung vorliegt — z.B. als Java-Bytecode, der dann von der
virtuellen Maschine auch ausgefiihrt werden konnte. Zur Vereinfachung
konnen wir also davon ausgehen, dass sowohl B als auch die Eingabe w
in bindrer Form vorliegen. Dann konnen wir einen Algorithmus A’ kon-
struieren, der eine einzelne bindre Eingabe B erhilt und diese sowohl als
Algorithmus B als auch als Eingabe w = B interpretiert. Das ist so machbar,
da w beliebig war und somit auch fiir das spezielle w = B gilt.

In der Variante A” fithren wir einfach A” wie oben aus und gehen genau
dann in eine unendliche Schleife, wenn A’ die Ausgabe true erzeugt. Damit
haben wir den folgenden Algorithmus konstruiert:

halt nicht, falls B auf B halt

1, sonst

B

A/I

Wenn man nun allerdings A” auf sich selbst als Eingabe anwendet, dann
geht A” mit der Eingabe A” genau dann in eine unendliche Schleife, wenn
A” in endlich vielen Schritten auf A”” hilt. Dies ist ein logischer Wider-
spruch und die Annahme zu Beginn des Beweises war falsch. ]

Der Kern des Beweises ist ganz analog gefiihrt zu den bekannten Parado-
xien wie dem einfithrenden »Dieser Satz ist falsch.«, der in einer streng
logischen Welt nicht existieren diirfte. Genau dasselbe gilt fiir einen Algo-
rithmus, der das Halteproblem 16st.

Der Beweis fiir das Halteproblem wurde zum ersten Mal von Turing
(1936) fiir die Turing-Maschine als Maschinenmodell gefiihrt. Tat-
sdchlich gilt diese Unentscheidbarkeit noch fiir wesentlich mehr Ei-
genschaften von Algorithmen, wie Rice (1953) gezeigt hat. Eng da-
mit verkniipft ist auch der Unvollstindigkeitssatz von Godel (1931),
der die zwingende Unvollstindigkeit bzw. Widerspriichlichkeit von
hinreichend michtigen formalen Systemen bewiesen hat.
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Obiger Satz steht allerdings nicht im Konflikt mit einer Untersuchung
eines fest gegebenen Algorithmus, in welcher bewiesen wird, dass dieser
Algorithmus terminiert. Der Satz bedeutet lediglich, dass es kein automati-
sierbares Verfahren fiir einen solchen Beweis gibt und fiir bestimmte Algo-
rithmen die Termination auch (noch) nicht bekannt ist.

P, I
# (% So weit, so gut. Aber hat dies irgendetwas mit den fiinf Basis-

problemen meiner Anwendung zu tun? Wenn ich es mir recht
tiberlege, sollten die alle 16sbar sein, denn zu jedem dieser Pro-
bleme gibt es nur eine endliche Anzahl moglicher Kandidaten
als Losung. Ein Algorithmus, der diese alle der Reihe nach
durchprobiert, findet sicher die gesuchte Losung.

Neben der Tatsache, dass manche Probleme sich iiberhaupt nicht durch
einen Algorithmus 16sen lassen, birgt allein die Problemgrof3e eine weitere
Grenze der Algorithmik: Sind wir immer in der Lage, durch Aufzihlen aller
Moglichkeiten, ein Problem zu losen?

Beispiel 2.9:

Fiir das Rundreiseproblem (Definition 1.19) erhalten wir alle méglichen
Rundreisen, wenn wir alle Permutationen erzeugen. Fiir n Stadte sind dies
n!'=1-2-3---n Stiick. Also bei n = 101 Stidten rund 9,426 - 10'> Permuta-
tionen — wenn wir Symmetrien und zyklische Verschiebungen jeder Rund-
reise vermeiden, bleiben es immer noch % 100! = 4,666 - 1037 Rundreisen.
Unter der Annahme, wir konnten 10® Rundreisen pro Sekunde testen, folgt
eine Laufzeit von etwa 8,878 - 1013 Jahren. a

Das bedeutet einerseits, dass die im Weiteren vorgestellten Algorithmen
grundsitzlich sehr geschickt vorgehen miissen, aber andererseits auch, dass
den Laufzeitbetrachtungen der Algorithmen eine besondere Bedeutung als
beschrinkender Faktor in der Algorithmik zuféllt.

23 Laufzeitiiberlegungen

Mochte man die Laufzeit eines Algorithmus angeben, gibt es drei verschie-
dene Ansitze mit zunehmendem Abstraktionsgrad:

e Echtzeitmessungen — diese sind nur bedingt fiir grundsitzliche Ver-
gleiche und Einordnungen von Algorithmen geeignet, da sie abhiingig
von der genutzten Hardware unterschiedlich ausfallen konnen,

e exakte Anzahl der Rechenschritte/Schliisselvergleiche/... — konnen
sowohl fiir Beispiele berechnet als auch experimentell ermittelt wer-
den, oder

23
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fori<1,...,n
do [ something

U2

schritt am Anfang
ein Schritt

ein

N

i1
while i <n

-
do " something
Lii+1
AN N

drei Schritte pro Iteration

am Ende
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e die sog. asymptotische Laufzeitkomplexitit, die ausgehend von der ex-

akten Anzahl lediglich eine Einordnung bzgl. einer wachsenden Pro-
blemgrofle n vornimmt.

Zunichst schauen wir uns an, wie die exakte Anzahl der Schritte mithilfe

der folgenden Basisregeln ermittelt werden kann:

e eine Sequenz von Anweisungen resultiert in der Summe der Laufzei-

ten der Anweisungen,

e bei einer Verzweigung kann man zunichst mit dem aufwindigeren

Teil rechnen und

e in Schleifen wird der Aufwand der Anweisungen fiir einen Schleifen-

durchlauf mit der Anzahl der Durchldufe multipliziert.

Bei einer For-Schleife zihlt zusitzlich fiir die Zdhlvariable bei jeder
Iteration eine Zuweisung und das Inkrementieren des Werts sowie der
Vergleich, ob das Ende der Schleife erreicht ist (d.h. allein fiir die Zihl-
variable 3 Operationen in jedem Schleifendurchlauf) — ferner wird die
Zihlvariable initialisiert und der Vergleich wird auch beim Abbruch
der Schleife durchgefiihrt (d.h. 2 Operationen auflerhalb der Schlei-
fe).

Beispiel 2.10:

Fiir den Beispielalgorithmus 2.2 werden alle Schritte gezihlt — dabei zihlt
jede Zuweisung, jede Rechenoperation und jeder Vergleich. Vereinfachend
wird hier auch angenommen, dass jeder dieser Schritte den gleichen Auf-
wand besitzt, also gleich lange dauert. Damit erhalten wir 1 Operation fiir
die Initialisierung von s, 2 Operationen fiir die Initialisierung und die Ab-
bruchiiberpriifung von k, in jedem Schleifendurchlauf der For-Schleife 3
Operationen fiir die Zédhlvariable (2 fiir das Inkrementieren von k und 1 fiir
den Vergleich auf das Schleifenende) sowie 2 Operationen fiir s+ k bzw.
die Zuweisung dieses Wertes zu s. Insgesamt ergibt sich:

T(n) = 1+(2+Z(3+2))=5-n+3

k=1
~———
=n-5 O

Algorithmus 2.2 Erster Algorithmus fiir die Laufzeitanalyse

EIN-LAUFZEITBEISPIEL(71)

1

3

Riickgabewert: —
s« 0
fork<1,..., n

wird n Mal durchlaufen
dols«—s+k
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Beispiel 2.11:

Im Beispielalgorithmus 2.3 ist die Schrittanzahl im Korper der duferen
Schleife nicht mehr jedes Mal gleich. Daher kann man entweder grob ab-
schitzen, indem man mit dem Maximum fiir jeden Schleifendurchlauf rech-
net, oder — wie folgt — die Schrittzahl genau ausrechnen:

T =1+2+) B+Q2+ ) (3+2)))
k=1 m=k

——
=(n—k+1)-5

=3+Z(5+(n—k+1)-5)
k=1

=3+ iS +5~i(n—k+l)
k=1 k=1

S~ —
=5n =n+(n-1)+..+1

=3+5-n+5- ij

=
——
_ n:(n+l)
-T2

15 5
=3+7-n+—- 2

)
O

Beispiel 2.12:
Fiir den Beispielalgorithmus 2.4 lésst sich die exakte Schrittanzahl nicht
mehr so einfach bestimmen, da die Anzahl der Schleifendurchldufe unklar

Algorithmus 2.3 Zweiter Algorithmus fiir die Laufzeitanalyse

'WEITERES-LAUFZEITBEISPIEL(7)
Riickgabewert: —
1 5«0
2 fork«<1,...,n N
3 do"forme«k,...,n | Durchliufe hingen
4 cdols—s+m | vonkab

wird n Mal durchlaufen

Algorithmus 2.4 Dritter Algorithmus fiir die Laufzeitanalyse

LETZTES-LAUFZEITBEISPIEL(11)
Riickgabewert: — .
while n >0 ] 1 Vergleich (pro Iteration und beim Abbruch)

L . . hochstens
do"™ s« s-n |1 Operation und I Zuweisung

1

2 g C n+1

3 if n ist gerade | | Vergleich Iterationen
4 thenCn«<n-3

5

1 Operation und 1 Zuweisung
celse [nen+1

25
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ist. Leicht sieht man jedoch ein, dass durch die Anweisung in Zeilen 4 und
5 n wechselweise gerade und ungerade ist. Dadurch wird n maximal auf
n+ 1 erhoht und nach jeweils zwei Iterationen wird n in der Summe um 2
verringert. Dadurch lésst sich die Anzahl der Iterationen nach oben durch
n+ 1 abschitzen. Und wie im vorherigen Beispiel ldsst sich zumindest fiir
die obere Grenze die Schrittzahl ermitteln.

n+l
T(n) <1+ 26 =6-n+7

k=1
——
=6-(n+1) o

P T
@ (% Das ist ja klasse, dass ich die Schrittanzahl so direkt ausrech-
nen kann. Das macht Spal}! Allerdings funktioniert das wohl

nur bei kleinen Algorithmen. ..

Fiir die Laufzeitbestimmung sind zwei Dimensionen eines Problems in-
teressant: einerseits die Groe des Problems — also z. B. die Anzahl n der
Schliissel beim Sortierproblem — und andererseits die konkret moglichen
Probleminstanzen fiir diese GroBe — beispielsweise die moglichen Permu-
tationen der Schliisselmenge {1, ...,n} (liegt die Schliisselmenge sortiert,
umgekehrt sortiert oder vollig unsortiert vor?).

In der Regel hingt die Schwierigkeit fiir die Losung eines Problems
nicht nur von der GroBe n ab. Vielmehr gibt es einfache und schwierige Pro-
bleminstanzen gleicher Grofle. Um zu asymptotischen Aussagen zu kom-
men, miissen wir in der folgenden Definition den Laufzeitbegriff fiir eine
Problemgrofle genauer fassen.

Definition 2.13:  Best-, Worst- und Average-Case

Betrachtet man fiir ein Problem immer diejenige Probleminstanz einer Gro-
Be, die die geringste Laufzeit hat, spricht man vom Best-Case (oder giins-
tigsten Fall). Betrachtet man die langste Laufzeit, handelt es sich um den
Worst-Case (oder ungiinstigsten Fall). Untersucht man alle Probleminstan-
zen derselben Grofle und ermittelt die durchschnittliche Laufzeit, bezeich-
net man dies als Average-Case.

Beispiel 2.14:

In Bild 2.1 werden verschiedene Laufzeiten dreier Algorithmen fiir mehrere
Probleminstanzen angezeigt. Es sind mit drei Linien jeweils der Best-Case,
der Average-Case und der Worst-Case markiert. Je nachdem welchen der
drei Fille wir als Entscheidungsgrundlage heranziehen, wiirden wir jeweils
einen anderen Algorithmus wihlen. O
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Bild 2.1: Die Laufzeit von drei Algorithmen wird fiir mehrere Probleminstanzen angezeigt. Die drei farbigen
Linien markieren den Worst-Case (oben), Average-Case (mittig) und Best-Case (unten). Beim Vergleich
der Best-Case Ergebnisse schneidet Algorithmus A am besten ab. Fiir den besten Average-Case wihlen
wir Algorithmus C. Algorithmus B wird verwendet, wenn der Worst-Case moglichst kleine Laufzeit
liefern soll.

P Y
@ (< Das ist ja spannend. Je nachdem, was wir betrachten, sind je-
weils andere Algorithmen gut!

Fiir einen konkreten Algorithmus lésst sich die Best-Case, Average-Case
und Worst-Case Laufzeit als Funktion 7 : N — R* darstellen, wobei n € N
die Problemgrofe ist. Dabei soll im Weiteren nur die »Stéirke« des Wachs-
tums mit zunehmender Problemgrofle interessieren. Typische Funktionen
mit unterschiedlich starkem Wachstum sind in Bild 2.2 dargestellt. Ebenso
gibt Tabelle 2.3 einen Einblick in das Wachstum der Funktionen, indem die
Anzahl der benotigten Dezimalziffern angegeben wird — hier sogar fiir noch
stirker wachsende Funktionen.

Da uns hiufig lediglich die Zuordnung zu diesen Funktionen ausreicht,
fiithren wir die sogenannten [andau-Symbole O (GroB-0), Q (Omega) und »Landau-Symbole
O (Theta) ein, welche eine grobe Einordnung in Funktionsklassen bzgl. des
asymptotischen Wachstums erlauben.

Definition 2.15: Landau-Notation
Fiir f: N — N werden die folgenden Funktionsklassen definiert.

O(f)={g:N—>N|dceR*AngeNVYn>ny: gn)<c-f(n)}
Q(f)={g: N> N|JdceR*AIngeNVYn>ny: gn)>c- f(n)}
O(f) = O(f) NQ(f).
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Bild 2.2: Bei der Laufzeitanalyse von Algorithmen treten héufig die hier angefiihrten Funktionen auf, die verglei-
chend dargestellt sind.

g9(n) € O(f(n)) P, TN
@ (% Also nochmal in Worte gefasst: Ein Algorithmus ist beispiels-

weise in O(n?), wenn sich seine Laufzeit unter bestimmten
Bedingungen nach oben durch n? beschrinken lisst. Aber da
brauche ich erstmal ein paar Beispiele, um das vollstindig zu
verstehen. ..

Laufzeit

e Beispiel 2.16:
Problemergte Auf dem nebenstehenden Bild sind fiir kleine Werte n die Funktionen f(n)

gz%i?:folg des no in der und g(n) wechselseitig kleiner. Ab der ProblemgroBe ng allerdings bleibt

Tabelle 2.3: Anzahl der Dezimalziffern fiir die ersten Werte unterschiedlich stark
wachsender Funktionen.

Wert n

1 2 3 4 5 6 7 8 9  10...1023
Ign 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
n 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 4
n-lgn 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 5
n? 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 7
on 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 308
n! 1 1 1 2 3 3 4 5 6 7 2636
o 1 2 3 5 8§ 11 15 20 25 31 ?
27" 1 2 3 5 10 20 39 78 155 309 ?

2

2 }n 1 1 2 5 19728 2?2 2 2 ? ? ?
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die Funktion f(n) oberhalb der Funktion g(n) — fiir alle Werte n — oo (hier
nur sichtbar bis n = 50). Damit gilt g(n) € O(f(n)), da obige Bedingung fiir
¢ = 1 erfiillt ist. Man sagt: g(n) wichst hochstens so stark wie f(n). |

Beispiel 2.17:

Im zweiten nebenstehenden Bild ist die Funktion g(n) im sichtbaren Be-
reich im Wesentlichen deutlich langsamer, hat also eine hohere Laufzeit,
als die Funktion f(n). Da aber nur das asymptotische Wachstum ohne kon-
stante Faktoren interessant ist, kann durch einen geeigneten Wert ¢ = 2 die
Funktion f(n) in die Situation des ersten Bilds tibertragen werden, womit
wieder g(n) € O(f(n)) gezeigt werden kann. |

Beispiel 2.18:

Im dritten Bild ist eine Funktion zu sehen, deren Minimal- und Maximal-
werte sich durch die angezeigten linearen Funktionen beschrinken lassen.
Da die Steigung der linearen Funktionen als konstanter Faktor irrelevant
ist und auch die Verschiebung der Funktionen am Nullpunkt das asympto-
tische Wachstum nicht beeinflusst, gilt g(n) € O(n) durch die obere Grenze
und g(n) € Q(n) durch die untere Grenze. Daraus folgt direkt laut Definition
g(n) € O(n). m|

fiithrt. Die Bezeichnung »Landau-Notation« geht auf das Buch von
Landau (1909) zuriick, welches der Verbreitung der Notation Vor-
schub geleistet hat. In der Informatik wurde die Notation durch Knuth

@ Das Symbol O wurde vom Mathematiker Bachmann (1894) einge-

(1976) um die anderen Symbole erweitert und durchgesetzt.

Bei der asymptotischen Laufzeitanalyse mochte man einen einfachen
Ausdruck fiir das Laufzeitverhalten haben, der eng an den exakten Werten
ist. Es gelten die folgenden Regeln.

Lemma 2.19: Komplementire Symbole
O und Q sind komplementdr zueinander:

f(n) € O(g(n)) & g(n) € Q(f(n)).

Beweis 2.20:

Wir zeigen zunichst die Richtung »=«. Gilt f(n) € O(g(n)), dann existieren
Werte ¢ > 0 und ng, sodass fiir alle n > ng gilt: f(n) < c-g(n). Dann ldsst
sich die Gleichung umstellen, sodass (ebenfalls fiir alle n > ng) gilt: g(n) >
% - f(n). Das bedeutet: Wir konnen ¢’ = % und n;, = no wihlen, wofiir dann
g(n) > ¢’ - f(n) (n > np) gilt. Damit sind die Bedingungen der Definition
von g(n) € Q(f(n)) direkt erfiillt. Die Riickrichtung » <« ldsst sich analog
zeigen. |

Laufzeit

Laufzeit
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Problemgrofie

Bedeutung des ¢ in der
Definition.

ProblemgroBe

Beispiel fiir ©.
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Korollar 2.21: Reflexivitit

f(n) € B(g(n) & gn) € O(f(n)).

Das Korollar folgt direkt aus Lemma 2.19.
Lemma 2.22: Transitivitit

Es gilt: f(n) € O(g(n)) und g(n) € O(h(n)) = f(n) € O(h(n))
J(n) € Q(g(n)) und g(n) € Q(h(n)) = f(n) € Q(h(n))
J(n) € ©(g(n)) und g(n) € O(h(n)) = f(n) € Oh(n)).

Beispiel 2.23:

Sei f(n) =5-n+17-logn eine exakte Laufzeit. Dann gilt fiir g(n) = n?
und h(n) = n® die Voraussetzung der ersten Gleichung aus Lemma 2.22:
5-n+17-logn € O(n*) und n?> € O(n?). Dann folgt aus Lemma 2.22, dass
auch 5-n+17-logn € O(n®) gilt. O

Beweis 2.24: (der ersten Gleichung des Lemmas)
Sei ¢’ € R* und nj, € N so gewihlt, dass f(n) < ¢’ -g(n) fiir n > nj. Ebenso

0
gilt g(n) < ¢” - h(n) fir n > n{ mit Werten ¢’ € R* und n(] € N. Dann kénnen

7 "7,

wir ng” = max{n(, n;'} wihlen und es gilt fiir n > n{":
f(n)<c -gn)<c’ - hn).
Mit ¢””" = ¢’ - ¢”” ist also die Definition von f(n) € O(h(n)) erfiillt. [ ]

Auf die weiteren Beweise der anderen Teile des Lemmas und der folgenden
Lemmata verzichten wir.

Lemma 2.25: Vereinfachung von Ausdriicken

f(n) € O(g(n) = O((f + g)(n)) = O(g(n))
f(n) € Qg(n) = Q(f +g)(n)) = Q(f(n))
g(n) € O(f(n) = O(f +¢) = B(g) = O).

Beispiel 2.26:

In einer Abschidtzung nach oben konnen wir in einer Summe die schwé-
cher wachsenden Summanden entfallen lassen, z.B. bei f(n) =nund g(n) =
n-logn gilt O(n +n-logn) = O(n-log n) wegen f(n) € O(g(n)). Analog kon-
nen die stiarker wachsenden Summanden bei einer Abschédtzung nach unten
entfallen. O
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Beispiel 2.27:

In Beispiel 2.11 wurde die exakte Laufzeit T'(n) = 3 + 277 ‘n+ % -n? fiir
Algorithmus 2.3 ermittelt. Da 3+ 3 -n € O(5 - n?) gilt, folgt T(n) € O(% -
n?). Und damit folgt letztendlich: T'(n) € o). O

Lemma 2.28: Berechnungsregel

lim o) eR* = f(n) € O(g(n))

im 2% Z 0= f(n) € O(g(n)).

n—co g(n)

Beispiel 2.29:
Betrachten wir f(n) = logn und g(n) = Vn.
logn . %

lim im (Regel von I’Hoptial)

n—oo n n—00

Daraus folgt logn € O(+/n). i
Korollar 2.30: Hierarchie der Polynome

meN = On™) c On™).

Zum Abschluss dieses Abschnitts zu Laufzeitanalysen, wollen wir noch
kurz untersuchen, welche Aussagen bei der Kombination von Landau-Sym-
bolen mit Betrachtungen zum Worst-Case, Average-Case etc. entstehen.
Wie Tabelle 2.4 zeigt muss man dabei insbesondere unterscheiden, ob man
iiber die exakte Laufzeit oder bereits einen Extremfall spricht. Aussagen
wie »der Worst-Case wird groBziigig nach oben abgeschitzt« konnen ins-
besondere dann sinnvoll sein, wenn bestimmte Eigenschaften, wie etwa die
Struktur der gespeicherten Daten beim Mengenproblem, offen gelassen wer-
den.

%
@ (% Prima: jetzt kann ich verschiedene Algorithmen tatsdchlich
sinnvoll vergleichen. Besonders die Vereinfachungen von der

31
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Tabelle 2.4: Mogliche Aussagen mit der Landau-Notation

o)

()

Q)

exakte Zeit

Worst-Case

Average-Case

Best-Case

obere Schranke, d.h. Be-
schriankung des Worst-Case

obere Schranke als eventuell
grofziigige Abschitzung,
d.h. der Worst-Case kann
auch besser sein
Average-Case ist asympto-
tisch nicht langsamer

obere Schranke, d.h. der
Best-Case kann noch besser
sein

asymptotisch fallen Worst-
Case und Best-Case zusam-
men

asymptotisch exakte Analy-
se des Worst-Case

asymptotisch exakte Be-
schreibung des Average-
Case

asymptotisch exakte Analy-
se des Best-Case

untere Schranke, d.h. Be-
schriankung des Best-Case

untere Schranke, d.h. der
Worst-Case kann noch
schlechter sein

Average-Case ist asympto-
tisch nicht schneller

untere Schranke als eventu-
ell grofziigige Abschitzung,
d.h. der Best-Case kann

auch schlechter sein

exakten Zihlung der Operationen zu einer grundsitzlichen
Aussage gefillt mir gut!

Jetzt frage ich mich nur noch, ob meine Probleme alle gleich
schwierig sind?

24 Schwierigkeit von Problemen

Im letzten Unterkapitel wurde das Handwerkszeug fiir theoretische Lauf-
zeitvergleiche von Algorithmen vorgestellt. Dies ist ein sinnvolles Mittel
fuir die Bewertung verschiedener Algorithmen als Losung fiir dasselbe Pro-
blem. Man kann daraus allerdings kaum Aussagen iiber die Schwierigkeit
von Problemen ableiten.

Stellen wir uns zum Beispiel vor, wir wollen eine Aussage dartiber tref-
fen, ob das Sortierproblem schwieriger oder leichter als das Rundreisepro-
blem ist. Dann konnten wir die besten uns bekannten Algorithmen fiir beide
Probleme heranziehen und diese vergleichen. Da uns bisher nur die Aufzih-
lung aller Moglichkeiten eingefallen ist, wiren dies beim Sortierproblem
mit n Zahlen insgesamt n! mogliche Anordnungen — ebenso wie beim Rund-
reiseproblem der GroBe n. Mit einem jeweils ganz naiven Algorithmus wé-
ren also die Problem etwa gleich schwer. Allerdings kénnen wir uns hier
nicht sicher sein, ob es nicht noch schnellere Algorithmen gibt, die uns zu
einem anderen Ergebnis des Vergleichs fiithren.

Letztendlich bleibt diese Unsicherheit, ob es keinen schnelleren Algo-
rithmus geben kann, ohne genauere mathematische Beweise bestehen. Da-
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her eignet sich eine derartige Betrachtung der Laufzeit nicht fiir eine Ein-
ordnung der Probleme beziiglich ihrer Schwierigkeit.

Im Weiteren wird die Grundidee eines besser geeigneten Ansatzes vorge-
stellt, bei dem tatsdchlich die Probleme algorithmisch zueinander in Bezug
gesetzt werden. Dieses Thema gehort in das Gebiet der Komplexititstheorie
und wird hier nur knapp und anschaulich angerissen. Fiir die Einordnung
von Problemen vereinfachen wir zunédchst von der Berechnung der Losung
zu sog. Entscheidungsproblemen.

Definition 2.31: Entscheidungsproblem

Bei einem Entscheidungsproblem wird zu einer Probleminstanz und einer
Eigenschaft durch einen Algorithmus entschieden, ob eine entsprechende
Losung mit der Eigenschaft existiert.

Beispiel 2.32:

Das Rundreiseproblem lésst sich als Entscheidungsproblem formulieren, in-
dem eine maximal zuldssige Lange maxL der Rundreise vorgeben wird. Ein
Algorithmus zur Losung dieses Problems muss genau dann wahr zuriickge-
ben, falls eine Rundreise existiert, die nicht ldnger als maxL ist. O

TN Ein Entscheidungsproblem liefert uns zwar nicht die Losung,
die wir eigentlich haben wollen. Doch fiir die Einordnung un-
serer Probleme in Klassen bzgl. ihrer Schwierigkeit ldsst sich
sicher sagen, dass das Finden der Losung nicht leichter sein
kann als das dazugehorige Entscheidungsproblem.

Definition 2.33:  Klasse P

Ein Entscheidungsproblem ist genau dann in der Klasse P enthalten, wenn
es einen klassischen Algorithmus gibt, der die Antwort in polynomieller
Zeit berechnet. Dabei bedeutet polynomielle Zeit, dass es ein k € N gibt, so
dass der Algorithmus in O(n*) ist.

Innerhalb der Klasse P ist es irrelevant, ob ein Algorithmus die Laufzeit
On?), O(n?) oder O(n®) aufweist.

Definition 2.34:  Klasse NP

Ein Entscheidungsproblem ist genau dann in der Klasse NP, wenn es fiir
sie einen Algorithmus mit Polynomialzeit gibt, der zusétzlich einen Teil der
Losung »raten« darf und dann gleichzeitig fiir alle geratenen Teillosungen
die Eigenschaft tiberpriift.

Trivialerweise ist jedes Problem aus P auch in NP enthalten — es gilt also
PCNP, da zusitzlich zur geforderten Polynomialzeit noch geraten werden
darf aber nicht muss.

33
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Ublicherweise werden die Klassen P und NP mit Turing-Maschinen
definiert. Fiir die Klasse NP wird dabei der Ratevorgang iiber nicht-
deterministische Ubergiinge im Zustandsautomaten realisiert. Das N
steht dabei fiir »nicht-deterministisch«, das P fiir »polynomiell«. De-
tails konnen Standardlehrbiichern wie dem von Reischuk (1990) ent-
nommen werden.

Derzeit ist nicht bekannt, ob die Klasse NP tatsichlich mehr Probleme
als die Klasse P enthilt. Es fehlt also ein Beweis, der fiir ein Problem aus
NP zeigt, dass dieses nicht in P sein kann — oder dass P = NP gilt. Fiir
einen entsprechenden Beweis wurde im Jahr 2000 vom Clay-Mathematics-
Institute ein Preis tiber 1 Million US-$ ausgesetzt. Derzeit sind fiir die
schwierigen Probleme in NP nur klassische Algorithmen mit exponentieller
Laufzeit bekannt.

Die Klasse NP ist dabei noch nicht die schwierigste Klasse —
so gibt es etwa Probleme, die tatsdchlich nicht mit einer nicht-
deterministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit 1osbar sind.
Ein Beispiel wire die Klasse PSPACE, welche diejenigen Probleme
zusammenfasst, die polynomiell viel Speicherplatz benotigen. Bei-
spiele hierfiir wéren Spiele wie Gobang oder eine Schachvariante, bei
der ein Bauer nach einer bestimmten Anzahl an Ziigen bewegt werden
muss (siehe ebenfalls Reischuk, 1990).

Beispiel 2.35:

Ganz offensichtlich ist das SucHen des Mengenproblems — d.h. ist ein Ele-
ment enthalten oder nicht — in P, da wir nur alle n Elemente kontrollieren
miissen und damit eine Laufzeit O(n) erreichen. Offensichtlich ist SucHEN
auch in NP, da wir das Element raten konnen und anschliefend in ®(1)
iberpriifen, ob es das gesuchte ist.

Analog kann man auch argumentieren, dass KURzESTER-WEG und Runp-
REISE in NP sind, da wir den Weg oder die Rundreise raten und anschlieend
in O(n) tiberpriifen, ob sie kurz genug sind. Tatséchlich werden wir in den
weiteren Kapiteln sehen, dass KUrzeSTER-WEG sogar in P ist, was nicht fiir
RuUNDREISE gilt. ]

3
# (% Ok! Alles, was man raten und dann in verniinftiger Zeit iiber-
priifen kann, ist in NP.

Da PCNP gilt, stellt sich nun die Frage, wie wir denn nun die richtig
schwierigen Probleme in NP charakterisieren konnen. Dies geschieht in
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der folgenden Definition mit einem wichtigen Konzept der Algorithmik —
namlich der Technik, ein Problem auf ein anderes Problem abzubilden.

Definition 2.36:  NP-Vollstéindigkeit

Ein Problem p heifit NP-vollstindig, wenn es in NP enthalten ist und sich
fiir jedes Problem p’ € NP jede Probleminstanz aus p’ durch einen Algo-
rithmus in polynomieller Zeit auf eine Probleminstanz aus p abbilden lasst,
sodass man von der Losung fiir p auf die Losung fiir p” schliefen kann.

Die Abbildung eines Problems auf ein anderes in polynomieller Zeit be-
deutet, dass wir aus der Schwierigkeit des ersten Problems auf die Schwie-
rigkeit des zweiten Problems schliefen konnen. Das zweite Problem kann
damit nicht grundsitzlich leichter sein als das erste.

Beispiel 2.37:
An einem Beispiel soll kurz erldutert werden, wie eine solche Abbildung
von einem in ein anderes Problem funktioniert. Hierfiir soll das Problem
KURrzESTER-WEG (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit mit nur einem Ziel-
knoten) auf das Problem RunprEise abgebildet werden.

Hierfiir doppeln wir die Knoten (auer dem Start- und dem Zielknoten)
und fiihren die rechts orange abgebildeten Kanten mit dem Gewicht O ein.

Offensichtlich ergibt sich eine Rundreise, wenn man den kiirzesten Weg
vom Start zum Ziel nimmt und anschliefend iiber die orangefarbigen Kan-
ten die restlichen Knoten »abholt«. Wie man auch leicht einsieht, konnen
orangefarbige Knoten nicht auf dem Weg zum Zielknoten vorkommen, da
diese nur dann, wenn sie in der vorgegebenen Reihenfolge durchlaufen wer-
den, zuriick zum Startknoten fithren. Wird ein orangefarbiger Knoten schon
frither besucht, kann derjenige Knoten, der auf dem Riickweg direkt davor
liegt, nicht mehr besucht werden, da es keine Kante mehr gibt, die von dem
Knoten wieder zu einem noch freien Knoten weg fiihrt. Folglich enthilt die
kiirzeste Rundreise auch den kiirzesten Weg. O

Damit ist RUNDREISE mindestens so schwierig wie KURZESTER-WEG. Da die
andere Richtung allerdings nicht gezeigt werden kann, liegen die Proble-
me nicht in derselben Problemklasse — das Problem Runprerse fillt in die
Klasse der NP-vollstindigen Probleme, wihrend KUrzesTER-WEG in P liegt.
Alle anderen hier betrachteten Problem liegen ebenfalls in P.

Die NP-Vollstindigkeit wurde als erstes fiir die Erfiillbarkeit logi-
scher Formeln gezeigt. Fiir andere Probleme reicht es, zu zeigen, dass
sich ein NP-vollstindiges Problem darauf reduzieren ldsst und dass es
in NP ist. Eine umfassende Ubersicht liefert das Buch von Garey &
Johnson (1979).
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den Riickweg fiihrt zu keiner
Rundreise.
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25 Zutaten fiir effiziente Algorithmen

Der Entwurf eines effizienten Algorithmus steht in einer starken Wechsel-
beziehung zur benutzten Datenstruktur. Zudem wird der Algorithmus stark
von der »genialen« algorithmischen Idee sowie von Annahmen und Rand-
bedingungen beeinflusst. Das Ziel ist dabei in der Regel nicht nur ein kor-
rekter Algorithmus, sondern auch ein moglichst sparsamer Umgang mit den
Ressourcen Zeit und Speicherplatz.

Die unterschiedlichen Aspekte werden im Weiteren fiir das folgende
dem Sortierproblem verwandten Problem beispielhaft illustriert.

Definition 2.38: Medianproblem

Fiir eine unsortierte Folge von n Objekten mit den Schliisseln ay, ..., a, ist
der Mepian als dasjenige Element a(,) gesucht, das nach einer Sortierung
n genau in der Mitte m = [5] der Folge az(1) < ... < @y stiinde.

Das Medianproblem ldsst sich einfach dadurch 16sen, dass wir das Sortier-
problem 16sen (vgl. Algorithmus 2.5). Der Sortieralgorithmus bestimmt die
benotigte Datenstruktur. Wie wir in den folgenden Kapiteln sehen werden,
ist damit die Mediansuche mit Laufzeit O(n?) oder O(n - log n) moglich.

Nehmen wir im Gegenzug an, dass die Datenstruktur fest ist — z.B. eine
Liste, in der nur sequentiell von vorn nach hinten lesend auf die Elemente
zugegriffen wird (oder gar ein Datenstrom, bei dem jedes Element nur ein-
mal gelesen wird). Dann muss ein zur Datenstruktur passender Algorithmus
gesucht werden — der Ansatz iiber das Sortieren funktioniert hier nicht.

Wenn wir allerdings zusétzliches Wissen iiber Randbedingungen und
Annahmen iiber Eigenschaften der vorliegenden Daten besitzen, ldsst sich
dieses Wissen natiirlich auch beim Algorithmenentwurf beriicksichtigen.
Gehen wir etwa bei der Mediansuche davon aus, dass nur k € N verschie-
dene Werte vorkommen konnen, lisst sich der Median durch reines Abzih-
len der verschiedenen Werte bestimmen. Algorithmus 2.6 (MEepIAN-ZAHLEN)
bestimmt zu jedem Schliisselwert die Hiufigkeit des Vorkommens und er-
rechnet daraus den Median. Unter der stark einschrinkenden Randbedin-
gung der endlichen Werte, kann man hier eine lineare Laufzeit ®(n + k)
erreichen. Sind diese Randbedingungen erfiillt, konnen wir auch bei einem
Nur-Lesen-Zugriff auf die Daten den Median schnell (sogar schneller als
bei normalem Zugriff durch Sortieren) bestimmen.

Algorithmus 2.5 Medianbestimmung durch Sortieren und Riickgabe des mitt-
leren Elements der sortierten Folge

Mepian-SorTierT(Feld A)
Riickgabewert: Wert des mittleren Elements
I SortERE(A)
2 return A[[%ﬂ




2.5. Zutaten fiir effiziente Algorithmen

Algorithmus 2.6 Medianbestimmung durch Zihlen bei endlichen Wertemen-
gen
Mepian-ZAaHLEN(Feld A, grofiter Schliissel k)

Riickgabewert: Wert des mittleren Elements
fori—1,...,k

! Zihler initialisieren
2 doCanzahlli] <0 | ‘ o
3 for j«—1,...,Alinge | Anzahl fiir jeden
4 do Canzahl[A[j]] < anzahl[A[j]]+1 | Schliissel bestimmen
5 anzahlKleiner <0 | den Median
6 i—0 . aus den
7 while anzahiKleiner < A48 Zihlern
8 doTi—i+l ableiten
9 v anzahlKleiner «— anzahlKleiner + anzahl[i] |
10 returni
Beispiel 2.39:

Das nebenstehende Bild zeigt ein Feld der Linge n = 8, dessen Eintriige
k = 4 unterschiedliche Schliissel ({1,2,3,4}) sind. Der Algorithmus bestimmt
fiir jeden Schliissel die Anzahl seines Vorkommens. In der While-Schleife
werden diese Anzahlen nacheinander addiert und tiberpriift, ob das jewei-
lige Ergebnis kleiner 7 ist. Bei der Schliisselmenge {1,2,3} wird die Hilfte
der Feldlidnge erreicht. Das bedeutet, dass der letzte zur Menge hinzugefiig-
te Schliissel, hier die 3, der Median sein muss. m]

Dass die lineare Laufzeit grundsitzlich auch im allgemeinen Fall moglich
ist, werden wir im weiteren Verlauf des Buchs (in Abschnitt 7.4) sehen.
Dem dort beschriebenen Algorithmus liegt der letzte der Faktoren des Al-
gorithmenentwurfs zugrunde: eine geniale Idee, wie auf besonders raffinier-
te Art und Weise die gesuchte Information berechnet werden kann. Solche
Ideen fuflen hidufig auf den sogenannte Entwurfsparadigmen, die einen ge-
nerischen Ansatz fiir die Entwicklung von Algorithmen beschreiben, oder
auch auf mathematisch/theoretischen Uberlegungen.

Da jedes Kapitel in diesem Lehrbuch einem speziellen Entwurfsgedan-
ken gewidmet ist, konnte man an dieser Stelle die Kapitel zu den verschie-
denen Faktoren des Algorithmenentwurfs wie folgt zuordnen:

Datenstrukturen: Grundsitzliche Datenstrukturen werden in Kapitel 3 und
Kapitel 4 vorgestellt. Die spezielle Datenstruktur der Prioritdtswarte-
schlange wird in Kapitel 10 entwickelt.

Annahmen und Randbedingungen: In Kapitel 6 sind Laufzeiterwédgun-
gen die treibende Kraft. Die Menge der zu speichernden Daten ist in
Kapitel 11 thematisiert. In beiden Kapiteln werden aus den betrachte-
ten Aspekten heraus auch neue Datenstrukturen entwickelt.

Ideen: Grofie Ideen in Form von Entwurfsparadigmen ziehen sich durch
die Algorithmik und sind explizit in den Kapiteln 5, 7 und 8 dargestellt.
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Kapitel 2. Machbarkeit und Effizienz

Weitere Ideen, wie Algorithmen arbeiten konnen, werden in den Kapi-
teln 9 und 12 betrachtet.

Wir haben gesehen, dass alle Probleme aus Kapitel 1 grundsatzlich al-
gorithmisch 16sbar sind — es bleibt jedoch die Frage offen, ob dies mit
effizienter Laufzeit moglich ist. Als Grundlage fiir die kommenden Kapi-
tel wurden Begriffe und Notationen zur Beschreibung der Algorithmen
und ihrer Laufzeit eingefiihrt. Am Beispiel des Medianproblems haben
wir auch die Faktoren und Wechselwirkungen beim Entwurf eines Algo-
rithmus beleuchtet.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1: Textsuche
Fiithren Sie EINracHE-TEXTSUCHE (Algorithmus 2.1) auf den folgenden
Eingaben durch: T' = aababbaaaab und S = aaab. Dokumentieren Sie
alle Teilschritte. Wie oft wird der Vergleich von zwei Zeichen in Zeile 4
erfolgreich bzw. erfolglos durchgefiihrt?

Aufgabe 2.2: Exakte Laufzeit
Betrachten Sie die folgenden beiden Algorithmen.

LINkERALG(n) RECHTERALG(n)
Riickgabewert: Wert sum Riickgabewert: Wert sum

1 sum«0 1 sum«0

2 fori—1,...,n 2 fork<1,....n

3 dofforke«i,...,n 3 doLl sum«— sum+k-k

4 cdo L sum «— sum+k 4 return sum

5 return sum

a) Bestimmen Sie die exakte Anzahl der Zuweisungen sum « . .. fiir
beide Algorithmen in Abhéngigkeit von 7.

b) Zeigen Sie, dass beide Algorithmen dasselbe Ergebnis berechnen.
Betrachten Sie hierfiir zunéchst fiir einen kleinen Wert von n, wel-
che Terme addiert werden.

¢) Bestimmen Sie die exakte Schrittzahl der beiden Algorithmen,
wobei jede Wertzuweisung, jede Addition und jede Multiplikati-
on als ein Schritt zidhlen — beriicksichtigen Sie dabei auch die ver-
steckten Operationen der Schleifen. Zur Vereinfachung der Terme
konnen Sie Satz B.1 (Seite 339) benutzen.

Aufgabe 2.3: Konstante Faktoren
Gegeben seien fiinf Algorithmen mit der jeweiligen Worst-Case Lauf-
zeit (in Mikrosekunden): 5000 -log, n, 500-n, 50-n-log, n, 5-n% und
21,
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a) Falls eine Stunde Rechenzeit zur Verfiigung steht, welche Pro-
blemgroBe n wire fiir die einzelnen Algorithmen noch berechen-
bar?

b) Geben Sie fiir jeden Algorithmus das Intervall der Werte fiir n an,
fiir die der Algorithmus eine bessere Worst-Case Laufzeit als die
anderen Algorithmen besitzt.

Es reicht, wenn Sie die Aufgaben durch »Probieren« 16sen.

Aufgabe 2.4: Beweis der Lemmata

Beweisen Sie die zweite und dritte Aussage von Lemma 2.22 und Lem-
ma 2.25, indem sie die Definition der Landau-Notation benutzen.

Aufgabe 2.5: Asymptotische Komplexitit
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
a)ne€0(20-n-logn) b) 40-n-logn € O(n?)
¢) V20-neQ(7-logn)  d)5-n*+37-ne@m?).

Aufgabe 2.6: Asymptotische Komplexitit und Logarithmen

Zeigen Sie unter Nutzung der Logarithmengesetze (Abschnitt B.3), dass
O(log, n) = O(In n) gilt.

Aufgabe 2.7: Vergleich von Laufzeiten
Algorithmus A habe polynomielle Laufzeit T4(n) = 200 - n. Algorith-
mus B habe exponentielle Laufzeit Tp(n) = 2". Fiir welche Werte von
n sind Algorithmus A bzw. Algorithmus B jeweils schneller? Zeigen
und beweisen Sie, wie sich die Algorithmen asymptotisch zueinander
verhalten.
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