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Zur Orientierung

m Differenzierbare Funktionen. Differenzierbarkeit ist ein zentraler Begriff der
Analysis. Er entsteht aus dem Anliegen, das Anderungsverhalten einer Funktion
lokal zu beschreiben: Fiir eine Funktion f: R — R und zwei Stellen a,b € R gibt
die Differenz

f(b) —f(a)

die Anderung des Funktionswerts beim Ubergang von a zu b an. Der Quotient

b—a

ist die relative Anderung: Wenn f beispielsweise die Abhingigkeit einer skalaren
GroRe von der Zeit beschreibt, dann ist dies die »Anderung pro Zeitabschnitt.
Der entscheidende Schritt der Analysis liegt nun darin, vom Vergleich der Funk-
tionswerte f(a) und f(b) an zwei Stellen zur Betrachtung an einem eingigen
Punkt iiberzugehen: Ausgehend von der relativen Anderung von a nach b fragt
man nach der lokalen Anderungsrate an der Stelle a, d. h. nach dem Grenzwert

lim fix) = fla) .

x—a X —a

Nicht fiir alle Funktionen gelingt dieser Ubergang, da der Grenzwert nicht im-
mer existiert — diejenigen Funktionen, bei denen er existiert, werden differen-
gierbar in a genannt. In geometrischer Deutung entspricht dies der Bedingung,
dass die durch a und x bestimmten Sekantensteigungen fiir x — a einen Grenz-
wert besitzen. Die Gerade durch (a, f(a)) mit der zugehorigen Grenzsteigung
wird dann als Tangente bezeichnet. Kurz: Die relativen Anderungen sind die
Sekantensteigungen, die lokale Anderungsrate ist die Tangentensteigung.

Neben der soeben beschriebenen Vorstellung der Ableitung als lokaler Ande-
rungsrate ist auch die Vorstellung der lokalen Linearisierung von Bedeutung:
Sie entspricht der Bedingung, dass die Funktion lokal bei a durch eine lineare
Funktion »gut« approximiert werden kann — anschaulich bedeutet dies, dass der
Graph der Funktion unter einem stark vergrof3ernden Mikroskop in einer Umge-
bung des Punkts (a, f(a)) kaum noch von einer Geraden (der Tangente) zu un-
terscheiden ist. Den Aspekt der lokalen Linearisierung kann man beispielsweise
nutzen, um den Differenzierbarkeitsbegriff auf Funktionen mehrerer Verander-
licher zu verallgemeinern (siehe hierzu Aufgabe 5.6).
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m Arbeiten mit differenzierbaren Funktionen. Um den Differenzierbarkeits-
begriff effektiv verwenden zu konnen, sind — wie bei allen mathematischen Be-
griffen und Inhalten — zwei Ebenen des Verstehens entscheidend:

e Man benoétigt addquate Vorstellungen zum Begriff (wie die Vorstellung der
lokalen Anderungsrate, die Tangentenvorstellung, die Vorstellung der loka-
len Linearisierbarkeit), die sowohl bei der inner- als auch bei aulsermathe-
matischen Verwendung des Begriffs aktiviert werden kénnen.

e Es ist wichtig, die Eigenschaften des Differenzierbarkeitsbegriffs zu kennen
und auch zu verstehen, wie diese zustande kommen und zusammenhéangen.
Beispiele hierfiir sind: der Bezug zwischen Stetigkeit und Differenzierbar-
keit, die Erhaltung der Differenzierbarkeit bei der Bildung neuer Funktio-
nen aus vorhandenen Funktionen (Produktregel, Kettenregel, Regel fiir die
Ableitung der Umkehrfunktion).
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2.1 Ableitungen als Tangentensteigungen:
Vorstellungen und Fehlvorstellungen

Was sollten Sie schon kennen?

den Ableitungsbegriff und die Grundvorstellung der Ableitung als Tangen-
tensteigung

Was lernen Sie hier?

Sie scharfen Thre Vorstellungen zur Interpretation der Ableitung mittels Se-
kanten und Tangenten.

» Aufgabe

Welche der folgenden Vorstellungen zum Ableitungsbegriff sind zutreffend, bei
welchen handelt es sich um Fehlvorstellungen? Erldutern Sie jeweils, warum
die Vorstellung zutreffend ist bzw. worin die Fehlvorstellung besteht.

a) Die Ableitung f'(a) einer differenzierbaren Funktion f : R — R in einem
Punkt a € R gibt die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt
(a,f(a)) an.

b) Esseif:R — R. Fiir Punkte a # b aus R bezeichne S; ., die Gerade in R?,
die durch die Punkte (a,f(a)) und (b, f(b)) geht (Sekante). Die Funktion f
ist genau dann differenzierbar in a, wenn sich fiir jede Folge (a., ), die gegen
a konvergiert, die Folge der Sekanten S¢ 4 4, einer Grenzgerade anndhert,
die endliche Steigung hat (d. h. nicht parallel zur y-Achse ist). Ist dies der
Fall, so nennen wir diese Gerade die Tangente an f in a.

c) Esseif:R — R eine differenzierbare Funktion. Dann schneidet die Tangen-
te an f in a den Graphen von f nur im Punkt (a, f(a)).

d) Die Funktion f : R — R sei auf R\ {a} differenzierbar. Die Tangente an f in x
werde mit t, bezeichnet. Es ist f genau dann in a € R differenzierbar, wenn
sich t, fiir x — a einer Grenzgerade anndhert.
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S4

a as azaj az as a as aj

Abb. 2.1: Links: Eine Folge von Sekanten s;, s», S3, . . . ndhert
sich der Tangente t, an. — Rechts: Falls f in a nicht diffe-
renzierbar ist, dann kann man eine Folge (a, ) finden, deren
zugehorige Sekantenfolge nicht konvergiert.

» Kommentierter Losungsvorschlag

a) Wahr - das ist eine der Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff.

Hinweis zur Warnung: Die Formulierung in (a) driickt korrekt aus, dass die Ab-
leitung als Tangentensteigung interpretiert werden kann. Es ist aber nicht so,
dass die Ableitung f'(a) als Steigung einer Tangente definiert wird! Man miiss-
te dazu namlich schon vorab den Begriff Tangente definiert haben. In Wahrheit
wird umgekehrt ein Schuh daraus — es wird der Begriff Tangente unter Riickgriff
auf den Ableitungsbegriff definiert:

Ist f in a differengierbar, so ist die Tangente an den Graphen von f im
Punkt (a, f(a)) definiert als diejenige Gerade durch den Punkt (a, f(a)),
deren Steigung gleich '(a) ist.

b) Wahr — wenn man das genannte »Sich-Anndhern« der Sekanten so versteht,
dass ihre Steigungen einen Grenzwert besitzen. Denn in der Tat sind die Sekan-
tensteigungen genau die Differenzenquotienten, deren Limes in der Definition
der Differenzierbarkeit betrachtet wird.

Zwei Hinweise:

e Um auf Differenzierbarkeit schliefen zu konnen, geniigt es nicht, dass eine
Folge (a,) mit a, — a existiert, fiir die sich die zugehorige Folge der Se-
kanten einer Grenzgerade annéhert. Vielmehr muss diese Eigenschaft fiir alle
solchen Folgen (a,,) erfiillt sein (siehe Abb. 2.1).

e Dass sich die Sekanten einer Grenzgerade anndhern, die parallel zur y-Achse
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ta

G¢ G¢

ta

Abb. 2.2: Dass eine Tangente t, den Graphen G¢ nur in ei-
nem einzigen Punkt schneidet, kann im ersten Augenblick
plausibel klingen, wenn man an quadratische Funktionen wie
in der linken Abbildung denkt. — Dass die Behauptung aber
im Allgemeinen falsch ist, wird durch das rechte Bild deut-
lich.

ist, kommt durchaus vor, z. B. bei der Funktion

f:[0,00f — R
X = X

im Nullpunkt: Die Sekanten S o1, ndhern sich fiir b — 0 der y-Achse an, die
Funktion ist daher im Nullpunkt nicht differenzierbar.

c) Falsch — eine Tangente kann mehrere Schnittpunkte mit dem Graphen ha-
ben. Abbildung 2.2 zeigt dies an einem Beispiel.

Hinweis: Diese Fehlvorstellung kann auftreten, wenn man beim Begriff Tangen-
te an das aus der Mittelstufe bekannte Beispiel eines Kreises denkt: Dort sind
die Sekanten diejenigen Geraden, die zwei Schnittpunkte mit dem Kreis haben,
wahrend die Tangenten diejenigen Geraden sind, die nur einen Schnittpunkt
mit dem Kreis haben. Die Tangenten an einen Kreis sind also durch die An-
zahl ihrer Schnittpunkte mit dem Kreis charakterisiert. Dies gilt auch fiir die
Parabel x — x2, wenn man Geraden parallel zur y-Achse von der Betrachtung
ausschlief3t.

d) Falsch - die angegebene Formulierung, dass sich die Tangenten einer Ge-
raden anndhern, driickt die stetige Differenzierbarkeit aus. Diese Eigenschaft ist
aber echt starker als die Differenzierbarkeit.

Hinweis: Das Standardbeispiel einer differenzierbaren, aber nicht stetig diffe-
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renzierbaren Funktion ist

f: R — R

x?sin(1), falls x # 0,
X —
0, sonst.

Sie ist differenzierbar, aber ihre Ableitung ist im Nullpunkt nicht stetig. (Diese
Funktion wird in Aufgabe 5.12(b)ii ndher betrachtet.)

Zum Weiterarbeiten

m Lokal nur ein Schnittpunkt? Die rechte Skizze in Abb. 2.2 verdeutlicht, dass
eine Tangente durchaus mehrere Schnittpunkte mit dem Funktionsgraphen
haben kann. Man konnte vermuten, dass immerhin folgende lokale Aussage
richtig ist: »Es gibt eine Umgebung von (a, f(a)), in der G¢ und t, nur einen
einzigen Schnittpunkt haben.« Aber auch dies ist nicht richtig. Finden Sie
ein Beispiel, das diese Vermutung widerlegt.

m Sekanten parallel zur Tangente. In Unterrichtswerken wird der Zusam-
menhang zwischen Sekanten und Tangenten hédufig am Beispiel von qua-
dratischen Polynomen x — ax? + Bx + vy eingefiihrt (mit «, 3,y € R und
« # 0). Diese Funktionen konnen folgende Vorstellung nahelegen: »Die Se-
kante durch (a,f(a)) und (b, f(b)) ist parallel zur Tangente im »mittleren«
Punkt (%b,f(aTHj)).«

e Uberpriifen Sie, dass diese Aussage fiir quadratische Funktionen in der
Tat richtig ist.

e Geben Sie ein Beispiel einer Funktion, bei der diese Aussage nicht rich-
tig ist.

e Warum gibt es aber immer eine Stelle ¢ zwischen a und b, so dass die
Sekante zur Tangente in ¢ parallel ist?
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2.2 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Was sollten Sie schon kennen?

¢ differenzierbare Funktionen, die Interpretation der Ableitung als Tangen-
tensteigung

e umkehrbare Funktionen und die Formel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion

Was lernen Sie hier?

eine Plausibilitdtsbetrachtung, die bei einer umkehrbaren Funktion f den
Zusammenhang zwischen ihrer Ableitung f’ und der Ableitung (1)’ ihrer
Umkehrfunktion verdeutlicht

» Aufgabe

Wir betrachten eine differenzierbare Funktion f : I — R auf einem Intervall
I C R. Es sei vorausgesetzt, dass f umkehrbar ist und dass f'(a) # O fiir einen
Punkt a € I gilt. Sie wissen, dass dann f~! im Bildpunkt b = f(a) differenzierbar
ist und dass gilt

(F1)'(b) = : (*)

In dieser Aufgabe geht es darum, diese Aussagen durch geometrische Uberle-
gungen plausibel zu machen.

a) Wie andert sich die Steigung einer Geraden in R2, wenn sie an der Winkel-
halbierenden {(x,y) € R? | x =y} gespiegelt wird?

b) Zwischen den Graphen von f und f~! gibt es einen einfachen geometri-
schen Zusammenhang (siehe Aufgabe 1.1). Nutzen Sie diesen, um plausibel
zu machen, dass f~! in b differenzierbar ist. Begriinden Sie dann — die Dif-
ferenzierbarkeit von f’ voraussetzend — die Formel (x).

Hinweis: Uberlegen Sie sich dazu, welchen Zusammenhang es zwischen Se-
kanten zu f und Sekanten zu f~! gibt.
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Abb. 2.3: Links: Gerade und gespiegelte Gerade haben rezi-
proke Steigungen. — Rechts: Funktion und Umkehrfunktion
haben reziproke Ableitungen.

» Kommentierter Losungsvorschlag

a) Man sieht dies anhand von Abb. 2.3: Dort ist eine Gerade g und die an
der Winkelhalbierenden gespiegelte Gerade ¢’ eingezeichnet. Zu g ist ein Stei-
gungsdreieck angegeben (mit Seitenldngen p und q), aus dem sich durch Spie-
geln ein Steigungsdreieck fiir g’ ergibt. Damit wird klar: Die Gerade g hat die
Steigung p/q und g’ hat die Steigung q/p. Wenn wir Geraden ausschliel3en, die
parallel zu einer der Achsen sind, dann gilt also:

Eine Gerade in R? mit Steigung ¢ # 0 geht durch Spiegelung an der
Winkelhalbierenden in eine Gerade mit Steigung 1/c iiber.

b) Der Graph von f~! geht aus dem Graphen von f durch Spiegelung an der
Winkelhalbierenden hervor, denn es ist

Gr = {(xy)ly="Ffx)}
und
Gia = {(xy|y=Ff"'(x}
= {(ey)x="Fy}.

Ist f an der Stelle a differenzierbar, so konvergieren die in der Definition der
Differenzierbarkeit betrachteten Sekanten gegen eine Gerade durch a, die per
Definition die Tangente in a ist. Wir bezeichnen diese Tangente im Folgenden
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mit t,. Die Ableitung f’(a) ist die Steigung von t. Ist f'(a) # 0, so liegt t, nicht
parallel zur x-Achse. Spiegelt man die gerade betrachteten Sekanten und auch
die Tangente t,, so erhdlt man Sekanten und Tangente an den Graphen von
f~1. Wir sehen also: Die gespiegelte Gerade t/, ist die Tangente an den Graphen
von f~1 im Punkt f(a). Nun benutzen wir das in Teil (a) Gezeigte: Die Steigung

von t/ ist der reziproke Wert der Steigung von t,, also gleich ﬁ
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2.3 Wasserstand im Edersee — Die Kettenregel

Was sollten Sie schon kennen?

differenzierbare Funktionen einer Veranderlichen, die Kettenregel

Was lernen Sie hier?

Sie aktivieren unterschiedliche Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff
und sehen, wie der Wechsel zwischen ihnen in einer Anwendungssituation
genutzt werden kann.

» Aufgabe

Wir behandeln hier eine Fragestellung aus dem Aufsatz [G]:

»Wie viel Wasser hat der Edersee am 15. August 2003 verloren?«

Hintergrund dieser Frage ist, dass im Laufe des Jahres 2003 fast das gesamte
Wasser der Edertalsperre abgelassen wurde. Zur Beantwortung stehen die zwei
Diagramme in Abb. 2.4 zur Verfligung. Das eine gibt den Pegelstand des Eder-
sees abhédngig von der Zeit an — diese Grof3e wird regelméllig gemessen und ist
im Diagramm fiir die Zeit vom 1. November 2002 bis 31. Oktober 2003 dar-
gestellt. Das andere gibt den Inhalt des Edersees abhédngig vom Pegel an - ein
funktionaler Zusammenhang, der durch die Geometrie des Sees festgelegt ist.

a)

b)

Ermitteln Sie einen Naherungswert fiir die Tangentensteigung der Funktion

f : Zeit — Wassermenge

an der zum (Tagesanfang des) 15. August 2003 gehorigen Stelle, indem
Sie aus den Diagrammen an geeigneten Stellen (Ndherungswerte fiir) die
Tangentensteigungen der zwei Funktionen

g : Zeit — Pegelstand und k: Pegelstand — Wassermenge

entnehmen.

Begriinden Sie, wie und warum Sie mit der in (a) ermittelten Tangentenstei-
gung einen Naherungswert fiir die eingangs gesuchte Wassermenge erhalten
konnen.
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200

150

Wassermenge (in Mill. m®)

100

50

Pegelstand
(in m tiber NN)

240

230

Pegelstand (in m iiber NN)

220

D10 vt e

Zeit

200 : Coo Lo Lo : : e
1.11. 112, 1.1. 1.2. 1.3. 14. 15 16 1.7. 1.8. 1.9. 1.10.  (Datum)

Abb. 2.4: Abhéngigkeit der Wassermenge des Edersees vom Pegelstand (oben) und Abhén-
gigkeit des Pegelstands von der Zeit (unten) fiir den Zeitraum vom 1. November 2002 bis
31. Oktober 2003. Das Zahlenmaterial, das den beiden Diagrammen zugrunde liegt, ent-
stammt der Seite http://www.edersee.de/wasserstand/. Wir danken fiir die freundliche
Genehmigung zur Verwendung der Daten.
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Kommentierter Losungsvorschlag

a) Tangentensteigung der zusammengesetzten Funktion. Es geht hier darum,
die Tangentensteigung der Funktion

f : Zeit — Wassermenge

im Punkt (t, f(t)) zu ermitteln, wobei der Zeitpunkt t der Tagesanfang des 15.
August 2003 ist. Nicht die Funktion f ist allerdings in den zwei Diagrammen
dargestellt, sondern die beiden Funktionen

g : Zeit — Pegelstand und k: Pegelstand — Wassermenge .
Wir nutzen nun, dass f = k o g ist, und verwenden die Kettenregel
f'(t) = (ko g)'(t) =K(g(t))g’(t).

Die Werte g’(t) und k’(g(t)) konnen wir den Diagrammen als Tangentenstei-
gungen ndherungsweise entnehmen: Es ist

10m
/ ~ _ ~
o0~ 3o mge 90~ 230m
50 - 10°m3
k'(g(t)) ~ k'(230 ~ —
(9(t)) ~ K'(230m) ~ ==
und daher
50-10°m® 10m 5 m?3 m?3
(1) ~ — : =210 "— ~—-1,7-10°——.
() 10m 30 Tage 3 Tag 7 Tag

b) Von der Tangentensteigung zur Approximation. Die Aufgabenstellung
fragt nach der Wassermengendifferenz

f(Tagesende des 15.08.2003) — f(Tagesanfang des 15.08.2003) .

Das Ergebnis von Teilaufgabe (a) legt es nahe, unmittelbar zu antworten: Der
Edersee hat am 15. August 2003 circa

1,7-10°m?

Wasser verloren. Wir begriinden nun genauer, inwiefern diese Naherung sinn-
voll und berechtigt ist: Die in (a) betrachtete Tangentensteigung ist eine der
Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff. Die Erkldrung, warum Tangenten-
steigungen bei der Approximation eine Rolle spielen, kann von zwei alternati-
ven Sichtweisen aus erfolgen — diese entsprechen zwei weiteren Grundvorstel-
lungen zum Ableitungsbegriff:
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Sichtweise 1 — Grundvorstellung der lokalen Anderungsrate
Die Ableitung f’(t) ist der Grenzwert der relativen Anderungen

flt+h) —f(t)
h

fiir h — 0 und wird daher als (lokale) Anderungsrate an der Stelle t interpretiert.
Wir nutzen nun fiir kleine h die Approximation

f(t+h) —f(t
flt+h) —f(t) | (1) (%)

h
und erhalten so als Niherung fiir die totale Anderung f(t + h) — f(t) den Wert
f'(t) - h.

Sichtweise 2 — Grundvorstellung der lokalen Linearisierung
Die Differenzierbarkeit der Funktion f an der Stelle t ist dquivalent dazu, dass
gilt

f(t+h) =f(t)+ f'(t) - h+7r(h)

r(h)
W — 0.

Die Funktion f wird also an der Stelle t durch die lineare Funktion
hi— £(h):=f(t)+f'(t)-h

lokal linearisiert mit einer Fehlerfunktion r, die fir h — 0 »stirker als linear«
gegen 0 konvergiert. Als Naherung ersetzen wir nun f in der Ndhe von t durch
die angegebene Linearisierung und erhalten so den Naherungswert

f(t+h) —f(t) ~ L(h) — £(0) = f'(t) - h.

Bemerkung: In der Aufgabe wurden Néaherungswerte fiir Tangentensteigungen
aus Diagrammen entnommen, z. B. fiir die Pegelstandsfunktion am 15. August.
Dabei sind zwei Aspekte zu bedenken:

(1) Ablesegenauigkeit: Wie zuverlidssig die entnommenen Werte sind, ist zum
einen eine Frage der erreichbaren Ablesegenauigkeit. Ginge es nicht um
den 15. August, sondern etwa um einen der Tage am Beginn des Marz,
so brauchte man ein Diagramm in grol3erer Auflosung (stirkere VergroRe-
rung).
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(2) Modellierung: Bei der Erstellung der Diagramme wurde aus diskreten Wer-
ten (Pegelstinden, die in gewissen Zeitabstdnden gemessen wurden) eine
differenzierbare Kurve gebildet, deren Tangentensteigungen fiir die Zwecke
der Aufgabe verwendet werden. Die Zuverlassigkeit der weiteren Rechnung
héngt davon ab, ob diese Modellierung angemessen ist — es ist beispielswei-
se denkbar, dass bei weiteren Zwischenmessungen Schwankungen auftre-
ten, die zu einer verdnderten Kurve fithren konnten.

Zum Weiterarbeiten

m Mehr iiber den Edersee. Sie finden in [HJK] eine Aufgabe, in der wei-
tergehende Uberlegungen zum Edersee angestellt werden — bis hin zur Un-
tersuchung einer Differentialgleichung, mit der das AbfliefSen des Wassers
beschrieben werden kann.
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2.4 Eine Charakterisierung der Differenzierbarkeit
durch eine Lage-Bedingung

Was sollten Sie schon kennen?
den Ableitungsbegriff und seine Interpretation als Tangentensteigung

Was lernen Sie hier?

Sie lernen eine Moglichkeit kennen, die Differenzierbarkeit und den Tangen-
tenbegriff durch eine geometrische »Lage-Bedingung« zu charakterisieren.

» Aufgabe

Es sei f : I — R eine Funktion auf einem reellen Intervall I und es sei a € I ein
innerer Punkt von I. In dieser Aufgabe geht es darum, die Differenzierbarkeit
von f in a und die zugehorige Tangente in geometrischer Weise zu charakteri-
sieren. Wir betrachten dazu in R? alle Geraden, die durch den Punkt (a, f(a))
gehen und eine beliebige Steigung ¢ € R haben. (Geraden, die parallel zur y-
Achse sind, betrachten wir also nicht.) Sie sind die Graphen der linearen Funk-
tionen

go:R — R
x = fla)+c-(x—a).

Gy

a) Untersuchung einer Lage-Bedingung. Nehmen Sie an, dass f in a differen-
zierbar ist. Eine der Geraden g, ist dann die Tangente an f in a, und zwar
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diejenige, bei der ¢ = f’(a) ist. Fiir ¢ > 0 entsteht die Gerade g.,. durch
eine Linksdrehung von g. um den Punkt (a, f(a)). Wie ist die gegenseitige
Lage von f und g.,. in der Nahe von a? Wie ist die Lage von f und g, .?
(Mit »gegenseitige Lage« ist dabei gemeint: Welche Funktion liegt wo un-
terhalb/iiberhalb der anderen?) Experimentieren Sie zundchst anhand von
Skizzen, formulieren Sie dann eine Behauptung und beweisen Sie diese.

b) Die Umkehrung. Beweisen Sie nun die umgekehrte Aussage: Wenn es un-
ter den Geraden g. eine gibt, so dass fiir beliebiges ¢ > 0 die gedrehten
Geraden g bzw. g._. die Lage-Bedingung erfiillen, die Sie in der vorigen
Aufgabe formuliert haben, dann ist f in a differenzierbar und die Gerade g,
ist die Tangente in a.

K8 PO

~ W w

» Kommentierter Losungsvorschlag

a) Untersuchung einer Lage-Bedingung. Durch Experimentieren anhand eini-
ger Beispiele wie in Abb. 2.5 kann man zu einer Vermutung gelangen. (Probie-
ren Sie mehrere Varianten bei f aus: monoton steigend, monoton fallend, mit
Maximum bei a, mit Minimum bei a.)

Wir behaupten: Sei f differenzierbar in a und sei ¢ = f’(a). Dann gilt:

(x) Fiir jedes ¢ > 0O gibt es eine Umgebung von a, auf der die Gerade g
folgende Lage-Bedingung erfiillt: Sie liegt links von a unterhalb von f und
rechts von a oberhalb von f. Bei g._. ist es umgekehrt.

Beweis: Die Differenzierbarkeit von f in a lasst sich durch folgende Bedingung
ausdriicken: Es gilt fiir alle x € I

f(x) =f(a) +c(x—a) +r(x)(x—a)

mit einer Funktion r: I — R, die fiir x — a gegen 0 geht. Nun sei ¢ > 0 beliebig
vorgegeben. Durch Einsetzen finden wir

gere(x) —f(x) = (e =7(x))(x —a)..

Da ¢ > 0 ist und r fiir x — a gegen 0 geht, ist ¢ — r(x) in einer Umgebung von
a positiv. Da x — a bei a das Vorzeichen von Minus nach Plus wechselt, gilt dies
also auch fiir g..(x) — f(x). Daraus folgt die Behauptung fiir g, . Fiir gc_.
geht es analog.
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Je+e
Jc+e

ge
Jdc

Je—e
Jc—¢

Gt
a / a \

Abb. 2.5: Geraden g.,. bzw. g._., die durch Links- bzw.
Rechtsdrehung der Tangente g. entstehen, und ihre Lage
zum Graphen Gy in der Ndhe von a. Die Lageverhaltnisse
héngen nicht davon ab, ob die Funktion in einer Umgebung
von a monoton ist (linkes Bild) oder ob sie in a ihr Monoto-
nieverhalten dndert (rechtes Bild).

b) Die Umkehrung. Nun sei angenommen, dass die Gerade g. die in (a) for-
mulierte Lage-Bedingung (x) erfillt. Wir behaupten, dass f dann in a differen-
zierbar ist und dass '(a) = ¢ gilt.

Beweis: Wir definieren die Funktion r durch die Gleichung f(x) = f(a) + c(x —
a) + r(x)(x — a) und haben zu zeigen, dass r fiir x — 0 gegen O geht. Nach
Voraussetzung (x) gibt es fiir beliebiges ¢ > 0 eine Umgebung von a, auf der
fiir x > a gilt

(e —r(x))(x —a) = gete(x) = f(x) > 0.

Dies impliziert r(x) < e. Durch Betrachtung von g._. erhdlt man analog die
Ungleichung r(x) > —¢, also insgesamt

Ir(x)] < €.

Diese fiir x > a gezeigte Ungleichung lasst sich in gleicher Weise auch fiir x < a
zeigen. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die zu zeigende Behauptung iiber r.

Beachten Sie: Die hier erarbeitete, in (%) formulierte Charakterisierung kommt
zwar ohne explizite Verwendung des Grenzwertbegriffs aus, jedoch ist dieser in
der Formulierung »Fiir jedes ¢ > gibt es eine Umgebung ...« dennoch implizit
enthalten. Trotz dieser Einschrdnkung kann die hier besprochene Charakterisie-
rung niitzlich sein, um die geometrische Vorstellung vom Tangentenbegriff zu
vertiefen.
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Zum Weiterarbeiten

m Vorstellungen zur Lage von Tangenten. Wir betrachten eine differenzier-
bare Funktion f : I — R auf einem Intervall I C R und einen inneren Punkt
a € 1. Mit t, bezeichnen wir die Tangente an Gy in a. Untersuchen Sie, ob
die folgende geometrische Vorstellung richtig ist:

Der Graph Gy liegt lokal (d.h. in einer Umgebung des Punkts
(a,f(a))) vollstindig unterhalb oder vollstdndig oberhalb von t,.
(Dabei sind unterhalb und oberhalb im Sinne einer <- bzw. >-
Beziehung gemeint.)

Untersuchen Sie auch, ob die Vorstellung in umgekehrter Richtung zutref-
fend ist: Wenn eine durch (a, f(a)) gehende Gerade die angegebene Eigen-
schaft hat, ist sie dann die Tangente t,?
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2.5 Differenzierbarkeit von abschnittsweise
definierten Funktionen

Was sollten Sie schon kennen?

den Differenzierbarkeitsbegriff, den Mittelwertsatz und die Regel von de
I'Hospital

Was lernen Sie hier?

Sie lernen zwei Strategien kennen, um die Differenzierbarkeit von ab-
schnittsweise definierten Funktionen nachzuweisen, und Sie vergleichen
deren Reichweite.

» Aufgabe
Wir betrachten hier Aufgabenstellungen von folgender Art:

»Uberpriifen Sie, ob die durch

sinx, fallsx <0
x— <0, fallsx =0
x% +x, fallsx >0

gegebene Funktion f : R — R differenzierbar ist.«

Anstelle der Sinusfunktion und der Funktion x — x? 4+ x konnten hier andere

differenzierbare Funktionen stehen, und anstelle des Nullpunkts kdnnte eine

andere Stelle als Verbindungspunkt der beiden Teilintervalle gegeben sein.
Jemand schlédgt Thnen zur Losung zwei alternative Strategien vor:

(A) »Die Differenzierbarkeit von f auf der Menge R \ {0} liegt auf der Hand,
da sowohl die Sinusfunktion als auch die Funktion x ~— x? + x auf den an-
gegebenen Teilintervallen differenzierbar sind. Um die Differenzierbarkeit
im Nullpunkt zu {iberpriifen, gehe ich aus von der Definition der Ableitung
und betrachte zu beliebigem x # 0 den Differenzenquotienten von f zu x
und 0,

f(x) —f(0)
x—0

Je nachdem, ob dieser fiir x — 0 konvergiert oder nicht, ist f im Nullpunkt
differenzierbar oder nicht.«
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(B) »Die Funktion f ist auf R \ {0} sicherlich differenzierbar, ich kann dort also

die Ableitungsfunktion f’ bilden. Wenn ich nun zeigen kann, dass f im
Nullpunkt stetig ist und der Grenzwert

lim /(%)

x #£0

existiert, dann ist f auch im Nullpunkt differenzierbar und f'(0) stimmt mit
dem gefundenen Grenzwert iiberein.«

Nun zu Threm Arbeitsauftrag:

a)
b)

c)

d)

f)

g)

Losen Sie die Aufgabe mit Strategie (A).

Losen Sie die Aufgabe mit Strategie (B), unter der Annahme, dass diese
Vorgehensweise korrekt ist.

In Strategie (B) wird die Differenzierbarkeit von f im Nullpunkt nicht direkt
bewiesen, sondern aus gewissen Grenzwertaussagen gefolgert. Formulieren
Sie einen Satz, der diese Schlussweise sichert, und beweisen Sie ihn.

Tipp: Fiir den Beweis des Satzes kann Thnen der Mittelwertsatz von Nutzen
sein.

An welcher Stelle geht bei Ihrem Beweis die Stetigkeit von f ein? Geben Sie
ein Beispiel, das zeigt, dass Strategie (B) ohne die Stetigkeitsaussage fiir f
falsch ist.

Erklaren Sie, warum in folgendem Beispiel die Differenzierbarkeit zwar mit
Strategie (A), aber nicht mit Strategie (B) gezeigt werden kann:

f:R —- R

x?sin(1), fallsx #0,
X —
0, falls x = 0.

Geben Sie einen alternativen Beweis Ihres in Teil (c) gezeigten Satzes, der
anstelle des Mittelwertsatzes die Regel von de 'Hospital benutzt.

Uberlegen Sie, ob im vorigen Aufgabenteil der Beweis durch die Verwen-
dung der Regel von de 'Hospital vereinfacht wurde, und zwar einerseits
e hinsichtlich der Beweisfiihrung und andererseits
e hinsichtlich der fiir die eingesetzten Argumentationsmittel notwendi-
gen Vorarbeiten im Theorieaufbau.

% e
W W W
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» Kommentierter Losungsvorschlag

a) Losung mit Strategie (A). Der fragliche Differenzenquotient ist fiir x < 0
gleich
f(x) —f(0) sinx—0 sinx

x—0 - x—0  x

und konvergiert daher fiir x /0 gegen 1. Fiir x > 0 ist er gleich

f(x) —f(0) (x2+x)—0 B
x—0 o x—0 =x+1

und konvergiert daher fiir x N\, 0 ebenfalls gegen 1. Damit ist gezeigt, dass

lim f) = f00) _
x—0 x—0
gilt und somit f in O differenzierbar ist.

b) L6sung mit Strategie (B). In Punkten x # O ist f differenzierbar mit

F(x) = cosx, fallsx <0,
T |2x+1, fallsx > 0.

Dacosx — 1und 2x + 1 — 1 fiir x 0 bzw. x N\ 0, ist damit gezeigt, dass gilt

lim '(x) = 1

x #0
und damit f'(0) = 1.
c) Absicherung von Strategie (B). Wir behaupten, dass folgender Satz gilt:

(x) Es sei f in einer Umgebung des Nullpunkts stetig und in einer punktierten
Umgebung des Nullpunkts differenzierbar. Falls der Grenzwert

b= lim '(x)

x#0

existiert, dann ist f auch im Nullpunkt differengierbar mit f'(0) = b.

Zum Beweis betrachten wir fiir x # 0 den Differenzenquotienten

f(x) —f(0)
x—0
Der Mittelwertsatz besagt, dass es einen Punkt ¢ zwischen x und 0 gibt, so dass
der obige Differenzenquotient gleich f’(&) ist. Fiir x — O geht auch & — 0 und
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daher nach Voraussetzung /(&) — b. Insgesamt sehen wir also, dass fiir x — 0
gilt
f(x) —f(0)

o =fE b,

und dies zeigt, dass f in 0 differenzierbar ist mit f'(0) = b.

d) Wo geht die Stetigkeit ein? Die Stetigkeit von f im Nullpunkt wird bei
der Anwendung des Mittelwertsatzes benutzt: Dort wird als Voraussetzung die
Stetigkeit am Rand des betrachteten Intervalls benotigt.

Ohne die Stetigkeitsvoraussetzung wird Behauptung (x) falsch: Dies sieht
man bereits an einfachen Beispielen wie

—1, fallsx <0,
x+— <0, fallsx =0,
1, fallsx > 0.

e) Ein Beispiel. Mit Strategie (A) kann man leicht nachweisen, dass f differen-
zierbar ist. Mit Strategie (B) gelingt dies nicht: Die Ableitung von f auf R \ {0}
ist durch

f'(x) = 2xsin(%) — cos(%)

gegeben. Thr Grenzwert fiir x — 0 existiert aber nicht! Man kann daher nicht
folgern, dass f im Nullpunkt differenzierbar ist. Beachten Sie:

Die Funktion f ist im Nullpunkt durchaus differenzierbar — dies lasst
sich nur eben nicht mit Strategie (B) zeigen. Diese stellt ein hinreichen-
des, aber nicht notwendiges Kriterium fiir Differenzierbarkeit bereit.

Bemerkung: In Strategie (B) wird nicht nur auf die Differenzierbarkeit von f ge-
schlossen, sondern sogar auf die Stetigkeit der Ableitung (im Nullpunkt). Stra-
tegie (B) versagt daher immer dann, wenn die betrachtete Funktion f zwar dif-
ferenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar ist (d. h. wenn ihre Ableitung nicht
stetig ist). So wurde das obige Beispiel gerade gewdhlt: Es ist ein Standard-
beispiel einer differenzierbaren, nicht stetig differenzierbaren Funktion (siehe
Aufgabe 5.12).

f) Alternative mit der Regel von I'Hospital. Wir geben einen alternativen
Beweis fiir den Satz (x) aus Teil (c): Dazu betrachten wir fiir x # 0 den Diffe-
renzenquotienten

f(x) —f(0)

o— (%)
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Ist f in O stetig, so gehen dessen Zahler und Nenner fiir x — 0 gegen 0. Da nach
Voraussetzung der Grenzwert

. f'(x)
!(151% 1 (k)
x#0

existiert, so existiert nach der Regel von de I'Hospital auch der Grenzwert
von (xx*) fiir x — 0 und beide sind gleich. Also ist f in O differenzierbar und
(0) ist gleich dem Grenzwert in (xx).

g) Eine Vereinfachung? In der Beweisfithrung kann man leichte Vorteile bei
Verwendung der Regel von de I'Hospital sehen, da man die von x abhangi-
ge Zwischenstelle & beim Grenziibergang nicht mitverfolgen muss. (In diesem
Punkt kann man selbstverstandlich geteilter Meinung sein.)

Hinsichtlich des Theorieaufbaus erfordert die Regel von de 'Hospital mehr
Vorarbeit als der Mittelwertsatz. Geht man beispielsweise beim Beweis der Re-
gel von de 'Hospital vor wie in [H1, Abschn. 50], dann wird hierfiir der verall-
gemeinerte Mittelwertsatz [H1, 49.9] vorab benétigt — der folgende Argumen-
tationsgraph driickt dies aus:

Verallgemeinerter
Mittelwertsatz

|

Regel von
de 'Hospital

/

Satz (*) aus Teil ¢

Mittelwertsatz
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Zum Weiterarbeiten

m Ein realistischeres Beispiel. Das eingangs der Aufgabe angegebene Beispiel
ist so einfach gehalten, dass es eher eine »Laborsituation« darstellt. Arbeiten
Sie daher zur Ubung auch mit der Funktion f : R — R, die gegeben ist durch

x> +x+1, fallsx <0,
f(x) =<1, falls x =0,
sinx, falls x > 0.

m Abschreckend? Die folgende Problemstellung wird in [A, Abschn. 10] zu
Recht als Beispiel fiir eine Situation genannt, in der sich Anfangerinnen und
Anfanger aufgrund der dufSeren Form der Darstellung abgeschreckt fithlen
konnen:

»Untersuchen Sie die Funktion f :]—1, 1[ — R mit

_ [arctan(x?), falls —1<x<0

= {Sin(xs)\/ﬁ, falls O < x < 1
auf Differenzierbarkeit.«

Da Sie sich jedoch in der vorliegenden Aufgabe wirksame Strategien zu sol-
chen Aufgabenstellungen erarbeitet haben, bin ich sicher, dass Ihnen die
Losung nicht mehr schwerfallt.

m Weitere Beispiele fiir Strategie (A)? Versuchen Sie, {iber das in (e) ge-
gebene Beispiel hinaus weitere Aufgaben zu konstruieren, die mit Strate-
gie (A) gelost werden konnen, bei denen jedoch Strategie (B) nicht zum
Erfolg fiihrt. Wo liegt die Schwierigkeit bei der Herstellung solcher Aufga-
ben?

m Funktionen glatt verbinden. Die beiden konstanten Funktionen

f:l—o0,—1] = R, x+— —1
g:[1,00[ — R, x =1
sollen durch eine Funktion h : ]—1,1[ — R so verbunden werden, dass

insgesamt eine differenzierbare Funktion
F:R—R

entsteht. Stellen Sie eine solche Verbindung mittels einer kubischen Poly-
nomfunktion h : x — ax®+bx?+cx + d her — und zwar so, dass F moglichst
oft differenzierbar wird.

Ausblick: Man kann mit geeigneten (komplizierteren) Verbindungsfunktio-
nen sogar erreichen, dass F unendlich oft differenzierbar wird.



76

2. Differenzierbare Funktionen

2.6 Differenzierbarkeit der Sinusfunktion

Was sollten Sie schon kennen?

e die Sinusfunktion
e den Ableitungsbegriff
e das Arbeiten mit Grenzwerten

Was lernen Sie hier?

e Sie lernen einen Weg kennen, auf dem die Differenzierbarkeit der Sinus-
funktion mit Mitteln der Schulmathematik gezeigt werden kann — als Al-
ternative zu einem Zugang, der auf Potenzreiheniiberlegungen basiert.

e Sie erleben, dass die Wahl eines Zugangs weitreichende Konsequenzen
fiir den Theorieaufbau haben kann, und Sie lernen, dies mit Hilfe eines
Argumentationsgraphen zu veranschaulichen.

» Aufgabe

In dieser Aufgabe geht es um den folgenden Satz:

Die Sinusfunktion sin : R — R ist differenzierbar und ihre Ableitung ist die
Kosinusfunktion cos : R — R.

Eine Moglichkeit, diesen Satz im Rahmen einer Analysis-Vorlesung zu bewei-
sen, besteht darin, die Darstellung der Sinus- und der Kosinusfunktion durch
Potenzreihen zu verwenden und auf Grundlage einschlédgiger Sétze mit glied-
weiser Differentiation zu argumentieren.

a)

b)

Eine alternative Argumentation. Wir betrachten nun eine alternative
Argumentation, die in mehreren Varianten auch in Unterrichtswerken der
11. Jahrgangsstufe genutzt wird. Gehen Sie dazu fiir gegebene x € R und
h # 0 vom Differenzenquotienten der Sinusfunktion zu den Stellen x und
x + h aus. Nutzen Sie das Additionstheorem der Sinusfunktion und die
Gleichung 1 —cosh = 2(sin %)2 fiir algebraische Umformungen. Verwenden
Sie dann die Grenzwertaussage limy, . Sir}‘lh = 1, um zu zeigen, dass der
betrachtete Differenzenquotient fiir h — 0 konvergiert, und bestimmen Sie
den Grenzwert.

Bendotigte Vorkenntnisse. Die in (a) erarbeitete Argumentation greift auf
gewisse Eigenschaften der Sinus- und Kosinusfunktion zu. Stellen Sie die-
se Eigenschaften zusammen und iiberlegen (oder recherchieren) Sie, mit
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welchen (z.B. geometrischen) Argumentationen man zu diesen gelangen
konnte, ohne die Potenzreihendarstellungen von Sinus- und Kosinusfunkti-
on (oder deren Zusammenhang mit der komplexen Exponentialfunktion) zu
nutzen.

c) Argumentationsgraph. Erstellen Sie nun einen Begriffs-/Argumentati-
onsgraphen, der sowohl den obigen Zugang als auch den eingangs erw&ahn-
ten Zugang iiber Potenzreihen beinhaltet. Das »untere Ende« des Graphen
konnte folgendermafien aussehen:

Satz liber Differenzier- Darstellung von ..

. . Additionstheorem
barkeit von Potenz- sin und cos durch o R .
fiir Sinusfunktion

reihen Potenzreihen

sin ist differenzierbar
und es gilt sin’ = cos

Zur Erlduterung: Im Argumentationsgraph werden Sétze und Begriffe in ih-
rer logischen Abhingigkeit voneinander dargestellt. Verschiedene Pfade im
Graphen entsprechen dabei verschiedenen méglichen Zugédngen zu einem
Satz oder Begriff.

o PO RO
W W W

» Kommentierter Losungsvorschlag

a) Eine alternative Argumentation. Um die Differenzierbarkeit der Sinusfunk-
tion an einer Stelle x € R zu zeigen und die Ableitung sin’(x) zu ermitteln,
betrachten wir fiir h # 0 den Differenzenquotienten

sin(x + h) — sin(x)

h
= cos(x) sin(h) + SH;EX) cos(h) — sin(x) (Additionstheorem des Sinus)
i -1
= cos(x) sm}ih) + sin(x) COSU: (Algebraische Umformung)
sin(h) sin( %) sin(%)
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Y1 Y2

h

A

P q

Abb. 2.6: Das Additionstheorem der Sinusfunktion lasst sich
mit einer Flachenbetrachtung bei Dreiecken beweisen.

Im letzten Schritt dieser Gleichungskette haben wir die vorgegebene trigonome-
trische Identitdt 1 — cosh = 2(sin %)2 benutzt. Wir verwenden nun die Grenz-
wertaussage
sin(h
W,
h  h-o

zweimal: Sie zeigt zum einen, dass der erste Summand in () gegen cos(x) kon-
vergiert, und zum anderen, dass der zweite Summand gegen Null geht. Damit
folgt

sin’(x) = cos(x) .

b) Benétigte Vorkenntnisse. Bei der Argumentation in (a) wurden folgende
Aussagen genutzt:

(i) Additionstheorem der Sinusfunktion
(i) 1—cosh =2(sin )? fiiralle h € R
(i) limp 0 % =1
Wir besprechen nun Moglichkeiten, wie sich diese ohne Einsatz von Potenzrei-
hen (oder Verwendung der komplexen Exponentialfunktion) begriinden lassen.

Zu (i): Fiir den Beweis des Additionstheorems gibt es mehrere Wege, darun-
ter die folgenden:

e tiber Flacheninhalte von Dreiecken wie in Abb. 2.6
e aus dem Sinussatz wie in [FD]
e aus Uberlegungen am Einheitskreis wie in [LS10]

Wir erlautern exemplarisch den erstgenannten Weg, der auf der Flacheninhalts-
formel fiir Dreiecke beruht: Dazu berechnen wir in der durch Abb. 2.6 dar-
gestellten Situation den Fldcheninhalt des Gesamtdreiecks zunichst durch Be-
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R -sin(h)
R-tan(h)

M A P

Abb. 2.7: Mit einer geometrischen Flacheniiberlegung l&sst
sich zeigen, dass }llin%) snh — 7 gilt.
—

trachtung der beiden Teildreiecke: Das linke Teildreieck hat den Fldcheninhalt

1 1 .
Eph = i(b sinyi)(acosyz)

und das rechte den Flacheninhalt

1 1
iqh = i(asinyz)(b cosvy1).

Andererseits konnen wir den Flacheninhalt des Gesamtdreiecks auch ausgehend
von der Seite a berechnen: Die zugehorige Hohe hat die Lange bsin(y; + v2),
so dass wir als Flacheninhalt den Wert

1 )
ia(b sin(y1 +v2))

erhalten. Setzt man nun die Werte gleich, die die beiden Berechnungsweisen
ergeben, so erhélt man das Additionstheorem. (Die geometrische Argumentati-
on liefert dies zunachst nur fiir Winkel y; und vy, zwischen 0° und 90°, woraus
man dann auch den allgemeinen Fall ableiten kann.)

Zu (ii): Diese trigonometrische Gleichung lasst sich aus dem Additionstheo-
rem der Kosinusfunktion (das man ihrerseits aus dem Additionstheorem des
Sinusfunktion folgern kann) und der Gleichung sin(%)2 + cos(%)2 =1 (die man
geometrisch aus dem Satz des Pythagoras folgern kann) erhalten: Es gilt

cos(h) = cos(% + 1) = cos(B)2 —sin(%)2 = 1 — 2sin(})2,
woraus man durch Umstellen unmittelbar die Gleichung (ii) erhalt.

Zu (iii): Wir beschreiben hier einen elementargeometrischen Zugang, der
sich auch in gymnasialen Unterrichtswerken findet (siehe z.B. [LS]). Dazu ver-
gleichen wir fiir h > 0 (da die sin-Funktion ungerade ist, geniigt es, diesen Fall
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gleichmaRige S 15
Strecken- Bogenmalf}
Konvergenz ——
verhéltnis
/ \ Flacheninhalt Flachen-
von Dreiecken argument
Konvergenz Differenzier-  Gleichmal3ige
von Potenzreihen barkeit von Konvergenz
und Binomischer Funktionen- von
Lehrsatz reihen Potenzreihen
Additionstheorem
\ / der Kosinusfunktion
Satz iiber Darstellung von Additions- 1— cosh g
Differenzierbarkeit & sin und cos durch theorem & hha & lim g
von Potenzreihen Potenzreihen der Sinusfunktion 2w %) =0 %

\/

sin differenzierbar
und sin” = cos

Abb. 2.8: Ein moglicher Argumentationsgraph zu Aufgaben-
teil (c). Er stellt alternative Argumentationswege dar.

zu betrachten) und R > 0 in Abb. 2.7 die Flacheninhalte Anipg und Appq der

Dreiecke MPB bzw. MPQ mit dem Flacheninhalt AMF% des Kreissektors MPB
(der zu einem Kreis vom Radius R gehort): Es gilt

Ampe S A o < AMPQ,

also

1 1 1
ER -Rsin(h) < ER -Rh < ER -Rtan(h).

Durch Kiirzen und Umstellen erhalten wir hieraus die Ungleichungskette

in(h
12%2&8(?@,

und daraus folgt die Behauptung.

c) Argumentationsgraph. Das erarbeitete Argumentationsgefiige ldsst sich
in einem Graphen darstellen, der Ubersicht iiber die logischen Abhingigkei-
ten und die alternativen Argumentationswege schafft. Abbildung 2.8 stellt
einen moglichen Argumentationsgraphen dar — andere Darstellungsweisen sind
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selbstverstindlich denkbar, insbesondere kann man den Graphen nach oben
fortsetzen, indem man immer weiter zuriickfragt, worauf die jeweiligen Sitze
oder Begriffe basieren.

Der linke Teilgraph stellt den Zugang iiber Potenzreihen dar: Man benotigt
die Darstellungen von Sinus und Kosinus durch Potenzreihen sowie den Diffe-
renzierbarkeitssatz, der die Zulassigkeit des gliedweisen Ableitens sichert. Die-
ser kann seinerseits entweder aus allgemeinen Séatzen iiber die Differentiation
von Funktionenfolgen und -reihen gewonnen werden (rechter Ast) oder mit ei-
nem direkten Potenzreihenbeweis wie in [J, Abschn. 1.2] bewiesen werden, der
letztlich auf der Anwendung des binomischen Lehrsatzes beruht (linker Ast).

Im rechten Teilgraph ist der in dieser Aufgabe verfolgte geometrische
Zugang dargestellt: Der in (i) gezeigte Beweis des Additionstheorems tiiber
Flacheninhalte von Dreiecken setzt voraus, dass die Sinusfunktion iiber Stre-
ckenverhaltnisse in rechtwinkligen Dreiecken definiert ist. Die trigonometrische
Identitét in (ii) kann aus dem Additionstheorem des Kosinus gefolgert werden,
welches aus dem des Sinus abgeleitet werden kann. Das in (iii) gezeigte
Flachenargument zur Bestimmung des Grenzwerts von % beruht wesentlich
darauf, dass Winkel als Bogenlidngen verstanden werden.

Zum Weiterarbeiten

m Weitere Alternativen. Zu der in Aufgabenteil (a) vorgestellten Argumen-
tation gibt es mehrere Varianten. Untersuchen Sie zum Beispiel, in welcher
Hinsicht die in [Fol, §15] durchgefiihrte und auch im Unterrichtswerk [LS]
verwendete Version von der hier dargestellten Version abweicht. Stellen Sie
dies im Argumentationsgraphen dar (neue Verzweigung im rechten Teilgra-
phen).

m Der Winkelbegriff. Der Argumentationsgraph aus Aufgabenteil (c) zeigt
insbesondere, dass es im rechten Teilgraphen wesentlich ist, Winkelgro3en
als Bogenldngen aufzufassen. In der Elementargeometrie werden dagegen
Winkel zunichst oft als »Anteile am Vollwinkel 360°« eingefiihrt. Entwi-
ckeln Sie hierzu einen Argumentations- und Begriffsgraphen. Sie konnen
dazu auch die Uberlegungen aus Aufgabe 4.4 einbeziehen, die die unter-
schiedliche Auffassung des Bogenmal3es in Elementargeometrie und Analy-
sis beleuchtet.
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