Lésungen ausgewiihlter Ubungsaufgaben
zum Buch ,,Elementare Stochastik*
(Springer Spektrum, 2012)

Teil 2: Aufgaben zu den Kapiteln 3 und 4

Zu Abschnitt 3.1

U3.1.1 Es seien X,,,n = 1,2,... reellwertige Zufallsvariable (dabei seien die
reellen Zahlen mit den Borelmengen als o-Algebra versehen). Dann sind die
folgenden Mengen Ereignisse:

a) Die w, bei denen mindestens ein X,, positiv ist.

b) Die w, bei denen alle X,, positiv sind.

¢) Die w, bei denen die Folge (X, (w))n beschréinkt ist.

Losung a) E = {w € Q | mindestens ein X,,(w) ist positiv} ist ein Ereignis, da
es die (abzdhlbare) Vereinigung der E,, = {X,, > 0} ist, welche selbst Ereignisse
sind, da die X,, Zufallsvariable sind.

b) Wie zuvor sind auch die {X,, < 0} Ereignisse und damit auch deren Verei-
nigung E = J,,~,{X» < 0}. Die Menge der w, bei denen alle X,, positiv sind,
ist gerade Q \ E und daher ebenso Ereignis. (Wem bekannt ist, dass in einer
o-Algebra auch abzdhlbare Schnitte enthalten sind, der kann das gesuchte Er-
eignis auch etwas direkter als (), -, {X, > 0} darstellen.)

c) Die gesuchte Menge lasst sich als £ = J,,~; (),,>1{/Xn| < m} darstellen und
ist Ereignis, da bei dieser Darstellung nur abzihlbare Schnitte und Vereinigun-
gen von Ereignissen auftreten.

U3.1.2 Es sei X eine rellwertige Zufallsvariable mit der Eigenschaft, dass fiir
jedes ¢ die Wahrscheinlichkeit P({X > c}) entweder 0 oder 1 ist. Zeigen Sie,
dass X dann ,,im Wesentlichen konstant* sein muss. Genauer: Es gibt ein ¢, so
dass P{X =¢p}) = 1.

0U3.1.3 Der R? sei mit den Borelmengen versehen, und (Q2,&,P) sei ein Wahr-
scheinlichkeitsraum. Eine vektorwertige Abbildung X : © — R? sei durch
X(w):= (X1 (w),Xg(w)) definiert, wobei X1, X5 :  — R.

Beweisen Sie: X ist genau dann Zufallsvariable, wenn X; und X5 Zufallsva-
riable sind.

U3.1.4 X sei eine reellwertige Zufallsvariable auf . Definiere Y :  — R durch
Y(w) := X(w) fir | X(w)] < 1 und Y(w) := 0 sonst. Zeigen Sie, dass auch Y
eine Zufallsvariable ist.

U3.1.5 Sei X eine Zufallsvariable. Beweisen Sie: X ist genau dann fast sicher
konstant, wenn es keine Zahl a mit der Eigenschaft

P{X <a})>0und PH{X >a}) >0



gibt. Dabei heifit X fast sicher konstant, wenn es ein Ereignis N mit P(NV) =0
und eine Zahl ¢ so gibt, dass X (w) = ¢ fiir w ¢ N.

Tipp: In der schwierigeren Beweisrichtung kénnte man es mit der Konstanten
¢ :=sup{a | P({X < a}) = 0} versuchen. Zeigen Sie zuerst, dass das wirklich
eine reelle Zahl ist (Teil 1: Es kann nicht sein, dass P({X < a}) = 0 fiir alle a
gilt; Teil 2: Es gibt ein @ mit P{X < a}) =0.)

Loésung Zur einfacheren Beweisrichtung ,,=“: Sei X fast sicher konstant bei c,
d.h. es ist P(X # ¢) = 0 und damit insbesondere P(X > ¢) = 0 und P(X <
¢) = 0. Fiir jedes a > c ist ebenfalls P(X > a) = 0 und fiir jedes a < ¢ ist
P(X < a) = 0. Damit gibt es kein a € R mit P(X < a) > 0 und P(X > a) > 0.
Zur schwierigeren Beweisrichtung ,,<=“: Wie im Tipp beschrieben wollen wir
zeigen, dass X bei ¢ := sup{a | P(X < a) = 0} fast sicher konstant ist. Damit
c existiert, muss die fragliche Menge nichtleer und nach oben beschrinkt sein.
Wiire sie unbeschrinkt, so gibe es beliebig grofie ¢ € R mit P(X < a) = 0.
Damit wire automatisch P(X < a) = 0 fiir alle ¢ € R und daher P(Q2) =
P ( U{X < a}> = lim P(X < a) = 0. Da jedoch immer P(Q2) = 1 ist, muss

a€N a—oo
{a | P(X < a) = 0} beschriinkt sein. Die Menge ist auflerdem nichtleer: Nach

Voraussetzung gilt fiir alle a € R P(X < a) = 0 oder P(X > a) = 0. Es kann
nicht fiir alle a € R P(X > a) = 0 gelten (sonst wire wieder P(Q2) = 0). Folglich
gibt es ein @ mit P(X < a) = 0 und damit ist die Menge nichtleer.

Damit existiert ¢ und es gilt P(X < ¢) =P ( U{X<e—- ;}) = lim P(X <

neN n—oo

¢— 1) =0. Aufgrund der Definition von ¢ gilt P(X < a) > 0 fiir alle a > ¢ und
damit nach Voraussetzung P(X > a) = 0. Mit der gleichen Argumentation wie
fir P(X < ¢) folgt nun P(X > ¢) = 0. X ist damit fast sicher konstant bei c.

Zu Abschnitt 3.2

U3.2.1 (Q, £, P) modelliere das Werfen von drei fairen Wiirfeln. (€, £, P) ist also
{1,...,6}3 mit der Gleichverteilung. Bestimmen Sie Py fiir die Zufallsvariable
X :(i,5,k) >i—j+k.

U3.2.2 Q = [1,27] sei mit der Dichte f(z) = cx versehen (c ist eine geeignete
Konstante). Eine Zufallsvariable X : @ — R sei durch X (z) := ¢z definiert.
Bestimmen Sie die Dichte von Px und berechnen Sie damit P({X € [1,2]}).

13.2.3 Bei den neuen ALDI-Computern hat es eine Panne gegeben. Der Zufalls-
generator wirft nicht, wie beabsichtigt, in [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen aus,
sondern Zahlen, die geméf der Dichte f(x) := 2z (auf [0,1]) verteilt sind. Die
Computer werden zu einem Spottpreis verkauft. Stellen Sie die random-Funktion
durch ein geeignetes Unterprogramm wieder her!

(Genauer heifit das: Sie sollen eine Zufallsvariable X : [0,1] — [0,1] so
finden, dass Px die Gleichverteilung auf [0,1] ist. Falls Sie iibrigens wihrend
des Beweises eine Funktion g brauchen, fiir die (fiir alle z) ¢'(x)g(x) = 0.5 gilt,
so versuchen Sie es doch mit g(z) = /z.)



Losung Gesucht ist zunichst eine Zufallsvariable, die die gewiinschte Gleich-
verteilung auf [0, 1] wiederherstellt. Das bedeutet: Die Dichtefunktion auf dem
Zielraum soll die Form h(y) = 1 haben fiir alle y € [0, 1]. Satz 3.2.3 liefert eine
Berechnungsvorschrift fiir h, sofern die Zufallsvariable X gegeben ist und einige
Eigenschaften erfiillt. In diesem Fall ist es aber anders herum, wir haben bereits
die gewiinschte Zieldichtefunktion gegeben und suchen die Zufallsvariable. Wir
betrachten also die gegebene Gleichung

hy)=foX My - (X (y)

und losen nach der Zufallsvariablen X auf. Sollte X dann die im Satz 3.2.3
genannten Eigenschaften erfiillen, ist die Aufgabe gelost. Setzt man h und f

ein, so entsteht
1=2(X"H)(x1.

Die Aufgabenstellung verleitet an dieser Stelle dazu, X ~!(y) = ,/y zu setzen.

Der Test ergibt:
; 1 1
VIV =V ==

X~ erfiillt tatsiichlich die Gleichung. Die gesuchte Zielfunktion ist daher X (x) =
x2. X ist also stetig differenzierbar, bijektiv und streng monoton steigend. Auch
die Ableitung X ~!(y) = ,/y ist stetig differenzierbar, zumindest auf (0, 1]. Daher
waren die Voraussetzungen fiir Satz 3.2.3 erfiillt und X fiihrt die Zufallszahlen
der Aldi-Rechner auf eine Gleichverteilung zuriick.

U3.2.4 X sei exponentialverteilt zum Parameter \. Zeigen Sie, dass ¢X fiir
¢ > 0 ebenfalls exponentialverteilt ist. Wie grof ist der zugehorige Parameter?

U3.2.5 Beweisen Sie ein zu Satz ?? analoges Ergebnis fiir streng monoton fal-
lende Zufallsvariable.

U3.2.6 Es sei f : [—1,1] — [0,400] eine stetige Dichtefunktion. Weiter sei
X : [-1,1] — R sei eine stetig differenzierbare Zufallsvariable. Wir setzen
voraus, dass X auf dem Teilintervall [0, 1] streng monoton steigt. Bestimmen
Sie in Analogie zu Satz 7?7 eine Dichtefunktion fiir Py. Berechnen Sie diese
Dichtefunktion konkret fiir den Fall f(z) = (1 + 2)/2 und X (z) = 22.

U3.2.7 Fx sei die Verteilungsfunktion einer reellwertigen Zufallsvariablen X.
Zeigen Sie:

a) Fx besitzt hochstens abzéhlbar unendlich viele Unstetigkeitsstellen.

b) Fx ist unstetig bei einem x € R genau dann, wenn Px ({z}) > 0 gilt.

Zu Abschnitt 3.3

0U3.3.1 In einem Kasino wird nach folgenden Regeln mit drei Wiirfeln gespielt:
Ein Spieler bekommt 1000 Euro fiir drei Sechsen, 100 Euro fiir zwei Sechsen
und 10 Euro fiir eine Sechs. In allen anderen Fillen gibt es gar nichts. Welchen



Mindesteinsatz wird der Kasinobetreiber verlangen, wenn er nicht draufzahlen
will?
Losung

Die Wahrscheinlichkeiten, mit drei Wiirfeln dreimal, zweimal oder einmal
eine 6 zu wiirfeln sind

P8 =g P2 = () (5)* s =F wmd P({1H = ()  5- ()’ =&
Der erwartete Gewinn (in Euro) ist

. 1 15 75 2575
E(Gewinn) = 1000 - & + 100 - & +10- & = 216~ 11,921.

Somit sollte der Betreiber 11,93 EUR, verlangen, um nicht draufzuzahlen.
U3.3.2 Bestimmen Sie die Varianz und die Streuung der Poissonverteilung.

1U3.3.3 Bestimmen Sie die Varianz und die Streuung der geometrischen Vertei-
lung.

U3.3.4 Bestimmen Sie die Varianz und die Streuung der Gleichverteilung auf
dem Intervall [a,b].

U3.3.5 Bestimmen Sie die Varianz und die Streuung der Exponentialverteilung.

U3.3.6 Es sei X : Q — R. Zeigen Sie, dass E(X) genau dann existiert, wenn
Yo P(X >n) < oo gilt.
Zusatz: Ist X : Q@ — {0,1,2,...}, so gilt sogar E(X) = > P(X > n) im Fall
Y. P(X >n) < oo.
Losung

Wir betrachten die Mengen M,, := {X > n} fiir n € N. Es gilt natiirlich
fir m < n der Zusammenhang M,, C M,. Sei nun Y, die charakteristische
Funktion der Menge M,,.

Fiir ein beliebiges w € Q liegt X (w) in einem Intervall [k, k + 1) fiir ein
passendes k € N. Dementsprechend gilt w € M; fiir alle i < k und w ¢ My1.
Da dies fiir alle w gilt, kénnen wir die Funktion ) x, betrachten und erkennen

X(w) <Y xnlw) < X(w)+ 1.
Fiir eine Beweisrichtung sei E(X) < oo. Dann gilt

S P(X >n)=) E(x,) =E <Z><n> <EX +1)=E(X)+1 < oco.

Fiir die Umkehrung sei ), P(X > n) < oo. Dann gilt entsprechend

0>Y P(X>n)=Y E(x,) =E (an> > E(X).



Fiir den Zusatz, also den diskreten Fall, gilt, dass w in M}, liegt, genau dann,
wenn X (w) = k ist. Dementsprechend gilt X =" x, und die Gleichheit folgt
sofort.

U3.3.7 Ein Stab der Liinge 1 werde zufillig in zwei Teile zerbrochen (Bruchstelle
gleichverteilt).

a) Wie grof} ist der Erwartungswert fiir X, wobei X die Lénge des kleineren der
beiden Stiicke misst?

b) Berechnen Sie auch den Erwartungswert des Quotienten “kiirzeres Stiick
durch ldngeres Stiick”.

c¢) In diesem Aufgabenteil sei die Bruchstelle gleichverteilt in [0.5 — ¢,0.5 + ¢],
wobei 0 < ¢ < 0.5. Die Zufallsvariable X sei wie in ,a)“ definiert. Fiir welche
Werte von ¢ ist der Erwartungswert von X grofler als 0.4 7

Zu Abschnitt 3.4

U3.4.1 Es werden n Kugeln auf gut Gliick auf n Ficher verteilt. Wie grof ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau ein Fach leer bleibt?

Lésung Wir suchen die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Kugeln und n Ksten, ge-
nau ein Kasten leer bleibt. Dazu berechnen wir die Anzahl der giinstigen und die
Anzahl der moglichen Ereignisse und dividieren sie. Bei den giinstigen Ereignis-
sen gilt, dass die Reihenfolge unwichtig und Wiederholung mdoglich ist (in einem
Kasten kénnen mehrere Kugeln liegen). Die Anzahl bei & Kugeln und n Késten

berechnet sich folgendermafen: ("*F~'). Wir ersetzen noch k durch n und er-

halten #mogliche Ereignisse = (2"7)_1) Fiir die giinstigen Ereignisse miissen wir
zéhlen, wie viele Moglichkeiten es gibt, dass genau ein Kasten frei bleibt. Es
gibt n Késten, von denen einer frei bleiben muss. Fiir die Kugel, die nicht in
einen eigenen Kasten kommt, existieren n — 1 verschiedene Méglichkeiten, al-
so insgesamt n(n — 1) giinstige Moglichkeiten. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit
# giinstige Ereignisse _ n(n—1)

# mogliche Ereignisse (2"—1) '

n

betrigt

U3.4.2 Eine endliche Folge (x1,41),...(xn,yn) in Z2 soll ein Treppenweg ge-
nannt werden, wenn stets entweder (zp+1,yx+1) = (Tk,yr) + (0,1) gilt oder
(Tht1, Yk+1) = (@, yr) + (1,0), wenn es also immer jeweils einen Schritt nach
rechts oder nach oben geht.

Wie viele Treppenwege gibt es von (0, 0) nach (20, 30)7

Lésung Wie man seinen Treppenweg auch anstellt, in jedem Fall gibt es insge-
samt 20 Schritte nach rechts und 30 nach oben, lediglich die Reihenfolge ist un-
terschiedlich. Aus 50 insgesamt getédtigten Schritten miissen also die 20 erwihlt
werden, welche nach rechts fithren sollen. Die Anzahl der Moglichkeiten, 20 aus
50 Schritten zu wihlen entspricht also der Anzahl an moglichen Treppenwegen
von (0,0) nach (20,30) und das sind gerade

50 50!
(20) = 501301 — 47129 212 243 960



Moglichkeiten.

U3.4.3 Wie viele verschiedene neunbuchstabige Worter kann man aus den
Buchstaben A,B,C,E,E,H, I, K,O,R,S,S,T,T,T,W, Z bilden? Jeder Buch-
stabe dieses Vorrats darf dabei nur einmal verwendet werden. (,STOCHASTIK*
ist also zugelassen, ,STOCKKORB*“ aber nicht.)

1U3.4.4 Beweisen Sie die Formel (n_]{t—l) = (Z) + (k;il) fir k <n.

Zu Abschnitt 3.5

0U3.5.1 Diskutiere die Wahrscheinlichkeiten fiir das neue Lotto:

Lo aus 35, mit zwei Zusatzzahlen .
Es werden also aus 35 nummerierten Kugeln 5 , Richtige® und zwei Zusatzzahlen
gezogen, und gefragt sind die interessierenden Wahrscheinlichkeiten (,,5 Richti-
ge“, 4 Richtige mit Zusatzzahl“, |3 Richtige mit 2 Zusatzzahlen®, usw.).

Loésung Wir leiten die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
E := {4 Richtige + Zusatzzahl}

explizit her, die anderen Losungen funktionieren analog. Wir betrachten zunéchst
die Menge aller moglichen Ziehungen: Wir ziehen erst 5 aus 35 Kugeln ((355)
Méoglichkeiten) und im Anschluss zwel Zusatzzahlen aus den verbleibenden 30
((320) Méoglichkeiten). Die Multiplikation dieser beiden Zahlen liefert uns die
Anzahl aller Ziehungen, die eintreten kénnen.

Die Anzahl aller fiir uns giinstigen Fille berechnen wir so: Wir wéhlen aus
den 5 gezogenen Zahlen ,unsere“ 4 Richtigen aus ((i) Méoglichkeiten), weiter
,unsere* Zusatzzahl ((f) Moglichkeiten) und schliefflich die zwei verbleibenden
,falschen“ Zahlen ((228) Mboglichkeiten). Multiplizieren liefert die Anzahl aller
giinstigen Fille. Zusammen erhalten wir also

pmy = W0 6) 9y rs. 1070

() o~ |
Analog berechnet sich die Wahrscheinlichkeit fiir 5 Richtige zu 1/ (355). Die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Ereignis ,,3 Richtige und 2 Zusatzzahlen ist genauso grof3

wie die fiir das Ereignis E' (man ersetze (Z) . (f) durch (g) . (3))

U3.5.2 Sei o eine Zufallspermutation der Zahlen 1,...,n. Weiter sei k eine
natiirliche Zahl, k£ < n. Gefragt ist nach der Wahrscheinlichkeit, dass in ¢ genau
k Elemente festbleiben.

Schlielen Sie aus der Formel, dass diese Wahrscheinlichkeit fiir festes & und
geniigend grofie n durch 1/(kle) approximiert werden kann.



Bei zufilligem Zusammenwiirfeln von Tanzpaaren ist es also ziemlich wahr-
scheinlich, dass nicht nur ein Paar sondern gleich mehrere in der alten Zusam-
mensetzung antreten.

U3.5.3 In Italien spielen sie .6 aus 90“. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit
fiir 6 Richtige und denken Sie sich eine originelle Illustration aus, um diese
geringe Wahrscheinlichkeit zu veranschaulichen.

U3.5.4 Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, beim Lotto (6 aus 49) zwei aufein-
anderfolgende Zahlen zu ziehen?

Tipp: Um die Anzahl der giinstigen Ausgénge zu bestimmen, ist es hilfreich, die
Elementarereignisse als 6-Tupel (n1,...,n6), n; € {1,...,49} mit n; < ny <
... < ng, aufzufassen. Wie lassen sich dann die giinstigen Ausgénge beschreiben?
Finden Sie ein N € N mit NV < 49, so dass die gesuchte Anzahl gerade die Anzahl
aller Ziehungen ,,6 aus N“ ist.

U3.5.5 Wir betrachten Ny, versehen mit allen Poissonverteilungen. Ein (unbe-
kannter) Parameter A\ wird ausgewé#hlt, dann wird einmal abgefragt. Das Er-
gebnis sei n. Finden Sie eine maximum-likelihood-Schéatzung fiir A.

Losung Sei n das Ergebnis des Zufallsexperiments. Wir setzen zunéchst n # 0
voraus und betrachten

Gesucht ist das Maximum dieser Likelihood-Funktion. Dazu leiten wir L nach
A ab und erhalten
Anfl
7)\ .
n!

L\ =e “(n—A).
Nullsetzen liefert n = A. Aus der Problemstellung heraus ergibt sich, dass A ein
Maximum ist (alternativ: zweite Ableitung bilden!).

Im Fall n = 0 erhalten wir die Likelihood-Funktion Lg(\) = e~ mit dem
Maximum in A = 0.

Aufgaben zu Kapitel 4
Zu Abschnitt 4.1

U4.1.1 Das Intervall [0,1] sei mit der Gleichverteilung versehen. Finden Sie
alle Intervalle [a,b], so dass [a,b] und [0,0.5] unabhéngig sind.

Losung Zunichst sind alle Intervalle [a, b] mit ¢ = b unabhingig von [0, 0.5],
da dies Nullmengen sind (P([a,a] N [0,0.5]) = 0 und P([a, a]) * P([0,0.5]) = 0),
sei also nun a < b. Das Intervall [a, b] kann nicht in [0, 0.5] enthalten sein, denn
sonst wire P([a,b] N [0,0.5]) = P([a,d]), aber P([a,b]) * P([0,0.5]) = 1P([a,d]).
Auflerdem muss a < 0.5 gelten, denn sonst wire wieder P([a, b]) * P([0,0.5]) =
3P([a, b]), aber P([a,b] N [0,0.5]) = 0. Es bleibt folglich der Fall a < 0.5 und



b > 0.5. Erneut ist P([a,b]) * P([0,0.5]) = 1P([a,b]), d.h. wir miissen [a,b] so
wéhlen, dass P([a, b]N[0, 0.5]) = P([a, 0.5]) = 1]P’([a b)) gilt. Die beiden Intervalle
sind folglich genau dann unabhéngig, falls entweder a = b gilt o der falls genau
die Hélfte des Intervalls [a,b] in [0, 0.5] liegt (das gilt fiir a +b = 1).

U4.1.2 Wir betrachten die Poissonverteilung auf {0,1,...} zum Parameter .
Bestimmen Sie P(A | B)fiir A = {2,3,4}, B={3,4,5}.

U4.1.3 Bestimmen Sie eine stetige Dichte f auf [0,1] so, dass [0,0.5] und
[0.4,0.8] unabhéngig sind.

U4.1.4 Aus einem vollsténdigen Skatspiel wurde das Kreuz As entfernt. Die
restlichen Karten seien mit der Gleichverteilung versehen.

a) Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Konig | Kreuz).

b) Zeigen Sie, dass es nur auf triviale Weise moglich ist, zwei unabhingige
Ereignisse A, B zu finden. (Das soll bedeuten: A, B sind genau dann unabhéngig,
wenn A oder B die leere Menge oder der ganze Raum ist.)

U4.1.5 In einem Kasten befinden sich 4 weiBe, 6 rote und 10 griine Kugeln. Es
wird zweimal ohne Zuriicklegen gezogen. Bestimmen Sie mit Hilfe eines Wahr-
scheinlichkeitsbaumes die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

a) Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei gleichfarbige Kugeln gezogen wurden.

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass keine griine Kugel gezogen wurde.

U4.1.6 Die Menge {1,...,n} sei mit der Gleichverteilung versehen, dabei sei
n > 1. Zeigen Sie: n ist genau dann eine Primzahl, wenn aus ,,A, B Ereignisse,
A, B unabhingig® stets folgt, dass eine der Mengen leer oder gleich {1,...,n}
ist.

Lésung Wir betrachten die Menge {1,...,n} mit der Gleichverteilung. Wir
zeigen beide Implikationen:

Sein = p eine Primzahl, und seien A und B unabhéngige Ereignisse. Aus der
Charakterisierungsgleichung fiir Unabhéngigkeit folgt P(A)- P(B) = P(ANB),
genauer: % 1Bl ‘A;;Bl was dquivalent zu |A| - |B| = |AN B| - p ist. Offenbar
gilt also p | |A| |B|, und damit p | |A| oder p | |B|. Wegen |A|, |B| < p folgt die
Aussage aus der Aufgabenstellung.

Es gelte folgende Aussage: Sind die Mengen A, B C {1,...,n} unabhéngig,
dann gilt A = 0 oder A = {1,...,n} (oder B = () oder B = {1,...,n}). Zu
zeigen ist, dass dann n eine Primzahl sein muss. Wir fithren einen Kontrapo-
sitionsbeweis. Sei also n keine Primzahl. Wir weisen nun die Existenz zweier
unabhéngiger Mengen A, B C {1,...,n} nach, so dass weder A noch B leer
oder die ganze Menge sind.

Wir kénnen n als Produkt seiner Primfaktoren darstellen: n = Hle Di
fiir d > 2. Wir konstruieren die Mengen A und B gerade so, dass die jewei-
ligen Kardinalititen die Unabhéngigkeitsbedingung |A| - |B| = |[AN B| - ch.lzl Di
erfiillen. Wihlen wir A = {1,2,...,m} und B = {mym+1...,m +pg — 1}



mit m = H?;llpi, so erhalten wir |A| = Hf;ll pi, |B| = paq sowie [ANB| =1
(Man beachte, dass dies nur moglich ist, weil wir uns auf einem endlichen Wahr-
scheinlichkeitsraum befinden, auf dem wir jede Menge als Ereignis zulassen!).
Zusammen gilt also:

d—1 d
Al |B| = Hpi'pdil-Hpi =|ANB| n,
i=1 i=1
was unseren Kontrapositionsbeweis abschlieft.

U4.1.7 Herr A. hat seine Bachelorarbeit geschrieben. Er bittet zwei Freunde
darum, nach Rechtschreibfehlern zu suchen. Sie lesen die Arbeit unabhéngig
voneinander. Der erste findet ky, der andere ko Fehler, dabei gibt es k Fehler,
die beide angestrichen haben. Ermitteln Sie daraus einen Schétzwert fiir die
wirkliche Fehleranzahl k.

Tipp: Sei ko die Anzahl der wirklichen Fehler. Wenn dann der erste Freund
Fehler mit Wahrscheinlichkeit p; findet, so sollte k1 ~ kop1 gelten. Und so weiter.
(Die Unabhingigkeit ist auch noch zu beriicksichtigen: Wie wahrscheinlich ist
es, dass beide den gleichen Fehler finden?) So erhélt man drei Glecihungen fiir
p1, P2, ko, und damit ist kg leicht zu bestimmen.

Loésung Sei 2 die Menge aller Fehler, und Fy, F» C Q) die Mengen der Fehler,
die der erste bzw. der zweite Freund gefunden haben. Dann gilt fiir die Wahr-
scheinlichkeit von F; N Fy, also dass ein Fehler von beiden Freunden gefunden
wurde, folgende Gleichung:

P(F)P(F,) = P(Fy N Fy) = P(F,|Fy)P(Fy)

Beim ersten Gleichheitszeichen wird die Unabhéngigkeit beider Ereignisse ge-
nutzt, beim zweiten die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit. Nach Ein-
setzen wird diese Gleichungsfolge nun zu

k k
pip2 = 77— = 7P2.

ko ko
Durch Kiirzen erhalten wir nun die Gleichung p1 = k/k2, d.h. aus den bekannten
Werten k und ko kénnen wir p; berechnen. Aus dem daraus erhaltenen Wert
fiir p; und der bereits vorgegebenen Schitzung k1 = kgp; konnen wir schliellich
das gesuchte kg berechnen, d.h. die Schitzung fiir die Anzahl ko aller Fehler

lautet ok
ko ~ 1]{; 2 .

Man iiberlege sich, dass das Ergebnis plausibel ist, und beachte, dass die Rollen
von k1 und ko vertauschbar sind.

Zu Abschnitt 4.2

U4.2.1 Drei Kisten K 1, Ko, K3 enthalten gut durchmischt schwarze und weifle
Kugeln. Es enthalte



10

K: 2 schwarze und 4 weile Kugeln;
K5: 3 schwarze und 5 weifle Kugeln;
K3: 1 schwarze und 3 weifle Kugeln.

a) Aus Kasten K3 wird dreimal mit Zuriicklegen gezogen. Wie grofl ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die erste Kugel weif}; die zweite schwarz und die dritte
wieder weif3 ist?

b) Nun wird zunéchst einer der Késten zufiillig ausgewihlt (jeder mit Wahr-
scheinlichkeit 1/3), aus dem dann einmal gezogen wird. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit liefert das eine weifle Kugel?

¢) Wenn eine Ziehung wie in ,b)“ eine weifle Kugel liefert, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit wurde dann im ersten Schritt Kasten Ky gewahlt?

U4.2.2 In einem Laden ist eine Alarmanlage eingebaut, die im Falle eines Ein-
bruchs mit Wahrscheinlichkeit 0.99 die Polizei alarmiert. In einer Nacht oh-
ne Einbruch wird mit Wahrscheinlichkeit 0.002 Alarm ausgelost. (Eine Maus
beriihrt die Anlage o. d.) Die Einbruchswahrscheinlichkeit fiir eine Nacht ist
0.0005. Die Anlage hat gerade Alarm gegeben. Man berechne die Wahrschein-
lichkeit, dass gerade ein Einbruch stattfindet.

Losung Seien die in der Aufgabe betrachteten Ereignisse wie folgt definiert:

e A = Die Alarmanlage ist ausgelost worden.

e B = KEs wird eingebrochen.*

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(B|A). Der Satz von Bayes (4.2.2) liefert
folgenden Zusammenhang:

P(A|B)P(B)

PBI) = BAIBIP(B) + P(A1B,)(1 — P(B))

Die gegebenen Wahrscheinlichkeiten eingesetzt, folgt

0.99 - 0.0005
P(B|A) = ~ 0.19847
(Bl4) 0.99 - 0.0005 + 0.002 - (1 — 0.0005)

Nur mit einer Wahrscheinlichkeit von rund 20% handelt es sich also tatséchlich
um einen Einbruch.

U4.2.3 Es geht um das Problem auf Seite ?? (,Erfolg macht sicher®). Dort
wurden die Késten gleichverteilt ausgesucht, d. h. der i-te Kasten wurde mit
Wahrscheinlichkeit 1/n gewihlt.

a) Diskutieren Sie die Variante, bei der der i-te Kasten mit Wahrscheinlichkeit
2i/[n(n + 1)] gewdhlt wird (¢ = 1,...,n); es werden also mit grofierer Wahr-
scheinlichkeit Kéasten mit ,,vielen“ roten Kugeln ausgewahlt.

Wie ist in diesem Fall die bedingte Wahrscheinlichkeit, nach k& Erfolgen noch
einen weiteren zu haben? Geben Sie die exakte Losung an sowie eine geeignete
Néherung mit Hilfe einer Integration.
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b) Diesmal sei die Wahrscheinlichkeit fiir den i-ten Kasten 2(n—i+1)/[n(n+1)].
Bestimmen Sie auch fiir diese Situation die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass es
nach k Erfolgen noch einen weiteren gibt (Formel und Integralapproximation).

U4.2.4 Diskutieren Sie das Ziegenproblem in der Variante mit k& Tiiren, wobei
k > 2: Es gibt einen Gewinn, der Kandidat wéhlt, der Quizmaster 6ffnet k — 2
Tiiren, und der Kandidat darf noch einmal wechseln. Wiirden dadurch seine
Gewinnchancen steigen? Und wenn ja, um wie viel?

U4.2.5 Falls Sie am Sonntagvormittag das Radio bei einem zufillig gewshlten
Sender einstellen, erklingt mit 20 Prozent Wahrscheinlichkeit Orgelmusik, an
den anderen Vormittagen nur mit 2 Prozent Wahrscheinlichkeit.

Nun hatten Sie in den Semesterferien ein etwas unstrukturiertes Leben, die
Tage der Woche waren alle gleichberechtigt. An irgendeinem Vormittag wachten
Sie auf, und beim Radio-Einschalten — der Sender wurde zufillig gewahlt —
erklang Orgelmusik. Mit welcher Wahrscheinlichkeit war das ein Sonntag?

Loésung Die Bezeichnung fiir Sonntag sei S, die fiir Orgelmusik O. Gesucht ist
P(S | O). Es ist bekannt, dass P(S) = 1 und P(=S) = £, sowie P(O | §) = £

und P(O | =S) = 125 betragen. Die Berechnung der bedingten Wahrscheinlich-

keit erfolgt durch Anwenden des Satzes von Bayes:
PO ]5)-P(5)
P(S|0) =
(510) P(O|S) -P(S)+P(O|-S)-P(=S)
)

U4.2.6 Hier geht es um das Umkehren bedingter Wahrscheinlichkeiten. Es sei
A das Ereignis ,,der Patient hat die Krankheit K“, und B bedeutet, dass ein
Test auf K positiv verlaufen ist. Finden Sie — mit Begriindung — eine Formel
fir P(—A|-B), also die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Patient K nicht hat,
wenn das Testergebnis negativ ist. Diese Formel soll die Zahlen P(A), P(B|A)
und P(B|—-A) enthalten.

Berechnen Sie danach P(—A|-B) fiir die konkreten Werte

P(A) = 0.04, P(B|A) = 0.99, P(B|~A) = 0.05.

U4.2.7 (Das diskrete Interview): In einer Urne sind 1000 Zettel mit Fragen. Auf
500 Zetteln steht ,Ist die letzte Ziffer Threr Personalausweisnummer gerade?“,
auf den anderen 500 eine Frage F, die mit ,ja“ oder ,nein “ zu beantworten
ist, auf die aber vor Zeugen nur ungern eine ehrliche Antwort gegeben wird
(Beispiele sollten jedem selbst einfallen). Um zu erfahren, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit p die Interviewten F mit ,ja“ beantworten, wird so verfahren:
Der Interviewte zieht einen Zettel und antwortet; dabei weifl der Interviewer
nicht, welcher Zettel gezogen wurde. Wie kann man nun p schétzen, wenn viele
Interviews gefithrt wurden?
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Loésung Wir bezeichnen mit Fj, das Ereignis harmlose Frage, also die Frage
nach der letzten Ziffer der Ausweisnummer, F), stehe fiir peinliche Frage. Die
befragte Person antwortet mit ja sei durch J abgekiirzt und N stehe fiir die
Antwort nein.

Gesucht ist also p = P(J | F},).

Wir setzen voraus, dass die Hilfte aller Ausweise mit einer geraden Ziffer endet.
Es ist also P(J | Fi) = 0.5 als bekannt vorausgesetzt.

Da es von beiden Fragen jeweils 500 Zettel gibt, gilt P(F},) = P(F},) = 0.5

Wir wenden nun Satz 4.2.1 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) an:

P(J) = P(J|Fp)P(F,) + P(J | Fn)P(Fp)
— p-05+05-05

Wir nehmen an, dass von N befragten Personen n mit ja geantwortet haben.
Wir kénnen P(J) also durch n/N schétzen.
Auf diese Weise erhalten wir fiir p die Schétzung

p:2(%—0.25).

Zu Abschnitt 4.3

U4.3.1 Q := {1,...,n}™ sei mit der Gleichverteilung versehen. Wir definieren
Ey; C Qdurch By = {(z1,...,2m) |z =1} firk=1,...,mundl=1,...,n.
Was ist die maximale Anzahl, die Sie aus diesen m - n Mengen wihlen kénnen,
um unabhéngige Ereignisse zu erhalten?

U4.3.2 Seien A, B, C Ereignisse (in irgendeinem Wahrscheinlichkeitsraum). Falls
A und B unabhingig sind, so folgt aus AN B C C C AU B, dass P(ANC) >
P(A)P(C) gilt.

Losung Wir definieren zunéchst ~

a:=PANB); b:=PA\B); c:=PB\A); b:=PC\B); ¢:=
P(C\ A).

Wegen der Voraussetzung AN B C C gilt C = (ANB)U(C\ B)U(C\ A) und
folglich P(C) = a + b+ & AuBerdem gilt P(A) = a + b und somit ist

a+b>(a+b)(a+é+Db) (1)

Zu zeigen.
Die Unabhéngigkeit der Ereignisse A und B liefert

P(ANB) = P(A)P(B)
@ = (a+b)(a+o) (2)
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Offensichtlich gelten die Ungleichungen 0 < b < bund 0 < ¢ < ¢ und damit folgt
(??7). Um das einzusehen, betrachten wir fiir festes ¢ die Funktionen f(z) = a+x
und g(z) = (a + b)(a + ¢ + x) und bedienen uns der Hilfsmittel der Analysis.
Zunichst einmal ist f(0) > ¢(0). Das folgt aus (??) und a+¢ < a+c.

Fiir beliebiges z € R gilt auBerdem 1 = f'(z) > ¢'(z) = a+ b, daa+b =
P(A) < 1.

Folglich ist f(z) > g(z) fir z > 0, und die Substitution = = b liefert die
Behauptung (?7).

U4.3.3 Es sei (Q, €, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und A, B seien unabhéngi-
ge Ereignisse. Muss dann {F € & | A, B, FE sind unabhingig} eine Teil-o-
Algebra von £ sein?

U4.3.4 A, B, C seien Ereignisse. Man weif}, dass sie unabhiingig sind und man
kennt die Wahrscheinlichkeiten. Kann man aus diesen Informationen die Wahr-
scheinlichkeit von AU B U C ermitteln?

Zu Abschnitt 4.4

U4.4.1 Beweisen Sie: Sind X7, ..., X,, reellwertige unabhiingige Zufallsvariable,
so sind auch Y, X1, ..., X,, unabhéingig, wenn Y konstant ist.

U4.4.2 (X,,) sei eine Folge unabhiingiger identisch verteilter Zufallsvariablen.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Folge (X,,) von irgendeiner Stelle
an monoton fallend ist?

U4.4.3 Mit Q wie in Aufgabe 4.3.1 definieren wir X}, : Q — R durch (z1,...,2,,)
— xp, fir k =1,...,m. Zeigen Sie, dass die Xy, ..., X, unabhingig sind.

Losung Der Fall n = 6, m = 2 wird auf Seite 136 ausfiihrlich behandelt.
Wir zeigen die Unabhingigkeit der Ereignisse {X; > a1},...,{Xm > an} fiir
beliebige ay,...am € {1,...n}.
Fiir k = 1,...,m gibt es jeweils (n — aj + 1)n™ ! Elemente in Q mit Xy > ay
und folglich ist
m—1
P({szak}):(n—ak—i—l)n :(n—ak—i—l).

nm n

Es gibt weiter 1", (n — a; + 1) Elemente in  mit X; > a1, X2 > ag, ... und
X > am-
Es ist folglich

mr,(n—a;+1)
nm

P({Xl Z ai,y ... ,Xm Z am}) = = HZ’;IP({XZ Z ai})

und das beweist die Unabhéngigkeit.
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U4.4.4 X1, X5,... : O — R seien unabhiingige Zufallsvariable, und alle Px,
seien die Gleichverteilung auf [0,1]. Beweisen Sie, dass das Ereignis

{w | fiir alle k ist Xj(w) < 0.999}

Wahrscheinlichkeit Null hat.

U4.4.5 X1,..., X, seien reellwertige Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass Sie genau
dann unabhéngig sind, wenn

P({X1 € Bi,..., Xy € By}) = P({X; € B1}) - P({X,, € B,})

fiir beliebige Borelmengen By, ..., B, gilt.

Es ist also nicht erforderlich, die entsprechende Gleichung fiir Indizes 1 <
i1 < ig--- < i < n nachzupriifen (vgl. ,Irrtum 2% auf Seite 133).

Loésung

Nach Definition 4.4.5 sind die Zufallsvariablen genau dann unabhéngig, wenn
fir alle ay, € R,i € {1,...,n} gilt, dass die Mengen {X1 > a1},...,{X,, > a,}
unabhéngig sind.

Da es sich dabei nur um endlich viele Mengen handelt, liefert das wieder-
holte Anwenden von Lemma 4.4.1, dass diese Bedingung dquivalent dazu ist,
dass die Mengen {X; € B1},...,{X, € B,} fiir alle Borelmengen By,...,B,
unabhingig sind.

Dies ist nach Definition der Unabhéngigkeit dquivalent zur Gleichheit

P{X1€B,...,X,€B,})=P{X; € B1})---P({X,, € B,})
fiir alle Borelmengen By, ..., By, sodass damit alles gezeigt ist.

Zu Abschnitt 4.5

U4.5.1 Mit den Bezeichnungen von Satz 4.5.1 gilt:
a) {(w1,wa,...) | Xn(ws) < n fiir alle n} gehort zu E.

b) {(w1,ws,...) | ((X1 (w1)+Xn(wn))/n> ist konvergent} gehort ebenfalls zur
o-Algebra &. "

U4.5.2 Wir verwenden wieder die Bezeichnungen von Satz 4.5.1. Es sei Px die
Gleichverteilung in {1,...,6}, es geht also um die Modellierung einer Folge von
Wiirfelwiirfen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit von

{(X1 >2) und ((X4 = 6) oder (X5 < 3))}.

Losung Wir betrachten das Ereignis E = {(X; > 2) und ((X4 = 6) oder (X5 <
3)}. Dazu eine kleine Vorbemerkung: Wir kénnen hier nur die Wahrscheinlich-
keit von Schnitten oder disjunkten Vereinigungen berechnen, deswegen miissen
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wir das Ereignis E passend zerlegen. Seien dazu A = {X; > 2}, B = {X4 = 6}
und C' = {X5 < 3}. Dann ist E = AN (BUC), und wir erhalten

P(E)=PAN(BUCQC))=P(A)-P(BUC),
was nach dem Inklusions-Exklusionsprinzip gerade
P(A)-P(BUC) = P(A)-(P(B)+P(C)-P(BNC)) = P(A)-(P(B)+P(C)-P(B)-P(C))

ist. Einsetzen von P(A) = 5/6, P(B) = 1/6 und P(C) = 3/6 liefert P(E) =
35/72.

Zu Abschnitt 4.6

U4.6.1 Es seien X,Y : Q — R Zufallsvariable, fiir die der Erwartungswert
existiert. Dann kann es sein, dass das Produkt XY keinen Erwartungswert hat.

Losung Betrachte als 2 das Intervall [0,1] mit der Gleichverteilung und als
Zufallsvariablen XY die Funktionen z +— 1/4/x. Der Erwartungswert von X
und Y ist endlich, der von XY existiert aber nicht.

U4.6.2 Seien X1, X5, X3 unabhiingige auf [0,1] gleichverteilte Zufallsvariable.
Wie ist dann Xy + Xo + X3 verteilt? (Es soll die Gleichung der Dichtefunktion
ermittelt werden.)

U4.6.3 X,Y seien unabhingige, auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum
definierte reellwertige Zufallsvariable. Die zugehorigen Verteilungsfunktionen
Fx, Fy mogen stetig differenzierbar sein; wir wissen schon, dass dann die Ab-
leitungen gerade die Dichtefunktionen zu Py, Py sind.

a) Zeigen Sie, dass Z := max{X, Y} ebenfalls eine Dichtefunktion hat. Driicken
Sie dazu die Verteilungsfunktion von Z durch Fx und Fy aus und bestimmen
Sie daraus durch Ableiten die Dichtefunktion von Z. Als Beispiel soll berechnet
werden, nach welcher Dichtefunktion

max (random,random) (also das Maximum zweier unabhéngigen Abfragen des
Zufallsgenerators) verteilt ist.

b) Das gleiche Problem, diesmal fiir das Minimum.

Lésung

a) Weil das Supremum (falls es iiberall endlich ist) von Folgen von Zufalls-
variablen wieder eine Zufallsvariable ist (vgl. Satz 3.1.4 (v)), ist insbesondere
Z = max{X,Y} eine Zufallsvariable. Die Verteilungsfunktion von Z lautet:

Fz(a) = Pw|Z(w)<a)=Pw|mar{X(w),Y(w)}<a)
= Pw]|(X(w)<a)n(Y(w) <a))
= Pw|Xw)<a) Pwl|Y(w)<a)
Fx(a)- Fy(a),

wobei die vorletzte Gleichung wegen der vorausgesetzten Unabhingigkeit gilt.
Die Dichtefunktion erhalten wir durch Ableiten, denn nach Voraussetzung sind
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Fx und Fy stetig differenzierbar. fz(a) = Ff(a) = fx(a)-Fy (a)+Fx(a)- fy(a),
wobei f. die jeweilige Dichtefunktion bezeichnet.

'random’ hat die Dichtefunktion f(x) =1 auf [0,1] und 0 sonst. Die Vertei-
lungsfunktion lautet F'(z) = z fiir x € [0, 1]. Dann ist fiax{random,random} (Z) =
1-z+2-1=2z auf [0,1].

b) Es bezeichne W = min{X,Y}. Dann ist

1-Fy = Pw|Ww)>a)
= Pw[(X(w)>a)N(Y(w)>a))
= Pw|Xw)>a) Pw]|Y(w)>a)
= (1=Fx(a))- (1 - Fy(a))

=Fy = Fx+F —Fx-Fy.

Dann ist fmin{random,random}(x) =2 — 2z auf [03 1]

U4.6.4 Es gibt Zufallsvariable X,Y mit existierendem Erwartungswert, die
nicht unabhéngig sind, so dass die Erwartungswerte von XY, XY existieren
und E(XY) = E(X)E(Y) gilt. (Unabhiingigkeit ist also keine notwendige Be-
dingung fiir diese Gleichheit.)
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