Lésungen ausgewiihlter Ubungsaufgaben
zum Buch ,,Elementare Stochastik*
(Springer Spektrum, 2012)

Teil 5: Aufgaben zu den Kapiteln 9 bis 12

Aufgaben zu Kapitel 9
Zu Abschnitt 9.3

19.3.1 Es sei ¢ : R — R stetig differenzierbar. ¢’ sei streng monoton steigend
und bei 0 gleich 4Null; 0 ist also das eindeutig bestimmte Minimum von 1.
(Beispiele: 2%, %" ...) Fiir eine Stichprobe z1,...,x, € R betrachten wir

P(x) := Zaiw(x — ;)

fiir alle x € R; dabei seien ay,...,a, > 0.

Beweisen Sie, dass es ein eindeutig bestimmtes zy zwischen min x; und max; x;
gibt, bei dem ¢ minimiert wird.

(Neben der minimalen quadratischen Abweichung kénnte man also auch allge-
meiner mit einer gewichteten - Abweichung arbeiten.)

U9.3.2 Es sei z1,...,2, € R eine Stichprobe. Fiir welche 2 wird max; |z — ;]
minimal?

Lésung Es bezeichne M (z) = max;e(1,... n} | — 2;|. Zudem seien 0.B.d.A. die
xz; der Grofle nach sortiert, d.h. 1 = minz;, z, = maxz;. Es soll gezeigt
werden, dass die Funktion M (z) fir & = £3%2 jhr Minimum annimmt. Sei
x < z. Dann gilt

|$n —$1|

M(z) > | — xp| > |2, — | = — = M(Z).
Sei nun xz > Z. Dann gilt
~ xn_x ~
M@)o =l 2 5 -] = 2220

Somit ist gezeigt, dass M (x) > M (&) = *=5** fiir beliebiges x. Beachte noch,
dass das Minimum bei & angenommen wird.

19.3.3 Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussagen.

a) Entfernt man aus einer Stichprobe z1,...,z, ein x; mit z; = max; x;, so
wird das Stichprobenmittel kleiner.
b) Das Stichprobenmittel von z1,...,z, ist genau dann Null, wenn (im eukli-

dischen Raum R™) (x1,...,x,) senkrecht auf (1,...,1) steht.



c¢) Das Stichprobenmittel ist immer ein Median.

d) Sei 1y, ..., z, eine Stichprobe, in der jedes o € R genauso oft wie —« auftritt.
Dann ist das Stichprobenmittel ein Median.

e) Ist in einer Stichprobe das Stichprobenmittel enthalten, so ist das Stich-
probenmittel ein Median.

Lésung

(a) Im Falle der Gleichheit 1 = --- = x,, dndert sich das Stichprobenmittel
nicht.

(b) Das ergibt sich schnell mit den folgenden Aquivalenzen.

1 n n n
E;xi:o — Z;xi:() — z;xi-le = ((x1,...,20),(1,...
1= 1= 1=

(c) Das ldsst sich z.B. durch das folgende Gegenbeispiel widerlegen: Seien
r1 = 1, x5 = 2, x3 = 100. Da alle z; verschieden sind und ihre Anzahl
ungerade, ist der Median eindeutig bestimmt, er ist gleich x5 = 2. Das
Stichprobenmittel ist jedoch gleich 51.5 und somit kein Median.

(d) Ja, denn das Stichprobenmittel ist Null und somit ein Median der vorge-
gebenen Stichprobe.

(e) Erneut kann man ein Gegenbeispiel angeben: Seien ©1 = 29 = —2, 23 =
—1, z4 = 0, x5 = 5. Der eindeutig bestimmte Median ist hier z3 = —1;
das Stichprobenmittel ist 24 = 0 und in der Stichprobe enthalten, jedoch
kein Median.

Zu Abschnitt 9.4

1U9.4.1 Die (@i, Yi)i=1,..n selen eine zweidimensionale Stichprobe. Sind die
nachstehenden Aussagen richtig oder falsch (mit Begriindung)?

a) Wenn der Korrelationskoeffizient r,, verschwindet, so gibt es keine Regres-
sionsgerade.

b) Wenn der Korrelationskoeffizient r,,, positiv ist, so hat die Regressionsgerade
eine positive Steigung.

¢) Sind «, 8 > 0, so ist der Korrelationskoeffizient fiir die Stichprobe (az;, 8y;)
der gleiche wie fiir (z;, yi)i=1,....n-

d) Ist o > 0, so ist der Korrelationskoeffizient fiir die Stichprobe (ax;, ay;) der
gleiche wie fiir (z;,yi)i=1,....n-

.....

...n und die Stichprobenvarianz der (z;)i=n+1,... n+m
seien von Null verschieden. Die Regressionsgeraden von (z;, y;)i=1,...,» und von
(4, Yi)i=n+1,... n+m seien identisch.



Beweisen oder widerlegen Sie: Dann ist diese Gerade auch die Regressions-
gerade zu (%, ¥;)i=1,... ntm-

(Tipp: Erinnern Sie sich an die Definition der Regressionsgeraden als Losung
eines Optimierungsproblems.)

1U9.4.3 Geben Sie ein Beispiel fiir eine Stichprobe (%4, Yi)i=1,...n an, bei dem
sich die Regressionsgerade &ndert, wenn man die x; mit den y; vertauscht.

U9.4.4 Die Parabel z +— ax? + bx + ¢ heifit Regressionsparabel der Stichprobe
(4, Yi)i=1,... n, falls

n
2
z:(yZ — (ax? + bz; + ¢))
i=1
minimal ist. Zeigen Sie die Existenz und die Eindeutigkeit der Regressionspara-
bel und finden Sie ein Gleichungssystem, mit dem man a, b, ¢ bestimmen kann.

U9.4.5 Fiir k = 1,2,... sei (xi,ygk))izL___,n eine zweidimensionale Stichprobe.
Die Stichprobenvarianz der x; sei von Null verschieden. Die zur k-ten Stichprobe
gehorige Regressionsgerade sei als a(®) 4+ b(®) 2 geschrieben.

Es wird vorausgesetzt, dass fiir ¢ = 1,...,n die Folge der (yi(k))k konvergiert,
der Limes werde mit y; bezeichnet.

Man zeige: Ist a + bz die Regressionsgerade zu (2, ;)i=1... n, 50 gilt a® — a
sowie b(¥) — b.

(Anders ausgedriickt: Die Regressionsgerade héngt stetig von den y; ab.)

Aufgaben zu Kapitel 10
Zu Abschnitt 10.2

U10.2.1 Wir betrachten das statistische Modell aller Gleichverteilungen auf
allen Intervallen der Form [a,b] mit a < b. Es wird n Mal abgefragt. Beweisen
oder widerlegen Sie:

a) xp ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir (a + b)/2.

b) Das Stichprobenmittel ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir (a + b)/2.

1U10.2.2 Priifen Sie nach, in welchen der folgenden Beispiele der Schitzer d
erwartungstreu ist:

a) Das statistische Modell bestehe aus allen Poisson-Verteilungen zu Parametern
A > 0 auf R, zu schiitzen sei A\?. d ist durch (z1,...,7,) — 27 gegeben.

b) Wie eben, aber d wird durch (z1,...,2,) — x1z2 ersetzt.

1U10.2.3 Gegeben seien ein statistisches Modell (©,&,Pg)gco, eine Zufallsva-
riable X : © — R (fiir die zu allen Py der Erwartungswert existiert) und die
Abbildung v : © — R, y(f) = Ep,(X). Welche der folgenden Abbildungen
d: Q" — R sind erwartungstreue Schétzer fiir 47



a) d(z1,...,z,) =11
b) d(z1,...,2,) = 21 — 2.
c) d(xy,...,xn) = %xl + %xg.

U10.2.4 In einem statistischen Modell (2, &, (W Py))oco seien d und d’' zwei
gleichméBig beste erwartungstreue Schétzer fiir v : © — R. Zeigen Sie: Fiir alle
feBist Py(d=d')=1.

Zu Abschnitt 10.3

U10.3.1 Sei T : Q" — R eine suffiziente und vollsténdige Statistik.
a) Fiir welche ¢ € R ist ¢T suffizient?
b) Fiir welche ¢ € R ist ¢T" vollsténdig?

U10.3.2 Die geometrische Verteilung ist bekanntlich durch die Wahrscheinlich-
keiten ¢*~1(1 — ¢) (fiir & € N) definiert, wobei ¢ € [0,1]. Sie werde n-mal
abgefragt, die Ergebnisse seien kq, ..., k.

Finden Sie eine maximum-likelihood-Schitzung fiir ¢ aus den kq, ..., k.

U10.3.3 Es sei das statistische Modell der Gleichverteilungen auf {a, ..., 100}
gegeben, wobei a € {1,...,100}. Zeigen Sie, dass das Minimum der Abfragen
ein maximum-likelihood-Schiitzer fiir a ist, wenn n Mal abgefragt wird.

Zu Abschnitt 10.4

U10.4.1 Fiir jedes ¢ > 0 sei ein Wahrscheinlichkeitsma8 P, auf [0,1] durch
die Dichtefunktion f.(z) = (¢ + 1)z¢ gegeben. Bestimmen Sie nach einmaliger
Abfrage ein Konfidenzintervall fiir ¢ mit Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.05.
Verwenden Sie dabei das in Satz 10.4.1 beschriebene Verfahren.

Losung Sei ¢ > 0. Wiihle ein moglichst kleines Intervall I, o5 in [0, 1], so dass
eine Abfrage mit mindestens Wahrscheinlichkeit 0.95 in 1. .05 liegt. Nun suchen
wir hierfiir k;,, k) € [0, 1], so dass P([0, k,]) = P.([k,, 1]) = 0.025. Die Rechnung
dazu: .

Pe([0, kp)) = kit = 0.025 — k;, = 0.0255T und

Pk, 1]) = 1 — K1t = 0.025 — kY = 0.97577.

Demnach kann z.B. I.0.05 = [0.025c+%,0.975$] gewithlt werden (ohne auf

die Rénder achten zu miissen, da die Verteilung stetig ist). Nun ist nach der
Menge aller ¢ > 0 gesucht, fiir die eine einmalige Abfrage xg in 1. .05 liegt. Die
Rechnung dazu:

1n(0.025)
In(zo)

In(0.975
xo € Ic0.05 — xo < 0.9755T — (¢c+ 1) In(zg) < In(0.975) — nli(x)) —1<e¢
0

20 € I o.05 — 0.02557 < mg — In(0.025) < (c+1) In(z) — ¢ < —1 und



Wir haben unser Konfidenzintervall somit gefunden, es ist

A, = [O97) | (0.025)
In(zo) In(zo)

U10.4.2 Das statistische Modell bestehe aus den Poissonverteilungen zu den
Parametern A > 0. Es wird einmal abgefragt, das Ergebnis sei k. Geben Sie
ein Verfahren an, mit dem man ein moglichst kleines Konfidenzintervall zum
Irrtumsniveau a berechnen kann.

1U10.4.3 Finden Sie ein Beispiel fiir ein statistisches Modell, in dem die Konfi-
denzbereiche als einpunktige Mengen gewéhlt werden kénnen.

Zu Abschnitt 10.5

U10.5.1 Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable, so dass Px eine Dichtefunk-
tion f hat. Definiert man dann Y als |X|, so hat Y die auf [0, +oo [ definierte
Dichtefunktion  — f(x) + f(—x). (Dieses Ergebnis wird in Abschnitt 10.5
benotigt.)

U10.5.2 Es sei X : Q — R normalverteilt, wobei weder der Erwartungswert
noch die Varianz bekannt sind. Es soll ein Konfidenzintervall I zum Niveau
1 —a = 0.95 fiir den Erwartungswert von X bestimmt werden. Wie oft muss X
abgefragt werden, damit die Lange von I hochstens 0.04 ist?

1U10.5.3 In einem Versuch soll eine Federkonstante a bestimmt werden. Da-
zu werden 1000 Messungen durchgefiihrt, die unabhéngige N (a,0.2)-verteilte
Werte liefern. Wir erhalten = 10.2. Bestimmen Sie Konfidenzintervalle mit
Irrtumswahrscheinlichkeit o« = 0.05 und o = 0.01 fiir a.

Lésung Wie beim dritten Beispiel auf Seite 304 rechnen wir wie folgt:
a=5%:
Wir ermitteln mit Hilfe der Normalverteilungstafel ein Intervall [—r, 7], so
dass P([-r,7]) = 1 —a = 0,95 ist. Dies ist fiir » = 1,96 der Fall. Dann liegt

w mit Wahrscheinlichkeit 1 — o im Intervall [—1,96; 1, 96]. Darum liegt a
mit Wahrscheinlichkeit 1 — « im Intervall

1 2 1 2
_ro _ ra]:{loﬂ_ ,964/0, 10.9 ,964/0,

r— —F=,T + = ) ) +
Vn Vn /1000 /1000
~ [10,172; 10, 228]
a=1%:

Da die Normalverteilungstabelle kein r enthélt, sodass die Wahrscheinlich-
keit exakt P([—r,r]) = 1 — a = 0,99 ist, sondern der Wert fiir r = 2,57 zu



klein und fiir r = 2, 58 zu grof ist, wihlen wir r = 2,575 und erhalten folgendes
Intervall

2.575,/0, 2 2.575,/0, 2
T——,T+ m} = {10,2— 20T0V0,2 4y, 20T0VD,2
Vn vn v/1000 v/1000
~ [10,164; 10, 236]

Aufgaben zu Kapitel 11
Zu Abschnitt 11.1

U11.1.1 Was sind die Fehler erster und zweiter Art bei der Nullhypothese ,,Im
nichsten Winter kommt keine Grippewelle. Ich brauche mich also nicht impfen
zu lassen.“?

U11.1.2 Es geht um die Hypothese ,,Am Freitag um Mitternacht kann man in
Paris gefahrlos mit der Metro fahren.“ Sollte man sie als Nullhypothese oder
als Alternativhypothese betrachten, um in Ubereinstimmung mit der {iblichen
Konvention (der Fehler erster Art ist der schwerwiegendere) zu sein?

Loésung Die Hypothese ,,Am Freitag um Mitternacht kann man in Paris gefahr-
los mit der Metro fahren“ sollte man als Alternativhypothese betrachten. Der
Fehler erster Art wére dann die Fehleinschétzung , es ist gefahrlos“, obwohl dem
nicht so ist. Dies ist schwerwiegender als die Fehleinschétzung ,,es ist gefdhrlich®,
obwohl alles in Ordnung ist. Lieber annehmen, dass es gefiihrlich ist und damit
unndtig auf der Hut sein, als sich sicher zu schéitzen und dann in Gefahr zu
geraten.

U11.1.3 Finden Sie ein Beispiel aus den letzten 24 Stunden Ihres Lebens, bei
dem Sie im Zusammenhang mit einer speziellen Nullhypothese abw#gen mus-
sten, ob der Fehler erster Art oder zweiter Art die unangenehmeren Konsequen-
zen hat.

Zu Abschnitt 11.2

U11.2.1 Es sei Q = {1,2,3}, und Wahrscheinlichkeitsmafie Py und P; auf Q
seien durch die folgende Tabelle gegeben.

k 1 2 3
ZOIEEE
Pik) |5 5 %

Weiter sei die Verlustmatrix



vorgelegt.

a) Skizzieren Sie die Punkte (R4(0), R4(1)) fiir alle Tests d : Q@ — {0,1}.
b) Bestimmen Sie die Minimax-Losung fiir das Testproblem.

c¢) Bestimmen Sie die Bayes-Losung fiir das Testproblem zu py = p1 = 3
d) Finden Sie pg und p1, so dass die Bayes-Losung nicht eindeutig ist.

Lésung a) Wir miissen fiir jedes d

(Ra(0), R4(1)) = (LooPo({d = 0}) + Lo1Po({d = 1}), L1oP1({d = 0}) + L1:P1({d = 1}))

berechnen. Es ergeben sich acht Punkte fiir die acht verschiedenen Tests auf Q:
(3,10)fir (& (1) 4(2)-01(3) = (0.0,0)
(

j%)fur(dz() 2(2),d2(3)) = (0,0, 1),
(@Ufur(ds() 3(2),d ())=(,,)7
(% 171) fiir (da(1),da(2),da(3)) = (0,1,1),
(}*977) fiir (d5(1), d5(2), d5(3)) = (1,0,0),
(?174) fiir (dG( ) ( ) ( )) = (1707 )7
(5, 3) fiir (dr(1), d7(2 ) 7(3)) = (1,1,0),
7.1) fiir (ds(1), ds(2), ds(3)) = (1,1, 1).

(
b) Die Minimax-Losung fiir das Testproblern ist aus der Skizze abzulesen: Der
Punkt D = (137, 121) also Test dy, ist die Minimax Losung.

c) Fir po =p1 = 3 1st PoT + p1y = gc + y = ¢ die Schar der Geraden mit
Steigung m = —1. Dlejemge Gerade mlt klemstem ¢, so dass die Punktwolke
noch getroffen wird, ist eingezeichnet und die Bayes-Losung ist somit bei Punkt
H = (7,1), also bei Test dg, gefunden.

d) Die Bayes-Losung ist z.B. dann nicht eindeutig, wenn die Gerade mit klein-
stem ¢ durch die Punkte A und C fiihrt (wie in der Skizze zu sehen liegen keine
weiteren Punkte unterhalb der Geraden und bei noch kleinerem ¢ wiirden keine

Punkte der Punktwolke mehr getroﬁen werden). Die Gleichung dieser Geraden

ist y = 100 — 18z oder auch 193: + 19y = % und damit ist die Bayes-Losung
fiir pg = E und p; = 15 nicht eindeutig, denn die Tests d; und d3 sind beide

eine Bayes-Losung zu dlesen i

U11.2.2 Finden Sie ein Beispiel, in dem eine Testfunktion so gefunden werden
kann, dass die Giitefunktion auf ©( exakt gleich 0 und auf ©, exakt gleich 1 ist.

U11.2.3 Es sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit unbekanntem Erwartungs-
wert 4 und bekannter Varianz o2. Sie wird n-mal abgefragt, wobei n ,,gro“ ist.
Entwerfen Sie einen Test fiir die Nullhypothese ,u < pp“ zum Niveau a.

U11.2.4 Es sei die Familie aller Gleichverteilungen auf [a — 1,a 4 1] fiir alle
a € R gegeben. Entwerfen Sie einen Test zum Niveau « fiir die Nullhypothese
»a < a0“~

Zu Abschnitt 11.3

U11.3.1 Hier ist die geometrische Version des Neyman-Pearson-Ergebnisses.



Zu Ay, ...  €10,1], p1,y ...y i € [0,1) und « € [0, 1] mit

A=) mi=1
i=1 i=1

sei das folgende Maximierungsproblem gegeben.

n
Maximiere E Wi,
i=1

so dass 0<z; <1firallel <i<n,
Z )\iSL'Z‘ = Q.
i=1

a) Beweisen Sie die Existenz einer Losung dieses Problems.
b) Zeigen Sie, dass eine Losung z1,...,z, existiert, bei der es hichstens ein i
mit z; & {0,1} gibt.

U11.3.2 Es sei Q = {1,...,10}, und WahrscheinlichkeitsmaBe Py und P; auf
seien durch die folgende Tabelle gegeben.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 1 1 1 1 3 1 1 1

Po(k) | 35 16 5 26 25 25 700 30 105 T00
1 3 3 1 1 2 3 1 1 2
Pl(k) 100 100 100 25 20 25 50 10 5 5

Finden Sie alle Neyman-Pearson-Tests zum Niveau o = 0.1.

U11.3.3 Wir betrachten das statistische Modell aller Poisson-Verteilungen zu
Parametern A € R. Geben Sie einen Neyman-Pearson-Test

d:{0,1,2,...}> = [0,1]
zum Niveau o = 0.1 fiir die Nullhypothese ,A < 0.3“ an.

U11.3.4 Es sei Q = {0,...,25}, und Py sowie P; seien die folgenden Wahr-
scheinlichkeitsmafle:

Po(k) = b(25, k; 3/5), P1(k) = b(25, k;2/5).
Bestimmen Sie einen Neyman-Pearson-Test zum Niveau o = 0.05.

U11.3.5 Eine Miinze sei vorgelegt, die Nullhypothese besagt, dass die Wahr-
scheinlichkeit p fiir ,, Kopf“ gleich 0.4 ist. Sie wird fiinf Mal geworfen. Konzipieren
Sie einen Neyman-Pearson-Test von Hy gegen H; : p = 0.7 zum Niveau oo = 0.1.

Aufgaben zu Kapitel 12



Zu Abschnitt 12.1

U12.1.1 Zeigen Sie, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(S; =4, firi=1,...,8| N =n)
gleich M (j1,...,7s;p01,---,ps;n) ist (vgl. den Beweis von Satz ?7).

U12.1.2 Es soll getestet werden, ob ein vorgelegter Wiirfel fair ist. Er wird 600
Mal geworfen, die Ergebnisse 1,2,3,4,5 bzw. 6 treten dabei 50, 120, 120, 75, 102
bzw. 133 Mal auf. Sollte daraufhin die Hypothese ,,Der Wiirfel ist fair“ zum
Irrtumsniveau a = 0.05 abgelehnt werden?

Zu Abschnitt 12.2

U12.2.1 Es werden 1000 Leute befragt, dabei geht es um den Zusammenhang
zwischen ,,Sind Sie verheiratet?“ und ,, Kleiden Sie sich gern teuer und aufwandig
ein?“ Das Ergebnis:

e 402 fiir , verheiratet, Kleidung aufwéndig®.

e 306 fiir ,,verheiratet, Kleidung eher einfach*.

e 120 fiir ,nicht verheiratet, Kleidung aufwandig*.
e 172 fiir ,nicht verheiratet, Kleidung eher einfach*.

Sollte daraufhin die Hypothese, dass , verheiratet“ und ,,aufwindige Kleidung*
unabhéngig sind, zum Fehlerniveau « = 0.05 abgelehnt werden?

Zu Abschnitt 12.3

U12.3.1 Beweisen Sie die Rekursionsformel

k
N(m;k,l) = ZN(m—j;j,l— 1).
j=0

Lésung Zur Wiederholung beginnen wir mit der Definition der Zahl N (m; k, ).
Sie ist als die Anzahl an Moglichkeiten definiert, die es gibt, die Zahl m als
Summe von k£ Summanden m = s1+. ..+ s, darzustellen, sodass jeder Summand
si,1 € {1,...,k} kleiner oder gleich [ ist.

Fiir alle diese Zerlegungen der Zahl m in £ Summanden kénnen wir die Zahl
j an Summanden bestimmen, die nicht Null sind. Dann ist j fiir jede Zerlegung
sicherlich eine Zahl zwischen 0 und k. Das heifit aber fiir eine Zerlegung, dass
m—j Summanden Null sind und die restlichen j Zahlen grofer gleich 1 sind. Das
heifit, wenn wir die j Nicht-Null-Summanden um 1 verringern erhalten wir eine
Zerlegung der Zahl m — j in j Summanden, wobei alle Summanden aufgrund
der Subtraktion kleiner gleich [ — 1 sind. Offensichtlich bilden Zerlegungen von
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m mit gleichem j somit alle Zerlegungen der Zahl m — j in j Summanden, die
alle kleiner gleich [ — 1 sind, also die Anzahl an Zerlegungen der Zahl m mit
fixiertem j gleich N(m — j;4,1 — 1). Somit ergibt sich obige Rekursionsformel.

U12.3.2 Zeigen Sie, dass N(m; k,1) = N(m;1, k) fiir alle m, k, 1 gilt.

Lésung N(m;k,l) war definiert als die Anzahl der Moglichkeiten, die Zahl m
alsm=mi+---+mg mit 0 <my <--- < my <1 zu schreiben.
Die Idee besteht nun darin, eine Bijektion zwischen zwischen den Mengen

A::{(ml,...,mk)eNk cm=my+-+mg, 0<m; <---<my <1}
und

B:={(m1,...,m) eN' - m=1ng 4+, 0<my < <y < k}
anzugeben; mit anderen Worten: jeder Moglichkeit, die Zahl m als m = mq +
oo+ my mit 0 < mp < -+ < my < [ zu schreiben, entspricht genau eine
Moglichkeit, die Zahl m als m=my +---+my mit 0 <my < --- <my <k zu
schreiben.

Da beide Mengen endlich sind, muss dann |A| = N(m;k,l) = N(m;l, k) =
|B| gelten, wobei |M| die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge M be-
zeichnet.

Zunichst stellen wir fest, dass A und B genau dann leer sind, wenn m > kl;
d.h. auch, dass A und B zugleich entweder leer sind oder nicht. Falls beide
Mengen leer sind, ist nichts mehr zu zeigen, daher gehen wir 0.B.d.A. davon
aus, dass A nicht leer ist und miissen nun noch eine bijektive Abbildung von A
nach B finden.

FEine solche Bijektion lasst sich leicht mit einem kleinen Trick angeben: gege-
ben sei ein beliebiges (mq,...,my) € A. Wir interpretieren nun die my, ..., my
als k verschiedene Facher, auf die m Kugeln verteilt werden sollen, wobei die im
1+ 1-ten Fach mindestens so viele Kugeln wie im é-ten sein sollen, und jedes Fach
hochstens [ Kugeln enthalten darf. Diese denken wir uns wie in der folgenden
Abbildung:

Hier ist m = 9 die Gesamtanzahl der Kugeln, die auf die k = 4 Fécher
may,...,my verteilt sind, und es soll [ = 5 sein. Es ist m; = 1, mg = m3 = 2 und
my = 4. Nun kommt der entscheidende Trick: Wir drehen diese Anordnung um
90° nach rechts, und verédndern in naheliegender Weise die Beschriftung (aus
»mi“ wird # =k — i+ 1% und aus ,# = i“ wird ,,m;—;+1“), und erhalten nun
die folgende neue Anordnung:
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Dies liest sich nun als m; = 0, my = ms = 1, my = 3 und m5 = 4, und
(mq,...,m;) ist tatsédchlich in B!

Die auf diese Weise definierte Abbildung ist offensichtlich bijektiv, und daher
gilt |A| = N(m;k,l) = N(m;l, k) = |B.

U12.3.3 Verwenden Sie die Tabelle in Abschnitt 12.3, um im Fall k = [ = 4
einen Konfidenzbereich zum Niveau « = 0.1 fiir die Nullhypothese ,,Die Vertei-
lungen von X und Y sind gleich“ zu finden.

Zu Abschnitt 12.4

U12.4.1 Es soll getestet werden, ob eine Verteilungsfunktion F' vorliegt. Dazu
wird eine Stichprobe aus 40 Werten erzeugt, und es ergibt sich D, = 0.102.
Wird die Hypothese daraufhin zum Niveau o = 0.05 abgelehnt?

Loésung Der kritische Wert fiir o = 0.05 ist aus der Tabelle auf Seite 368 abzu-
lesen: D = 0.24. Der Wert D,, = 0.102 ist kleiner als der kritische Wert und die
Hypothese wird somit nicht abgelehnt.

U12.4.2 Das gleiche Problem mit 600 Werten und a = 0.25.
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