
2Ergodentheorie

In Kap. 1 haben wir stetige Transformationen auf kompakten metrischen Räumen unter-
sucht, jedoch bereits in mehreren Beispielen invariante Wahrscheinlichkeitsmaße auf der
Borel-σ-Algebra des kompakten Raumes gefunden. Damit lassen sich derartige Transfor-
mationen (und v. a. ihr asymptotisches Verhalten) auch mit maßtheoretischen Methoden
beschreiben und untersuchen. In diesem Kapitel lassen wir die Topologie beiseite und
betrachten Transformationen auf abstrakten Maßräumen. Die Untersuchung derartiger
Transformationen ist Gegenstand der Ergodentheorie. Auf den historischen Ursprung des
Namens „Ergodentheorie“ werden wir im Anschluss an die Definition 2.12 der Ergodizität
eingehen.

2.1 Ergodensätze

Wir geben zunächst noch einmal die Definition eines invariantes Maßes, jedoch in einer
etwas allgemeineren Form.

Es seien X eine Menge, P(X) die Menge aller Teilmengen von X und S ⊂ P(X) eine
σ-Algebra. Dann nennt man (X , S) einen messbaren Raum. Wenn μ ein Wahrscheinlich-
keitsmaß auf S ist, so stellt (X , S, μ) einenWahrscheinlichkeitsraum dar. Wenn (Y ,T) ein
zweiter messbarer Raum ist, so heißt eine Abbildung ϕ∶X �→ Y messbar (oder (S,T)-
messbar), wenn ϕ−(T) ⊂ S gilt. Wenn es eine Bijektion ϕ∶X �→ Y mit ϕ(S) = T gibt, so
nennt man die Räume (X , S) und (Y ,T) isomorph und ϕ ist einmessbarer Isomorphismus
von (X , S) und (Y ,T).

Definition 2.1 (Bildmaß undmaßtreue Transformation)
Es seien (X , S, μ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Y ,T) ein messbarer Raum und
T ∶X �→ Y eine messbare Transformation. Das durch ν(B) = μ(T−(B)), B ∈ T,
gegebene Wahrscheinlichkeitsmaß ν auf der σ-Algebra T heißt Bildmaß von μ unter T
und wird mit T

∗

μ oder μT− bezeichnet.
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Wenn (X , S, μ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T ∶X �→ X eine messbare (d. h.
(S, S)-messbare) Transformation ist, für die T

∗

μ = μ gilt, so nenntman T maßtreu oder
maßerhaltend und das Maß μ T-invariant.

Eine maßtreue Transformation T ∶X �→ X ist invertierbar, wenn T− existiert und
messbar ist. Wenn T invertierbar ist, so ist natürlich auch T− maßtreu.

Die Invarianz von Maßen lässt sich auch mit Hilfe von Integralen ausdrücken.
Für p ≥  wird die Menge aller messbaren reellwertigen Funktionen f auf X, die die

Bedingung ∫ ∣ f ∣p dμ < ∞ erfüllen, mit Lp(μ) oder Lp(X , S, μ) bezeichnet. Der Raum
der messbaren beschränkten Funktionen f ∶X �→ R wird mit L

∞

(μ) oder L
∞

(X , S, μ)
bezeichnet. Die Menge der Äquivalenzklassen der Funktionen in Lp(μ) wird mit Lp(μ) =
{[ f ] ∶ f ∈ Lp(μ)} bezeichnet.1

Für [ f ] ∈ Lp(μ) bezeichnet man mit ∥ f ∥p = (∫ ∣ f ∣p dμ)/p die Lp-Norm der Äqui-
valenzklasse [ f ] (die natürlich nicht von der Wahl des Repräsentanten f ∈ [ f ] abhängt).
Bezüglich dieser Norm ist Lp(μ) ein Banachraum [3, Kapitel VI].

Zumeist betrachten wir Lp-Räume reellwertiger Funktionen. Falls wir doch komplex-
wertige Funktionen zulassen müssen, verwenden wir die Bezeichnungen Lp(μ,C) oder
Lp(X , S, μ,C) (bzw. Lp(μ,C) oder Lp(X , S, μ,C) für die entsprechenden Räume von
Äquivalenzklassen).

Obwohl man im Prinzip sorgfältig zwischen den Funktionenräumen Lp(μ) und den
Räumen Lp(μ)derÄquivalenzklassen unterscheidenmuss, ist es sowohl in derMaßtheorie
als auch in der Ergodentheorie üblich, diesen Unterschied nicht in der Notation zum Aus-
druck zu bringen. So spricht man von Elementen von Lp(μ) als „Funktionen“ und schreibt
f ∈ Lp(μ), auch wenn man eigentlich die Äquivalenzklasse [ f ] ∈ Lp(μ) meint. Wenn es
wirklich nötig ist, Funktionen und nicht Äquivalenzklassen zu betrachten, dann nennt man
manchmal eine Funktion f ∈ Lp(μ) eine Version der Äquivalenzklasse [ f ] ∈ Lp(μ).

Satz 2.2 Seien (X , S, μ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, T ∶X �→ X eine messbare Trans-
formation und ν = T

∗

μ das Bildmaß von μ unter T. Ist f ∶X �→ R messbar, dann liegt
f ○ T in L(μ) genau dann, wenn f in L(ν) liegt, und es gilt ∫ f ○ T dμ = ∫ f dν.

Beweis Es gilt ∫ g ○ T dμ = ∫ g dν für jede messbare nichtnegative Funktion g∶X �→ R

aufgrund der Transformationsformel in [3, Kapitel IV]. (Für Elementarfunktionen ist dies
direkt aus den Definitionen ersichtlich. Für messbare nichtnegative Funktionen ergibt sich
diese Formel aus dem Satz über monotone Konvergenz.)

Wenn nun f ∶X �→ R eine beliebige messbare Funktion ist, dann setzen wir f + =

max( f , ) und f − =max(− f , ) und erhalten so zwei nichtnegative messbare Funktionen

1 Wir erinnern daran, dass zwei messbare Funktionen f , g auf X als äquivalent (genauer: als äqui-
valent (mod μ)) bezeichnet werden (in Symbolen: f = g (mod μ) oder f = g μ-f.ü.), wenn
μ({x ∶ f (x) ≠ g(x)}) =  ist.



2.1 Ergodensätze 49

mit f = f +− f −. Wir haben gesehen, dass ∫ f +○T dμ = ∫ f + dν und ∫ f −○T dμ = ∫ f − dν
gilt. Daher sind die Integrale ∫ f + ○ T dμ und ∫ f − ○ T dμ genau dann endlich, wenn
die Integrale ∫ f + dν und ∫ f − dν endlich sind, d. h., f ○ T liegt in L(μ) genau dann,
wenn f in L(ν) liegt. Außerdem erhalten wir ∫ f ○ T dμ = ∫ f + ○ T dμ − ∫ f − ○ T dμ =

∫ f dν − ∫ f − dν = ∫ f dν. ◻

Korollar 2.3 (Invarianz des Integrals) Es sei T ∶X �→ X einemaßtreue Transformati-
on auf demWahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ). Liegt f in L(μ), dann auch f ○T , und
es gilt ∫ f ○ T dμ = ∫ f dμ.

Beweis Da T maßtreu ist, ist T
∗

μ = μ. Somit folgt das Korollar aus Satz 2.2. ◻

Wir untersuchen jetzt Eigenschaften der Bahnen einer maßtreuen Transformation. Der
folgende Satz gibt Auskunft über die Rückkehr typischer Bahnen in eine vorgegebene
Menge.

Satz 2.4 (Poincaréscher Rekurrenzsatz) Sei T ∶X �→ X eine maßtreue Transformation
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ). Sei weiterhin E ∈ S und μ(E) > . Für fast
jedes x ∈ E existiert eine unendliche Folge n < n < . . . in Nmit Tn j(x) ∈ E für j ≥ .

Beweis Wir setzen Am = ⋃∞k=m T−k(E) für m ≥  und A = ⋂∞m= Am . Dann ist A die
Menge aller x ∈ X mit der folgenden Eigenschaft: Für jedes m ≥  existiert ein k ≥ m mit
Tk(x) ∈ E. Somit existiert für jedes x ∈ A eine Folge n < n < . . . in Nmit Tn j(x) ∈ E für
j ≥ . Es genügt also μ(E ∖ A) =  zu zeigen, was bedeutet, dass fast alle x ∈ E zur Menge
A gehören.

Wegen T−(Am) = Am+ und der Maßtreue von T muss μ(Am) = μ(Am+) gelten und
daher auch μ(Am) = μ(A) für allem ≥ . Des Weiteren gilt Am ⊃ Am+ fürm ≥ , woraus
wir μ(A) = limm→∞ μ(Am) = μ(A) erhalten. Wegen E ⊂ A und A ⊂ A folgt schließlich
μ(E ∖ A) ≤ μ(A ∖ A) = μ(A) − μ(A) = . ◻

Nun stellt sich die Frage nach derHäufigkeit, mit der die Bahn eines Punktes x ∈ X eine
vorgegebene Menge E ∈ S besucht. Die Anzahl dieser Besuche in den ersten n Schritten
ist∑n−

j= E(T j(x)). Wir interessieren uns für die durchschnittliche Häufigkeit dieser Besu-
che, also für limn→∞


n ∑

n−
j= E(T j(x)), falls dieser Grenzwert existiert. Derartige Fragen

werden von den sogenannten Ergodensätzen beantwortet, die die Mittelwerte von Funk-
tionen f ∶X �→ R entlang der Bahnen „typischer“ Punkte im Maßraum behandeln, d. h.
limn→∞


n ∑

n−
j= f (T j(x)) für typische x ∈ X. SolcheGrenzwertewerden oft auchZeitmittel

genannt.
Zur Charakterisierung dieser Mittel benötigen wir einen wichtigen Begriff aus der

Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Definition 2.5 (Bedingte Erwartung)
Es seien (X , S, μ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, f ∈ L(μ) und T eine Teil-σ-Algebra
von S. Eine Funktion g ∈ L(μ), die messbar bezüglich T ist und ∫ Ag dμ = ∫ A f dμ
für alle A ∈ T erfüllt, heißt bedingte Erwartung von f , gegeben T. Sie wird mit E( f ∣T)
oder Eμ( f ∣T) bezeichnet.

Mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym zeigt man, dass für jede Funktion f ∈ L(μ)
und jede Teil-σ-Algebra T ⊂ S eine bedingte Erwartung E( f ∣T) existiert, die in L(μ)
liegt (vgl. [3, Kapitel IX]). Außerdem ist diese bedingte Erwartung fast sicher eindeutig
bestimmt: Wenn zwei Funktionen g und g′ in L(μ) liegen und die Definition einer be-
dingten Erwartung von f erfüllen, dann gilt g = g′ (mod μ) (d. h. g = g′ μ-f.ü.)

Die in Definition 2.5 eingeführte bedingte Erwartung Eμ( ⋅ ∣T) = E( ⋅ ∣T) hat folgende
Eigenschaften (vgl. z. B. [12, Kapitel 6] oder [18, Kapitel 14]):

(1) Die Abbildung f ↦ E( f ∣T) ist linear (mod μ).
(2) Wenn f ≥  (mod μ) ist, so ist auch E( f ∣T) ≥  (mod μ).
(3) Für f ∈ L(X , S, μ) und g ∈ L∞(X ,T, μ) ist E(g f ∣T) = gE( f ,T) (mod μ).
(4) Die Einschränkung der bedingten Erwartung E( ⋅ ∣T) auf den in L(X , S, μ) enthal-

tenen Hilbertraum L(X , S, μ) ist der Projektionsoperator auf den abgeschlossenen
linearen Teilraum L(X ,T, μ) ⊂ L(X , S, μ).

Lemma 2.6 (Jensensche Ungleichung) Es sei (X , S, μ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Wenn J ⊂ [,∞) = R

+

ein Intervall und ϕ∶ J �→ R eine konvexe2 Funktion ist, so gilt

E(ϕ ○ f ∣T) ≥ ϕ(E( f ∣T)).

Insbesondere gilt für p ∈ [,∞]

∥ f ∥p ≥ ∥E(∣ f ∣ ∣T)∥p ≥ ∥E( f ∣T)∥p

für alle f ∈ Lp(μ). Die bedingte Erwartung ist also auf jedem Lp mit  ≤ p ≤ ∞ eine
Kontraktion.

Aufgabe 2.7
Beweisen Sie Lemma 2.6.

Hinweis: Ersetzen Sie das Integral im Beweis von [3, Satz V.7] durch die bedingte Erwartung.
Verwenden Sie anschließend die konvexe Funktion f (t) = t p für p ≥ . Für p = ∞ verwenden Sie
die obige Positivitätseigenschaft (2).

Für den Ergodensatz ist die σ-Algebra ST der T-invarianten messbaren Teilmengen aus
dem folgenden Lemma wichtig.

2 Eine Funktion ϕ∶ J �→ R ist konvex, wenn ϕ(tx + ( − t)y) ≤ tϕ(x) + ( − t)ϕ(y) für  ≤ t ≤ 
und x < y in J gilt.
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Lemma 2.8 Seien (X , S) einmessbarer Raumund T ∶X �→ X einemessbare Transfor-
mation. Dann ist ST = {A ∈ S ∶ T−(A) = A} eine σ-Algebra. Eine Funktion f ∶X �→ R

ist genau dann messbar bezüglich ST , wenn sie messbar bezüglich S ist und f ○ T = f
erfüllt.

Beweis Da T− mit Mengenoperationen vertauschbar ist, gilt T−(∅) = ∅, T−(Ac) =

(T−(A))c und T−(⋃∞n= An) = ⋃∞n= T−(An) für alle Teilmengen A,An von X. Daraus
folgt, dass ST die Eigenschaften einer σ-Algebra erfüllt.

Um die zweite Aussage zu zeigen, sei f ∶X �→ R eine beliebige Funktion. Für t ∈ R

definieren wir die Mengen At = {x ∈ X ∶ f (x) < t}.
Ist f messbar bezüglich ST , dann gilt At ∈ S

T für alle t ∈ R. Würde ein x ∈ X existieren
mit f (T(x)) ≠ f (x), dann könnte man ein t ∈ R finden, sodass At einen der Punkte x
oder T(x) enthält, den anderen aber nicht. Daraus folgt T−(At) ≠ At , im Widerspruch
zur AnnahmedassAt ∈ S

T ist. Damit ist f ○T = f gezeigt. DieMessbarkeit von f bezüglich
S folgt wegen ST ⊂ S.

Ist nun f eine messbare Funktion, die f ○ T = f erfüllt, dann gilt At ∈ S und T−(At) =

At und daher auch At ∈ S
T für alle t ∈ R. Das zeigt, dass f ST-messbar ist. ◻

Da man in der Maßtheorie im Allgemeinen nicht zwischen Mengen unterscheidet, die
sich nur um eine Nullmenge (also eine Menge vom Maß null) unterscheiden, kann man
auch den Begriff der Invarianz von Mengen unter T abschwächen und Mengen A ∈ S be-
trachten, die sich nur um eineNullmenge von T−(A) unterscheiden. Das folgende Lemma
besagt, dass das keine wesentliche Änderung des Invarianzbegriffs ist.

Lemma 2.9 Es sei T ∶X �→ X eine maßtreue Transformation auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (X , S, μ). Dann ist ST

μ = {A ∈ S ∶ μ(A△ T−(A)) = } eine σ-Algebra.
Weiterhin existiert zu jedem A ∈ ST

μ eine Menge B ∈ ST mit μ(A△ B) = .

Beweis Für jede Folge (An)n≥ in ST
μ ist

T−(⋃
n≥

An)△ (⋃
n≥

An) ⊂ ⋃
n≥

(T−(An) △ An)

und daher auch ⋃n≥ An ∈ S
T
μ . Des Weiteren ist T−(X ∖A)△ (X ∖A) = T−(A)△A und

somit X ∖ A ∈ ST
μ für jedes A ∈ ST

μ . Daher ist ST
μ abgeschlossen bezüglich Komplementen

und abzählbaren Vereinigungen. Da ST
μ die leere Menge enthält, ist ST

μ eine σ-Algebra.
Es sei nun A ∈ Smit μ(T−(A) △ A) = . Da T maßtreu ist, ist

μ(T−n(A)△ A) ≤
n−
∑
j=

μ(T− j−(A) △ T− j(A)) =
n−
∑
j=

μ(T− j(T−(A) △ A)) = 
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für jedes n ≥ . Damit ist auch

μ(A△ ⋃
j≥n

T− j(A)) ≤ ∑
j≥

μ(A△ T− j(A)) = 

für jedes n ≥ .Wir setzenAn = ⋃ j≥n T− j(A)undA∞ = ⋂n≥ An = T−(A
∞

). Da die Folge
(An)n≥ monoton abnehmend ist, erhalten wir aus der Stetigkeit von μ, dass μ(A△A

∞

) =

limn→∞ μ(A△ An) =  ist. Damit haben wir eine Menge B = A
∞

∈ ST gefunden, die
μ(A△ B) =  erfüllt. ◻

Der folgende Satz wird als punktweiser oder individueller Ergodensatz bezeichnet, da er
die fast sichere punktweise Konvergenz der Zeitmittel zum Inhalt hat. Er wurde im Jahr
1931 von Birkhoff3 bewiesen. Wir geben hier einen neueren Beweis aus [9], der sich durch
seine Kürze auszeichnet.

Satz 2.10 (Individueller Ergodensatz) Seien T ∶X �→ X eine maßtreue Transformati-
on auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ) und ST die σ-Algebra der T-invarianten
messbaren Teilmengen von X. Für jedes f ∈ L(μ) konvergiert das „ergodische Mittel“

n ∑

n−
j= f ○ T j für n →∞ fast sicher gegen E( f ∣ST).

Beweis Ist h∶X �→ R eine Funktion, dann definieren wir Skh = ∑
k−
j= h ○ T j für k ≥  und

Sh = . Sei f ∈ L(μ), ε >  und g = f − E( f ∣ST) − ε. Es gilt g ∈ L(μ), da mit f auch
E( f ∣ST) in L(μ) liegt.

Wir wollen zeigen, dass lim supn→∞

n Sn g fast sicher ≤  ist. Da aus der Bedingung

lim supn→∞

n Sn g >  auch lim supn→∞ Sn g = ∞ folgt, genügt es zu zeigen, dass A = {x ∈

X ∶ supk≥ Sk g(x) = ∞} eine Nullmenge ist.
Es gilt Sk g(T(x)) = Sk+ g(x)− g(x) für k ≥ . Daraus folgt, dass T(x) ∈ A genau dann

gilt, wenn x ∈ A gilt, womit A ∈ ST gezeigt ist. Für n ≥  setzen wir Mn = max≤k≤n Sk g.
Dann istMn+(x) =max{, g(x) +Mn(T(x))} und daher auch

Mn+(x) −Mn(T(x)) =max{−Mn(T(x)), g(x)}.

Daraus folgt, dass limn→∞Mn+(x)−Mn(T(x)) = g(x) für alle x ∈ A gilt und dass g(x) ≤
Mn+(x) −Mn(T(x)) ≤ max{, g(x)} für alle n ≥  und x ∈ X erfüllt ist. Nun liegt g in
L(μ), sodass limn→∞ ∫ A(Mn+ −Mn ○T) dμ = ∫ Ag dμ aus dem Satz über dominierte
Konvergenz folgt.

Oben wurde T−(A) = A gezeigt, d. h. A ○ T = A. Für n ≥  ist dann ∫ A(Mn ○

T) dμ = ∫ (A ○T) (Mn ○T) dμ = ∫ AMn dμ wegen Korollar 2.3, woraus wir ∫ A(Mn+ −

3 George David Birkhoff (1884–1944) war ein einflussreicher amerikanischer Mathematiker, der v. a.
für seinen individuellen Ergodensatz bekannt ist.
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Mn ○ T) dμ = ∫ AMn+ dμ − ∫ AMn dμ ≥  erhalten, da Mn+ ≥ Mn unmittelbar aus der
Definition folgt. Damit ist ∫ Ag dμ ≥  gezeigt.

DaA in ST liegt, folgt ∫ A f dμ = ∫ AE( f ∣ST) dμ aus den Eigenschaften der bedingten
Erwartung. Die Definition von g ergibt dann ∫ Ag dμ = −εμ(A), woraus μ(A) =  folgt.

Es sei nun Uε = X ∖ A. Dann gilt μ(Uε) =  und supk≥ Sk g(x) < ∞ für alle x ∈ Uε .
Da E( f ∣ST) messbar ist bezüglich ST , gilt E( f ∣ST) ○ T = E( f ∣ST) nach Lemma 2.8. Es
folgt 

n SnE( f ∣S
T) = E( f ∣ST) für alle n ≥ . Für x ∈ Uε ist lim supn→∞


n Sn g(x) ≤ . Nach

Definition von g folgt daraus lim supn→∞

n Sn f (x) ≤ E( f ∣ST)(x) + ε.

Dasselbe kann man für − f anstelle von f beweisen: Es existiert eine Menge Vε ⊂

X mit μ(Vε) =  und limsupn→∞ − 
n Sn f (x) ≤ −E( f ∣ST)(x) + ε für alle x ∈ Vε.

Es folgt lim inf n→∞ 
n Sn f (x) ≥ E( f ∣ST)(x) − ε für alle x ∈ Vε wegen der Identität

E(− f ∣ST) = −E( f ∣ST). Setzt man jetzt G = ⋂∞m= U/m ∩ ⋂∞m= V/m , dann ist μ(G) = 
und limn→∞


n Sn f (x) = E( f ∣ST)(x) für alle x ∈ G. ◻

Als Folgerung aus dem individuellen Ergodensatz erhalten wir den Lp-Ergodensatz, der
im Jahr 1930 von John von Neumann4 bewiesen wurde.

Satz 2.11 (Lp-Ergodensatz) Sei T ∶X �→ X eine maßtreue Transformation auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ)und ST ⊂ S die σ-Algebra der invariantenTeilmengen.
Sei weiterhin p ≥ . Für alle f ∈ Lp(μ) liegt dann E( f ∣ST) ebenfalls inLp(μ), und es gilt
limn→∞ ∥ 

n ∑
n−
j= f ○ T j − E( f ∣ST)∥p = .

Beweis Es sei f ∈ Lp(μ). Aus Lemma 2.6 wissen wir, dass E( f ∣ST) ∈ Lp(μ) ist.
Für m ≥  sei Cm = {x ∈ X ∶ ∣ f (x)∣ ≤ m} und fm = f Cm . Dann ist limm→∞ ∣ f (x) −

fm(x)∣p =  für alle x ∈ X. Des Weiteren gilt ∣ f − fm ∣p ≤ ∣ f ∣p für alle m ≥  und
∫ ∣ f ∣pdμ < ∞, sodass man aufgrund des Satzes über dominierte Konvergenz die Glei-
chung limm→∞ ∫ ∣ f − fm ∣pdμ =  erhält. Damit ist gezeigt, dass limm→∞ ∥ f − fm∥p = 
ist.

Für n ≥  und eine Funktion h∶X �→ R sei Snh = ∑
n−
j= h ○ T j wie im letzten Be-

weis. Sei ε >  vorgegeben. Es existiert einm ≥  mit ∥ f − fm∥p < ε
 . Wegen Korollar 2.3 gilt

∥ f ○T j− fm○T j∥p = ∥ f − fm∥p < ε
 für alle j ≥ , woraus ∥ 

n Sn f −

n Sn fm∥p ≤


n ∑

n−
j= ∥ f ○T j−

fm ○ T j∥p <
ε
 für alle n ≥  mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt. Da die bedingte Er-

wartung eine Kontraktion aufLp(μ) ist (Lemma 2.6), gilt auch ∥E( f ∣ST)−E( fm ∣ST)∥p =

∥E( f − fm ∣ST)∥p ≤ ∥ f − fm∥p < ε
 .

4 John von Neumann (1903–1957), geboren in Budapest, arbeitete ab 1930 in denUSA. Seine Beiträ-
ge reichten von derMathematik (z. B. Mengenlehre, Funktionalanalysis, Ergodentheorie, Geometrie,
numerische Analysis), Physik (z. B. Quantenmechanik, Hydrodynamik, Strömungsdynamik), Öko-
nomie (Spieltheorie), Informatik (u. a. lineares Programmieren, Computerarchitektur, theoretische
Computerwissenschaften) bis hin zur Statistik. Er gilt als einer der bedeutendstenMathematiker der
jüngeren Geschichte.
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Wegen ∣ fm ∣ ≤ m ist auch ∣E( fm ∣ST)∣ ≤ m und ∣ fm ○ T j ∣ ≤ m für j ≥ , woraus
wir ∣ n Sn fm − E( fm ∣ST)∣p ≤ (m)p für alle n ≥  erhalten. Ebenfalls wegen ∣ fm ∣ ≤ m
liegt fm in L(μ), sodass limn→∞


n Sn fm = E( fm ∣ST) fast sicher nach Satz 2.10 gilt. Nun

folgt limn→∞ ∫ ∣ n Sn fm − E( fm ∣ST)∣p dμ =  aus dem Satz über dominierte Konvergenz
und daraus dann limn→∞ ∥ 

n Sn fm − E( fm ∣ST)∥p = . Es existiert also ein n, sodass
∥ 
n Sn fm − E( fm ∣ST)∣p < ε

 für alle n ≥ n gilt. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt
dann ∥ 

n Sn f − E( f ∣ST)∥p < ε für alle n ≥ n. Damit ist limn→∞ ∥ 
n Sn f − E( f ∣ST)∥p = 

gezeigt. ◻

Für p =  ist der Raum Lp(μ,C) in Satz 2.11 ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
⟪[ f ], [g]⟫ = ∫ f ḡ dμ. Die durch

UT[ f ] = [ f ○ T], f ∈ L(μ) (2.1)

gegebene lineare Abbildung UT ∶ L(μ) �→ L(μ) ist wohldefiniert (da f ○ T = f ○ T
(mod μ) ist, wenn f = f (mod μ) ist), und erfüllt die Bedingung ⟪Ut[ f],UT[ f]⟫ =

⟪[ f], [ f]⟫ und ∥UT[ f]∥ = ∥[ f]∥ für alle f , f ∈ L(μ).

2.2 Mischungseigenschaften

Die Ergodensätze besagen, dass die Zeitmittel einer Funktion f ∈ L(μ) unter einer maß-
treuen Transformation T ∶X �→ X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ) fast si-
cher gegen die bedingte Erwartung E( f ∣ST) konvergieren. Diese bedingte Erwartung ist
von besonders einfacher Form, wenn die σ-Algebra der T-invarianten Teilmengen ST ⊂ S

in der σ-Algebra

Nμ = {B ∈ S ∶ μ(B) ∈ {, }} (2.2)

enthalten ist (vgl. Definition 1.78):

Definition 2.12 (Ergodizität)
Sei (X , S, μ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine maßtreue Transformation T ∶X �→ X
heißt ergodisch, wenn für jedes A ∈ ST entweder μ(A) =  oder μ(A) =  gilt.

▸ Bemerkung 2.13 (Bemerkung zum Wort „Ergodizität“) Ist T ∶X �→ X eine maßtreue
ergodische Transformation auf einemWahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ), so gilt ST ⊂ Nμ .
Für eine Funktion f ∈ L(μ) ist dann laut dem folgenden Satz 2.14 die bedingte Erwartung
E( f ∣ST) fast sicher gleich dem Integral ∫ f dμ, d. h., das „Zeitmittel“ limn→∞


n ∑

n−
j= f ○T j

von f entlang der Bahn von x stimmt für fast jedes x ∈ X mit dem „Raummittel“ ∫ f dμ
von f überein.
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Ludwig Boltzmann formulierte das Prinzip „Zeitmittel = Raummittel“ für eine Klasse
von mechanischen Systemen, die von äußeren Einflüssen isoliert sind und sich im Gleich-
gewichtszustand befinden. Unter der Voraussetzung, dass jedes Teilchen des Systems alle
im System unter Erhaltung der Energie möglichen Zustände durchläuft (Boltzmann be-
zeichnete derartige Systeme als „Ergoden“) besagt Boltzmanns Postulat, dass die Wahr-
scheinlichkeit eines bestimmten Zustands (oder einer Menge von Zuständen) eines Teil-
chens proportional zum Prozentsatz der Zeit ist, die das Teilchen in diesem Zustand (oder
in dieser Menge von Zuständen) verbringt.

Boltzmanns Begriff der Ergode wurde schon bei seinem Erscheinen im Jahr 1884 als zu
restriktiv kritisiert und wird heute durch den Begriff der Ergodizität im Sinne der Definiti-
on 1.78 ersetzt. Der individuelle Ergodensatz ist die exakte Interpretation von Boltzmanns
Postulat für ergodische Systeme – allerdings eben nur für fast jedes Teilchen des Systems
und nicht für jedes Teilchen.

Zur Frage der Gültigkeit von Boltzmanns Postulat für jedes Teilchen des Systems (d. h.
für jeden Punkt unseres Raumes X) verweisen wir auf Abschn. 2.3.1.

Für eine ergodische Transformation ist also der in den Ergodensätzen auftretende
Grenzwert bereits durch das Integral bestimmt. Die folgenden Sätze 2.14 und 2.18 charak-
terisieren wichtige Eigenschaften ergodischer Transformationen.

Satz 2.14 (Erste Charakterisierung der Ergodizität) Sei T ∶X �→ X eine maßtreue
Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ). Die folgenden Aussagen
sind äquivalent.

(1) T ist ergodisch.
(2) Für A ∈ Smit μ(T−(A) △ A) =  gilt entweder μ(A) =  oder μ(A) = .
(3) Ist f ∶X �→ R eine messbare Funktion und f ○ T = f (mod μ), dann ist f fast sicher

konstant.
(4) Ist f ∶X �→ R eine beschränkte messbare Funktion und f ○ T = f (mod μ), dann ist

f fast sicher konstant.

Beweis Die Implikation (1)⇒ (2) folgt aus Lemma 2.9.
Um (2)⇒ (3) zu zeigen, seien f ∶X �→ Rmessbar und f ○T = f (mod μ). Für a ∈ R sei

Ca = {x ∈ X ∶ f (x) < a}. Wenn f nicht konstant (mod μ) ist, dann gibt es ein a ∈ Rmit
μ(Ca) >  und μ(X∖Ca) > .Wegen f ○T = f (mod μ) gilt jedoch μ(T−(Ca)△Ca) = ,
woraus wegen (2) entweder μ(Ca) =  oder μ(Ca) =  folgt. Dieser Widerspruch be-
weist (3).

Die Implikation (3)⇒ (4) ist offensichtlich. Wenn schließlich (4) gilt und A in ST liegt,
dann gilt A ○T = A und daher (wegen (4)) A =  fast sicher oder A =  fast sicher. Daraus
folgt μ(A) =  oder μ(A) = , womit (1) gezeigt ist. ◻
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Wir wenden Satz 2.14 auf Transformationen des n-dimensionalen Torus an.

Satz 2.15 Seien α = (α , . . . , αd) ∈ R
d und A eine d × d-Matrix mit Koeffizienten in Z

und Determinante  oder −. Für jedes m = (m , . . . ,md) ∈ Z
d ∖ {} sei entweder die

Menge {mAk ∶ k ∈ Z} unendlich, oder es gelte
k−

∑
j=
⟨mAj , α⟩ ∉ Z,

wennmAk =m für ein k ≥  ist. Dann ist die Transformation T(x) = Ax+ α (mod) auf
demWahrscheinlichkeitsraum (Td ,BTd , λd) ergodisch.

Beweis Im Sinne der Bemerkungen auf Seite 48 unterscheiden wir nicht zwischen Funk-
tionen und Äquivalenzklassen in L(T

d ,BTd , λd ,C).
Für jedesm = (m , . . . ,md) ∈ Z

d betrachten wir die bereits in (1.32) eingeführte Funk-
tion fm(x) = eπi∑

d
j= mjx j , x = (x , . . . , xd) ∈ Td . Fürm,m′ ∈ Zd gilt

⟪ fm , fm′⟫ =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

 für m =m′ ,
 für m ≠m′ ,

wobei ⟪ f , g⟫ = ∫ f ḡ dλd das Skalarprodukt in L(λd ,C) ist. Damit bilden diese Funktio-
nen ein Orthonormalsystem in L(λd ,C). Wie wir in Aufgabe 1.35 gesehen haben, liegen
die endlichen komplexen Linearkombinationen dieser Funktionen dicht in C(Td) und
daher auch in L(λd ,C). Daraus folgt, dass { fm ∶ m ∈ Z

d} eine Basis (genauer gesagt:
ein vollständiges Orthonormalsystem) des Hilbertraums L(λd ,C) bilden. Wie man leicht
nachrechnet, ist UT( fm) = fm ○ T = eπi⟨m,α⟩ fmA für jedes m ∈ Zd .

Es sei nun g∶Td �→ R eine beschränkte messbare Funktion, die g ○ T = g (mod λd)
erfüllt. Dann liegt g in L(λd) ⊂ L(λd ,C) und kann daher auf eindeutige Weise in der
Basis { fm ∶m ∈ Zd} entwickelt werden:

g = ∑
m∈Zd

cm fm , (2.3)

wobei cm = ⟪g , fm⟫ = ∫ g fm dλd = ∫ g f
−m dλd für jedesm ∈ Zd ist und wobei die Summe

in (2.3) in der L-Norm konvergiert und die Bedingung ∥g∥ = ∑m∈Zn ∣cm∣ erfüllt. Die
Darstellung (2.3) ist natürlich nichts anderes als die Entwicklung von g als Fourierreihe. Da
UT eine Isometrie auf L(λd ,C) ist, gilt

g = ∑
m∈Zd

cm fm = g ○ T = ∑
m∈Zd

cm fm ○ T = ∑
m∈Zd

cmeπi⟨m,α⟩ fmA .

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung (2.3) gilt cmA = cmeπi⟨m,α⟩ für allem ∈ Zd .
Wenn nun m ∈ Z

d ∖ {} ist, so gilt ∣cn∣ = ∣cm∣ für alle n ∈ {mAk ∶ k ∈ Z}. Wenn die
Menge {mAk ∶ k ∈ Z} unendlich ist, dann folgt cm =  wegen ∑m∈Zd ∣cm∣ < ∞.
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Wenn mAk = m für ein k ≥  und m ∈ Z
d ∖ {} ist, so ist laut Voraussetzung cmA =

cmeπi⟨m,α⟩ und cmA = cmeπi⟨m,α⟩eπi⟨mA,α⟩. Nach Voraussetzung und mittels Induktion
ergibt sich also cm = cmAk = cmeπi∑

k−
j=⟨mAj ,α⟩ und eπi∑

k−
j=⟨mAj ,α⟩ ≠  und daher wieder

cm = . Somit gilt cm =  für allem ∈ Zd ∖{}, womit gezeigt ist, dass g fast sicher konstant
ist. Nach Satz 2.14 ist T ergodisch. ◻

Beispiel 2.16 (Rotationen aufTd )
Seien α ∈ Rd und Rα ∶T

d �→ T
d durch Rα(x) = x + α (mod ) definiert. Nach Beispiel 1.62 ist

Rα eine maßtreue Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Td ,BTd , λd). Wählt man in
Satz 2.15 für A die Einheitsmatrix, dann erhält man, dass Rα ergodisch ist, wenn nα ∉ Z für alle
n ∈ Z

d ∖ {} ist. Das ist äquivalent zu der schon aus Aufgabe 1.35 bekannten Bedingung, dass
, α , . . . , αd linear unabhängig überQ sind.

Beispiel 2.17 (Automorphismen vonT
d )

Sei A eine d × d-Matrix mit Koeffizienten in Z und Determinante  oder −. Die Transformation
TA∶T

d �→ T
d sei definiert durch TA(x) = Ax (mod ). Nach Beispiel 1.62 ist TA wiederum ei-

ne maßtreue Transformation auf demWahrscheinlichkeitsraum (Td ,BTd , λd). Wir zeigen, dass die
Transformation TA ergodisch ist, wenn keiner der Eigenwerte von A eine Einheitswurzel ist. Das folgt
aus Satz 2.15, wenn wir zeigen, dass unter dieser Voraussetzung die Menge {nAk ∶ k ∈ Z} für jedes
n ∈ Zd ∖ {} unendlich ist.

Nehmen wir an, die Menge {nAk ∶ k ∈ Z} sei für ein n ∈ Zd ∖ {} endlich. Dann existieren k
und l in Zmit k < l und nAk = nAl . Für m = l − k ∈ N gilt dann nAm = n. Damit hat Am den linken
Eigenvektor n ≠  zum Eigenwert . Da die Mengen EV(A) und EV(Am) der Eigenwerte von A und
Am die Bedingung EV(Am) = EV(A)m = {γm ∶ γ ∈ EV(A)} erfüllen, gibt es ein γ ∈ EV(A) mit
γm = , imWiderspruch zu unserer Voraussetzung.

Wenn also keiner der Eigenwerte von A eine Einheitswurzel ist, dann ist dieMenge {nAk ∶ k ∈ Z}
für jedes n ∈ Zd ∖ {} unendlich und TA ist nach Satz 2.15 ergodisch.

Für topologische dynamische Systeme habenwir in Kap. 1 den Begriff der topologischen
Transitivität eingeführt, der der Ergodizität maßerhaltender Transformationen auf Wahr-
scheinlichkeitsräumen entspricht. Wie in der topologischen Dynamik gibt es auch in der
Ergodentheorie stärkere Formen der Transitivität, die ebenfalls als „Mischungseigenschaf-
ten“ bezeichnet werden. Bevor wir diese formulieren, charakterisieren wir im folgenden
Satz Ergodizität als eine quantitative Aussageüber die „Mischung“ von vorgegebenenMen-
gen A, B ∈ S durch T , d. h. über die Zahlen μ(T−n(A) ∩ B), n ≥ .

Satz 2.18 (Zweite Charakterisierungder Ergodizität) Seien (X , S, μ) einWahrschein-
lichkeitsraum und T ∶X �→ X eine maßtreue Transformation. Die folgenden Aussagen
sind äquivalent.

(1) T ist ergodisch.
(2) Es gilt limn→∞


n ∑

n−
j= μ(T− j(A) ∩ B) = μ(A)μ(B) für alle A, B ∈ S.

(3) Es gilt limn→∞

n ∑

n−
j= μ(T− j(A) ∩ A) = μ(A) für alle A ∈ S.
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Beweis Um (1) ⇒ (2) zu zeigen, nehmen wir zwei Mengen A und B in S. Da wir (1) vor-
aussetzen, folgt limn→∞


n ∑

n−
j= A ○ T j = ∫ A dμ = μ(A) fast sicher aus dem Ergodensatz.

Wenn wir mit B multiplizieren und den Satz über dominierte Konvergenz anwenden, er-
halten wir limn→∞


n ∑

n−
j= μ(T− j(A) ∩ B) = μ(A)μ(B). Damit ist (2) gezeigt.

Die Implikation (2)⇒ (3) ist offensichtlich. Um (3)⇒ (1) zu zeigen, sei A ∈ ST beliebig.
Da wir (3) voraussetzen, ist limn→∞


n ∑

n−
j= μ(T− j(A) ∩ A) = μ(A) erfüllt. Da A in ST

liegt, gilt T− j(A)∩A = A für alle j ≥ , sodass μ(A) = μ(A) folgt. Also ist μ(A) entweder
 oder , und (1) ist gezeigt. ◻

Definition 2.19 (Mischungseigenschaften)
Es sei (X , S, μ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine maßtreue Transformation T ∶X �→

X heißt schwach mischend, wenn

lim
n→∞


n

n−
∑
j=

∣μ(T− j(A) ∩ B) − μ(A)μ(B)∣ =  (2.4)

für alle A, B ∈ S gilt, und stark mischend, wenn

lim
n→∞

μ(T−n(A) ∩ B) = μ(A)μ(B) (2.5)

für alle A, B ∈ S gilt.

Eine starkmischendeTransformation ist schwachmischendund eine schwachmischen-
de Transformation ist ergodisch wegen Satz 2.18.

Wir erinnern daran, dass im Sinne derWahrscheinlichkeitstheorie zwei messbareMen-
gen A, B in einem Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ) unabhängig genannt werden, wenn
μ(A ∩ B) = μ(A)μ(B) gilt. Die Gleichung (2.5) beschreibt also die asymptotische Unab-
hängigkeit von T−n(A) und B.

Auch wenn die Definition der schwachen Mischung in (2.4) auf den ersten Blick einen
künstlichen Eindruck erweckt, so werden wir in Satz 2.24 sehen, dass dieser Begriff sehr
natürliche äquivalente Formulierungen besitzt. In der Tat ist der Begriff der schwachen
Mischung für einen großen Teil der Ergodentheorie weitaus wichtiger als der Begriff der
starken Mischung.

Satz 2.20 Seien (X , S, μ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T ∶X �→ X eine maßtreue
Transformation. Weiterhin sei E ⊂ S ein Semiring, der die σ-Algebra S erzeugt. Wenn
limn→∞ μ(T−n(U) ∩ V) = μ(U)μ(V) für alle U ,V ∈ E gilt, dann ist T stark mi-
schend. Wenn limn→∞


n ∑

n−
j= μ(T− j(U) ∩ V) = μ(U)μ(V) (bzw. Bedingung (2.4)) für

alle U ,V ∈ E gilt, dann ist T ergodisch (bzw. schwach mischend).

Beweis Seien V ∈ E und DV = {A ∈ S ∶ limn→∞ μ(T−n(A) ∩ V) = μ(A)μ(V)}. Wir
zeigen, dassDV eine σ-Algebra ist, die E enthält und die daher mit S übereinstimmt.
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Für A ∈ DV gilt μ(T−n(Ac) ∩ V) = μ((T−n(A))c ∩ V) = μ(V) − μ(T−n(A) ∩ V)
für jedes n ≥ . Damit erhalten wir, dass limn→∞ μ(T−n(Ac) ∩ V) = μ(V) −

limn→∞ μ(T−n(A) ∩ V) = ( − μ(A))μ(V) = μ(Ac)μ(V), sodass DV abgeschlossen
bezüglich Komplementbildung ist.

Wenn A = ⋃m
j= Aj eine Vereinigung paarweise disjunkter Mengen in E ist, so gilt

μ(T−n(A) ∩V) = ∑
m
j= μ(T−n(Aj) ∩V) für n ≥  und daher

lim
n→∞

μ(T−n(A) ∩V) = lim
n→∞

m
∑
j=

μ(T−n(Aj) ∩V)

=
m
∑
j=

μ(Aj)μ(V) = μ(A)μ(V).

Damit enthältDV alle endlichen Vereinigungen disjunkter Mengen in E. Da sich jede end-
liche Vereinigung von Mengen in E aufgrund der Eigenschaften eines Semirings auch als
endliche Vereinigung disjunkter Mengen in E schreiben lässt und da DV unter Komple-
mentbildung abgeschlossen ist, enthältDV die von E erzeugte Mengenalgebra.

Sei nun (Aj) j≥ ∈DV einemonotone Folge, sodass entwederAj ⊂ Aj+ für alle j ≥  oder
Aj ⊃ Aj+ für alle j ≥  gilt. Wir behaupten, dass dann auch⋃ j≥ Aj ∈ DV beziehungsweise
⋂ j≥ Aj ∈DV gilt. Da wir schonwissen, dassDV unter Komplementbildung abgeschlossen
ist, genügt es, den aufsteigenden Fall Aj ⊂ Aj+ für alle j ≥  zu betrachten. Sei A = ⋃ j≥ Aj

und ε > , dann gibt es ein j ≥  mit μ(A∖Aj) < ε/. Daher folgt ∣μ(A∩V)− μ(Aj ∩V)∣ <

ε/ und auch ∣μ(T−nA∩V)−μ(T−nAj∩V)∣ < ε/ für alle n ≥ . DaAj ∈DV , gibt es ein n

mit ∣μ(T−nAj∩V)−μ(Aj)μ(V)∣ < ε/ für alle n ≥ n, was ∣μ(T−nA∩V)−μ(A)μ(V)∣ < ε
zur Folge hat.Daher giltA ∈DV .Wir haben somit gesehen, dassDV einemonotoneKlasse5

ist. Wegen des Satzes über monotone Klassen (Aufgabe 13) gilt daher, dassDV = S ist.
Seien jetzt A ∈ S undD′A = {B ∈ S ∶ limn→∞ μ(T−n(A) ∩ B) = μ(A)μ(B)}. Ganz ähn-

lichwie oben zeigtman, dassD′A einemonotoneKlasse ist, diewiederumdie vonE erzeugte
Algebra enthält. Nach dem Satz übermonotoneKlassen ist somit limn→∞ μ(T−n(A)∩B) =
μ(A)μ(B) für alle A und B in S gezeigt, d. h., T ist stark mischend.

Der Beweis der zweiten Aussageüber Ergodizität und schwacheMischung ist völlig ana-
log. ◻

Beispiel 2.21 (Multiplikationmit 2)
Sei T ∶T �→ T, wie in den Beispiel 1.3 durch T(x) = x (mod ) definiert. Laut Beispiel 1.61 (2)
ist T eine maßtreue Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (T,BT , λ). Wir zeigen mit
Hilfe von Satz 2.20, dass T stark mischend ist.

Seien Ek = {[
j
k ,

j+
k ) ∶  ≤ j ≤ k − } für k ≥  und E = ⋃

∞

k= Ek . Dann ist E ein Semiring, der
die Borel-σ-AlgebraBT erzeugt. Seien U und V in E und k und m so, dass U ∈ Em und V ∈ Ek gilt.
Sei n ≥ k. Dann ist V die disjunkte Vereinigung von n−k Intervallen V ,V , . . . ,Vn−k aus En . Nach

5 Eine Mengenfamilie M ⊂ P(X) ist eine monotone Klasse, wenn mit jeder monoton nicht abneh-
menden Folge (Aj) in M auch ⋃ j≥ Aj ∈ M ist und mit jeder monoton nicht zunehmenden Folge
(Aj) auch⋂ j≥ Aj ∈M ist.
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Beispiel 1.3 bildet Tn jedes dieser Intervalle linear und bijektiv auf [, ) ab. Daher ist T−n(U) ∩ Vi
für  ≤ i ≤ n−k ein Intervall der Länge 

m+n , und T−n(U) ∩ V ist die disjunkte Vereinigung von
n−k Intervallen der Länge 

m+n . Für n ≥ k erhalten wir also λ(T−n(U) ∩ V) = n−k 
m+n =


m+k =

λ(U)λ(V). Nach Satz 2.20 ist T stark mischend.

Sind (X , S , μ) und (X, S, μ) Wahrscheinlichkeitsräume, dann ist deren Produkt
(X × X, S ⊗ S , μ ⊗ μ) wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum (vgl. [3, Kapitel VIII]).
Sind T∶X �→ X und T∶X �→ X maßtreue Transformationen, dann ist auch T ×

T∶X×X �→ X×X, definiert durch (T×T)(x , x) = (T(x), T(x)), einemaßtreue
Transformation.

Um schwache Mischung in einer anschaulicheren Form zu charakterisieren, benötigen
wir noch ein weiteres wichtiges Konzept.

Definition 2.22 (Eigenfunktionen)
Es sei T eine maßtreue Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ).
Eine messbare Funktion f ∶X �→ C, die nicht =  (mod μ) ist, stellt eine Eigenfunktion
von T mit Eigenwert γ ∈ C dar, wenn f ○ T = γ f (mod μ) ist.

Aufgaben 2.23 (Eigenschaftenvon Eigenfunktionen)
Es sei T eine maßtreue ergodische Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ).
Zeigen Sie Folgendes:

(1) Es sei f ∶X �→ C eine Eigenfunktion von T mit Eigenwert γ. Dann ist ∣γ∣ =  und ∣ f ∣ ist konstant
(mod μ).

(2) Wenn f und f Eigenfunktionen von T mit demselben Eigenwert γ sind, so ist f ein konstantes
Vielfaches von f mod μ).

(3) Wenn f und f Eigenfunktionen von T mit verschiedenen Eigenwerten sind, so ist ⟪ f , f⟫ =
∫ f f dμ = .

Satz 2.24 (Charakterisierungder schwachenMischung) Sei (X , S, μ) einWahrschein-
lichkeitsraum und T ∶X �→ X eine maßtreue Transformation. Die folgenden Aussagen
sind äquivalent.

(1) T ist schwach mischend.
(2) Die Transformation T × T auf (X × X , S⊗ S, μ⊗ μ) ist ergodisch.
(3) Die Transformation T × T auf (X × X , S⊗ S, μ⊗ μ) ist schwach mischend.
(4) T ist ergodisch und jede Eigenfunktion von T ist konstant (mod μ).

Beweis Wir schreiben S für T × T und C für S⊗S. Das Produktmaß μ⊗ μ bezeichnen wir
mit ν.

Wir zeigen (1) ⇒ (3). Sei G = {A × B ∶ A, B ∈ S}. Dann ist G ein Semiring, der die
σ-Algebra C erzeugt. Für Mengen U = A × B und V = C × D in G und für j ≥  gilt
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dann ν(S− j(U)∩V) = μ(T− j(A)∩C)μ(T− j(B)∩D). Verwendet man auch, dass ν(U) =

μ(A)μ(B) und ν(V) = μ(C)μ(D) ist, dann erhält man


n

n−
∑
j=

∣ν(S− j(U) ∩ V) − ν(U)ν(V)∣ ≤

n

n−
∑
j=

∣μ(T− j(A) ∩ C) − μ(A)μ(C)∣μ(T− j(B) ∩ D)

+

n

n−
∑
j=

∣μ(T− j(B) ∩ D) − μ(B)μ(D)∣μ(A)μ(C)

für jedes n ≥ . Nun gilt wegen (1), dass limn→∞

n ∑

n−
j= ∣μ(T− j(A) ∩ C) − μ(A)μ(C)∣ = 

und limn→∞

n ∑

n−
j= ∣μ(T− j(B) ∩ D) − μ(B)μ(D)∣ = . Daher ist

lim
n→∞


n

n−
∑
j=

∣ν(S− j(U) ∩V) − ν(U)ν(V)∣ = .

Wegen Satz 2.20 ist die Transformation S auf (X × X ,C, ν) schwach mischend, womit (3)
gezeigt ist.

Da schwach mischende Transformationen immer ergodisch sind, folgt (3) ⇒ (2). Wir
zeigen jetzt (2) ⇒ (1). Seien A, B ∈ S. Dann können wir (wegen der Annahme in (2))
Satz 2.18 für U = A × X und V = B × X und für die Transformation S anwenden, woraus
wir


n

n−
∑
j=

μ(T− jA∩ B) → μ(A)μ(B)

für n →∞ erhalten. Wir können aber auch U = A× A und V = B × B setzen, woraus sich


n

n−

∑
j=

μ(T− jA∩ B) → μ(A)μ(B)

für n →∞ ergibt. Damit erhalten wir

lim
n→∞


n

n−
∑
j=

(μ(T− jA∩ B) − μ(A)μ(B))

= lim
n→∞


n

n−
∑
j=

(μ(T− jA∩ B) − μ(T− jA∩ B)μ(A)μ(B) + μ(A)μ(B)) = .

Wir setzen c j = ∣μ(T− jA∩B)−μ(A)μ(B)∣ ≤  undwählen n groß genug, sodass 
n ∑

n−
j= cn <

ε gilt. Dann ist ∣{ j ∶  ≤ j < n und cj ≥ ε}∣ < εn, und daher gilt


n

n−
∑
j=

c j =

n
∑
c j<ε

c j +

n
∑
c j≥ε

c j < ε + ε.

Nach Definition von cn und da A, B ∈ S beliebig waren, folgt nun (1).
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Wir müssen noch zeigen, dass (4) äquivalent zu den ersten drei Bedingungen ist. Wenn
nun (2) gilt, aber T eine nichtkonstante Eigenfunktion f ∶X �→ C mit Eigenwert γ ∈ C

hat, so ist die durch ϕ(x , x) = f (x) f (x) gegebene messbare Funktion ϕ∶X×X �→ C

invariant unter T×T , aber nicht konstant (mod μ⊗μ), imWiderspruch zur Annahme (2).
Die Ergodizität von T folgt unmittelbar aus der Ergodizität von T × T , da ja mit jeder T-
invarianten Menge A ∈ S die Menge A×X invariant unter T ×T wäre. Damit ist (2)⇒ (4)
gezeigt.

Um jetzt noch (4)⇒ (2) zu zeigen, argumentierenwir indirekt und verwenden die Spek-
traltheorie kompakter selbstadjungierter Operatoren auf Hilberträumen (vgl. [4, §10]). Sei
also F ∈ L(X × X , S ⊗ S, ν,C) eine nichtkonstante S-invariante Funktion auf X × X,
wobei wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit ∫X×X Fdν =  annehmen dürfen. Wenn
wir F(x , y) = 

(F(x , y) + F(y, x)) und F(x , y) = 
i (F(x , y) − F(y, x)) setzen, so gilt

F = F + iF und Fk(y, x) = Fk(x , y) für k = , . Damit können wir also ohne Beschrän-
kung der Allgemeinheit fordern, dass F auch noch die Bedingung F(y, x) = F(x , y) erfüllt.
Wir definieren nun einen Integraloperator K∶ L(X , S, μ,C) �→ L(X , S, μ,C) durch die
Formel

K( f )(x) = ∫
X
F(x , y) f (y) dμ(y).

Aus dem Satz von Fubini [3, Satz VIII.1] folgt, dass für μ-f.a. x ∈ X die Funktion y ↦

F(x , y) im L(X , S, μ,C) liegt. Daher ist K( f )(x) für μ-f.a. x ∈ X wohldefiniert. Laut
[15, Chapter IV, Exercise 15] oder [21, Chapter 3.2] ist die AbbildungK∶ L(X , S, μ,C) �→
L(X , S, μ,C) ein kompakter linearer Operator.

Wir behaupten, dass K ≠  ist. Da man jede Funktion in L(X × X , S⊗ S, ν,C) in der
L-norm beliebig gut durch endliche komplexe Linearkombinationen von Indikatorfunk-
tionen B×B messbarer Rechtecke B ×B ⊂ X ×X approximieren kann, gibt es eine solche
Linearkombination G∶X × X �→ C mit ∬ F(x , y)G(x , y)dμ(y) dμ(x) > . Aufgrund
des Satzes von Fubini ist die Funktion x → ∫ F(x , y)G(x , y)dμ(y) eine nichttriviale L-
Funktion auf X. Wegen der speziellen Form von G folgt daraus, dass es eine messbare
Menge B ⊂ X mit μ(B) >  gibt, sodass G(x , y) = G(x, y) für alle x , x ∈ B und al-
le y ∈ X gilt und für die ∫X F(x , y)G(x , y)dμ(y) ≠  für alle x in einer Teilmenge B′ ⊂ B
mit μ(B′) >  ist. Wir wählen ein x ∈ B′, setzen f (y) = G(x , y) für alle y ∈ X und erhalten
K( f )(x) ≠  für x ∈ B′. Damit istK ≠  bewiesen.

Da

⟪K f , f⟫ =∬ F(x , y) f(y) dμ(y) f(x) dμ(x)

=∬ f(y)F(y, x) f(x) dμ(x) dμ(y) = ⟪ f ,K f⟫

für alle f , f ∈ L(X , S, μ,C) gilt, ist der OperatorK selbstadjungiert. Es folgt nun aus der
Spektraltheorie kompakter selbstadjungierter Operatoren (siehe [15, S. 103 ff.]), dass K
einen Eigenwert γ ≠  und einen zugehörigen endlich-dimensionalen Eigenraum Vγ =



2.2 Mischungseigenschaften 63

ker(K − γ) besitzt. Für die konstante Funktion  = X gilt ⟪K, ⟫ = ∫X×X F dν = , daher
ist  ∉ Vγ .

Wir behaupten nun, dassUT(Vγ) ⊆ Vγ gilt. Sei also f ∈ Vγ . Dann ist

K(UT( f ))(x) =∫
X
F(x , y) f (Ty) dμ(y) = ∫

X
F(Tx , Ty) f (Ty) dμ(y)

=∫
X
F(Tx , y) f (y) dμ(y) = UT(K( f ))(x) = γUT( f )(x)

für μ-f.a. x ∈ X nach der Definition vonK undUT , der S-Invarianz von F und Lemma 2.3.
Daher ist die Einschränkung von UT auf den Raum Vγ eine unitäre Abbildung auf ei-
nem endlich-dimensionalen Vektorraum und besitzt auf diesem Raum zumindest einen
Eigenvektor f ∈ Vγ . Da die konstante Funktion nicht zu Vγ gehört, haben wir hiermit ei-
ne nichtkonstante Eigenfunktion von T gefunden. Dieser Widerspruch zu (4) beendet den
Beweis. ◻

Beispiel 2.25 (Irrationale Rotationen)
Es seien α ∈ R eine irrationale reelle Zahl und Tα ∶T �→ T die in Beispiel 1.2 definierte Rotation, die
laut Beispiel 1.61 (1) maßerhaltend auf demWahrscheinlichkeitsraum (T,BT , λ) ist. In Beispiel 1.2
sahen wir, dass die in (1.1) definierte Metrik d auf T invariant unter Tα ist. Für jedes c >  ist daher
die Menge Dc = {(x , y) ∈ T ∶ d(x , y) < c} invariant unter der Transformation S = Tα ×Tα auf dem
Produktraum T×T. Da (λ⊗ λ)(Dc) = c ist, hat die Transformation S auf (T ×T,BT , λ⊗ λ) inva-
riante Borelmengen von beliebigem Maß c ∈ (, ], sodass S nicht ergodisch und Tα nicht schwach
mischend ist.

Man kann auch Eigenfunktionen verwenden, um zu zeigen, dass irrationale Rotationen nicht
schwach mischend sind: Für jedes m ∈ Z erfüllt die Funktion fm(t) = eπimt , t ∈ T, die Gleichung
fm ○ Rα = eπimα fm . Für m ≠  ist fm also eine nichtkonstante Eigenfunktion, womit Rα wegen
Satz 2.24 nicht schwach mischend sein kann.

Der Beweis des nächsten Satzes illustriert nochmals den Zusammenhang zwischen
schwacher Mischung und Eigenfunktionen.

Satz 2.26 Es sei T eine maßtreue Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(X , S, μ). Wenn T schwach mischend ist, so ist für jedes irrationale α ∈ R die Transfor-
mation T × Rα auf (X × T, S⊗BT , μ⊗ λ) ergodisch.

Beweis Wir setzen Y = X × T, T = S⊗BT, ν = μ ⊗ λ und S = T × Rα . Wenn S nicht ergo-
disch auf (Y ,T, ν) ist, so gibt es wegen Satz 2.14 eine S-invariante, beschränkte Funktion
g∶Y �→ R. Für jedes x ∈ X entwickeln wir die Funktion g(x , ⋅)∶T �→ R als Fourierreihe
und erhalten die Darstellung

g(x , t) = ∑
k∈Z

gk(x)eπikt , mit gk(x) = ∫



g(x , t)e−πiktdλ(t)
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für jedes k ∈ Z. Da g(x , t) = g ○ S(x , t) = g(Tx , t + α) ist, folgt aus der Eindeutigkeit der
Fourierentwicklung der Funktionen g(x , ⋅), dass für jedes k ∈ Z fast sicher

gk ○ T = gk ⋅ e−πikα

gilt. Damit ist also gk eine Eigenfunktion von T mit Eigenwert eπikα . Wenn T als schwach
mischend vorausgesetzt ist, ist laut Satz 2.24 (4) gk =  für k ≠  und g = ∫ g dμ (mod μ).
Somit ist g konstant (mod ν) und S ist ergodisch. ◻

Korollar 2.27 Es seien T eine schwachmischendemaßtreue Transformation auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ) und f ∈ L(μ). Dann gilt für jedes irrationale α ∈ R

lim
n→∞


n

n−
∑
k=

eπikα f (Tkx) =  für μ-f.a. x ∈ X . (2.6)

Beweis Wir definieren (Y ,T, ν) = (X × T, S ⊗BT , μ ⊗ λ) und S = T × Rα ∶Y �→ Y wie
im Beweis von Satz 2.26 und setzen g(x , t) = f (x)eπit , (x , t) ∈ Y . Da S wegen Satz 2.26
ergodisch ist, folgt aus dem individuellen Ergodensatz 2.10, dass

lim
n→∞


n

n−
∑
k=

g(Tkx , t + kα) = lim
n→∞


n

n−
∑
k=

eπi(t+kα) f (Tkx)

= eπit ⋅ lim
n→∞


n

n−

∑
k=

eπikα f (Tkx) = 

(μ ⊗ λ)–f.ü. auf Y ist. Damit ist (2.6) bewiesen. ◻

Ebenso wie in der topologischen Dynamik spielen auch in der Ergodentheorie Begriffe
wie Faktorabbildung und Isomorphie eine wichtige Rolle. Zunächst aber führen wir den
Begriff eines maßerhaltenden dynamischen Systems ein, in Analogie zu den in Kap. 1 be-
sprochenen topologischen dynamischen Systemen (X , T).

Definition 2.28 (Maßerhaltende Systeme)
Wenn (X , S, μ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T ∶X �→ X eine maßtreue Trans-
formation ist, so bezeichnet man mit (X , S, μ, T) das durch T auf (X , S, μ) definierte
maßerhaltende dynamische System. Das System (X , S, μ, T) ist ergodisch, schwach mi-
schend oder starkmischend,wenn T ergodisch, schwachmischend oder starkmischend
ist.

Die Definition der Invertierbarkeit eines maßerhaltenden dynamischen Systems
(X , S, μ, T) ist etwas allgemeiner als wir es von den topologischen dynamischen
Systemen her kennen. Da T messbar ist, gilt natürlich immer T−S ⊂ S. Im Sinne
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der Maßtheorie nennt man nun das System (X , S, μ, T) invertierbar, wenn T−S =

S (mod μ) gilt.

In Satz 5.13 werden wir diese Definition der Invertierbarkeit anhand von Shifträumen
konkretisieren.

Definition 2.29 (Faktoren)
Wenn (X , S, μ, T), (X′, S′ , μ′ , T′) maßerhaltende dynamische Systeme und ϕ∶X �→

X′ einemessbareAbbildungmit den Eigenschaften ϕ
∗

μ = μ′ und ϕ○T = T′○ϕ (mod μ)
ist, so nennt man ϕ eine messbare Faktorabbildung und (X′, S′ , μ′ , T′) einen (messba-
ren) Faktor des Systems (X , S, μ, T).6 Ein Faktor (X′, S′ , μ′ , T′) von (X , S, μ, T) ist
trivial, wenn μ′(B) ∈ {, } für jedes B ∈ S′ gilt.

Wenn die Faktorabbildung ϕ∶X �→ X′ die Eigenschaft hat, dass ϕ−(S′) = S

(mod μ) ist, so nenntman ϕ einen (messbaren) Isomorphismus der Systeme (X , S, μ, T)
und (X′, S′ , μ′ , T′), die man dann auch als isomorph bezeichnet.7

Definition 2.30 (Invariante σ-Algebren)
Wenn (X , S, μ, T) ein maßerhaltendes dynamisches System ist, so heißt eine Teil-σ-
Algebra T ⊂ S invariant, wenn T−T ⊂ T (mod μ) gilt. Die σ-Algebra T ⊂ S ist strikt
invariant, wenn T−T = T (mod μ) gilt.

Beispiele 2.31 (Durch invariante σ-Algebren definierte Faktoren)
(1) Es sei (X , S, μ, T) ein maßerhaltendes dynamisches System, und T ⊂ S sei eine invariante

Teil-σ-Algebra (Definition 2.30). Dann ist (X ,T, μ, T) ein messbarer Faktor von (X , S, μ, T). Als
Faktorabbildung können wir hier die Identitätsabbildung auf X nehmen.

(2) Es seien (X , S, μ, T) ein maßerhaltendes dynamisches System und P eine Zerlegung von X
(Definition 3.1). Die von ⋃∞j=(⋁

j
i= T

−iP) erzeugte σ-Algebra T−
P
ist invariant und definiert einen

messbaren Faktor (X ,T−
P
, μ, T) von (X , S, μ, T).

2.3 Anwendungen der Ergodensätze

2.3.1 Eindeutige Ergodizität und Gleichverteilung

Generische Punkte
Sei μ ein T-invariantesWahrscheinlichkeitsmaß auf der Borel-σ-AlgebraBX eines topolo-
gischen dynamischen Systems (X , T). Wir nennen μ ein ergodisches Maß, wenn die Trans-

6 Die Bedingung ϕ○T = T ′○ϕ (mod μ)wird alsÄquivarianz (mod μ) (oder einfach alsÄquivarianz)
von ϕ bezeichnet.
7 Es gibt einen allgemeineren Isomorphiebegriff zwischen maßerhaltenden dynamischen Systemen
(X , S, μ, T), (X′ , S′ , μ′ , T ′), der nur die Existenz eines äquivarianten Isomorphismus der Maßalge-
bren Sμ und S′μ′ voraussetzt. Wir werden auf diese Unterschiede nicht weiter eingehen, verweisen
aber auf Aufgabe 23.
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formation T auf demWahrscheinlichkeitsraum (X ,BX , μ) ergodisch ist. Ist f ∈ C(X) und
n ≥ , so schreiben wir Mn f für 

n ∑
n−
j= f ○ T j .

Definition 2.32 (Generische Punkte)
Seien (X , T) ein topologisches dynamisches System und μ ein T-invariantes ergodi-
sches Maß auf X von X. Ein Punkt x ∈ X heißt generisch für μ, wenn limk→∞Mn f (x) =
∫ f dμ für alle f ∈ C(X) gilt. Wir bezeichnen die Menge aller μ-generischen Punkte
mit G(μ).

Satz 2.33 (Die Menge der generischen Punkte) Seien (X , T) ein topologisches dyna-
misches System und μ ein ergodisches T-invariantes Maß auf BX. Dann gilt G(μ) ∈ BX

und μ(G(μ)) = .

Beweis Für g ∈ C(X) sei Gg(μ) = {x ∈ X ∶ limn→∞Mng(x) = ∫ g dμ}. Es gilt Gg(μ) ∈

BX , und aus dem Ergodensatz folgt μ(Gg(μ)) = . SeiD eine abzählbare dichte Teilmenge
von C(X), die wegen Lemma 1.51 existiert, und sei G(μ) = ⋂h∈D Gh(μ). Dann gilt auch
G(μ) ∈ BX und μ(G(μ)) = .

Seien nun f ∈ C(X) und x ∈ G(μ) beliebig. Für jedes ε >  existiert ein h ∈ D mit
∥ f −h∥

∞

< ε
 , woraus ∥Mn f −Mnh∥∞ < ε

 für alle n ≥  folgt. Wegen x ∈ G(μ) und h ∈ D

gilt x ∈ Gh(μ) und somit limn→∞Mnh(x) = ∫ h dμ. Es existiert ein n mit ∣Mnh(x) −
∫ h dμ∣ < ε

 für alle n ≥ n. Für n ≥ n gilt dann ∣Mn f (x)−∫ f dμ∣ ≤ ∣Mn f (x)−Mnh(x)∣+
∣Mnh(x) − ∫ h dμ∣ + ∣ ∫ h dμ − ∫ f dμ∣ < ε. Damit ist limn→∞Mn f (x) = ∫ f dμ gezeigt,
d. h. x ∈ G f (μ). Es gilt also G(μ) = G(μ), womit der Satz bewiesen ist. ◻

Aufgaben 2.34
(1) Es sei N ≥  und μ sei ein shiftinvariantes und ergodischesWahrscheinlichkeitsmaß auf ΣN (vgl.

(1.11) und (1.13)). Zeigen Sie, dass es eine Folge (νn) von shiftinvariantenWahrscheinlichkeits-
maßen auf ΣN mit den folgenden Eigenschaften gibt:
(i) Für jedes n ≥  ist νn auf der Bahn eines einzigen periodischen Punktes konzentriert;
(ii) limn→∞ νn = μ in der schwachen∗-Topologie.

Hinweis: Es sei x ein generischer Punkt von μ (Definition 2.32 und Satz 2.33). Dann exis-
tiert für jedes n ≥  ein Punkt x(n) ∈ ΣN mit σn(x(n)) = x(n) und x(n)k = xk für k =
, . . . , n − . Wenn px(n) das in x(n) konzentrierte Punktmaß ist und νn = 

n ∑
n−
k= px(n)σ

−k

das gleichverteilteMaß auf der Bahn von x(n) ist, so hat die Folge (νn)n≥ die gewünschten
Eigenschaften.

(2) Es seien μ , . . . , μm ergodischeMaße inM(ΣN)
σ und ν = ∑m

k= rk μk eine rationale Konvexkom-
bination der Maße μi , i = , . . . ,m (d. h., die ri sind nichtnegativ und rational und∑m

k= ri = ).
Zeigen Sie, dass es eine Folge (νn) von shiftinvarianten und ergodischen Wahrscheinlichkeits-
maßen auf ΣN mit den folgenden Eigenschaften gibt:
(i) Für jedes n ≥  ist νn auf der Bahn eines einzigen periodischen Punktes konzentriert;
(ii) limn→∞ νn = ν in der schwachen∗-Topologie.
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Wir bemerken folgendes Korollar zu obiger Aufgabe: Der Satz von Krein-Milman (eine
Erweiterung von Satz 1.76, siehe [15, Theorem 3.23]) besagt (unter Verwendung von Satz
1.80), dass für jedes topologische dynamische System (X , T) die Menge M(X)T der T-
invariantenWahrscheinlichkeitsmaße die kleinste schwach∗-abgeschlossene konvexe Teil-
menge vonM(X) ist, die alleT-invarianten ergodischenWahrscheinlichkeitsmaße enthält.
Daraus folgt, dass die rationalen Konvexkombinationen endlich vieler ergodischerMaße in
M(ΣN)

σ schwach∗-dicht inM(ΣN)
σ liegen. Wegen Aufgabe (2) liegen dann insbesondere

auch die auf der Bahn eines einzigen Punktes konzentrierten Maße (also spezielle Extre-
malpunkte vonM(Σn)

σ ) schwach∗-dicht inM(ΣN)
σ .

Transformationen auf dem Torus
Mithilfe generischer Punkte untersuchen wir nun die eindeutige Ergodizität von Trans-
formationen auf dem Torus und verwenden diese Resultate für Gleichverteilungsaussagen
von Folgen.

Wir beginnen mit einem alternativen Zugang zum Beweis der eindeutigen Ergodizität
irrationaler Rotationen auf Td in Aufgabe 1.35.

Beispiel 2.35 (Eindeutige Ergodizität irrationaler Rotationen auf Td mittels generischer
Punkte)
Wie in Aufgabe 1.35 sei α = (α , . . . , αd) ∈ R

d , sodass , α , . . . , αd linear unabhängig über Q sind.
Wir definieren Rα ∶T

d �→ T
d durch Rαx = x+α (mod ) für jedes x ∈ Td . In Beispiel 2.16 haben wir

gesehen, dass Rα auf demWahrscheinlichkeitsraum (Td ,BTd , λd) ergodisch ist. Nach Satz 2.33 gibt
es dannmindestens einen generischen Punkt u ∈ Td . Das bedeutet, dass limn→∞Mn f (u) = ∫ f dλd

für alle f ∈ C(Td) gilt.
Es seien v ∈ Td und f ∈ C(Td) beliebig. Die Abbildung S∶Td �→ T

d , definiert durch S(x) =
x + v − u (mod ), ist stetig, sodass g = f ○ S in C(Td) liegt. Es folgt limn→∞Mng(u) = ∫ g dλd .
Nach Beispiel 1.62 ist λd invariant unter S, sodass ∫ g dλd = ∫ f dλd wegen Korollar 2.3 gilt. Da
auch S(T j(u)) = T j(v) für alle j ≥  gilt, ist limn→∞Mn f (v) = ∫ f dλd gezeigt. Wegen Satz 1.74
ist λd das einzige Rα-invariante Wahrscheinlichkeitsmaß auf der Borel-σ-AlgebraBTd von T

d . Das
topologische dynamische System (Td , Rα) ist somit eindeutig ergodisch.

Nach Weyl8 [19] heißt eine Folge (xn)n≥ in T = [, ) gleichverteilt, wenn
limn→∞


n ∑

n−
k= f (xk) = ∫ f dλ für jede Funktion f ∈ C(T) gilt. Allgemeiner nennt

man eine Folge (xn)n≥ in T
d gleichverteilt, wenn limn→∞


n ∑

n−
k= f (xk) = ∫ f dλd für

jede Funktion f ∈ C(Td) gilt. In Beispiel 2.35 wurde gezeigt, dass jede Bahn des topolo-
gischen dynamischen Systems (Td , Rα), d. h. jede Folge (x + nα (mod ))n≥ mit x ∈ Td ,
gleichverteilt ist, wenn α die Eigenschaft hat, dass , α , . . . , αd linear unabhängig über Q
sind. Als Spezialfall erhält man das klassische Resultat, dass die Folge (nα (mod ))n≥ in
T = [, ) gleichverteilt ist, wenn α irrational ist.

8 Hermann Weyl (1885–1955) war ein deutscher Mathematiker und mathematischer Physiker, der
lange Jahre in Zürich und Princeton arbeitete. Er leistete wichtige Beiträge zu vielen Gebieten der
Mathematik und Physik, darunter Analysis, Algebra, Zahlentheorie, Topologie, Differentialgeome-
trie, Relativitätstheorie, Quantenmechanik und Grundlagen der Mechanik.
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Um weitere Beispiele für eindeutig ergodische Systeme und gleichverteilte Folgen zu
finden, beweisen wir folgenden Satz von Furstenberg.9

Satz 2.36 Sei (X , T) ein invertierbares topologisches dynamisches System, das eindeutig
ergodisch ist mit T-invariantemWahrscheinlichkeitsmaß μ. Sei λ das Lebesguemaß auf T
und c∶X �→ T eine stetige Abbildung. Wir versehen den Produktraum Y = X × T mit
dem Produktmaß ν = μ⊗λ und definieren die Transformation S∶Y �→ Y durch S(x , t) =
(T(x), t + c(x) (mod)). Dann ist ν invariant unter S. Ist ν außerdem ergodisch, so ist
(Y , S) eindeutig ergodisch.

Beweis Nach dem Satz von Fubini gilt

ν(S−(A× B)) = ∫ A(T(x))∫ B(t + c(x) (mod)) dλ(t) dμ(x)

für A ∈ BX und B ∈ BT. Da λ für jedes α ∈ R invariant unter der Translation t ↦

t + α (mod ) und μ invariant unter T ist, erhalten wir ν(S−(A × B)) = μ(A)λ(B) =

ν(A × B). Nun ist {A × B ∶ A ∈ BX , B ∈ BT} ein Semiring, der die Produkt-σ-Algebra
BX ⊗BT erzeugt. Aus Lemma 1.58 folgt, dass ν invariant unter S ist.

Wir nehmen jetzt an, dass ν ein ergodisches Maß unter der Transformation S ist, und
bezeichnen mit G(ν) ⊂ Y die Menge der ν-generischen Punkte.

Für s ∈ T sei Vs ∶Y �→ Y definiert durch Vs(x , t) = (x , t + s (mod )). Das Maß ν ist
dann invariant unter Vs , da Vs ein Spezialfall der Transformation S ist.

Es sei nun (x , t) ∈ G(ν). Für alle f ∈ C(Y) gilt limn→∞

n ∑

n−
j= f (S j(x , t)) = ∫ f dν

und wegen f ○ Vs ∈ C(Y) auch limn→∞

n ∑

n−
j= f ○ Vs(S j(x , t)) = ∫ f ○ Vs dν. Da

Vs ○ S = S ○ Vs gilt und wegen Korollar 2.3 auch ∫ f ○ Vs dν = ∫ f dν ist, erhalten
wir limn→∞


n ∑

n−
j= f (S j ○ Vs(x , t)) = ∫ f dν, womit Vs(x , t) ∈ G(ν) gezeigt ist. Wir

haben bewiesen, dass Vs(G(ν)) ⊂ G(ν) für jedes s ∈ T gilt. Daraus folgt aber, dass
G(ν) von der Form G(ν) = C × T für eine Menge C ∈ BX ist. Wegen Satz 2.33 gilt
 = ν(G(ν)) = (μ ⊗ λ)(C ×T) = μ(C).

Es sei nun ρ ein beliebiges S-invariantes und ergodisches Wahrscheinlichkeitsmaß
auf Y . Sei π∶Y �→ X die Projektion auf die erste Koordinate und ρ′ das Bildmaß π

∗

ρ.
Dann ist ρ′ invariant unter T , da ja T ○ π = π ○ S gilt. Da (X , T) eindeutig ergodisch ist,
muss ρ′ = μ gelten. Es folgt ρ(G(ν)) = ρ(C × T) = ρ′(C) = μ(C) = . Wegen Satz 2.33
über die Menge der generischen Punkte gilt außerdem ρ(G(ρ)) = . Also gibt es einen
Punkt (x , t), der sowohl für ν als auch für ρ generisch ist. Aus Lemma 1.51 folgt nun ρ = ν,
und Korollar 1.82 zeigt, dass S eindeutig ergodisch ist. ◻

9 Hillel Furstenberg, geboren 1935 in Berlin, Professor in Jerusalem. Viele der bedeutendsten The-
men der Ergodentheorie und ihrer Verbindungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie, Kombinatorik
und Zahlentheorie entwickelten sich aus seinen Ideen.
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Beispiel 2.37
Seien M(d) die d × d-Matrix mit Koeffizienten M(d)i j =  für j ≤ i ≤ j +  und M(d)i j =  sonst.
Seien α ∈ Rd und T = Td ,α ∶T

d �→ T
d definiert durch

T(x) = M(d)x+ α = (x + α , x + x + α , . . . , xd + xd− + αd) (mod ).

Da M(d) Koeffizienten aus Z und Determinante  hat, ist (Td , T) nach Beispiel 1.62 ein invertier-
bares topologisches dynamisches System, und das Lebesguemaß λd ist invariant unter T . Wir zeigen
mit Hilfe von Satz 2.15, dass λd ein ergodischesMaß ist, wenn der ersteKoeffizient α von α irrational
ist.

Sei n = (n , . . . , nd) ∈ Z
d ∖ {}. Sei j maximal, sodass n j ≠  ist. Ist j = , dann ist n =

(n , , . . . , ) und daher nM(d) = n und nα = nα ∉ Q. Ist j ≥ , dann hat nM(d)k für k ≥ 
an der Stelle j− denKoeffizienten n j−+kn j und an der Stelle j den Koeffizienten n j, wie man leicht
mit Induktion beweist. Daher ist die Menge {nM(d)k ∶ k ∈ Z} unendlich. Nach Satz 2.15 ist T eine
ergodische Transformation auf (Td ,BTd , λd).

Um die eindeutige Ergodizität von T zu beweisen, verwenden wir die Induktion nach d. Wir
wissen bereits, dass T = Td ,α für jedes d ≥  und jedes α ∈ Rd mit α ∈ R ∖Q ergodisch ist.

Für d =  gilt T(x) = x+α (mod ). Dawir α ∉ Q voraussetzen, wurde die eindeutige Ergodizität
in Beispiel 2.35 gezeigt. Wir nehmen nun an, dass die eindeutige Ergodizität für Dimension d bereits
gezeigt ist. Wir wählen ein Element α = (α , . . . , αd+) ∈ R

d+ mit α ∈ R ∖ Q, definieren T =
Td+,α ∶T

d+ �→ T
d+ wie oben und betrachten T ′ = Td ,α′ ∶T

d �→ T
d mit α′ = (α , . . . , αd). Dann

ist (Td , T ′) laut Induktionsvoraussetzung eindeutig ergodisch. Die Transformation T ∶Td × T �→
T
d ×T ist von der Form

T(y, t) = (T ′(y), t + yd + αd+)

für y = (y , . . . , yd) ∈ Td und t ∈ T und ist ergodisch, wie wir oben bewiesen haben. Wir wenden
Satz 2.36 auf das topologische dynamische System (Td , T ′)mit μ = λd und c(y) = yd + αd+ an und
erhalten, dass (Td+ , T) eindeutig ergodisch ist mit invariantem Maß λd ⊗ λ = λd+ .

Damit ist die eindeutige Ergodizität von T = Td ,α für jedes d ≥  und jedes α = (α , . . . αd) ∈ R
d

mit α ∈ R ∖Q gezeigt.

Wir könnenBeispiel 2.37 verwenden, umdieGleichverteilung vonPolynomenmodulo 
zu zeigen. Dazu beweisen wir ein Lemma.

Lemma 2.38 Für  ≤ k ≤ d sei πk ∶T
d �→ T die Projektion auf die k-te Koordinate. Ist

(un)n≥ eine gleichverteilte Folge in T
d , dann ist (πk(un))n≥ eine gleichverteilte Folge

in T.

Beweis Sei f ∈ C(T) beliebig. Da πk stetig ist, liegt f ○ πk in C(Td). Nach Voraussetzung
gilt limn→∞


n ∑

n−
j= f ○ πk(u j) = ∫ f ○ πk dλd = ∫ f dλ. Das bedeutet, dass die Folge

(πk(un))n≥ gleichverteilt in T ist. ◻

Die Matrix M(d) und der Vektor α seien wie in Beispiel 2.37, wobei jetzt alle Koeffizi-
enten des Vektors α = (α , . . . , αd) null seien außer α, das irrational sei. Mittels Induktion
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zeigt man, dassM(d)n für n ≥  an der Stelle (i , j) den Koeffizienten ( n
i− j) hat, wenn i ≥ j

gilt, und sonst den Koeffizienten  (wobei (uv) gleich  zu setzen ist, wenn u < v gilt). Sei
T = Td ,α die Transformation aus Beispiel 2.37 und x ∈ T

d . Durch Induktion zeigt man
Tn(x) = M(d)nx + ∑

n−
m= M(d)mα (mod) und∑n−

m= (
m
d−) = (nd) für alle n ≥ . Daraus

ergibt sich πd(Tn(x)) = ∑
d
j= (

n
d− j)x j + (nd)α (mod). Ist jetzt p(t) = ∑

d
j= c j t j ein Poly-

nomvomGrad dmit cd ∉ Q, dann könnenwir beginnendmit α = d!cd ∉ Q der Reihe nach
x , x, x , . . . , xd ∈ R so bestimmen, dass∑d

j= (
n

d− j)x j + (nd)α = p(n) für n ≥  erfüllt ist.
Zu jedem Polynom p vom Grad d mit höchstem Koeffizienten cd ∉ Q gibt es somit

ein α ∉ Q und ein x ∈ T
d , sodass p(n) (mod) = πd(Tn(x)) für alle n ≥  gilt.

Da das topologische dynamische System (Td , T) nach Beispiel 2.37 eindeutig ergodisch
ist mit invariantem Wahrscheinlichkeitsmaß λd , folgt aus Satz 1.74 und der Definition
der Gleichverteilung, dass jede Bahn (Tn(x))n≥ mit x ∈ T

d gleichverteilt ist. Mit Hil-
fe von Lemma 2.38 erhalten wir dann folgendes Resultat von Hermann Weyl aus dem
Jahr 1916 [19].

Satz 2.39 (Gleichverteilung von Polynomen) Sei p(t) = ∑
d
j= c j t j ein Polynom vom

Grad d ≥  mit cd ∉ Q. Dann ist die Folge (p(n) (mod ))n≥ gleichverteilt in T.

2.3.2 Ziffernentwicklungen

Wir haben die Ziffernentwicklung einer Zahl zur Basis  mit Hilfe der Transformation
T(x) = x (mod ) auf dem Intervall T = [, ) in Beispiel 1.3 beschrieben. Seien Z =

[, 
 ) und Z = [  , ). Ist x ∈ T und wird ik ∈ {, } für k ≥  so gewählt, dass Tk(x) ∈ Zik

gilt, dann ist i i i . . . die Ziffernentwicklung von x zur Basis .NachBeispiel 1.61 istT eine
maßtreue Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (T,BT, λ). In Beispiel 2.21
wurde gezeigt, dass T stark mischend und somit auch ergodisch ist. Ist f = Z , dann gibt
das Zeitmittel limn→∞


n ∑

n−
j= f (T j(x)) die Frequenz an, mit der die Ziffer  in der dyadi-

schen Entwicklung von x vorkommt. Wegen ∫ f dλ = 
 besagt der Ergodensatz, dass für

λ-fast alle Zahlen in [, ) die Frequenz der Ziffer  gleich 
 ist. Im Folgenden werden wir

derartige Fragestellungen für β-Entwicklungen und Kettenbrüche behandeln.

Beta-Entwicklung
Wir untersuchen jetzt Ziffernentwicklungen zu einer Basis β > , die nicht ganzzahlig sein
muss. Wir setzen I = [, ] und definieren die β-Transformation Tβ ∶ I �→ I folgenderma-
ßen:

Tβ(x) =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

βx (mod ) für  ≤ x < ,
limt↗ Tβ(t) für x = .

(2.7)

Für β ∉ N erhält man Tβ(x) = βx (mod) für alle x ∈ [, ]. Für β ∈ N ist jedoch Tβ() =
 ≠ β (mod ).
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Die Transformation Tβ ist nicht stetig. Für β ∉ N ist sie auch dann nicht stetig, wenn
man das Intervall I durch Identifikation seiner Endpunkte als Torus auffasst.

Wenn b = ⌈β − ⌉ die kleinste ganze Zahl ≥ β −  ist, so setzt man Zm = [mβ ,
m+
β ) für

 ≤ m < b und Zb = [ bβ , ]. Dann gilt Tβ(x) = βx −m für x ∈ Zm .
Sei x ∈ I. Wir verfolgen die Bahn {Tk

β (x) ∶ k ≥ } des Punktes x unter Tβ und bezeich-
nen für jedes k ≥ mit ik das eindeutige Element von {, , . . . , b}, für das Tk

β (x) ∈ Zik gilt.
Wegen x ∈ Zi haben wir Tβ(x) = βx − i, d. h. x = i

β +
Tβ(x)

β . Wegen Tβ(x) ∈ Zi haben

wir T
β(x) = βTβ(x)− i, woraus x = i

β +
i
β +

T
β (x)
β folgt. Fährt man so fort, so erhält man

x = ∑
n−
k=

ik
βk+ +

Tn
β (x)
βn für n ≥ . Lässt man n gegen ∞ gehen, so ergibt sich x = ∑

∞

k=
ik

βk+ .
Wir nennen dann η(x) = i i i . . . die β-Entwicklung der Zahl x.

Die β-Entwicklung der Zahl  spielt bei der Untersuchung der β-Transformation eine
besondere Rolle: Wir bezeichnen sie mit eee . . . Es gilt natürlich wieder  = ∑

∞

k=
ek
βk+ .

SeiBI die Borel-σ-Algebra auf dem Intervall I und λ das Lebesguemaß aufBI.Weiterhin
sei

g = c
∞

∑
k=

β−k
[,Tk

β ())
, (2.8)

wobei c >  so gewählt wird, dass ∫ g dλ =  gilt. Wir bezeichnen mit μβ das Wahrschein-
lichkeitsmaß auf [, ], das Dichte g bezüglich λ hat.

Lemma 2.40 Das Wahrscheinlichkeitsmaß μβ ist invariant unter der β-Transforma-
tion Tβ .

Beweis Sei J = [, y) mit  < y ≤ . Wegen T−β (J) = ⋃b−
m=[

m
β ,

m+y
β ) ∪ [ bβ , min( b+y

β , ))
und ek

β ≤ Tk
β () ≤

ek+
β gilt

T−β (J) ∩ [, Tk
β ()) =

ek−
⋃
m=

[
m
β
,
m + y
β

) ∪ [
ek
β
,
ek
β
+min(

y
β
, Tk

β () −
ek
β
)) .

Nun ist aber min( y
β , T

k
β ()−

ek
β ) =


β min(y, βTk

β ()− ek) = 
β min(y, Tk+

β ()) und daher

μβ(T−β (J)) = c
∞

∑
k=

β−k (ek
y
β
+


β
min(y, Tk+

β ()))

= yc
∞

∑
k=

ek
βk+ + c

∞

∑
k=

β−k− min(y, Tk+
β ())

= yc + c
∞

∑
k=

β−k min(y, Tk
β ()) = c

∞

∑
k=

β−k min(y, Tk
β ()) = μβ(J).

Die Menge E = {[, y) ∶  < y ≤ } ∪ I erzeugt die σ-Algebra BI , und die Menge der
Differenzen E′ = {A ∖ B ∶ A, B ∈ E} ist ein Semiring, der natürlich ebenfalls BI erzeugt.
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Da die Maße μβ und (Tβ)∗μβ auf E, und daher auch auf E′, übereinstimmen, folgt aus
Lemma 1.58, dass μβ invariant unter Tβ ist. ◻

Wir zeigen, dass Tβ eine ergodische Transformation auf (I ,BI , μβ) ist. Dazu definie-
ren wir die Zylindermengen Zi i ... in− = ⋂n−

k= T
−k
β (Zik) für n ≥  und i, i , . . . , in− ∈

{, , . . . , b}. Wir nennen n den Rang der Zylindermenge. Eine Zylindermenge vom Rang
n heißt voll, wenn ihr Bild unter Tn

β die Menge [, ) enthält.

Lemma 2.41 Eine nichtleere Zylindermenge vom Rang n ist ein Intervall [u, v) mit
 ≤ u < v ≤ , sodass Tn

β (x) = βn(x −u) für x ∈ [u, v) gilt. Für jedes x ∈ [, ) und jedes
ε >  gibt es eine volle Zylindermenge C mit x ∈ C und λ(C) < ε.

Beweis Die erste Aussage zeigen wir durch Induktion. Für n =  folgt sie direkt aus der
Definition der β-Transformation.Wir nehmen an, dass sie für Zylindermengen vom Rang
n bereits bewiesen ist. IstC eineZylindermenge vomRang n+, dann giltC = D∩T−nβ (Zm),
wobei D eine Zylindermenge vom Rang n ist und  ≤ m ≤ b gilt. Nach Annahme ist D ein
Intervall [u, v) mit Tn

β (x) = βn(x − u) für x ∈ [u, v). Für j ≥  sei uj = u + jβ−(n+).
Es folgt C = [u, v) ∩ [um , um+). Das ist ein halboffenes Intervall mit linkem Endpunkt
um . Auf [u, v) ist Tn

β eine lineare Abbildung mit Anstieg βn . Auf Tn
β (C) ⊂ Zm ist Tβ eine

lineare Abbildung mit Anstieg β. Für alle x ∈ C gilt somit Tn+
β (x) = βn+(x − um), da ja

auch Tn+
β (um) = Tβ(Tn

β (um)) = Tβ(βnmβ−(n+)) = Tβ(
m
β ) =  erfüllt ist. Damit ist die

erste Aussage durch Induktion bewiesen.
Das zeigt auch, dass eine Zylindermenge D = [u, v) vom Rang n eine disjunkte Ver-

einigung von k Zylindermengen [u , u), [u , u),. . . ,[uk− , v) vom Rang n +  ist, wobei
 ≤ k ≤ b gilt. Außerdem sind die Zylindermengen [um , um+) für  ≤ m ≤ k −  voll.

Sei x ∈ [, ) und ε > . Wir wählen r so, dass β−r < ε gilt. Indem wir mit der Zylinder-
menge vom Rang , die x enthält, beginnen und diese immer weiter zerlegen, finden wir
eine Zylindermenge E = [a, b) vom Rang r, die x enthält. Ist sie voll, dann sind wir fertig,
da b−a = β−r < ε gilt. Ist sie nicht voll, dann zerlegen wir sie in Zylindermengen vomRang
r + . Entweder liegt x in einer vollen Zylindermenge vom Rang r + , dann sind wir fertig,
da diese Durchmesser β−(r+) < ε hat, oder x liegt in der Zylindermenge [a , b), für die
b − a < β−(r+) gilt. In diesem Fall wenden wir dieselbe Vorgangsweise auf [a , b) an. Auf
diese Weise finden wir a ≤ a ≤ a ≤ ⋅ ⋅ ⋅ < b mit b − ak < β−(r+k). Wegen x < b existiert
ein jmit a j− ≤ x < a j. Dann liegt x in einer vollen Zylindermenge C vom Rang r + j und
es gilt λ(C) = β−(r+ j) < ε. ◻

Das folgende Lemma von Knopp10 spielt eine wesentliche Rolle im Beweis der Ergodi-
zität.

10 Konrad HermannTheodor Knopp (1882–1957) war ein deutscherMathematiker, der auf demGe-
biet der Analysis, v. a. über Summierungs- und Limitierungsverfahren, arbeitete.
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Lemma 2.42 Sei μ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf der Borel-σ-AlgebraBI des Inter-
valls I. Es seien weiterhin B ∈ BI und H eine abzählbare Menge von Intervallen mit
folgenden Eigenschaften:

(1) Jedes offene Intervall U ⊂ I hat eine Teilmenge V , die eine disjunkte Vereinigung
von Mengen ausH ist und μ(U ∖V) =  erfüllt.

(2) Es existiert ein c >  mit μ(B ∩ H) ≥ cμ(H) für alle H ∈ H.

Dann gilt μ(B) = .

Beweis Wir nehmen an, dass μ(Bc) >  gilt, und wählen ein ε > , das kleiner als cμ(Bc)

ist. Es gibt eine offene Menge E mit Bc ⊂ E und μ(E ∖ Bc) < ε. Nun ist E eine abzählbare
Vereinigung von offenen paarweise disjunkten Intervallen, auf die wir die Bedingung (1)
anwenden:Wir finden eine Teilmenge F von E, die disjunkte Vereinigung vonMengen aus
H und μ(E ∖ F) =  erfüllt. Es folgt μ(F ∖ Bc) < ε und μ(Bc ∖ F) = . Da F eine disjunkte
Vereinigung vonMengen ausH undH abzählbar ist, folgt μ(B ∩ F) ≥ cμ(F) aus (2). Nun
gilt ε > μ(F ∖ Bc) = μ(F ∩ B) ≥ cμ(F) und wegen μ(Bc ∖ F) =  auch μ(Bc) ≤ μ(F).
Damit ist ε > cμ(Bc) gezeigt, ein Widerspruch zur Wahl von ε. ◻

Satz 2.43 (Ergodizität der β-Transformation) Sei β > . Dann ist die β-Transformation
Tβ auf demWahrscheinlichkeitsraum (I ,BI , μβ) ergodisch.

Beweis Sei B ∈ BI mit T−β (B) = B und μβ(B) > . Wir müssen μβ(B) =  zeigen. Dazu
verwenden wir Lemma 2.42. Sei H die Menge aller vollen Zylindermengen. Wir zeigen,
dass (1) und (2) aus Lemma 2.42 gelten.

Sei U ⊂ I ein offenes Intervall. Nach Lemma 2.41 existiert für jedes x ∈ U eine volle
Zylindermenge Cx mit x ∈ Cx ⊂ U . Sei Ũ = {Cx ∶ x ∈ U}. Dann ist Ũ eine Überdeckung
von U . Da zwei Zylindermengen entweder disjunkt sind oder die eine in der anderen ent-
halten ist, können wir für jedes D ⊂ Ũ alle C ∈ Ũ mit C ⊊ D herausnehmen und erhalten
eine Teilmenge U von Ũ , die aus paarweise disjunkten in U enthaltenen Zylindermengen
besteht und U immer noch überdeckt. Somit ist (1) mit V = U erfüllt.

Sei C ∈ H eine volle Zylindermenge vom Rang n und E die Menge aller Intervalle in I.
Aus Lemma 2.41 folgt λ(T−nβ (I) ∩ C) = β−nλ(I) = λ(C)λ(I) für alle I ∈ E . Sei ν(A) =
λ(T−nβ (A)∩C)

λ(C) für A ∈ BI . Dann ist ν ein Maß auf BI . Da E ein Semiring ist, der BI erzeugt,
und ν(I) = λ(I) für alle I ∈ E gilt, erhalten wir ν = λ aus dem Eindeutigkeitssatz für Maße
in [3, Kapitel VII]. Damit ist λ(T−nβ (A) ∩ C) = λ(A)λ(C) für alle A ∈ BI gezeigt. Es folgt

μβ(T−nβ (A) ∩ C) ≥ cλ(T−nβ (A) ∩ C) = cλ(A)λ(C) ≥ (β−)


cβ μβ(A)μβ(C) für alle A ∈ BI ,

da c ≤ g ≤ cβ
β− für die Dichte g von μβ gilt. Setzt man A = B und beachtet, dass T−nβ (B) = B
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gilt, dann erhält man μβ(B ∩ C) ≥ dμβ(C) mit d =
(β−)

cβ μβ(B). Das gilt für alle C ∈ H.
Damit ist (2) gezeigt.

Aus Lemma 2.42 folgt jetzt, dass μβ(B) =  gilt. Damit ist gezeigt, dass Tβ eine ergodische
Transformation ist. ◻

Wir können den Ergodensatz auf die β-Transformation anwenden. Wählt man f = Zm ,
dann ist limn→∞


n ∑

n−
j= f (T j

β(x)) die Frequenz, mit der die Zifferm in der β-Entwicklung
der Zahl x auftritt. Da die β-Transformation ergodisch ist, folgt aus dem Ergodensatz, dass
für μβ-fast alle x die Ziffer m mit Frequenz μβ(Zm) in der β-Entwicklung der Zahl x auf-
tritt. Da μβ eine Dichte hat, die auf ganz I größer als  ist, gilt das auch für λ-fast alle x.

Ist β eine ganze Zahl N ≥ , dann ist μβ das Lebesguemaß λ. In diesem Fall gilt λ(Zm) =

N für  ≤ m ≤ N − , sodass für λ-fast alle x ∈ I in der Ziffernentwicklung von x zur Basis
N jede Ziffer mit Frequenz 

N vorkommt.

Kettenbrüche
Auch die Kettenbruchentwicklung einer Zahl x ∈ (, ] kann man durch eine Transforma-
tion beschreiben. Wir setzen wiederum I = [, ] und definieren die Kettenbruchtransfor-
mation K ∶ I �→ I durch

K(x) =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩


x (mod) für x ∈ (, ],
 für x = .

(2.9)

Diese Transformation ist nicht stetig. Fürm ≥  sei Zm = ( 
m+ ,


m ]. Dann gilt K(x) =


x −m

für x ∈ Zm . Weiterhin sei gm ∶ I �→ [ 
m+ ,


m ] durch gm(y) = 

m+y definiert. Es gilt dann
gm(K(x)) = x für x ∈ Zm , und gm ist die Umkehrfunktion von K∣Zm .

Sei x ∈ I. Für k ≥  sei ik ∈ N so gewählt, dass Kk(x) ∈ Zik gilt. Ist K
k(x) = , dann

ist ik nicht definiert. Es gilt dann gik(K
k+(x)) = Kk(x). Für r ≥  erhalten wir damit

x = gi ○gi ○⋅ ⋅ ⋅○gir−(Kr(x)), und gi ○gi ○⋅ ⋅ ⋅○gir−() ist der aus den Ziffern i, i , . . . , ir−
gebildete Kettenbruch. Man nennt die Folge i i i . . . die Kettenbruchentwicklung von x.

Lemma 2.44 Ist x ∈ I und Kk(x) =  für ein k ≥ , dann gilt x ∈ Q.

Beweis Sei rminimalmit Kr(x) =  und i, i , . . . , ir− so, dassKk(x) ∈ Zik für  ≤ k ≤ r−
gilt. Wir haben dann x = gi ○ gi ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ gir−(). Mit Hilfe der Definition von gm ist leicht
zu erkennen, dass x eine rationale Zahl ist. ◻

Dieses Lemma zeigt, dass die Kettenbruchentwicklung einer irrationalen Zahl x ∈ I
nicht abbricht.
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Definition 2.45
Sind i, i, i, . . . Zahlen in N, dann definieren wir pk und qk für k ≥  durch p = ,
q = , p = , q = i und pk+ = ik pk + pk− , qk+ = ikqk + qk− für k ≥ . Ist i i i . . .
die Kettenbruchentwicklung einer Zahl x, dann schreiben wir pk(x) und qk(x) für die
so entstehenden natürlichen Zahlen.

Lemma 2.46 Seien i, i, i, . . . inN. Für r ≥  gilt dann gi ○ gi ○⋅ ⋅ ⋅○ gir−(y) =
pr− y+pr
qr− y+qr

und pr−qr − qr−pr = (−)r . Außerdem gilt pr ≥ 
(
√
)r und qr ≥ 

(
√
)r .

Beweis Alle diese Aussagen ergeben sich durch Induktion aus Definition 2.45. ◻

Ist i i i . . . die Kettenbruchentwicklung von x, dann zeigt Lemma 2.46, dass der aus
den ersten r Ziffern gebildete Kettenbruch gi ○ gi ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ gir−() gleich

pr(x)
qr(x)

ist, wobei

p(x)
q(x)

=

i
,

p(x)
q(x)

=


i + 
i

,
p(x)
q(x)

=


i + 
i+ 

i

usw. (2.10)

Das folgende Lemma zeigt u. a., dass die Zahl x durch die Partialbrüche pr(x)
qr(x)

ihrer Ketten-
bruchentwicklung sehr gut approximiert wird.

Lemma 2.47 Sei x ∈ I ∖Q. Für r ≥  gilt dann 
qr(x)qr+(x)

≤ ∣x − pr(x)
qr(x)

∣ ≤ 
qr(x)

und
pr(x) = qr−(K(x)).

Beweis Wir erhalten ∣x − pr(x)
qr(x)

∣ =
Kr
(x)

qr(x)+qr(x)qr−(x)Kr
(x) mit Hilfe von Lemma 2.46, da ja

x = gi○gi○⋅ ⋅ ⋅○gir−(Kr(x)) gilt.Wegen  ≤ Kr(x) ≤  folgt daraus auch ∣x− pr(x)
qr(x)

∣ ≤ 
qr(x)

.
Sei i i i . . . die Kettenbruchentwicklung von x. Wegen Kr(x) ∈ Zir haben wir 

Kr
(x) ≤

ir +  ≤ ir +
qr+(x)
qr(x)

. Es folgt qr(x) ≤ irqr(x)Kr(x) + qr+(x)Kr(x) und daraus dann
qr(x) + qr−(x)Kr(x) ≤ qr+(x)Kr(x) mit Hilfe von Definition 2.45. Daraus ergibt sich


qr(x)qr+(x)

≤ ∣x − pr(x)
qr(x)

∣.
Die letzte Aussage zeigen wir mit Induktion. Ist i i i . . . die Kettenbruchentwicklung

von x, dann ist i i i . . . die Kettenbruchentwicklung von K(x). Es gilt p(x) =  =

q(K(x)) und p(x) = ip(x) + p(x) = i = q(K(x)) wegen Definition 2.45. Ist k ≥ 
und pr(K(x)) = qr−(x) für r ≤ k gezeigt, dann folgt pk+(x) = ik pk(x) + pk−(x) =

ikqk−(K(x)) + qk−(K(x)) = qk−(K(x)) wieder aus Definition 2.45. Damit ist auch die
letzte Aussage bewiesen. ◻
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Wenn i i i . . . die Kettenbruchentwicklung von x ∈ I ∖Q ist, so besagt Lemma 2.47,
dass

x = lim
r→∞

pr(x)
qr(x)

=


i + 
i+ 

i+

⋱

.

Diese Formel erklärt die Bezeichnung „Kettenbruchentwicklung“ für diese Darstellung
von x.

Sei h(x) = 
(+x) log  , x ∈ I. Wir bezeichnen mit γ dasMaß auf I, das Dichte h bezüglich

des Lebesguemaßes λ hat. Es wird nach seinem Entdecker Gaußmaß11 genannt. Für ein
Intervall J ⊂ I mit den Endpunkten u und v gilt γ(J) =

log(+v)
log  −

log(+u)
l o g . Insbesondere

haben wir γ(I) = , sodass γ ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist.

Lemma 2.48 Das Gaußmaß γ ist invariant unter der Kettenbruchtransformation K.

Beweis Für J = [, y) gilt K−(J) = {} ∪ ⋃∞m=(


y+m , 
m ]. Es folgt

γ(K−(J)) =


log 

∞

∑
m=

(log( +

m
) − log( +


y +m

))

=


log 

∞

∑
m=

(−logm + log(m + ) + log(y +m) − log(y +m + ))

=


log 
lim
k→∞

(log(k + ) + log(y + ) − log(y + k + )) =
log(y + )

log 
= γ(J).

Wie im letzten Schritt des Beweises von Lemma 2.40 folgt aus dieser Rechnung, dass γ
invariant unter K ist. ◻

Im folgenden Lemma untersuchen wir Zylindermengen, die wir jetzt als offene Inter-
valle auffassen. Für m ≥  sei Z

m = ( 
m+ ,


m ) das Innere des Intervalls Zm .

Lemma 2.49 Sei C = ⋂n−
k= K

−k(Z
ik) mit n ≥  und i, i , . . . , in− ∈ N. Dann ist C ein

offenes Intervall und die Abbildung Kn ∶C �→ (, ) ist bijektiv und streng monoton.
Ist J = (a, b) ein Intervall mit  ≤ a < b ≤ , dann ist K−n(J) ∩ C ein offenes Intervall
mit Länge b−a

(qn−a+qn)(qn−b+qn)
. Insbesondere hat C die Länge 

qn(qn−+qn)
.

11 Carl Friedrich Gauß (1777–1855) war ein deutscherMathematiker, der fundamentale Beiträge zur
Zahlentheorie, Statistik, Analysis, Differentialgeometrie, Geophysik, Astronomie, Optik und vielen
anderen Gebieten leistete.
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Beweis Seien Dj = ⋂
j−
k= K

−k(Z
in− j+k

) und f j = gin− j ○ gin− j+ ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ gin− für  ≤ j ≤ n. Zuerst
beweisen wir mit Induktion, dass Dj ein offenes Intervall und K j ∶Dj �→ (, ) bijektiv
und streng monoton mit Umkehrfunktion f j ist.

Es gilt D = Z
in− . Das ist ein offenes Intervall, das durch K streng monoton auf (, )

abgebildet wird und f = gin− als Umkehrfunktion hat. Somit gilt obige Aussage für j = .
Für den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die obige Aussage für j = r −  bewiesen

ist. Nun ist K ∶Z
in−r �→ (, ) bijektiv und streng monoton mit Umkehrfunktion gin−r . Es

folgt, dass Dr = Z
in−r ∩ K−(Dr−) ein offenes Intervall ist und Kr ∶Dr �→ (, ) als Hin-

tereinanderausführung von K ∶Dr �→ Dr− und Kr− ∶Dr− �→ (, ) bijektiv und streng
monoton ist. Die Umkehrfunktion dieser Abbildung erhält man als Hintereinanderausfüh-
rung der entsprechenden Umkehrfunktionen. Sie ist daher die Funktion gin−r ○ fr− = fr .

Somit ist obige Aussage durch Induktion bewiesen. Für j = n besagt sie, dass C ein
offenes Intervall und Kn ∶C �→ (, ) bijektiv und streng monoton mit Umkehrfunktion
fn ist. Ist J = (a, b), dann ist K−n(J) ∩ C ein offenes Intervall mit Endpunkten fn(a) =
pn−a+pn
qn−a+qn

und fn(b) =
pn−b+pn
qn−b+qn

, dessen Länge b−a
(qn−a+qn)(qn−b+qn)

ist, wie man mit Hilfe von
Lemma 2.46 berechnet. Die Länge des Intervalls C erhält man, indemman a =  und b = 
setzt. ◻

Nachdem wir diese Resultate als Vorbereitung bewiesen haben, kehren wir jetzt zurück
zur Ergodentheorie.

Satz 2.50 Die Kettenbruchtransformation K ist eine ergodische Transformation auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (I ,BI , γ).

Beweis Sei B ∈ BI mit K−(B) = B und γ(B) > . Wir müssen γ(B) =  zeigen. Da-
zu verwenden wir Lemma 2.42. Seien H die Menge aller Zylindermengen Zi i ... in− ∶=

⋂n−
k= K

−k(Z
ik) mit n ≥  und i, i , . . . , in− ∈ N. Wir zeigen, dass (1) und (2) aus Lem-

ma 2.42 erfüllt sind.
Sei U ⊂ I ein offenes Intervall. Für x ∈ U ∖ Q sei i i i . . . die Kettenbruchentwick-

lung von x. Wegen Lemma 2.49 hat das Intervall Zi i ... in− die Länge


qn(qn−+qn)
, die wegen

Lemma 2.46 mit n → ∞ gegen  geht. Wir finden daher ein n, sodass x ∈ Cx ⊂ U für
Cx = Zi i ... in− gilt. Sei Ũ = {Cx ∶ x ∈ U ∖Q}. Dann ist Ũ eine Überdeckung von U ∖Q.
Da zwei Zylindermengen entweder disjunkt sind oder die eine in der anderen enthalten ist,
können wir alle C ∈ Ũ mit C ⊊ D für ein D ∈ Ũ aus Ũ herausnehmen und erhalten eine
Teilmenge U von Ũ , die aus paarweise disjunkten, in U enthaltenen Zylindermengen be-
steht und immer nochU ∖Q überdeckt. Setzt man V = ⋃C∈U C, dann gilt U ∖Q ⊂ V ⊂ U .
Es folgt γ(U ∖ V) = , und (1) ist gezeigt.

Um (2) zu zeigen, sei C = Zi i ... in− ∈ H und J = (a, b) ⊂ I. Es gilt dann (qn−a +

qn)(qn−b + qn) ≤ qn(qn− + qn) wegen qn− ≤ qn . Mit Hilfe von Lemma 2.49 folgt
λ(K−n(J) ∩ C) ≥ 

 λ(J)λ(C). Sei ν(A) =
λ(K−n(A)∩C)

λ(C) für A ∈ BI . Dann ist ν ein Maß auf
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BI und wir haben ν(J) ≥ λ(J) für alle offenen Intervalle J ⊆ I gezeigt. Ist G ⊂ I eine offene
Menge, dann lässt sich G schreiben als E ∪ ⋃k≥ Jk mit E ⊂ {, } und offenen Intervallen
J , J, . . . , die paarweise disjunkt sind. Wegen ν(G) = ∑k≥ ν(Jk) und λ(G) = ∑k≥ λ(Jk)
erhalten wir ν(G) ≥ λ(G). Da endliche Maße auf der Borel-σ-Algebra regulär sind [3,
Kapitel VII], existiert für alle A ∈ BI und alle ε >  eine offene Teilmenge G von I mit
A ⊂ G und ν(G ∖A) < ε. Es folgt ν(A)+ ε > ν(G) ≥ λ(G) ≥ λ(A). Da ε >  beliebig ist, ist
damit ν(A) ≥ λ(A), d. h. λ(K−n(A) ∩ C) ≥ 

 λ(A)λ(C), für alle A ∈ BI gezeigt.
Außerdem gilt noch 

 log  ≤ h ≤ 
log  für die Dichte h von γ. Wir erhalten γ(K−n(A) ∩

C) ≥ 
 log  λ(K

−n(A) ∩ C) ≥ 
 log  λ(A)λ(C) ≥

log 
 γ(A)γ(C) für alle A ∈ BI . Setzt man

A = B und d =
log 
 γ(B) > , dann hat man γ(B ∩ C) ≥ dγ(C) wegen K−n(B) = B. Das

gilt für alle C ∈ H. Damit ist (2) gezeigt.
Aus Lemma 2.42 folgt jetzt, dass γ(B) =  gilt. Damit haben wir bewiesen, dass K eine

ergodische Transformation ist. ◻

Satz 2.51 Sei φ∶N�→ [,∞) eine Abbildung und S(φ) = 
log  ∑

∞

j= φ( j) log(+


j( j+) ).
Wir lassen S(φ) = ∞ zu. Dann gilt limn→∞


n ∑

n−
k= φ(ik) = S(φ) für λ-fast alle x ∈ I,

wobei i i i . . . die Kettenbruchentwicklung von x ist.

Beweis Fürm ≥  sei Zm = ( 
m+ ,


m ]. Sei f (x) = φ(m), wenn x ∈ Zm . Für x ∈ I∖Q und n ≥

 gilt dann 
n ∑

n−
k= φ(ik) =


n ∑

n−
k= f (Kk(x)), wobei i i i . . . die Kettenbruchentwicklung

von x ist.
Wir nehmen zunächst an, dass ∫ f dγ < ∞. Da die Kettenbruchtransformation nach

Satz 2.50 ergodisch ist, folgt limn→∞

n ∑

n−
k= f j(Tk(x)) = ∫ f dγ γ-fast sicher aus dem

Ergodensatz. Wegen γ(Zj) =


log  log( +


j( j+) ) ist ∫ f dγ = S(ϕ). Da die Maße λ und γ
dieselben Nullmengen haben, ist γ-fast alle gleichbedeutend mit λ-fast alle.

Die Aussage des Satzes gilt aber auch, wenn ∫ f dγ = ∞ ist. Um das zu zeigen, sei
f j = min( f , j) für j ≥ . Wegen f ≥  folgt lim j→∞ ∫ f jdγ = ∞ aus dem Satz über mono-
tone Konvergenz. Nach dem Ergodensatz existiert eine Menge Mj mit γ(Mj) = , sodass
lim inf n→∞ 

n ∑
n−
k= f (Tk(x)) ≥ limn→∞


n ∑

n−
k= f j(Tk(x)) = ∫ f jdγ für alle x ∉ Mj gilt.

Für M = ⋃∞j= Mj gilt limn→∞

n ∑

n−
k= f (Tk(x)) = ∞ für alle x ∉ M und γ(M) = . Dann

ist aber auch λ(M) = , womit der Satz auch in diesem Fall bewiesen ist. ◻

Setzt man in Satz 2.51 für φ die Funktion ψm ein, die durch ψm( j) =  für j ≠ m und
ψm(m) =  definiert ist, dann erhältman, dass für λ-fast alle xdieZifferm in derKettenbru-
chentwicklung von x mit Frequenz 

log  log( +


m(m+) ) vorkommt. Setzt man φ(m) = m
und φ(m) = logm, so erhält man Aussagen über Mittelwerte. Für λ-fast alle x ∈ I gilt
limn→∞


n (i + i + ⋅ ⋅ ⋅ + in−) = ∞ und limn→∞(i i . . . in−)/n = ∏

∞

j=(
( j+)

j( j+) )
log j/ log ,

wobei i i i i . . . die Kettenbruchentwicklung von x ist.
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Aufgabe 2.52
Man zeige ∫ log x dγ(x) = − π

 log  .

Satz 2.53 Für x ∈ I ∖ Q und n ≥  sei Yn(x) = ⋂n−
k= K

−k(Z
ik ), wobei i i i . . . die

Kettenbruchentwicklung von x ist. Für λ-fast alle x ∈ I gilt dann

(1) limn→∞

n log qn(x) =

π

 log  .

(2) limn→∞

n log ∣x −

pn(x)
qn(x)

∣ = − π

 log  .

(3) limn→∞

n log λ(Yn(x)) = limn→∞


n log γ(Yn(x)) = − π

 log  .

Beweis Sei x ∈ I ∖Q. Dann gilt pr(x) = qr−(K(x)) für r ≥  nach Lemma 2.47 und daher
auch − log qn(x) = ∑

n−
j= log

pn− j(K j
(x))

qn− j(K j
(x)) für n ≥ .

Für y ∈ I ∖ Q sei ρk(y) = log pk(y)
qk(y)

− log y und ϑk(y) = ∣
pk(y)
qk(y)

− y∣. Aus dem

Mittelwertsatz folgt ∣ρk(y)∣ = 
ξ ϑk(y) für ein ξ zwischen y und pk(y)

qk(y)
. Wegen Lem-

ma 2.47 gilt ϑk(y) ≤ 
qk(y)

, woraus wir ξ ≥
pk(y)
qk(y)

− 
qk(y)

=
pk(y)qk(y)−

qk(y)
und ∣ρk(y)∣ ≤

qk(y)

pk(y)qk(y)−


qk(y)
= 

pk(y)qk(y)−
erhalten.Wegen Lemma 2.46 gilt aber pk(y) ≥ 



√

k
und

qk(y) ≥ 


√

k
, womit ∣ρk(y)∣ ≤ 

k− für k ≥  folgt. Da das für alle y ∈ I ∖Q gilt, erhalten
wir limn→∞


n ∑

n−
j= ρn− j(K j(x)) = .

Da dieKettenbruchtransformation ergodisch ist und ∫ log x dγ(x) = − π

 log  gilt, erhal-

ten wir limn→∞

n ∑

n−
j= log(K j(x)) = − π

 log  für γ-fast alle und damit auch für λ-fast alle
x aus demErgodensatz. Oben habenwir gezeigt, dass− 

n log qn(x) =

n ∑

n−
j= log(K j(x))+


n ∑

n−
j= ρn− j(K j(x)) für alle x ∈ I ∖Q und n ≥  gilt. Es folgt limn→∞


n log qn(x) =

π

 log 
für λ-fast alle x.

Für x ∈ I ∖Q und n ≥  gilt 
qn(x)qn+(x)

≤ ∣x − pn(x)
qn(x)

∣ ≤ 
qn(x)

nach Lemma 2.47. Mit

Hilfe von (1) folgt limn→∞

n log


qn(x)qn+(x)

= − π

 log  und limn→∞

n log


qn(x)

= − π

 log 

für λ-fast alle x. Daraus wieder ergibt sich, dass limn→∞

n log ∣x−

pn(x)
qn(x)

∣ = − π

 log  für λ-fast
alle x gilt.

Für x ∈ I ∖Q und n ≥  gilt λ(Yn(x)) = 
qn(x)(qn−(x)+qn(x))

nach Lemma 2.49, woraus
wir


qn(x)

≤ λ(Yn(x)) ≤


qn(x)

erhalten. Für λ-fast alle x gilt limn→∞

n log


qn(x)

= − π

 log  und limn→∞

n log


qn(x)

=

− π

 log  wegen (1) und daher auch limn→∞

n log λ(Yn(x)) = − π

 log  . Da


 log  ≤ h ≤ 
log 
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für die Dichte h von γ gilt, haben wir


 log 

λ(Yn(x)) ≤ γ(Yn(x)) ≤


log 
λ(Yn(x)),

womit dann

lim
n→∞


n
log γ(Yn(x)) = −

π

 log 

für λ-fast alle x folgt. ◻

ZumAbschluss stellen wir noch die Frage, wie viele Ziffern der Kettenbruchentwicklung
man typischerweise aus den ersten n Dezimalstellen einer Zahl bestimmen kann. Für
x ∈ I ∖Q und n ≥  sei Dn(x) = (

j
n ,

j+
n ), wobei j ∈ {, , . . . , 

n − } so gewählt ist, dass
x ∈ Dn(x) gilt. Wegen x ∉ Q ist das möglich. Weiterhin sei mn(x) die größte natürliche
Zahlm, sodass alle Zahlen inDn(x)dieselben erstenm Ziffern in derKettenbruchentwick-
lung haben. Dann istmn(x) die Länge des Anfangsstücks in der Kettenbruchentwicklung
der Zahl x, das durch die ersten n Dezimalstellen bestimmt ist.

Wir versuchen limn→∞
mn(x)

n zu berechnen. Existiert dieser Grenzwert, dann istmn(x)
für große n näherungsweise bestimmt.

Sei Z
m = ( 

m+ ,

m ) das Innere von Zm . Für n ≥  und i, i, . . . , in− ∈ N nennen

wir C = ⋂n−
k= K

−k(Z
ik ) eine Zylindermenge vom Rang n. Wir definieren dann C+ =

⋂n−
k= K

−k(Z
ik ) ∩ K−(n−)(Z

in−+).

Lemma 2.54 Sei C eine Zylindermenge. Dann gilt λ(C) ≤ λ(C+).

Beweis Sei C = ⋂n−
k= K

−k(Z
ik). Wegen Lemma 2.49 und Definition 2.45 erhalten wir

λ(C) = 
qn(qn−+qn)

= 
(in−qn−+qn−)((in−+)qn−+qn−)

. Wendet man diese Formel auf C+

an, so ergibt sich λ(C+) = 
((in−+)qn−+qn−)((in−+)qn−+qn−)

. Wegen in− ≥  folgt daraus
λ(C) ≤ λ(C+). ◻

Für x ∈ I ∖Q und n ≥  sei Yn(x) wie in Satz 2.53 definiert.

Lemma 2.55 Seien x ∈ I ∖Q und n ≥ . Sei m = mn(x). Dann gilt Y+m+(x) ⊂ Dn(x)
oder Y+m+(x) ⊂ Dn(x).

Beweis Nach Definition von m = mn(x) liegt ein Endpunkt a des Intervalls Ym+(x) in
Dn(x), da ja nicht alle Zahlen in Dn(x) dieselben ersten m+  Ziffern in der Kettenbruch-
entwicklung haben. Nun zerfällt Ym+(x) in abzählbar viele Zylindermengen vom Rang
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m + , die sich an einem Endpunkt von Ym+(x) häufen. Ist a dieser Endpunkt, dann liegt
Y+m+(x) zwischen a und x, woraus Y+m+(x) ⊂ Dn(x) folgt. Ansonsten betrachten wir
Ym+(x). Dieses Intervall hat einen Endpunkt b, der zwischen a und x liegt oder gleich a
ist. Da K stückweise monoton fallend ist, häufen sich die abzählbar vielen Zylindermengen
vom Rang m + , in die Ym+(x) zerfällt, jetzt beim Endpunkt b. Es folgt, dass Y+m+(x)
zwischen b und x liegt, woraus Y+m+(x) ⊂ Dn(x) folgt. ◻

Jetzt können wir das gewünschte Resultat beweisen.

Satz 2.56 Für λ-fast alle x ∈ I gilt limn→∞
mn(x)

n =
 log  log 

π .

Beweis Wegen Dn(x) ⊂ Ymn(x)(x) gilt log λ(Dn(x)) ≤ log λ(Ymn(x)(x)), woraus
mn(x)

n ≤

n log λ(Dn(x))/ 

mn(x)
log λ(Ymn(x)(x)) folgt. Wegen λ(Dn(x)) = −n und Satz 2.53 er-

halten wir lim supn→∞
mn(x)

n ≤
 log  log 

π für λ-fast alle x, da mit n ja auch mn(x) gegen
∞ geht.

Lemma 2.55 zeigt, dass Dn(x) ⊃ Y+m̃n(x)(x) ist, wobei m̃n(x) entweder mn(x) + 
oder mn(x) +  ist. Es folgt log λ(Dn(x)) ≥ log λ(Y+m̃n(x)(x)) und daraus dann
mn(x)

n ≥ mn(x)
m̃n(x)


n log λ(Dn(x))/ 

m̃n(x)
log λ(Y+m̃n(x)(x)). Wegen Lemma 2.54 haben wir

λ(Y+m̃n(x)(x)) ≥

 λ(Ym̃n(x)(x)), und es gilt λ(Dn(x)) = −n , womit lim inf n→∞

mn(x)
n ≥

 log  log 
π für λ-fast alle x aus Satz 2.53 folgt. ◻

2.3.3 Stochastische Prozesse

Es sei (X , S, μ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. In der Wahrscheinlichkeitstheorie nennt
man eine Funktion Y ∈ L(μ) Zufallsvariable und das Integral ∫ Y dμ ihren Erwar-
tungswert. Seien T eine maßtreue Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(X , S, μ) und f ∈ L(μ). Durch Yk = f ○ Tk für k ≥  ist eine Folge von Zufallsva-
riablen definiert. Ist m ≥  und sind B , B, . . . , Bm Mengen in der Borel-σ-Algebra BR

von R, dann gilt Y−k (Bk) = T−k( f −(Bk)) = T−(Y−k−(Bk)) für  ≤ k ≤ m und daher
auch μ(⋂m

k= Y
−
k (Bk)) = μ(⋂m

k= Y
−
k−(Bk)), da T maßtreu ist. Eine Folge Y ,Y ,Y, . . .

von Zufallsvariablen mit dieser Eigenschaft nennt man einen stationären stochastischen
Prozess. Der Ergodensatz macht eine Aussage über die fast sichere Konvergenz von

n (Y + Y + ⋅ ⋅ ⋅ + Yn−) für n → ∞. Derartige Konvergenzaussagen nennt man ein star-
kes Gesetz der großen Zahlen. Der Ergodensatz ist somit ein starkes Gesetz der großen
Zahlen für stationäre stochastische Prozesse. Wenn T ergodisch ist, dann erhält man den
Erwartungswert ∫ f dμ als Grenzwert.
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Unabhängige Zufallsvariablen
Der einfachste Fall eines stationären Prozesses ist eine Folge von unabhängigen Zufalls-
variablen, die alle die gleiche Verteilung haben. Ist diese Verteilung diskret und auf einer
endlichen Teilmenge A von R konzentriert, dann ist der Shiftraum AN mit einem Ber-
noullimaß ein geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum. Wenn die Menge A N Elemente hat,
so nehmen wir wie im Abschn. 1.2 über symbolische Dynamik der Einfachheit halber an,
dass A = {, . . . ,N − } ist.

Satz 2.57 Es sei Σ+N der einseitige N-Shift. Seien π = (πi)i=,... ,N− ein stochastischer Vek-
tor und μ das π-Bernoullimaß auf Σ+N. Die Shifttransformation σ ist dann stark mischend
und daher auch ergodisch.

Beweis Siehe Aufgabe 14. ◻

Das starke Gesetz der großen Zahlen folgt jetzt aus Satz 2.57 und dem Ergodensatz. Ist
μ das π-Bernoullimaß auf dem Shiftraum Σ+N und f ∈ L(μ), dann konvergiert 

n (Y+Y+

⋅ ⋅ ⋅ + Yn−) für n →∞ fast sicher gegen ∫ f dμ, wobei Y ,Y ,Y, . . . der durch Yk = f ○ σ k

für k ≥  definierte stochastische Prozess ist. Wählt man insbesondere das Alphabet A als
Teilmenge von R und definiert f durch f (i i i . . . ) = i, dann sind die Zufallsvariablen
Y ,Y ,Y, . . . unabhängig und haben alle die durch den stochastischenVektor π bestimmte
Verteilung, da ja μ(⋂m

k= Y
−
k (ik)) = μ([i i . . . im]) = ∏

m
k= πik = ∏

m
k= μ(Y−k (ik)) für

alle k ≥  und alle i, i , . . . , im ∈ A gilt. Wir haben somit ein starkes Gesetz der großen
Zahlen für unabhängige Zufallsvariablen gefunden.

Dieses Beispiel lässt sich leicht verallgemeinern. Sei ν ein beliebiges Wahrscheinlich-
keitsmaß auf der Borel-σ-AlgebraBR in R. Man kann dann den Produktraum (X , S, μ) =
(R,BR , ν)N definieren. Für x = (x , x , x , . . . ) ∈ X = R

N sei σ(x) = (x , x, x , . . . ).
Dann ist σ eine maßtreue Transformation auf (X , S, μ). Die Menge E = {A × A × ⋅ ⋅ ⋅ ×

An×R×R×⋅ ⋅ ⋅ ∶ n ≥ , A ,A , . . . ,An ∈ BR} ist ein Semiring, der die σ-Algebra S erzeugt.
Wie im Beweis von Satz 2.57 zeigt man, dass μ(σ−n(U) ∩ V) = μ(U)μ(V) für beliebige
Mengen U und V aus E gilt, wenn n nur groß genug ist. Es folgt, dass die Transformation
σ auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ) stark mischend und daher auch ergodisch
ist. Ist f ∶X �→ R definiert durch f (x, x , . . . ) = x und Yk = f ○ σ k für k ≥ , dann sind
die Zufallsvariablen Y ,Y ,Y, . . . unabhängig und haben alle die Verteilung ν. Aus dem
Ergodensatz folgt jetzt, dass 

n (Y+Y+⋅ ⋅ ⋅+Yn−) für n →∞ fast sicher gegen ∫ f dν kon-
vergiert. Das ist ein starkes Gesetz der großen Zahlen für unabhängige Zufallsvariablen,
die alle Verteilung ν haben.

Markovketten
Sei A eine N-elementige Menge, P eine stochastische A × A-Matrix und π ein stochasti-
scher Vektor, sodass πP = π gilt. Wie wir in Abschn. 1.3 gesehen haben, ist dadurch ein
Wahrscheinlichkeitsmaß μ auf der Borel-σ-Algebra BAN des einseitigen Shiftraums AN
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gegeben. Wir haben es (π,P)-Markovmaß genannt. Für n ≥  und i, i, . . . , in ∈ A gilt
μ([i i . . . in]) = πiPi iPi i . . .Pin− in .

Ist f ∶Σ+N �→ A durch f (i i i . . . ) = f (i) definiert und Yn = f ○ Tn für n ≥ , dann
nennt man den stochastischen Prozess Y ,Y ,Y, . . . eine Markovkette mit Zustandsraum
A und Übergangsmatrix P.

Wir können annehmen, dass πi >  für alle i ∈ A gilt. Ist das nicht erfüllt, dann können
wir es erreichen, indem wir zum Zustandsraum E = {i ∈ A ∶ πi > } übergehen. Da π
ein stochastischer Vektor ist, kann E nicht leer sein. Ist i ∈ E und j ∈ A ∖ E, dann gilt
πi >  und π j = , sodass Pi j =  wegen ∑k∈A πkPk j = π j gelten muss. Wir können daher
den Vektor π und die Matrix P auf die Menge E einschränken und erhalten dadurch einen
stochastischen Vektor π̃ und eine stochastische E × E-Matrix P̃, für die π̃P̃ = π̃ und π̃i > 
für alle i ∈ E gilt.

Im Folgenden nehmen wir wiederum ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, dass
A = {, . . . ,N − } und AN = Σ+N ist. Wir bezeichnen die Borel-σ-Algebra BΣ+N von Σ+N
mit B.

Wir wollen die Ergodizität der Shifttransformation σ auf demWahrscheinlichkeitsraum
(Σ+N ,B, μ) zu untersuchen. Dazu beginnen wir mit einem Satz über die Konvergenz der
Mittelwerte der Potenzen von P, den wir anschließend beim Beweis der Ergodizität ver-
wenden.

Satz 2.58 Sei μ das durch die stochastische Matrix P und den stochastischen Vektor π
definierte Markovmaß auf dem Shiftraum Σ+N. Wenn alle Koeffizienten von π positiv sind,
dann existiert Q = limn→∞


n ∑

n−
k= P

k . Weiterhin ist Q eine stochastische Matrix, für die
πQ = π und Q = QP = Q gilt. Ist die Shifttransformation σ ergodisch, dann ist jede Zeile
von Q gleich π.

Beweis Seien i und j in A. Wir setzen A = [i] und B = [ j]. Für k ≥  gilt dann μ(A ∩

T−k(B)) = ∑i∈A∑i∈A ⋅ ⋅ ⋅ ∑ik−∈A μ([i i i . . . ik− j]) = πiP
k
i j . Aus dem Ergodensatz folgt,

dass limn→∞

n ∑

n−
k= B ○ Tk = E(B ∣Bσ) fast sicher gilt, wobei Bσ ⊂ B die σ-Algebra der

shiftinvarianten Borelmengen ist. Multipliziert man diese Gleichung mit A und wendet
den Satz über dominierte Konvergenz an, so erhält man limn→∞


n ∑

n−
k= μ(A∩ T−k(B)) =

∫ AE(B ∣Bσ) dμ. SetztmanQi j =

πi ∫ AE(B ∣ Iσ) dμ, dann ist limn→∞


n ∑

n−
k= P

k
i j = Qi j

gezeigt. Ist die Shifttransformation σ ergodisch, dann gilt E(B ∣Bσ) = μ(B) = π j, woraus
∫ AE(B ∣Bσ) dμ = πiπ j und Qi j = π j folgt. Das bedeutet, dass jede Zeile der Matrix Q
gleich π ist.

Für n ≥  sei Rn = 
n ∑

n−
k= P

k . Für die Matrix Q gilt dann Q = limn→∞ Rn . Da die
Koeffizienten von P nichtnegativ sind, gilt das auch für alle Rn und damit auch fürQ. Des
Weiteren gilt πP = π. Da P eine stochastische Matrix ist, gilt auch Pe = e für den Vektor
e, dessen Koeffizienten alle  sind. Es folgt πRn = π und Rne = e für n ≥  und daraus
dann πQ = π und Qe = e. Insbesondere ist Q eine stochastische Matrix. Weiterhin gilt
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RnP = Rn −

nP+ 

nP
n für n ≥ . Da die Koeffizienten von Pn im Intervall I liegen, erhalten

wir QP = limn→∞ RnP = limn→∞ Rn = Q. Aus dieser Gleichung folgt jetzt QPk = Q für
alle k ≥  und damitQRn = Q für alle n ≥ . Daraus ergibt sichQ = limn→∞QRn = Q. ◻

Satz 2.59 Sei μ das durch die stochastische Matrix P und den stochastischen Vektor π
definierte Markovmaß auf dem Shiftraum Σ+N. Der Vektor π habe positive Koeffizienten,
sodass die Matrix Q = limn→∞


n ∑

n−
k= P

k existiert. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent.

(1) Die Shifttransformation σ ist ergodisch.
(2) Alle Zeilen der Matrix Q sind gleich π.
(3) Die Matrix P ist irreduzibel (Definition 1.31).

Beweis Die Implikation (1) ⇒ (2) wurde bereits in Satz 2.58 gezeigt. Es gelte (2). Würden
i und j in A existieren mit Pn

i j =  für alle n ≥ , dann würde Qi j =  folgen und daraus
π j =  wegen (2). Dieser Widerspruch zeigt, dass für jedes i und j in A ein n existiert mit
Pn
i j > , womit (3) gezeigt ist.
Es gelte (3). Wir zeigen zuerst, dass Q positive Koeffizienten hat. Sei i ∈ A beliebig. Da

Q nach Satz 2.58 stochastisch ist, existiert ein k ∈ A mit Qik > . Ist jetzt j ∈ A beliebig,
dann existiert ein n ≥  mit Pn

k j > . Da Q = QPn nach Satz 2.58 gilt, erhalten wir Qi j > .
Damit ist gezeigt, dass alle Koeffizienten von Q positiv sind.

Sei jetzt j ∈ A beliebig und mj = maxi∈AQi j . Ist u ∈ A so gewählt, dass mj = Qu j gilt,
dann haben wir mj = Qu j = ∑i∈AQuiQi j ≤ ∑i∈AQuim j = mj , da Q nach Satz 2.58 sto-
chastisch ist undQ = Q erfüllt. Es folgtQi j = mj für alle i ∈ A, sonst würde∑i∈AQuiQi j <

∑i∈A Quim j gelten, da ja alle Koeffizienten von Q positiv sind. Schließlich erhalten wir
mj = ∑i∈A πimj = ∑i∈A πiQi j = π j, da π = πQ nach Satz 2.58 gilt. Somit ist Qi j = π j

für alle i und j in A gezeigt. Das ist (2).
Um die Implikation (2) ⇒ (1) zu zeigen, gehen wir vor wie im Beweis von Satz 2.57.

Die Menge E = {[i i . . . in] ∶ n ≥ , i, i, . . . , in ∈ A} ist ein Semiring, der die
Borel-σ-Algebra B von Σ+N erzeugt. Seien U = [uu . . .um] und V = [vv . . . vk]
beliebigeMengen aus E . Es gilt μ(U) = πuPuu . . .Pum−um und μ(V) = πvPvv . . .Pvk−vk .
Für n ≥ k ergibt sichwie imBeweis von Satz 2.57, dass μ(σ−n(U)∩V) = πvPvv . . .Pvk−vk ⋅

Pn−k
vk u

Puu . . .Pum−um gilt. Es folgt limr→∞


r−k ∑
r−
n=k μ(σ−n(U)∩V) = πvPvv . . .Pvk−vk ⋅

Qvk uPuu . . .Pum−um aus der Definition der Matrix Q. Da wir (2) voraussetzen, ist auch
Qvk u = πu erfüllt. Wir erhalten somit, dass limr→∞


r ∑

r−
n= μ(σ−n(U)∩V) = μ(U)μ(V)

gilt. Nach Satz 2.20 ist σ ergodisch und (1) ist gezeigt. ◻

Die stochastische N × N-Matrix P sei irreduzibel. Ist π ein stochastischer Vektor mit
πP = π, dann gilt πi >  für alle i ∈ A, da für alle i und j in A ein n ≥  mit Pn

ji > 
existiert und wegen ∑u∈A πuP

n
ui = πi auch πi >  gelten muss, wenn π j >  gilt. Ist μ das
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(π,P)-Markovmaß, dann besagt Satz 2.59, dass die Shifttransformation σ auf dem Raum
(Σ+N ,B, μ) ergodisch ist.

Die Matrix P heißt aperiodisch, wenn Pn für alle n ≥  irreduzibel ist. In diesem Fall
kann man zeigen, dass limn→∞ Pn

i j = π j für alle i , j ∈ A gilt. Für U = [uu . . .um] und
V = [vv . . . vk] beweist man dann wie im letzten Teil des Beweises von Satz 2.59, dass
limn→∞ μ(σ−n(U) ∩ V) = μ(U)μ(V) gilt. Nach Satz 2.20 ist σ stark mischend.

Wenn σ auf demWahrscheinlichkeitsraum (Σ+N ,B, μ) ergodisch ist, so hat für jedes f ∈
L(μ) der reellwertige stochastische Prozess (Yk = f ○ σ k)k≥ aufgrund des Ergodensatzes
die Eigenschaft, dass 

n (Y+Y+⋅ ⋅ ⋅+Yn−) für n →∞ fast sicher gegen ∫ f dμ konvergiert.
Wennwir statt derMengeA = {, . . . ,N−}wiederum eine beliebige endliche Teilmen-

ge vonR betrachten, so folgt aus Satz 2.59 und dem Ergodensatz, dass jeder Markovprozess
(Yk)k≥ mit Zustandsraum A und irreduzibler Übergangsmatrix das starke Gesetz der
großen Zahlen erfüllt: limn→∞


n (Y +Y + ⋅ ⋅ ⋅ +Yn−) = E(Y) fast sicher, wobei E(Y) der

Erwartungswert der Zufallsvariablen Y ist.

2.4 Aufgaben

Ergodensätze

1. Es seien (X , T) ein topologisches dynamisches System und μ ein T-invariantes Maß auf X.
Zeigen Sie, dass x ∈ ω(x) für fast alle x ∈ X gilt.

2. Rekurrenz vonMengen Es seien (X , S, μ) einWahrscheinlichkeitsraumund T ∶X �→ X eine
maßtreue Transformation. Zeigen Sie, dass es zu jedem E ∈ S mit μ(E) >  ein n mit  ≤ n ≤


μ(E) und μ(E ∩ T−n(E)) >  gibt.

3. Es sei (X , S, μ) einWahrscheinlichkeitsraum.Wenn J ⊂ R+ ein Intervall undψ∶ J �→ R konkav
ist (d. h., wenn ϕ = −ψ konvex ist), dann zeigen Sie die Ungleichung

E(ψ ○ f ∣T) ≤ ψ(E( f ∣T)) (2.11)

für jedes f ∶X �→ J mit f ∈ L(X , S, μ) und ψ ○ f ∈ L(X , S, μ).
4. Es sei T ∶X �→ X einemaßtreue Transformation auf einemWahrscheinlichkeitsraum(X , S, μ).

Beweisen Sie Folgendes:
(a) Eine Funktion f ∶X �→ R ist genau dann ST

μ -messbar, wenn f ○ T = f (mod μ) gilt.
(b) Wenn f ∶X �→ R ST

μ -messbar ist, so existiert eine ST -messbare (und daher T-invariante)
Funktion g ∶X �→ Rmit f = g (mod μ).

5. Sei T ∶X �→ X eine invertierbare maßtreue Transformation auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (X , S, μ). Zeigen Sie, dass für jedes f ∈ L(μ) die Limiten der Mittel 

n ∑
n−
j= f ○ T j und


n ∑

n−
j= f ○ T− j für n →∞ μ-f.ü. übereinstimmen.

6. Es sei (T, T) das in Aufgabe 1.2 (5) definierte topologische dynamische System mit Tx =
x (mod ) für jedes x ∈ T. Des Weiteren sei f = 

[

 ,


 ]
und C ⊂ T die klassische Cantormenge.

Untersuchen Sie den Ausdruck 
n ∑

n−
k= f (T

k
 x) für x ∈ C.

7. Es seien α ∈ R irrational, α = α+

 (mod ) und α = (α , α). Wie in Aufgabe 1.35 definieren

wir Rα ∶T
 �→ T

 durch Rα(x) = x + α (mod ) für jedes x ∈ T.
(1) Zeigen Sie, dass Rα nicht eindeutig ergodisch ist (vgl. Aufgabe 1.35).
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(2) Es seien t ∈ [, ) und Qt = [, t) × [, t) ⊂ T
. Zeigen Sie, dass die ergodischen Mit-

tel 
n ∑

n−
k= Qt ○ R

k
α punktweise gegen eine stetige Funktion ϕt∶T

 �→ R konvergieren, wobei
natürlich ϕt = Eλ(Qt ∣B

Rα
T ) (mod λ) ist.

(3) Bestimmen Sie die Funktion ϕt für verschiedeneWerte von t (z. B. für t = 
 und t = 

 ).
8. Sei T ∶X �→ X eine maßtreue Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ),

und f ∶X �→ R sei eine nichtnegative messbare Funktion mit ∫ f dμ = ∞. Zeigen Sie, dass
limn→∞∑

n−
k= f ○ T

k(x) = ∞ für fast alle x ∈ X gilt.
9. (1) Zeigen Sie, dass limn→∞(


n ∑

n−
k=U

k
T)[ f ] = PT [ f ] für jedes f ∈ L(X , ST , μ) gilt, wobei

PT ∶ L(X , S, μ) �→ L(X , S, μ) der Projektionsoperator auf den abgeschlossenen Teilraum der
UT-invarianten Elemente von L(X , S, μ) ist.
(2) Es seiU∗T ∶ L(X , S, μ) �→ L(X , S, μ) der durch die Formel

⟪UTv,w⟫ = ⟪v,U∗Tw⟫, v,w ∈ L(X , S, μ) (2.12)

definierte zu UT adjungierte Operator. Zeigen Sie, dass U∗TUT die Identitätsabbildung auf
L(X , S, μ) ist, während UTU∗T der Projektionsoperator auf den abgeschlossenen Teilraum

(kerU∗T)
⊥ = {v ∈ L(μ) ∶ U∗Tv = }

⊥ = UT(L(μ)) = Im(UT)

von L(X , S, μ) ist.

Mischungseigenschaften

10. Ergodizität expansiver Automorphismen von T
d Sei A eine d × d-Matrix mit Koeffizien-

ten in Z und Determinante  oder −. Die Transformation TA∶T
d �→ T

d sei wie in Beispiel
2.17 definiert durch TA(x) = Ax (mod ). Beweisen Sie in Verallgemeinerung der Aufgaben 9,
dass TA genau dann expansiv ist (Definition 1.10), wenn A keinen Eigenwert mit Absolutbetrag
 besitzt. Wegen Beispiel 2.17 ist also jeder expansive Automorphismus TA von T

d ergodisch
bezüglich λd .

11. Nichtexpansiver ergodischer Automorphismus von T
 Zeigen Sie, dass die Matrix

A =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

   
   
   
−   

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

einen nichtexpansiven ergodischen Automorphismus TA von T
 definiert.

12. Seien (X , T) ein invertierbares topologisches dynamisches System und μ ∈ M(X)T . Beweisen
Sie, dass für μ-fast alle x die AussageO+T(x) = O

+

T−(x) = OT(x) = ω(x) gilt.
13. Beweis des monotonen Klassensatzes Es seien A eine Mengenalgebra undM die kleinste

monotone Klasse, dieA enthält. Zeigen Sie folgende Aussagen:
(i) C = {C ∈M ∶ X ∖ C ∈M} ist eine monotone Klasse und daher C =M.
(ii) Sei A ∈ A und VA = {B ∈ M ∶ A ∪ B ∈ M}. Dann ist VA eine monotone Klasse, die A

enthält, und daher VA. Dies gilt auch für A ∈M.
(iii)M ist eine Algebra und daher die kleinste σ-Algebra, dieA enthält.

14. Bernoulli-Maße sind stark mischend Es sei N ≥ , und T = σ sei der Shift (1.11) auf dem
Shiftraum X = ΣN in (1.13).Weiterhin sei π = (π, . . . , πN−) ein stochastischerVektor und μ =
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μπ das in Beispiel 1.64 definierte Bernoullimaß, das für jede Zylindermenge m[i i . . . in] durch
μ(m[i i . . . in]) = ∏n

j= πi j gegeben ist. Zeigen Sie, dass σ eine starkmischendeTransformation
auf (X ,BX , μπ) ist.
Hinweis: Wenden Sie Satz 2.20 auf den Semiring E der Zylindermengen an.

15. Sei T einemaßerhaltendeTransformation auf einemWahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ). Zeigen
Sie, dass T genau dann schwach mischend ist, wenn es für jedes Paar A, B ∈ S eine Teilfolge nk
der natürlichen Zahlen gibt sodass limn→∞


n ∣{k ∶ nk < n}∣ =  gilt und die Konvergenz in (2.5)

zumindest auf dieser Teilfolge hält.
Hinweis: Verwenden Sie den Beweis von (2)⇒ (1) in Satz 2.24.

16. Beweisen Sie, dass die Gleichung (2.6) für jedes α ∈ R ∖ Z gilt.
Hinweis: Es sei α ∈ R ∖ Z rational und von der Form α = p

q mit p und q teilerfremd. Beweisen
Sie, dass in diesem Fall die durch S(x , j) = (Tx , j+ p (mod q)) gegebene Transformation S auf
X ×Z/qZ ergodisch bezüglich des Maßes ν = μ⊗ ρ ist, wobei ρ das gleichverteilteWahrschein-
lichkeitsmaß auf Z/qZ ist.

17. Es sei T eine maßtreue Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ). Zeigen
Sie, dass T genau dann schwach mischend ist, wenn für jede ergodische Transformation S auf
einemWahrscheinlichkeitsraum (Y ,T, ν) auch T × S ergodisch bezüglich μ ⊗ ν ist.

18. Es seien (X , S, μ, T) ein invertierbares maßerhaltendes System und T ⊂ S eine strikt invariante
Teil-σ-Algebra. Beweisen Sie, dass der in Beispiel 2.31 beschriebene Faktor (X ,T, μ, T) inver-
tierbar ist.
Wenn also P eine Zerlegung von X und TP die von ⋃∞j=(⋁

j
i=− j T

−iP) erzeugte σ-Algebra ist,
so ist der Faktor (X ,TP , μ, T) invertierbar.

19. Es sei ϕ∶Σ+ �→ T die in (1.17) definierte topologische Faktorabbildung. Außerdem seien μ das
durch den stochastischenVektor π = (  ,


 ) definierte Bernoullimaß auf Σ+ (vgl. Beispiel 1.64)

und λ das Lebesguemaß auf T. Zeigen Sie, dass ϕ ein Isomorphismus der maßerhaltenden dy-
namischen Systeme (Σ+ ,BΣ+ , μ, σ) und (T,BT , λ, T) ist.

20. Es seien (X , S, μ, T) ein maßerhaltendes dynamisches System und (X′ , S′ , μ′, T ′) ein Faktor
von (X , S, μ, T). Zeigen Sie Folgendes:
(a) Wenn (X , S, μ, T) ergodisch, mischend oder schwach mischend ist, so gilt dies auch für
(X′ , S′ , μ′ , T ′).

(b) Wenn (X , S, μ, T) und (X′ , S′ , μ′ , T ′) isomorph sind, so ist (X′ , S′ , μ′ , T ′) genau dann
ergodisch, mischend oder schwach mischend, wenn die analoge Aussage für (X , S, μ, T)
gilt.

21. Totale Ergodizität Einmaßerhaltendes dynamisches System (X , S, μ, T) (bzw. einemaßtreue
Transformation T auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X , S, μ)) heißt totalergodisch, wenn
(X , S, μ, Tk) für jedes k ≥  ergodisch ist. Beweisen Sie, dass jedes schwach mischende ma-
ßerhaltende dynamische System totalergodisch ist und dass ein ergodisches maßerhaltendes
dynamisches System (X , S, μ, T) genau dann totalergodisch ist, wenn T keinen Eigenwert γ ≠ 
besitzt, der eine Einheitswurzel ist.
Hinweis: Nehmen Sie an, dass T ergodisch ist, dass aber Tk für ein k >  nicht ergodisch ist, und
betrachten Sie den Faktor (X , STk

, μ, T).
22. Es sei (X , T) ein topologisches dynamisches System, und μ sei ein T-invariantes Wahrschein-

lichkeitsmaß auf BX . Weiterhin sei (X̃ , σ) das in Aufgabe 1.47 definierte invertierbare topolo-
gische dynamische System und π∶ X̃ �→ X die dort definierte Faktorabbildung. Beweisen Sie,
dass es auf BX̃ ein shiftinvariantes Wahrscheinlichkeitsmaß μ̃ mit (π)∗ μ̃ = μ gibt. Damit ist
also das maßerhaltende dynamische System (X ,BX , μ, T) ein Faktor des invertierbaren maßer-
haltenden dynamischen Systems (X̃ ,BX̃ , μ̃, σ)mit der Faktorabbildung π∶ X̃ �→ X.
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23. Homomorphismenund Isomorphismen vonMaßalgebren Es seien (X , S, μ)und (Y , S′, μ′)
Wahrscheinlichkeitsräume und ϕ∶X �→ X′ eine messbare und maßerhaltende Abbildung.
(a) Für jedes A ∈ S bezeichnen wir mit [A] = {B ∈ S ∶ μ(A△ B) = } die Äquivalenzklasse

der Menge A. Zeigen Sie, dass für alle A, B ∈ S die Operationen [A] ∪ [B] ∶= [A ∪ B],
[A] ∩ [B] ∶= [A ∩ B] und [A] ∖ [B] ∶= [A ∖ B] wohldefiniert sind und dass die Menge
Sμ = {[A] ∶ A ∈ S}mit diesen Operationen die Axiome einer σ-Algebra erfüllt.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung ϕ∶X �→ X′ einen Homomorphismus Φ∶S′μ′ �→ Sμ indu-
ziert.12 Falls ϕ invertierbar ist, so ist dieser Homomorphismus ein Isomorphismus.

Anwendungen der Ergodensätze

24. Beweisen Sie, dass eine Folge (xn)n≥ in T = [, ) genau dann gleichverteilt ist, wenn
limn→∞


n ∑

n−
k= I(xk) = λ(I) für jedes Intervall I ⊂ [, ) gilt (vgl. Aufgabe 1.36).

25. Sei P = (Pi j) eine strikt positive stochastischeN × N-Matrix.
(1) Zeigen Sie, dass es ein γ <  gibt, sodass ∣∑N−

i= aiPi j ∣ ≤ γ∑N−
i= ∣ai ∣Pi j für alle j = , . . . , N−

und alle Vektoren (a, . . . , aN−) ∈ RN mit∑N−
i= ai = .

(2) Sei Δ = {x = (x , . . . , xN−) ∈ RN ∶ xi ≥  und ∑N−
i= x = }. Zeigen Sie, dass P∶Δ �→ Δ

eine Kontraktion ist mit ∥xP − yP∥ ≤ γ∥x − y∥ für alle x , y ∈ Δ. Schließen Sie daraus, dass es
einen eindeutigen stochastischen linken Eigenvektor π von P gibt, für den limn→∞ vPn = π für
alle v ∈ Δ gilt.
(3) Verallgemeinern Sie die obigen Aufgaben (1) und (2) auf stochastischeMatrizen P, für die
es ein n ≥  gibt, sodass Pn strikt positiv ist.

26. Es seien α , β ∈ R∖Q. Zeigen Sie, dass die Folge ((αn, βn) (mod )), n ≥ , gleichverteilt in T


ist.
Hinweis: Für α = β ist diese Aussage in Beispiel 2.37 enthalten. Wenn , α , β linear unabhängig
überQ sind, so muss man Beispiel 2.37 verallgemeinern.

12 Das heißt,Φ([A]∪[B]) = Φ([A])∪Φ([B]), Φ([A]∩[B]) = Φ([A])∩Φ([B])undΦ([A]∖[B]) =
Φ([A]) ∖Φ([B]) für alle A, B ∈ S′.



http://www.springer.com/978-3-0348-0633-6


	2 Ergodentheorie
	2.1 Ergodensätze
	2.2 Mischungseigenschaften
	2.3 Anwendungen der Ergodensätze
	2.4 Aufgaben


