Ergodentheorie

In Kap. 1 haben wir stetige Transformationen auf kompakten metrischen Rdumen unter-
sucht, jedoch bereits in mehreren Beispielen invariante Wahrscheinlichkeitsmafle auf der
Borel-o-Algebra des kompakten Raumes gefunden. Damit lassen sich derartige Transfor-
mationen (und v. a. ihr asymptotisches Verhalten) auch mit mafitheoretischen Methoden
beschreiben und untersuchen. In diesem Kapitel lassen wir die Topologie beiseite und
betrachten Transformationen auf abstrakten Mafiraumen. Die Untersuchung derartiger
Transformationen ist Gegenstand der Ergodentheorie. Auf den historischen Ursprung des
Namens ,,Ergodentheorie” werden wir im Anschluss an die Definition 2.12 der Ergodizitit
eingehen.

2.1 Ergodensitze

Wir geben zunichst noch einmal die Definition eines invariantes Maf3es, jedoch in einer
etwas allgemeineren Form.

Es seien X eine Menge, P(X) die Menge aller Teilmengen von X und 8§ ¢ P(X) eine
o-Algebra. Dann nennt man (X, 8) einen messbaren Raum. Wenn y ein Wahrscheinlich-
keitsmafS auf § ist, so stellt (X, 8, y) einen Wahrscheinlichkeitsraum dar. Wenn (Y, T) ein
zweiter messbarer Raum ist, so heif3t eine Abbildung ¢: X — Y messbar (oder (8,7)-
messbar), wenn ¢ (T c 8 gilt. Wenn es eine Bijektion ¢: X —> Y mit ¢(8) = T gibt, so
nennt man die Rdume (X, 8) und (Y, T) isomorph und ¢ ist ein messbarer Isomorphismus
von (X,8) und (Y, 7).

Definition 2.1 (BildmaB und mafBtreue Transformation)

Es seien (X,8,u) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Y,7) ein messbarer Raum und
T:X —> Y eine messbare Transformation. Das durch v(B) = u(T7'(B)), B € 7,
gegebene Wahrscheinlichkeitsmafl v auf der o-Algebra T heif3t Bildmafs von y unter T
und wird mit T,y oder uT " bezeichnet.

M. Einsiedler, K. Schmidt, Dynamische Systeme, Mathematik Kompakt, 47
DOI 10.1007/978-3-0348-0634-3_2, © Springer Basel 2014



48 2 Ergodentheorie

Wenn (X, 8, 4) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T: X — X eine messbare (d. h.
(8, 8)-messbare) Transformation ist, fiir die T, ¢ = p gilt, so nennt man T mafStreu oder
mafSerhaltend und das Maf3 y T-invariant.

Eine mafitreue Transformation T: X —> X ist invertierbar, wenn T' existiert und
messbar ist. Wenn T invertierbar ist, so ist natiirlich auch T~! mafitreu.

Die Invarianz von Maf3en lasst sich auch mit Hilfe von Integralen ausdriicken.

Fir p > 1 wird die Menge aller messbaren reellwertigen Funktionen f auf X, die die
Bedingung [ |f|f du < oo erfiillen, mit £,(u) oder £,(X,8, u) bezeichnet. Der Raum
der messbaren beschrinkten Funktionen f: X — R wird mit Lo, (y) oder Lo (X, 8, u)
bezeichnet. Die Menge der Aquivalenzklassen der Funktionen in £, (y) wird mit L,(u) =
{[f]: f € £P(u)} bezeichnet.!

Fiir [f] € L,(u) bezeichnet man mit ||f|, = (/ [f|? dy)l/p die L,-Norm der Aqui-
valenzklasse [ f] (die natiirlich nicht von der Wahl des Reprisentanten f € [ f] abhingt).
Beziiglich dieser Norm ist L, () ein Banachraum [3, Kapitel VI].

Zumeist betrachten wir £,-Raume reellwertiger Funktionen. Falls wir doch komplex-
wertige Funktionen zulassen miissen, verwenden wir die Bezeichnungen £, (u,C) oder
L,(X,8,u,C) (bzw. L,(u4,C) oder L,(X,8,u,C) fir die entsprechenden Raume von
Aquivalenzklassen).

Obwohl man im Prinzip sorgfiltig zwischen den Funktionenrdumen £, () und den
Raumen L, (¢) der Aquivalenzklassen unterscheiden muss, ist es sowohl in der Maf3theorie
als auch in der Ergodentheorie iiblich, diesen Unterschied nicht in der Notation zum Aus-
druck zu bringen. So spricht man von Elementen von L, () als ,,Funktionen® und schreibt
f € L,(4), auch wenn man eigentlich die Aquivalenzklasse [f] € L,(u) meint. Wenn es
wirklich nétig ist, Funktionen und nicht Aquivalenzklassen zu betrachten, dann nennt man
manchmal eine Funktion f € £,(u) eine Version der Aquivalenzklasse [f] € L,(u).

Satz 2.2 Seien (X, 8, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum, T: X — X eine messbare Trans-
formation und v = T,y das Bildmaf$ von y unter T. Ist f:X — R messbar, dann liegt
foTinLy(u) genau dann, wenn f in L,(v) liegt, und es gilt [ fo Tdu= [ fdv.

Beweis Es gilt [ go T'du = [ gdbv fiir jede messbare nichtnegative Funktion g: X — R
aufgrund der Transformationsformel in [3, Kapitel IV]. (Fiir Elementarfunktionen ist dies
direkt aus den Definitionen ersichtlich. Fiir messbare nichtnegative Funktionen ergibt sich
diese Formel aus dem Satz {iber monotone Konvergenz.)

Wenn nun f:X — R eine beliebige messbare Funktion ist, dann setzen wir f* =
max(f,0) und f~ = max(—f,0) und erhalten so zwei nichtnegative messbare Funktionen

! Wir erinnern daran, dass zwei messbare Funktionen f, g auf X als dquivalent (genauer: als dqui-
valent (mod p)) bezeichnet werden (in Symbolen: f = ¢ (mody) oder f = g p-fii.), wenn

u({x: f(x) # g(x)}) = Oist.
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mit f = f*— f~. Wir haben gesehen, dass [ f*oTdu= [ f*dvund [ f~oTdu= [ f~dv
gilt. Daher sind die Integrale [ f* o T'dy und [ f~ o T'dyu genau dann endlich, wenn
die Integrale [ f*dv und [ f~ dv endlich sind, d.h., f o T liegt in £;(y) genau dann,
wenn f in £;(v) liegt. Auferdem erhalten wir [ fo Tdu= [ ffoTdu- [ f~oTdu=

[ fdv—[fdv=/[ fadv. O

Korollar 2.3 (Invarianz des Integrals) Essei T: X — X eine mafitreue Transformati-
on auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, ). Liegt f in £,(p), dann auch f o T, und

esgilt [ foTdu= [ fdu.

Beweis Da T mafitreu ist, ist T, y = . Somit folgt das Korollar aus Satz 2.2. O

Wir untersuchen jetzt Eigenschaften der Bahnen einer mafitreuen Transformation. Der
folgende Satz gibt Auskunft tiber die Riickkehr typischer Bahnen in eine vorgegebene
Menge.

Satz 2.4 (Poincaréscher Rekurrenzsatz) Sei T: X — X eine mafStreue Transformation
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X, S, u). Sei weiterhin E € 8 und u(E) > 0. Fiir fast
jedes x € E existiert eine unendliche Folge ny < ny < ... in N mit T"(x) € E fiir j > 1.

Beweis Wir setzen A,, = Uz, T(E) fir m > Ound A = N%_, A,,. Dann ist A die
Menge aller x € X mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jedes m > 0 existiert ein k > m mit
T*(x) € E. Somit existiert fiir jedes x € A eine Folge 1, < 1, < ... in N mit T" (x) € E fiir
j > L Es geniigt also y(E \ A) = 0 zu zeigen, was bedeutet, dass fast alle x € E zur Menge
A gehéren.

Wegen T'(A,,) = A,ny1 und der Maf3treue von T muss p(A,,) = y(A,41) gelten und
daherauch u(A,,) = u(Ay) fiir alle m > 1. Des Weiteren gilt A,, > A, fiir m > 0, woraus
wir (A) = im0 #(A,m) = 4(Ag) erhalten. Wegen E c Ay und A c A folgt schliefllich
W(E N A4) < p(Ag ~ A) = u(Ao) - u(A) = 0. 0

Nun stellt sich die Frage nach der Haufigkeit, mit der die Bahn eines Punktes x € X eine
vorgegebene Menge E € 8 besucht. Die Anzahl dieser Besuche in den ersten n Schritten
ist Z;‘;Ol 1¢(T/(x)). Wir interessieren uns fiir die durchschnittliche Hiufigkeit dieser Besu-
che, also fiir lim,,—, o % 2;2—01 1 (T/(x)), falls dieser Grenzwert existiert. Derartige Fragen
werden von den sogenannten Ergodensdtzen beantwortet, die die Mittelwerte von Funk-
tionen f: X — R entlang der Bahnen ,typischer® Punkte im Mafiraum behandeln, d. h.
lim,, e + ¥4 f(T/(x)) fiir typische x € X. Solche Grenzwerte werden oft auch Zeitmittel
genannt.

Zur Charakterisierung dieser Mittel benétigen wir einen wichtigen Begriff aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Definition 2.5 (Bedingte Erwartung)

Es seien (X, 8, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum, f € £;(u) und T eine Teil-o-Algebra
von 8. Eine Funktion g € £;(y), die messbar beziiglich Tist und [ 14gdy = [ 14f du
fiir alle A € T erfiillt, heif3t bedingte Erwartung von f, gegeben 7. Sie wird mit E(f|T)
oder E,(f|T) bezeichnet.

Mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym zeigt man, dass fiir jede Funktion f € £;(u)
und jede Teil-o-Algebra T c 8 eine bedingte Erwartung E(f|7) existiert, die in £;(¢)
liegt (vgl. [3, Kapitel IX]). Aulerdem ist diese bedingte Erwartung fast sicher eindeutig
bestimmt: Wenn zwei Funktionen g und g’ in £,(y) liegen und die Definition einer be-
dingten Erwartung von f erfiillen, dann gilt ¢ = ¢’ (mod y) (d.h. g = ¢’ p-fii.)

Die in Definition 2.5 eingefiihrte bedingte Erwartung E,(-|T) = E(-|7T) hat folgende
Eigenschaften (vgl. z. B. [12, Kapitel 6] oder [18, Kapitel 14]):

(1) Die Abbildung f — E(f|7) ist linear (mod u).

(2) Wenn f >0 (mod u) ist, so istauch E(f|7) > 0 (mod y).

(3) Fir fe £1(X,8, u)und g€ L2(X, T, u) ist E(gf|T) = gE(f,T) (mod ).

(4) Die Einschrinkung der bedingten Erwartung E(-|7T) auf den in L;(X, 8, ) enthal-
tenen Hilbertraum L,(X, 8, i) ist der Projektionsoperator auf den abgeschlossenen
linearen Teilraum L, (X, T, y) c Ly(X, 8, u).

Lemma 2.6 (Jensensche Ungleichung) Es sei (X, S, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Wenn ] c [0, 00) = R, ein Intervall und ¢: ] — R eine konvexe? Funktion ist, so gilt

E(¢o f|T) 2 ¢(E(f]T)).

Insbesondere gilt fiir p € [1, o]

1o 2 IECSHD, 2 [ECAIT)

fir alle f € £,(u). Die bedingte Erwartung ist also auf jedem L, mit 1 < p < co eine
Kontraktion.

Aufgabe 2.7
Beweisen Sie Lemma 2.6.

Hinweis: Ersetzen Sie das Integral im Beweis von [3, Satz V.7] durch die bedingte Erwartung.
Verwenden Sie anschliefend die konvexe Funktion f(¢) = #? fiir p > 1. Fiir p = oo verwenden Sie
die obige Positivititseigenschaft (2).

Fiir den Ergodensatz ist die o-Algebra 8T der T-invarianten messbaren Teilmengen aus
dem folgenden Lemma wichtig.

* Eine Funktion ¢: ] — R ist konvex, wenn ¢(tx + (1-1)y) < td(x) + (1 - t)¢(y) fir0 < t < 1
und x < yin J gilt.
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Lemma 2.8 Seien (X, 8) ein messbarer Raum und T: X — X eine messbare Transfor-
mation. Dann ist 8T = {A € 8§ : T™!(A) = A} eine o-Algebra. Eine Funktion f: X — R
ist genau dann messbar beziiglich 8”, wenn sie messbar beziiglich S istund fo T = f
erfiillt.

Beweis Da T™' mit Mengenoperationen vertauschbar ist, gilt T7!(@) = @, T'(A°) =
(T7'(A)) und TN (U2, A,) = U2, T7(A,) fiir alle Teilmengen A, A,, von X. Daraus
folgt, dass 8" die Eigenschaften einer o-Algebra erfiillt.

Um die zweite Aussage zu zeigen, sei f: X — R eine beliebige Funktion. Fiir f € R
definieren wir die Mengen A; = {x € X : f(x) < t}.

Ist f messbar beziiglich 87, dann gilt A, € 87 fiir alle ¢t € R. Wiirde ein x € X existieren
mit f(T(x)) # f(x), dann kdnnte man ein ¢ € R finden, sodass A, einen der Punkte x
oder T(x) enthilt, den anderen aber nicht. Daraus folgt T™'(A;) # A;, im Widerspruch
zur Annahme dass A; € 87 ist. Damitist fo T = f gezeigt. Die Messbarkeit von f beziiglich
§ folgt wegen 8T c 8.

Ist nun f eine messbare Funktion, die f o T = f erfiillt, dann gilt A; e Sund T7'(A;) =
A; und daher auch A; € 8 fiir alle ¢ € R. Das zeigt, dass f 8T -messbar ist. O

Da man in der Mafitheorie im Allgemeinen nicht zwischen Mengen unterscheidet, die
sich nur um eine Nullmenge (also eine Menge vom Maf3 null) unterscheiden, kann man
auch den Begriff der Invarianz von Mengen unter T abschwichen und Mengen A € 8 be-
trachten, die sich nur um eine Nullmenge von T~'(A) unterscheiden. Das folgende Lemma
besagt, dass das keine wesentliche Anderung des Invarianzbegriffs ist.

Lemma 2.9 Es sei T: X — X eine mafStreue Transformation auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (X, 8, 4). Dann ist 8T = {A € 8§ : u(A & T7'(A)) = 0} eine o-Algebra.

Weiterhin existiert zu jedem A € Sgﬂeine Menge B € 8 mit u(A A B) =0.

Beweis Fiir jede Folge (A, ), in SZ ist

r(Ua,) 2 (UA) < U(T(4,) 2 4,)

nxl nxl1 nxl1
und daher auch U,5; A, € SZ. Des Weiteren ist T/ (X N A) A (XN A) = T"'(A) & Aund
somit X \ A € 8 fiir jedes A € 8. Daher ist 8 | abgeschlossen beziiglich Komplementen

und abzihlbaren Vereinigungen. Da SZ die leere Menge enthalt, ist SPT, eine o-Algebra.
Es sei nun A € 8§ mit u(T7'(A) A A) = 0. Da T mafitreu ist, ist

BT (A) & A) < 3 (T (A) & TI(A)) = 3 w(T(T7(4) & 4)) =0
j=0 j=0
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fiir jedes n > 1. Damit ist auch

u(Aa | JT7(A) <Y u(Aa T (A)) =0

j=2n j=0

fiirjedes n > 0. Wirsetzen A, = Ujs, T7/(A) und Age = Nz An = T7' (Ao ). Dadie Folge
(A) n>o monoton abnehmend ist, erhalten wir aus der Stetigkeit von y, dass y(A A Ay,) =
lim, oo (A & A,) = 0 ist. Damit haben wir eine Menge B = A,, € 8T gefunden, die
p(A A B) = 0 erfiillt. ]

Der folgende Satz wird als punktweiser oder individueller Ergodensatz bezeichnet, da er
die fast sichere punktweise Konvergenz der Zeitmittel zum Inhalt hat. Er wurde im Jahr
1931 von Birkhoff’ bewiesen. Wir geben hier einen neueren Beweis aus [9], der sich durch
seine Kiirze auszeichnet.

Satz 2.10 (Individueller Ergodensatz) Seien T: X — X eine mafStreue Transformati-
on auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, u) und 8T die o-Algebra der T-invarianten
messbaren Teilmengen von X. Fiir jedes f € L,(p) konvergiert das ,ergodische Mittel*
2 272—01 f o T fiir n — oo fast sicher gegen E(f|8T).

Beweis Ist h: X — R eine Funktion, dann definieren wir Sih = Z;‘;& ho T/ fir k > 1und
Soh =0.Sei f e Li(u),e>0und g=f-E(f|8T) - e Esgilt g € £;(y), da mit f auch
E(f|8T) in £1(u) liegt.

Wir wollen zeigen, dass limsup,_, %Sn g fast sicher < 0 ist. Da aus der Bedingung
limsup,_,., +S,g > 0auch limsup,_,  S,g = oo folgt, geniigt es zu zeigen, dass A = {x €
X :sup,,; Skg(x) = oo} eine Nullmenge ist.

Esgilt S g(T(x)) = Sk414(x) — g(x) fir k > 0. Daraus folgt, dass T((x) € A genau dann
gilt, wenn x € A gilt, womit A € 8T gezeigt ist. Fiir n > 1 setzen wir M,, = maXo<k<,, Skg.
Dann ist M,;1(x) = max{0, g(x) + M, (T(x))} und daher auch

My (x) = My(T(x)) = max{-M,(T(x)), g(x)}-

Daraus folgt, dass lim,,_,co Mp41(x) =M, (T(x)) = g(x) fiir alle x € A gilt und dass g(x) <
M (x) = M, (T(x)) < max{0, g(x)} fiir alle n > 1 und x € X erfiillt ist. Nun liegt g in
L1(u), sodasslim, o [ 14(Mys1—M,oT) du = [ 14gdu aus dem Satz iiber dominierte
Konvergenz folgt.

Oben wurde T™'(A) = A gezeigt, d.h. 14 o T = 14. Fiir n > 1ist dann [ 14(M, o
T)du=[(1aoT)(M,oT)dyu = [14M, dyu wegen Korollar 2.3, woraus wir [ 14 (M, —

3 George David Birkhoff (1884-1944) war ein einflussreicher amerikanischer Mathematiker, der v. a.
fiir seinen individuellen Ergodensatz bekannt ist.
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M,oT)dy= [14M,dy— [ 14M, du > 0 erhalten, da M,,,; > M,, unmittelbar aus der
Definition folgt. Damit ist [ 14g dy > 0 gezeigt.

Da Ain 8 liegt, folgt [ 14f du = [ 14E(f|S8") du aus den Eigenschaften der bedingten
Erwartung. Die Definition von g ergibt dann [ 14gdu = —eu(A), woraus pu(A) = 0 folgt.

Es sei nun U, = X \ A. Dann gilt 4(U,) = 1und sup,,, Skg(x) < oo fiir alle x € U,.
Da E(f|8T) messbar ist beziiglich 87, gilt E(f|8T) o T = E(f|8T) nach Lemma 2.8. Es
folgt S, E(f|8™) = E(f|8") fiiralle n > 1. Fiir x € U, istlimsup, , , 1S,g(x) < 0.Nach
Definition von g folgt daraus limsup, ., =5, f(x) < E(f|8")(x) +e.

Dasselbe kann man fiir —f anstelle von f beweisen: Es existiert eine Menge V, c
X mit u(V,) = 1und limsup, ., —+S,f(x) < —E(f|8")(x) + ¢ fiir alle x € V..
Es folgt iminf, e S, f(x) > E(f|8T)(x) - ¢ fiir alle x € V, wegen der Identitit
E(-f|8T) = =E(f|87). Setzt man jetzt G = Nye_; U/ N Noezy Vijms> dann st u(G) =1
und lim, oo =S, f(x) = E(f|8")(x) fiiralle x € G. ]

Als Folgerung aus dem individuellen Ergodensatz erhalten wir den L ,-Ergodensatz, der
im Jahr 1930 von John von Neumann? bewiesen wurde.

Satz 2.11 (L,-Ergodensatz) Sei T:X — X eine maftreue Transformation auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, u) und 8T c 8 die o-Algebra der invarianten Teilmengen.
Sei weiterhin p > 1. Fiir alle f € L,(u) liegt dann E(f |8") ebenfalls in L, (), und es gilt
limy oo 3 £ f o T/ = E(f[8T)], =0.

Beweis Es sei f € £,(). Aus Lemma 2.6 wissen wir, dass E(f|8”) € £, (p) ist.

Firm > 1sei Cp = {x € X : |f(x)| < m} und f,, = flc,. Dann ist lim,,_c |f(x) —
fm(x)|? = 0 fiir alle x € X. Des Weiteren gilt |f - f,|F < |f]? fiir alle m > 1 und
[ 1fIPdp < oo, sodass man aufgrund des Satzes iiber dominierte Konvergenz die Glei-
chung limy, e [ [f = fin|Pdp = 0 erhilt. Damit ist gezeigt, dass lim—co || f = finll, = 0
ist.

Fiir n > 1 und eine Funktion h: X — R sei S, h = Z;-:Ol h o T/ wie im letzten Be-
weis. Sei & > 0 vorgegeben. Es existiert ein m > 1 mit | f - f, |, < 5. Wegen Korollar 2.3 gilt
HfoijmeTij = | f=flp < £ fiiralle j > 1, woraus H%Snf_%snfm lp < %Z;:Ol |foT'~
fm o T'||, < £ fir alle # > 1 mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt. Da die bedingte Er-
wartung eine Kontraktion auf £, () ist (Lemma 2.6), gilt auch |E(f|8")=E(f,n|8")|, =

IECf = fulSDp < 1f = Finllp < 5

*John von Neumann (1903-1957), geboren in Budapest, arbeitete ab 1930 in den USA. Seine Beitra-
ge reichten von der Mathematik (z. B. Mengenlehre, Funktionalanalysis, Ergodentheorie, Geometrie,
numerische Analysis), Physik (z. B. Quantenmechanik, Hydrodynamik, Strémungsdynamik), Oko-
nomie (Spieltheorie), Informatik (u. a. lineares Programmieren, Computerarchitektur, theoretische
Computerwissenschaften) bis hin zur Statistik. Er gilt als einer der bedeutendsten Mathematiker der
jiingeren Geschichte.
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Wegen |f,,| < m ist auch |E(f,|8T)| < m und |f, o T/| < m fir j > 1, woraus
wir |28, fu = E(fin [8T)|? < (2m)? fiir alle n > 1 erhalten. Ebenfalls wegen |f,,| < m
liegt fou in L£1(), sodass lim, oo S, fu = E(fu|8") fast sicher nach Satz 2.10 gilt. Nun
folgt limy—co [ |+, fin = E(fu|8T)|P du = 0 aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz
und daraus dann lim, e | +Sufm — E(f|8")[, = 0. Es existiert also ein ny, sodass
|28, fu = E(fn|8T)|, < £ fiir alle n > ny gilt. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt
dann | 1S, f - E(f|8")], < ¢ fiir alle n > ng. Damit ist lim, .o |+, f = E(f[8")], =0
gezeigt. O

Fir p = 2 ist der Raum L,(u,C) in Satz 2.11 ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
([f1.[g]) = [ f&du. Die durch

Ur[fl=[foT], feLy(u) (2.1)

gegebene lineare Abbildung Ur:L,(y) — L,(p) ist wohldefiniert (da fio T = f0 T
(mod p) ist, wenn f; = f, (mod p) ist), und erfiillt die Bedingung (U;[fi], Ur[f2]) =
(LAL [£21) und [Ur[fi]l2 = [ (/]2 fiir alle fi, f2 € Lo(u).

2.2 Mischungseigenschaften

Die Ergodensitze besagen, dass die Zeitmittel einer Funktion f € £;(¢) unter einer mafi-
treuen Transformation T: X — X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, u) fast si-
cher gegen die bedingte Erwartung E(f|8T) konvergieren. Diese bedingte Erwartung ist
von besonders einfacher Form, wenn die o-Algebra der T-invarianten Teilmengen 8 c §
in der o-Algebra

Ny ={BeS:u(B)e{0,1}} (2.2)

enthalten ist (vgl. Definition 1.78):

Definition 2.12 (Ergodizitat)
Sei (X, 8, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine maf3treue Transformation T: X — X
heifit ergodisch, wenn fiir jedes A € 8T entweder u(A) = 0 oder u(A) =1 gilt.

» Bemerkung 2.13 (Bemerkung zum Wort ,Ergodizitat”) Ist 7: X — X eine mafitreue
ergodische Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, y), so gilt 8 ¢ N,.
Fiir eine Funktion f € £, () ist dann laut dem folgenden Satz 2.14 die bedingte Erwartung
E(f|8") fastsicher gleich dem Integral [ f dy,d.h., das , Zeitmittel“lim,, .o = 775 fo T/
von f entlang der Bahn von x stimmt fiir fast jedes x € X mit dem ,Raummittel“ [ f du
von f iiberein.



2.2 Mischungseigenschaften 55

Ludwig Boltzmann formulierte das Prinzip ,,Zeitmittel = Raummittel“ fiir eine Klasse
von mechanischen Systemen, die von dufleren Einfliissen isoliert sind und sich im Gleich-
gewichtszustand befinden. Unter der Voraussetzung, dass jedes Teilchen des Systems alle
im System unter Erhaltung der Energie moglichen Zustinde durchlduft (Boltzmann be-
zeichnete derartige Systeme als ,,Ergoden”) besagt Boltzmanns Postulat, dass die Wahr-
scheinlichkeit eines bestimmten Zustands (oder einer Menge von Zustidnden) eines Teil-
chens proportional zum Prozentsatz der Zeit ist, die das Teilchen in diesem Zustand (oder
in dieser Menge von Zustinden) verbringt.

Boltzmanns Begrift der Ergode wurde schon bei seinem Erscheinen im Jahr 1884 als zu
restriktiv kritisiert und wird heute durch den Begriff der Ergodizitit im Sinne der Definiti-
on 1.78 ersetzt. Der individuelle Ergodensatz ist die exakte Interpretation von Boltzmanns
Postulat fiir ergodische Systeme — allerdings eben nur fiir fast jedes Teilchen des Systems
und nicht fiir jedes Teilchen.

Zur Frage der Giiltigkeit von Boltzmanns Postulat fiir jedes Teilchen des Systems (d. h.
fiir jeden Punkt unseres Raumes X) verweisen wir auf Abschn. 2.3.1.

Fir eine ergodische Transformation ist also der in den Ergodensdtzen auftretende
Grenzwert bereits durch das Integral bestimmt. Die folgenden Satze 2.14 und 2.18 charak-
terisieren wichtige Eigenschaften ergodischer Transformationen.

Satz 2.14 (Erste Charakterisierung der Ergodizitit) Sei T: X — X eine mafStreue
Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, p). Die folgenden Aussagen
sind dquivalent.

(1) T ist ergodisch.

(2) Fiir A € 8 mit u(T™'(A) & A) = 0 gilt entweder u(A) = 0 oder u(A) =1.

(3) Ist f: X —> R eine messbare Funktion und f o T = f (mod p), dann ist f fast sicher
konstant.

(4) Ist f: X —> R eine beschrinkte messbare Funktion und f o T = f (mod u), dann ist
f fast sicher konstant.

Beweis Die Implikation (1) = (2) folgt aus Lemma 2.9.

Um (2) = (3) zu zeigen, seien f: X —> R messbarund fo T = f (mod u). Fiir a € R sei
C,={x e X: f(x) < a}. Wenn f nicht konstant (mod y) ist, dann gibt es ein a € R mit
#(C,) >0und u(X~C,) >0.Wegen foT = f (mod ) giltjedoch u(T'(C,) A C,) =0,
woraus wegen (2) entweder u(C,) = 0 oder u(C,) = 1 folgt. Dieser Widerspruch be-
weist (3).

Die Implikation (3) = (4) ist offensichtlich. Wenn schliefilich (4) gilt und A in 8T liegt,
danngilt14 0 T = 14 und daher (wegen (4)) 14 = 0 fast sicher oder 1, = 1fast sicher. Daraus
folgt u(A) = 0 oder u(A) =1, womit (1) gezeigt ist. ]
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Wir wenden Satz 2.14 auf Transformationen des n-dimensionalen Torus an.

Satz 2.15 Seien & = (ay,...,ay) € R? und A eine d x d-Matrix mit Koeffizienten in 7.
und Determinante 1 oder —1. Fiir jedes m = (my,...,my) € Z% \ {0} sei entweder die
Menge {mAF : k € Z} unendlich, oder es gelte

k

|
—

(mA, &) ¢ Z,
0

J
wenn mAX = m fiir ein k > 1ist. Dann ist die Transformation T(x) = Ax + « (mod1) auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (T%, Bra, A%) ergodisch.

Beweis Im Sinne der Bemerkungen auf Seite 48 unterscheiden wir nicht zwischen Funk-
tionen und Aquivalenzklassen in L, (T%, Bya, A%, C).
Fiir jedes m = (m,,...,my) € Z9 betrachten wir die bereits in (1.32) eingefiihrte Funk-

tion fi(x) = e*™ Zjam x = (x15...,%g) € T Fiir m,m’ € Z gilt

1 fir m=m/,

0 fir m#m/,

<<fm’fm’>> = {

wobei (f, g) = [ fgdA? das Skalarprodukt in L,(A%, C) ist. Damit bilden diese Funktio-
nen ein Orthonormalsystem in L, (A%, C). Wie wir in Aufgabe 1.35 gesehen haben, liegen
die endlichen komplexen Linearkombinationen dieser Funktionen dicht in C(T¢) und
daher auch in L,(A%,C). Daraus folgt, dass {f, : m € Z%} eine Basis (genauer gesagt:
ein vollstindiges Orthonormalsystem) des Hilbertraums L,(A%, C) bilden. Wie man leicht
nachrechnet, ist Ur(fin) = fmo T = ez”i(m’“)fmA fiir jedes m € Z¢.

Es sei nun g:T¢ — R eine beschrinkte messbare Funktion, die g o T = g (mod A%)
erfillt. Dann liegt g in L,(A%) ¢ L,(A%,C) und kann daher auf eindeutige Weise in der
Basis { fin : m € Z¢} entwickelt werden:

€= Y, Cmfm (2.3)
meZ4
wobei ¢ = (g fum) = [ §fm dA? = [ g f-m dA? fiir jedes m € Z ist und wobei die Summe
in (2.3) in der L,-Norm konvergiert und die Bedingung | g[3 = Y ez |em|* erfiillt. Die
Darstellung (2.3) ist natiirlich nichts anderes als die Entwicklung von g als Fourierreihe. Da
Uy eine Isometrie auf L, (A%, C) ist, gilt

g: Z Cmfm :go T: Z Cmfmo T: Z CmeZHi(m,‘X)fmA'
meZ4 meZ4 meZ4
Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung (2.3) gilt cma = cme?™ ™ fiir alle m € Z.
Wenn nun m € Z% \ {0} ist, so gilt |cy| = |cm| fiir alle n € {mA* : k € Z}. Wenn die
Menge {mAF : k € Z} unendlich ist, dann folgt ¢y, = 0 wegen ¥ ez |cm|? < o0.
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Wenn mAF = m fiir ein k > 1und m € Z¢ \ {0} ist, so ist laut Voraussetzung cms =

bund cpue = oM 27 (mA®) Nach Voraussetzung und mittels Induktion
2mi Zﬁ:&(mAj,a 2mi Zj:é(mAj,a)

CmeZm(m,a

ergibt sich also ¢y = cpar = cme )und e # 1 und daher wieder
Cm = 0. Somit gilt ¢, = O fiir alle m € Z9 \ {0}, womit gezeigt ist, dass g fast sicher konstant

ist. Nach Satz 2.14 ist T ergodisch. O

Beispiel 2.16 (Rotationen auf T¢)

Seien & € R? und Re:T¢ — T? durch Re(x) = x + & (mod1) definiert. Nach Beispiel 1.62 ist
Rq eine mafitreue Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (’]I‘d, B, )Ld). Wihlt man in
Satz 2.15 fir A die Einheitsmatrix, dann erhilt man, dass R, ergodisch ist, wenn ne ¢ Z fiir alle
n € Z% \ {0} ist. Das ist dquivalent zu der schon aus Aufgabe 1.35 bekannten Bedingung, dass
L, &, ..., &g linear unabhingig tiber Q sind.

Beispiel 2.17 (Automorphismen von T¢)

Sei A eine d x d-Matrix mit Koeffizienten in Z und Determinante 1 oder —1. Die Transformation
Ta:T? — T? sei definiert durch T4(x) = Ax (mod1). Nach Beispiel 1.62 ist Ty wiederum ei-
ne mafitreue Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Td, B, 24 ). Wir zeigen, dass die
Transformation T4 ergodisch ist, wenn keiner der Eigenwerte von A eine Einheitswurzel ist. Das folgt
aus Satz 2.15, wenn wir zeigen, dass unter dieser Voraussetzung die Menge {nA* : k € Z} fiir jedes
n € Z4 \ {0} unendlich ist.

Nehmen wir an, die Menge {nA* : k € Z} sei fiir ein n € Z? \ {0} endlich. Dann existieren k
und ! in Z mit k < [ und nA* = nA’. Fiir m = [ - k € N gilt dann nA™ = n. Damit hat A™ den linken
Eigenvektor n # 0 zum Eigenwert 1. Da die Mengen EV(A) und EV(A™) der Eigenwerte von A und
A™ die Bedingung EV(A™) = EV(A)™ = {y™ : y € EV(A)} erfiillen, gibt es ein y € EV(A) mit
y™ =1, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung.

Wenn also keiner der Eigenwerte von A eine Einheitswurzel ist, dann ist die Menge {nA* : k € Z}
fiir jedes n € Z¢ \ {0} unendlich und T} ist nach Satz 2.15 ergodisch.

Fiir topologische dynamische Systeme haben wir in Kap. 1 den Begriff der topologischen
Transitivitdt eingefiihrt, der der Ergodizitit maflerhaltender Transformationen auf Wahr-
scheinlichkeitsrdumen entspricht. Wie in der topologischen Dynamik gibt es auch in der
Ergodentheorie starkere Formen der Transitivitit, die ebenfalls als ,,Mischungseigenschat-
ten” bezeichnet werden. Bevor wir diese formulieren, charakterisieren wir im folgenden
Satz Ergodizitit als eine quantitative Aussage tiber die ,,Mischung® von vorgegebenen Men-
gen A, B € 8§ durch T, d. h. tiber die Zahlen y(T™"(A) N B), n>1.

Satz 2.18 (Zweite Charakterisierung der Ergodizitit) Seien (X,S, u) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und T: X — X eine mafStreue Transformation. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent.

(1) T ist ergodisch.
(2) Es gilt lim 00 = Z;:Ol u(T7(A)nB) = u(A)u(B) fiir alle A, B € 8.
(3) Es gilt lim o0 + Z;':_Ol (T (A)nA) = u(A)? fiir alle A € 8.
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Beweis Um (1) = (2) zu zeigen, nehmen wir zwei Mengen A und B in 8. Da wir (1) vor-
aussetzen, folgt lim,,_, % Z;’:_Ol 1yo T/ = [14du = u(A) fast sicher aus dem Ergodensatz.
Wenn wir mit 15 multiplizieren und den Satz tiber dominierte Konvergenz anwenden, er-
halten wir lim, o + Z;:Ol (T (A) nB) = u(A)u(B). Damit ist (2) gezeigt.

Die Implikation (2) = (3) ist offensichtlich. Um (3) = (1) zu zeigen, sei A € 8T beliebig.
Da wir (3) voraussetzen, ist lim, .o - 375 #(T/(A) N A) = u(A)* erfiillt. Da A in 8"
liegt, gilt T/ (A) N A = Afiir alle j > 0, sodass u(A) = u(A)?* folgt. Also ist u(A) entweder
0 oder 1, und (1) ist gezeigt. O

Definition 2.19 (Mischungseigenschaften)
Es sei (X, 8, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine mafitreue Transformation T: X —
X heif3t schwach mischend, wenn

n—oo ] 4

tim £ S u(179(4) 0 B) - w(A)u(B)] = 0 (9)
j=0

fiir alle A, B € 8 gilt, und stark mischend, wenn
lim u(T7"(A) N B) = u(A)u(B) (2.5)

fur alle A, B € 8 gilt.

Eine stark mischende Transformation ist schwach mischend und eine schwach mischen-
de Transformation ist ergodisch wegen Satz 2.18.

Wir erinnern daran, dass im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie zwei messbare Men-
gen A, B in einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, ) unabhdingig genannt werden, wenn
(A n B) = u(A)u(B) gilt. Die Gleichung (2.5) beschreibt also die asymptotische Unab-
hdngigkeit von T~"(A) und B.

Auch wenn die Definition der schwachen Mischung in (2.4) auf den ersten Blick einen
kiinstlichen Eindruck erweckt, so werden wir in Satz 2.24 sehen, dass dieser Begriff sehr
natiirliche d4quivalente Formulierungen besitzt. In der Tat ist der Begriff der schwachen
Mischung fiir einen grofien Teil der Ergodentheorie weitaus wichtiger als der Begrift der
starken Mischung.

Satz 2.20 Seien (X, 8, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T: X — X eine mafStreue
Transformation. Weiterhin sei € c 8 ein Semiring, der die o-Algebra 8 erzeugt. Wenn
limy oo p(T™"(U) N V) = u(U)u(V) fiir alle U,V € & gilt, dann ist T stark mi-
schend. Wenn lim,_, o + Z;’:_Ol p(T7(U)N V) = u(U)u(V) (bzw. Bedingung (2.4)) fiir
alle U, V € € gilt, dann ist T ergodisch (bzw. schwach mischend).

Beweis Seien V € Eund Dy = {A € 8§ : limyeo y(T"(A) N V) = p(A)u(V)}. Wir
zeigen, dass Dy eine o-Algebra ist, die € enthilt und die daher mit § tibereinstimmt.
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Fir A € Dy gilt w(T"(4%) A V) = u((T"(A))° 0 V) = u(V) - w(T(4) 0 V)
fir jedes n > 0. Damit erhalten wir, dass lim, ., y(T™"(A°) N V) = wu(V) -
limy oo pf(T"(A) N V) = (1= u(A)u(V) = u(A9)u(V), sodass Dy abgeschlossen
beziiglich Komplementbildung ist.

Wenn A = U}, A; eine Vereinigung paarweise disjunkter Mengen in € ist, so gilt
w(T"(A)n V) =% u(T™"(A;) nV) fir n > 1und daher

lim u(T™"(A)nV)

n—oo

lim > u(T™"(A;)nV)
n—oo ]=1

m

> u(ANu(V) = u(A)u(V).

=

Damit enthalt Dy alle endlichen Vereinigungen disjunkter Mengen in €. Da sich jede end-
liche Vereinigung von Mengen in € aufgrund der Eigenschaften eines Semirings auch als
endliche Vereinigung disjunkter Mengen in € schreiben lisst und da Dy unter Komple-
mentbildung abgeschlossen ist, enthilt Dy die von € erzeugte Mengenalgebra.

Seinun (A;);s € Dy eine monotone Folge, sodass entweder A; ¢ Aj,, fiiralle j > 1oder
Aj > Aj fiiralle j > 1 gilt. Wir behaupten, dass dann auch Ujs; A; € Dy beziehungsweise
Njs1 Aj € Dy gilt. Da wir schon wissen, dass Dy unter Komplementbildung abgeschlossen
ist, gentigt es, den aufsteigenden Fall A; c A, fiir alle j > 1zu betrachten. Sei A = U5 A;
und & > 0, dann gibt es ein j > 1 mit (AN A;) < &/3. Daher folgt |u(AnV) - u(A;nV)| <
¢/3undauch |u(T"ANV)-u(T"A;jnV)| < ¢/3fiirallen >1.DaA; € Dy, gibtes ein n,
mit [u(T™"A;nV)-u(A;)u(V)| < e/3fiiralle n > ng, was [u(T"AnV) —u(A)u(V)| < e
zur Folge hat. Daher gilt A € Dy.. Wir haben somit gesehen, dass D eine monotone Klasse®
ist. Wegen des Satzes iiber monotone Klassen (Aufgabe 13) gilt daher, dass Dy = § ist.

Seien jetzt A€ Sund D', = {Be 8 :lim, o u(T"(A) NnB) = u(A)u(B)}. Ganz dhn-
lich wie oben zeigt man, dass D’; eine monotone Klasse ist, die wiederum die von € erzeugte
Algebra enthilt. Nach dem Satz iiber monotone Klassen ist somitlim,,_, o #(T7"(A)NB) =
p(A)u(B) fiir alle A und B in 8 gezeigt, d. h., T ist stark mischend.

Der Beweis der zweiten Aussage tiber Ergodizitit und schwache Mischung ist v6llig ana-
log. O

Beispiel 2.21 (Multiplikation mit 2)
Sei T:T — T, wie in den Beispiel 1.3 durch T(x) = 2x (mod1) definiert. Laut Beispiel 1.61 (2)
ist T eine maf3treue Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (T, B, 1). Wir zeigen mit
Hilfe von Satz 2.20, dass T stark mischend ist.

Seien &, = {[£,21):0<j<2"~1} fir k> 1und € = U2, &. Dann ist € ein Semiring, der

26> ok
die Borel-o-Algebra Bt erzeugt. Seien U und V in € und k und m so, dass U € £,, und V € & gilt.
Sein > k. Dann ist V die disjunkte Vereinigung von 2" Intervallen Vi, Va, ..., Vaui aus €,. Nach

> Eine Mengenfamilie M c P(X) ist eine monotone Klasse, wenn mit jeder monoton nicht abneh-
menden Folge (A;) in M auch Uj5; Aj € M ist und mit jeder monoton nicht zunehmenden Folge
(Aj) auch N5 Aj € Mist.
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Beispiel 1.3 bildet T" jedes dieser Intervalle linear und bijektiv auf [0,1) ab. Daher ist T™"(U) n V;
fir 1 < i < 2" ein Intervall der Linge sa> und T7"(U) n V ist die disjunkte Vereinigung von
2"* Intervallen der Linge . Fiir n > k erhalten wir also A(T"(U) n V) =2"* 1 - L -

2 2m+n 277!
A(U)A(V). Nach Satz 2.20 ist T stark mischend.

Sind (X3, 81, p1) und (X5, 8,, 4 ) Wahrscheinlichkeitsraume, dann ist deren Produkt
(X1 x X5,8; ® 8;, 41 ® yp) wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum (vgl. [3, Kapitel VIII]).
Sind T1: X; — X; und T5: X, — X, mafStreue Transformationen, dann ist auch T; x
Ty: X1x X5 — X1x X, definiert durch (Tyx T5) (x1, x2) = (T1(x1), T2 (x2)), eine maftreue
Transformation.

Um schwache Mischung in einer anschaulicheren Form zu charakterisieren, benétigen
wir noch ein weiteres wichtiges Konzept.

Definition 2.22 (Eigenfunktionen)

Es sei T eine mafitreue Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, u).
Eine messbare Funktion f: X — C, die nicht = 0 (mod ) ist, stellt eine Eigenfunktion
von T mit Eigenwert y € C dar, wenn f o T =yf (mod y) ist.

Aufgaben 2.23 (Eigenschaften von Eigenfunktionen)
Es sei T eine mafitreue ergodische Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, u).
Zeigen Sie Folgendes:

(1) Essei f: X — C eine Eigenfunktion von T mit Eigenwert y. Dann ist |y| = 1 und | f| ist konstant
(mod p).

(2) Wenn f; und f, Eigenfunktionen von T mit demselben Eigenwert y sind, so ist f, ein konstantes
Vielfaches von fi mod ).

(3) Wenn fi und f, Eigenfunktionen von T mit verschiedenen Eigenwerten sind, so ist { fi, f2)) =

[ fifrdu=0.

Satz 2.24 (Charakterisierung der schwachen Mischung) Sei (X, S, ) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und T: X — X eine mafStreue Transformation. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent.

(1) T ist schwach mischend.

(2) Die Transformation T x T auf (X x X,8 ® 8, u ® p) ist ergodisch.

(3) Die Transformation T x T auf (X x X,8 ® S, u ® p) ist schwach mischend.
(4) T ist ergodisch und jede Eigenfunktion von T ist konstant (mod p).

Beweis Wir schreiben S fiir T x T und € fiir § ® 8. Das Produktmaf$ y ® u bezeichnen wir
mit v.

Wir zeigen (1) = (3). Sei § = {A x B : A,B € 8}. Dann ist G ein Semiring, der die
o-Algebra C erzeugt. Fiir Mengen U = Ax Bund V = C x D in G und fir j > 0 gilt
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dann v(S/(U)NV) = u(T7/(A)nC)u(T~7(B)n D). Verwendet man auch, dass v(U) =
p(A)u(B) und v(V) = u(C)u(D) ist, dann erhilt man

LSS A V) = WU (V)] <+ 3 (T (4) 0 C) - w(A)(©)lu(T(B) 1 D)
j=0 j=0

# 2 $ W1 (B) 1 D) - u(B)u(D)|u(A)u(C)
j=0

fiir jedes n > 1. Nun gilt wegen (1), dass lim,_, o, = Z;L_Ol |u(T7(A)nC) - u(A)u(C)|=0
und lim,, .0 % 355 [4(T7/(B) 0 D) - u(B)p(D)| = 0. Daher st

lim % f W(STH(UY V) = w(U)(V)] =0.
j=0

n—oo

Wegen Satz 2.20 ist die Transformation S auf (X x X, €, v) schwach mischend, womit (3)
gezeigt ist.

Da schwach mischende Transformationen immer ergodisch sind, folgt (3) = (2). Wir
zeigen jetzt (2) = (1). Seien A, B € 8. Dann konnen wir (wegen der Annahme in (2))
Satz 2.18 fiir U = A x X und V = B x X und fiir die Transformation S anwenden, woraus
wir

LS W(TIANB) = p(A)u(B)
j=0

fiir n — oo erhalten. Wir kénnen aber auch U = A x A und V = B x B setzen, woraus sich

1 n—1

X W(TTANB) » u(A4)u(B)?
j=0

fiir n — oo ergibt. Damit erhalten wir

tim LS (a0 ) - waum)?
j=0
- lim LS (A0 B -2 (TA R BY(A)p(B) ¢ (A H(B)) =0
j=0

Wir setzen ¢; = |u(T™/AnB)-u(A) u(B)| < 1und wihlen n grof§ genug, sodass + Z;’:_Ol <

& gilt. Dannist [{j: 0 < j < nund cjz- > e2}| < en, und daher gilt

lnic-—lzc-+lzc-<g+s
njzoj n Tns '

cj<e

Nach Definition von ¢, und da A, B € § beliebig waren, folgt nun (1).
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Wir miissen noch zeigen, dass (4) dquivalent zu den ersten drei Bedingungen ist. Wenn
nun (2) gilt, aber T eine nichtkonstante Eigenfunktion f:X — C mit Eigenwert y € C
hat, so ist die durch ¢(x1, x5) = f(x1) f(x2) gegebene messbare Funktion ¢: X; x X, — C
invariant unter T x T, aber nicht konstant (mod ¢ ® y), im Widerspruch zur Annahme (2).
Die Ergodizitit von T folgt unmittelbar aus der Ergodizitit von T x T, da ja mit jeder T-
invarianten Menge A € 8 die Menge A x X, invariant unter T x T wire. Damit ist (2) = (4)
gezeigt.

Um jetzt noch (4) = (2) zu zeigen, argumentieren wir indirekt und verwenden die Spek-
traltheorie kompakter selbstadjungierter Operatoren auf Hilbertraumen (vgl. [4, $§10]). Sei
also F € L)(X x X,8 ® 8,v,C) eine nichtkonstante S-invariante Funktion auf X x X,
wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit [, , Fdv = 0 annehmen diirfen. Wenn

wir Fi(x,y) = 2(F(x,y) + F(y,x)) und F,(x, y) = - (F(x, y) — F(y,x)) setzen, so gilt

F = F, + iF, und Fy(y,x) = Fx(x, y) fir k = 1,2. Damit konnen wir also ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit fordern, dass F auch noch die Bedingung F(y, x) = F(x, y) erfiillt.
Wir definieren nun einen Integraloperator K: L, (X, 8, 4, C) — L,(X, 8, u, C) durch die
Formel

KNG = [ By f () du(y).

Aus dem Satz von Fubini (3, Satz VIIIL.1] folgt, dass fiir y-fa. x € X die Funktion y —
F(x,y) im Ly(X,8, u, C) liegt. Daher ist K(f)(x) fir y-fa. x € X wohldefiniert. Laut
[15, Chapter IV, Exercise 15] oder [21, Chapter 3.2] ist die Abbildung K: L, (X, 8, 4,C) —
L,(X,8, y,C) ein kompakter linearer Operator.

Wir behaupten, dass K # 0 ist. Da man jede Funktion in L,(X x X,8 ® 8§, v,C) in der
L,-norm beliebig gut durch endliche komplexe Linearkombinationen von Indikatorfunk-
tionen 1p,« 5, messbarer Rechtecke B x B, ¢ X x X approximieren kann, gibt es eine solche
Linearkombination G: X x X — C mit [[ F(x, y)G(x,y)du(y)du(x) > 0. Aufgrund
des Satzes von Fubini ist die Funktion x — [ F(x, y)G(x, y) du(y) eine nichttriviale L;-
Funktion auf X. Wegen der speziellen Form von G folgt daraus, dass es eine messbare
Menge B c X mit u(B) > 0 gibt, sodass G(x1, ¥) = G(x3, y) fiir alle x;,x, € B und al-
le y € X gilt und fiir die [ F(x, y)G(x,y)du(y) # 0 fir alle x in einer Teilmenge B’ c B
mit y(B") > 0 ist. Wir wahlen ein x € B’, setzen f(y) = G(x, y) fiir alle y € X und erhalten
K(f)(x) # 0 fiir x € B'. Damit ist C # 0 bewiesen.

Da

(hin fa) = [[ Py A du() B dutx)
- [| AWFGALE) dutx) du(y) = (KL

firalle fi, > € L, (X, 8, u, C) gilt, ist der Operator K selbstadjungiert. Es folgt nun aus der
Spektraltheorie kompakter selbstadjungierter Operatoren (siehe [15, S. 103 f.]), dass K
einen Eigenwert y # 0 und einen zugehorigen endlich-dimensionalen Eigenraum V, =
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ker(KC - y) besitzt. Fiir die konstante Funktion 1 = 1y gilt (K1,1) = [, Fdv = 0, daher
ist1¢ V.
Wir behaupten nun, dass Ur(V,) € V, gilt. Sei also f € V,. Dann ist

KU = [ Fay)f(Ty) du(y) = [ F(TxTy)f(Ty)du(y)
= [ F(Tx)f(30) du(y) = Un(K()(x) = yUr(N ()

fiir y-f.a. x € X nach der Definition von X und Ur, der S-Invarianz von F und Lemma 2.3.
Dabher ist die Einschrankung von Uy auf den Raum V, eine unitire Abbildung auf ei-
nem endlich-dimensionalen Vektorraum und besitzt auf diesem Raum zumindest einen
Eigenvektor f € V). Da die konstante Funktion nicht zu V, gehort, haben wir hiermit ei-
ne nichtkonstante Eigenfunktion von T gefunden. Dieser Widerspruch zu (4) beendet den
Beweis. 0

Beispiel 2.25 (Irrationale Rotationen)

Es seien o € R eine irrationale reelle Zahl und T,: T — T die in Beispiel 1.2 definierte Rotation, die
laut Beispiel 1.61 (1) maflerhaltend auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (T, Br, A) ist. In Beispiel 1.2
sahen wir, dass die in (1.1) definierte Metrik d auf T invariant unter T, ist. Fiir jedes ¢ > 0 ist daher
die Menge D, = {(x, y) € T? : d(x, y) < ¢} invariant unter der Transformation § = Ty x Ty auf dem
Produktraum T x T. Da (A® 1) (D,) = c ist, hat die Transformation S auf (T x T, B2, A ® 1) inva-
riante Borelmengen von beliebigem Mafd ¢ € (0,1], sodass S nicht ergodisch und T, nicht schwach
mischend ist.

Man kann auch Eigenfunktionen verwenden, um zu zeigen, dass irrationale Rotationen nicht
schwach mischend sind: Fiir jedes m € Z erfiillt die Funktion f;,(t) = ¢*™™, t ¢ T, die Gleichung
fmoRy = g2rime fm. Fur m # 0 ist f, also eine nichtkonstante Eigenfunktion, womit R, wegen
Satz 2.24 nicht schwach mischend sein kann.

Der Beweis des nichsten Satzes illustriert nochmals den Zusammenhang zwischen
schwacher Mischung und Eigenfunktionen.

Satz 2.26 Es sei T eine mafStreue Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(X, 8, u). Wenn T schwach mischend ist, so ist fiir jedes irrationale o« € R die Transfor-
mation T x R, auf (X x T, 8 ® By, y ® 1) ergodisch.

Beweis Wirsetzen Y = X x T, T=8 ® Br,v=p®Aund S = T x R,. Wenn S nicht ergo-
disch auf (Y, T, v) ist, so gibt es wegen Satz 2.14 eine S-invariante, beschrinkte Funktion
g:Y — R. Fiir jedes x € X entwickeln wir die Funktion g(x,-): T — R als Fourierreihe
und erhalten die Darstellung

, 1 .
g(x.t) = ¥ ge(x)e™, mit gi(x) = [ g(x.)e ™ an(r)
keZ 0
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firrjedes k € Z.Da g(x,t) = go S(x,t) = g(Tx, t + ) ist, folgt aus der Eindeutigkeit der
Fourierentwicklung der Funktionen g(x,-), dass fiir jedes k € Z fast sicher

gk o T = gk e—27riko¢
gilt. Damit ist also g eine Eigenfunktion von T mit Eigenwert e*"**. Wenn T als schwach

mischend vorausgesetzt ist, ist laut Satz 2.24 (4) g = 0 firk # Ound gy = [ go dy (mod ).
Somit ist g konstant (mod v) und S ist ergodisch. ]

Korollar 2.27 Esseien T eine schwach mischende mafStreue Transformation auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (X, 8, p) und f € £;(¢). Dann gilt fiir jedes irrationale o € R

n—1
lim E > e?ka f(Tkx) = 0 fiir p-fa. x € X. (2.6)

n—-oco n k=0

Beweis Wir definieren (Y,T,v) = (X xT,8 ® Br,p®A)und S = T x R: Y — Y wie
im Beweis von Satz 2.26 und setzen g(x,t) = f(x)e*™!, (x,t) € Y. Da S wegen Satz 2.26
ergodisch ist, folgt aus dem individuellen Ergodensatz 2.10, dass

1 n-1 1 n-1 .
lim — > g(T*x, t + ka) = lim — > e?miltrka) pok )
) 1=
_ eth_ lim — Z eankaf(Tkx) =0
n—-oco 1 k=0
(p ® A)-fii. auf Y ist. Damit ist (2.6) bewiesen. O

Ebenso wie in der topologischen Dynamik spielen auch in der Ergodentheorie Begrifte
wie Faktorabbildung und Isomorphie eine wichtige Rolle. Zunichst aber fithren wir den
Begrift eines mafSerhaltenden dynamischen Systems ein, in Analogie zu den in Kap. 1 be-
sprochenen topologischen dynamischen Systemen (X, T).

Definition 2.28 (MaBerhaltende Systeme)
Wenn (X, 8, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T: X — X eine mafitreue Trans-
formation ist, so bezeichnet man mit (X, 8, y, T) das durch T auf (X, 8, u) definierte
mafSerhaltende dynamische System. Das System (X, 8, y, T) ist ergodisch, schwach mi-
schend oder stark mischend, wenn T ergodisch, schwach mischend oder stark mischend
ist.

Die Definition der Invertierbarkeit eines maflerhaltenden dynamischen Systems
(X,8,u,T) ist etwas allgemeiner als wir es von den topologischen dynamischen
Systemen her kennen. Da T messbar ist, gilt natiirlich immer T7!§ c 8. Im Sinne
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der Mafitheorie nennt man nun das System (X, 8, u, T) invertierbar, wenn T~'§ =
8 (mod p) gilt.

In Satz 5.13 werden wir diese Definition der Invertierbarkeit anhand von Shiftraumen
konkretisieren.

Definition 2.29 (Faktoren)
Wenn (X,8,u, T), (X',8', ', T") maBlerhaltende dynamische Systeme und ¢: X —
X’ eine messbare Abbildung mit den Eigenschaften ¢y = g’ und ¢oT = T'o¢p (mod p)
ist, so nennt man ¢ eine messbare Faktorabbildung und (X', 8', y’, T') einen (messba-
ren) Faktor des Systems (X, 8, u, T).° Ein Faktor (X’,8', ', T") von (X, 8, u, T) ist
trivial, wenn y'(B) € {0,1} fiir jedes B € 8’ gilt.

Wenn die Faktorabbildung ¢: X — X’ die Eigenschaft hat, dass ¢ (8’) = §
(mod ) ist, so nennt man ¢ einen (messbaren) Isomorphismus der Systeme (X, 8, u, T)
und (X', 8', 4, T'), die man dann auch als isomorph bezeichnet.”

Definition 2.30 (Invariante o-Algebren)

Wenn (X, 8, 4, T) ein maflerhaltendes dynamisches System ist, so heifit eine Teil-o-
Algebra T c § invariant, wenn T™'T ¢ T (mod ) gilt. Die o-Algebra T c § ist strikt
invariant, wenn T™'T = T (mod ) gilt.

Beispiele 2.31 (Durch invariante o-Algebren definierte Faktoren)

(1) Es sei (X, 8, u, T) ein maflerhaltendes dynamisches System, und T c 8 sei eine invariante
Teil-o-Algebra (Definition 2.30). Dann ist (X, T, y, T) ein messbarer Faktor von (X, 8, u, T). Als
Faktorabbildung kénnen wir hier die Identitdtsabbildung auf X nehmen.

(2) Es seien (X, 8, y, T) ein mafierhaltendes dynamisches System und P eine Zerlegung von X
(Definition 3.1). Die von U}’zo(\/{:o T~P) erzeugte o-Algebra T ist invariant und definiert einen
messbaren Faktor (X, T%, u, T) von (X, 8, u, T).

23 Anwendungen der Ergodensatze
2.3.1 Eindeutige Ergodizitat und Gleichverteilung
Generische Punkte

Sei y ein T-invariantes Wahrscheinlichkeitsmafd auf der Borel-o-Algebra B x eines topolo-
gischen dynamischen Systems (X, T'). Wir nennen y ein ergodisches Maf, wenn die Trans-

% Die Bedingung ¢o T = T"o¢ (mod u) wird als Aquivarianz (mod ) (oder einfach als Aquivarianz)
von ¢ bezeichnet.

7 Es gibt einen allgemeineren Isomorphiebegriff zwischen malerhaltenden dynamischen Systemen
(X,8,u,T), (X', s, ;4', T'), der nur die Existenz eines dquivarianten Isomorphismus der Maf3alge-
bren §, und SL! voraussetzt. Wir werden auf diese Unterschiede nicht weiter eingehen, verweisen
aber auf Aufgabe 23.
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formation T auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X, By, p) ergodischist. Ist f € C(X) und
n > 1, so schreiben wir M, f ftr % Z;-:Ol foTl.

Definition 2.32 (Generische Punkte)

Seien (X, T) ein topologisches dynamisches System und y ein T-invariantes ergodi-
sches Mafd auf yx von X. Ein Punkt x € X heif3t generisch fiir y, wenn limy_, oo M, f (x) =
[ fdu firalle f € C(X) gilt. Wir bezeichnen die Menge aller y-generischen Punkte
mit G(u).

Satz 2.33 (Die Menge der generischen Punkte) Seien (X, T) ein topologisches dyna-
misches System und p ein ergodisches T-invariantes Maf§ auf Bx. Dann gilt G(p) € By

und p(G(u)) =1

Beweis Fiir g € C(X) sei Gg(p) = {x € X : limyoo M,g(x) = [ gdu}. Es gilt Gg(p) €
By, und aus dem Ergodensatz folgt u(G,(u)) = 1. Sei D eine abzihlbare dichte Teilmenge
von C(X), die wegen Lemma 1.51 existiert, und sei Go(¢) = Nyep G (). Dann gilt auch
Go(p) € By und u(Go(p)) =1.

Seien nun f € C(X) und x € Go(u) beliebig. Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein h € D mit
|f =hlle < 5, woraus [ M, f —~M,h| < 5 fiiralle n > 1folgt. Wegen x € Go(u) und h € D
gilt x € G;(p) und somit lim,_,oc M,h(x) = [ hdy. Es existiert ein ng mit |M,h(x) -
J hdy| < & fiiralle n > ny. Fiir n > ng giltdann |[M,, f (x)— [ fdp| < |M, f(x)-M,h(x)|+
|Muh(x) - [ hdu|+| [ hdu- [ fdy| < e Damit istlim, ... M, f(x) = [ fdu gezeigt,
d.h. x € G(u). Es gilt also Go(¢) = G(u), womit der Satz bewiesen ist. ]

Aufgaben 2.34

(1) Essei N > 2 und y sei ein shiftinvariantes und ergodisches Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf Xy (vgl.
(1.11) und (1.13)). Zeigen Sie, dass es eine Folge (v, ) von shiftinvarianten Wahrscheinlichkeits-
maflen auf Xy mit den folgenden Eigenschaften gibt:

(i) Firjedes n > 1ist v, auf der Bahn eines einzigen periodischen Punktes konzentriert;

(ii) limp—oo v = p in der schwachen®-Topologie.
Hinweis: Es sei x ein generischer Punkt von y (Definition 2.32 und Satz 2.33). Dann exis-
tiert fiir jedes n > 1 ein Punkt x™ ¢ Sy mit 0"(x™) = x und xlgn) = xi fir k =

0,...,n—1. Wenn p,(» dasin 1" konzentrierte Punktmaf ist und v, = % Zz;l pxma*k
das gleichverteilte Maf auf der Bahn von 1" ist, so hat die Folge (v )nz1 die gewiinschten
Eigenschaften.

(2) Esseienpi, ..., um ergodische Mafle in M(Zx)? und v = 33}, r¢ uy eine rationale Konvexkom-
bination der Mafle y;, i = 1,...,m (d.h., die r; sind nichtnegativ und rational und ZZ’;I ri =1).
Zeigen Sie, dass es eine Folge (v, ) von shiftinvarianten und ergodischen Wahrscheinlichkeits-
maflen auf Xy mit den folgenden Eigenschaften gibt:

(i) Firjedes n > 1ist v, auf der Bahn eines einzigen periodischen Punktes konzentriert;
(ii) limy—eo vy = v in der schwachen*-Topologie.
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Wir bemerken folgendes Korollar zu obiger Aufgabe: Der Satz von Krein-Milman (eine
Erweiterung von Satz 1.76, siehe [15, Theorem 3.23]) besagt (unter Verwendung von Satz
1.80), dass fiir jedes topologische dynamische System (X, T) die Menge M(X)T der T-
invarianten Wahrscheinlichkeitsmafle die kleinste schwach*-abgeschlossene konvexe Teil-
menge von M (X) ist, die alle T-invarianten ergodischen Wahrscheinlichkeitsmafle enthilt.
Daraus folgt, dass die rationalen Konvexkombinationen endlich vieler ergodischer Maf3e in
M(Zy)? schwach*-dicht in M(Zy)? liegen. Wegen Aufgabe (2) liegen dann insbesondere
auch die auf der Bahn eines einzigen Punktes konzentrierten Mafle (also spezielle Extre-
malpunkte von M(Z,,)?) schwach*-dicht in M(Zy)°.

Transformationen auf dem Torus
Mithilfe generischer Punkte untersuchen wir nun die eindeutige Ergodizitit von Trans-
formationen auf dem Torus und verwenden diese Resultate fiir Gleichverteilungsaussagen
von Folgen.

Wir beginnen mit einem alternativen Zugang zum Beweis der eindeutigen Ergodizitat
irrationaler Rotationen auf T? in Aufgabe 1.35.

Beispiel 2.35 (Eindeutige Ergodizitit irrationaler Rotationen auf T mittels generischer
Punkte)
Wie in Aufgabe 1.35 sei & = (a1,...,04) € Rd, sodass 1, a1, . . ., &4 linear unabhingig tiber Q sind.
Wir definieren Rqy: T¢ — T durch Rex = x+a (mod 1) fiir jedes x € T. In Beispiel 2.16 haben wir
gesehen, dass Ry auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Td, Brra, /\d) ergodisch ist. Nach Satz 2.33 gibt
es dann mindestens einen generischen Punkt u € T¢. Das bedeutet, dass lim, .o M, f(u) = If d\?
fiir alle f € C(T?) gilt.

Es seienv € TY und f € C(T“) beliebig. Die Abbildung S: T — T, definiert durch S(x) =
x +v—u (mod1), ist stetig, sodass g = f o § in C(T?) liegt. Es folgt limy—.o M,g(u) = [ gdA?.
Nach Beispiel 1.62 ist 14 invariant unter S, sodass [ gd1? = [ f dA? wegen Korollar 2.3 gilt. Da
auch S(T/(u)) = T/(v) fiir alle j > 1 gilt, ist limy—co Maf(v) = [ fdA? gezeigt. Wegen Satz 1.74
ist A/ das einzige Rq-invariante Wahrscheinlichkeitsmaf auf der Borel-c-Algebra Br. von T¢. Das
topologische dynamische System (T, Ry) ist somit eindeutig ergodisch.

Nach Weyl® [19] heifit eine Folge (x,)ns0 in T = [0,1) gleichverteilt, wenn
limy oo L Y120 f(xx) = [ fdA fiir jede Funktion f € C(T) gilt. Allgemeiner nennt
man eine Folge (X, )ns0 in T? gleichverteilt, wenn lim,,_, o - Yioo f(x¢) = [ fdA? fiar
jede Funktion f € C(T?) gilt. In Beispiel 2.35 wurde gezeigt, dass jede Bahn des topolo-
gischen dynamischen Systems (T¢, R, ), d. h. jede Folge (x + na& (mod1)),so mit x € T,
gleichverteilt ist, wenn « die Eigenschaft hat, dass 1, a;, . . ., ay linear unabhingig iiber Q
sind. Als Spezialfall erhilt man das klassische Resultat, dass die Folge (na (mod1)),s in
T = [0,1) gleichverteilt ist, wenn « irrational ist.

% Hermann Weyl (1885-1955) war ein deutscher Mathematiker und mathematischer Physiker, der
lange Jahre in Ziirich und Princeton arbeitete. Er leistete wichtige Beitrage zu vielen Gebieten der
Mathematik und Physik, darunter Analysis, Algebra, Zahlentheorie, Topologie, Differentialgeome-
trie, Relativitdtstheorie, Quantenmechanik und Grundlagen der Mechanik.
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Um weitere Beispiele fiir eindeutig ergodische Systeme und gleichverteilte Folgen zu
finden, beweisen wir folgenden Satz von Furstenberg.’

Satz 2.36 Sei (X, T') ein invertierbares topologisches dynamisches System, das eindeutig
ergodisch ist mit T-invariantem WahrscheinlichkeitsmafS y. Sei A das Lebesguemaf$ auf T
und ¢: X — T eine stetige Abbildung. Wir versehen den Produktraum Y = X x T mit
dem Produktmaf8 v = u®A und definieren die Transformation S: Y — Y durch S(x, t) =
(T(x),t+c(x) (modl)). Dann ist v invariant unter S. Ist v aufSerdem ergodisch, so ist
(Y, S) eindeutig ergodisch.

Beweis Nach dem Satz von Fubini gilt

v(S’l(AxB)):[IA(T(x))le(t+c(x) (mod1)) dA() du(x)

fir A € Bx und B € By. Da A fiir jedes a« € R invariant unter der Translation ¢t ~
t + « (mod1) und y invariant unter T ist, erhalten wir v(S™'(A x B)) = u(A)A(B) =
v(Ax B). Nunist {A x B: A € By, B € Br} ein Semiring, der die Produkt-c-Algebra
Bx ® By erzeugt. Aus Lemma 1.58 folgt, dass v invariant unter S ist.

Wir nehmen jetzt an, dass v ein ergodisches Maf3 unter der Transformation S ist, und
bezeichnen mit G(v) c Y die Menge der v-generischen Punkte.

Fiir s € T sei Vi: Y — Y definiert durch Vi(x,t) = (x,t + s (mod1)). Das Maf§ v ist
dann invariant unter V, da V; ein Spezialfall der Transformation S ist.

Es sei nun (x, 1) € G(v). Fiir alle f € C(Y) gilt lim o0 + Z;-:Ol f(S(x,t)) = [ fdv
und wegen f o V; € C(Y) auch lim, .o % 375 f o Vi(S/(x,1)) = [ f o Vidv. Da
Vi 08 = S oV, gilt und wegen Korollar 2.3 auch [ f o V,dv = [ fdv ist, erhalten
wir limy, 0 + Z]’-‘:_olf(Sj o Vi(x,t)) = [ fdv, womit V,(x,t) € G(v) gezeigt ist. Wir
haben bewiesen, dass V;(G(v)) c G(v) fiir jedes s € T gilt. Daraus folgt aber, dass
G(v) von der Form G(v) = C x T fiir eine Menge C € By ist. Wegen Satz 2.33 gilt
1= 7(G(¥)) = (4 ® )(C xT) = u(C).

Es sei nun p ein beliebiges S-invariantes und ergodisches Wahrscheinlichkeitsmaf3
auf Y. Sei m Y — X die Projektion auf die erste Koordinate und p’ das Bildmaf3 7, p.
Dann ist p’ invariant unter T, daja T o = o S gilt. Da (X, T) eindeutig ergodisch ist,
muss p’ = u gelten. Es folgt p(G(v)) = p(C xT) = p'(C) = u(C) = 1. Wegen Satz 2.33
tiber die Menge der generischen Punkte gilt auflerdem p(G(p)) = 1. Also gibt es einen
Punkt (x, t), der sowohl fiir v als auch fiir p generisch ist. Aus Lemma 1.51 folgt nun p = v,
und Korollar 1.82 zeigt, dass S eindeutig ergodisch ist. ]

° Hillel Furstenberg, geboren 1935 in Berlin, Professor in Jerusalem. Viele der bedeutendsten The-
men der Ergodentheorie und ihrer Verbindungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie, Kombinatorik
und Zahlentheorie entwickelten sich aus seinen Ideen.
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Beispiel 2.37
Seien M(d) die d x d-Matrix mit Koeffizienten M (d);; = 1fiir j < i < j+1und M(d);; = 0 sonst.
Seien a e RY und T = Tia T¢ — T definiert durch

T(x)=M(d)x+a=(x1+a,x2+x1+02,...,% +X4-1 + ¢g) (mod1).

Da M(d) Koeffizienten aus Z und Determinante 1 hat, ist (T, T') nach Beispiel 1.62 ein invertier-
bares topologisches dynamisches System, und das Lebesguemaf A ist invariant unter T. Wir zeigen
mit Hilfe von Satz 2.15, dass 2% ein ergodisches Mafd ist, wenn der erste Koeffizient a; von « irrational
ist.

Sein = (m,...,ng) € Z% ~ {0}. Sei j maximal, sodass nj # 0ist. Ist j = 1, dann ist n =
(n1,0,...,0) und daher nM(d) = nund na = ma; ¢ Q. Ist j > 2, dann hat nM(d)k fir k > 1
an der Stelle j—1 den Koeflizienten #;_; + knj und an der Stelle j den Koeffizienten # j, wie man leicht
mit Induktion beweist. Daher ist die Menge {nM(d)* : k € Z} unendlich. Nach Satz 2.15 ist T eine
ergodische Transformation auf (T, By, 19).

Um die eindeutige Ergodizitdt von T zu beweisen, verwenden wir die Induktion nach d. Wir
wissen bereits, dass T = Ty , fiir jedes d > 1 und jedes & € R mit a; € R \ Q ergodisch ist.

Fird = 1gilt T(x) = x+a1 (mod1). Dawir a; ¢ Qvoraussetzen, wurde die eindeutige Ergodizitit
in Beispiel 2.35 gezeigt. Wir nehmen nun an, dass die eindeutige Ergodizitit fiir Dimension d bereits
gezeigt ist. Wir wihlen ein Element & = (a1,...,a441) € R mit a1 € R\ Q, definieren T =
TdJrL‘,‘:’]I‘dJrl — T%*! wie oben und betrachten T' = Td,ar:’]I‘d — T mita’ = (a1,...,a4). Dann
ist (T¢, T') laut Induktionsvoraussetzung eindeutig ergodisch. Die Transformation T: T x T —
T x T ist von der Form

T(y,t) = (T'(y)s t + ya + ®as1)

firy = (y1,...,y4) € T% und t € T und ist ergodisch, wie wir oben bewiesen haben. Wir wenden
Satz 2.36 auf das topologische dynamische System (T, T”) mit i = AY und ¢(y) = y4 + @441 an und
erhalten, dass (T“*', T) eindeutig ergodisch ist mit invariantem Ma A4 ® A = A4+,

Damit ist die eindeutige Ergodizitit von T = Ty , fiir jedes d > 1und jedes & = (au,...ag) € RY
mit a1 € R \ Q gezeigt.

Wir konnen Beispiel 2.37 verwenden, um die Gleichverteilung von Polynomen modulo 1
zu zeigen. Dazu beweisen wir ein Lemma.

Lemma 2.38 Fiir 1 < k < d sei 7;: T — T die Projektion auf die k-te Koordinate. Ist
(4, ) ns0 eine gleichverteilte Folge in T¢, dann ist (74 (u,,)) 50 eine gleichverteilte Folge
in T.

Beweis Sei f € C(T) beliebig. Da ;. stetig ist, liegt f o 7, in C(T¢). Nach Voraussetzung
gilt lim, oo £ ¥ f 0 mx(u;) = [ f o medA? = [ fd). Das bedeutet, dass die Folge
(mr(u,))ns1 gleichverteilt in T ist. ]

Die Matrix M(d) und der Vektor « seien wie in Beispiel 2.37, wobei jetzt alle Koefhizi-
enten des Vektors & = (ay, ..., ay) null seien auBer «;, das irrational sei. Mittels Induktion
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zeigt man, dass M(d)” fiir n > 1an der Stelle (i, j) den Koeflizienten (ifj) hat, wenn i > j
gilt, und sonst den Koeffizienten 0 (wobei (ﬁ) gleich 0 zu setzen ist, wenn u < v gilt). Sei
T = T, die Transformation aus Beispiel 2.37 und x € T¢. Durch Induktion zeigt man
T"(x) = M(d)"x+ X", M(d)"a& (mod1) und ¥/} (")) = (}) fur alle n > 1. Daraus
ergibt sich ;(T"(x)) = Z}izl (d’_‘j)xj + (%) (mod1). Ist jetzt p(t) = Z}to c;t’ ein Poly-
nom vom Grad d mit ¢; ¢ Q, dann kdnnen wir beginnend mit «; = d!c; ¢ Q der Reihe nach
X1, X2, X3, ...,%4 € R so bestimmen, dass 23'11 (d’ij)x]- + (g)al = p(n) fiir n > 0 erfillt ist.

Zu jedem Polynom p vom Grad d mit hochstem Koeflizienten c¢; ¢ Q gibt es somit
ein a; ¢ Q und ein x € T, sodass p(n) (modl) = my(T"(x)) fur alle n > 0 gilt.
Da das topologische dynamische System (T¢, T') nach Beispiel 2.37 eindeutig ergodisch
ist mit invariantem Wahrscheinlichkeitsmafl A¢, folgt aus Satz 1.74 und der Definition
der Gleichverteilung, dass jede Bahn (T"(x)),so mit x € T¢ gleichverteilt ist. Mit Hil-
fe von Lemma 2.38 erhalten wir dann folgendes Resultat von Hermann Weyl aus dem

Jahr 1916 [19].

Satz 2.39 (Gleichverteilung von Polynomen) Sei p(t) = 2}1:0 ¢t/ ein Polynom vom
Grad d > 1 mit ¢y ¢ Q. Dann ist die Folge (p(n) (mod1)),so gleichverteilt in T.

23.2 Ziffernentwicklungen

Wir haben die Ziffernentwicklung einer Zahl zur Basis 2 mit Hilfe der Transformation
T(x) = 2x (mod1) auf dem Intervall T = [0,1) in Beispiel 1.3 beschrieben. Seien Z; =
[0,3) und Z; = [3,1). Ist x € T und wird iy € {0,1} fiir k > 0 so gewahlt, dass T*(x) € Z;,
gilt, dannist iy i, . . . die Ziffernentwicklung von x zur Basis 2. Nach Beispiel 1.61 ist T eine
maf3treue Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (T, B, A). In Beispiel 2.21
wurde gezeigt, dass T stark mischend und somit auch ergodisch ist. Ist f = 17, dann gibt
das Zeitmittel lim, o + Z;’;OI f(T/(x)) die Frequenz an, mit der die Ziffer 1in der dyadi-
schen Entwicklung von x vorkommt. Wegen [ f d) = 1 besagt der Ergodensatz, dass fiir
A-fastalle Zahlen in [0,1) die Frequenz der Ziffer 1 gleich 3 ist. Im Folgenden werden wir
derartige Fragestellungen fiir 5-Entwicklungen und Kettenbriiche behandeln.

Beta-Entwicklung

Wir untersuchen jetzt Ziffernentwicklungen zu einer Basis § > 1, die nicht ganzzahlig sein
muss. Wir setzen I = [0, 1] und definieren die -Transformation Tg:I — I folgenderma-
Ben:

To(x) - {ﬁx (modl) fir0<x<1, 2.7)

lim, ., Tg(t) firx =1

Fiir B ¢ N erhilt man Tg(x) = fx (mod1) fiir alle x € [0,1]. Fiir 8 € Nist jedoch Tg(1) =
1# B (mod1).
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Die Transformation Tj ist nicht stetig. Fiir § ¢ N ist sie auch dann nicht stetig, wenn
man das Intervall I durch Identifikation seiner Endpunkte als Torus auffasst.

Wenn b = [f - 1] die kleinste ganze Zahl > -1 ist, so setzt man Z,, = [%, "’T”) fiir
0<m<bund Z, = [/3’ 1]. Dann gilt Tg(x) = fx — m fir x € Z,,.

Sei x € I. Wir verfolgen die Bahn {Té‘( x) k> 0} des Punktes x unter Tg und bezeich-

nen fiir jedes k > 0 mit iy das eindeutige Elementvon {0,1,..., b}, fiir das Tk(x) €Z; gilt.
Wegen x € Z;, haben wir Tg(x) = fx —ip, d.h. x = ’/2 + = ( j . Wegen Tﬁ( x) € Z; haben

wir Té( x) = ﬁTﬁ( ) il, woraus x = ’5 + ;;‘ + ﬁ( ) folgt. Fahrt man so fort, so erhilt man

x =Y ﬁlkkﬂ so ergibt sich x = 377, ﬂm
Wir nennen dann q(x) igiyiy ... die f-Entwicklung der Zahl x.
Die 3-Entwicklung der Zahl 1 spielt bei der Untersuchung der -Transformation eine
besondere Rolle: Wir bezeichnen sie mit ege;e; . .. Es gilt natiirlich wieder 1 = Y720 =;.
Sei B die Borel-0-Algebra auf dem Intervall I und A das Lebesguemaf? auf B;. Weiterhin
sei

[}

g=c), ﬁfkl[o,Tﬁk(m’ (2.8)
k=0

wobei ¢ > 0 so gewihlt wird, dass [ gdA = 1gilt. Wir bezeichnen mit yg das Wahrschein-
lichkeitsmaf auf [0,1], das Dichte g beziiglich A hat.

Lemma 2.40 Das Wahrscheinlichkeitsmafy yg ist invariant unter der B-Transforma-
tion Tj.

Beweis Sei ] = [0,y) mit 0 < y < 1. Wegen Tﬂl(]) = U, [% mT”) U [%,min(b%,l))
und eﬂk < Té‘(l) < ek“ gilt

roorn-l5 252 [ 5=(30-5)

Nun ist aber min(%, Té‘(l) - %k) = % min(y, ﬁTé‘(l) —eg) = % min(y, T/é‘”(l)) und daher

Ms

up(T5'(J)) = ¢

B (ekE+ﬁmm(% k“(l)))

Tt CkZ B min(y, T5 (1))

k

e T

B~ min(y, T(D)) = ¢ 3 B~ min(y, THD)) = s ())-

k=0

yc+c¢

=~
—

Die Menge € = {[0,y) : 0 < y < 1} U I erzeugt die o-Algebra B;, und die Menge der
Differenzen &' = {A\ B: A, B € £} ist ein Semiring, der natiirlich ebenfalls B; erzeugt.
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Da die MafSe ug und (Tg).pp auf €, und daher auch auf €', iibereinstimmen, folgt aus
Lemma 1.58, dass yg invariant unter Tg ist. O

Wir zeigen, dass Tg eine ergodische Transformation auf (I, By, ug) ist. Dazu definie-
ren wir die Zylindermengen Z; ; ; , = ﬂz;l) Tl;k(Zik) fir n > 1und ig,i5,...,0,-1 €
{0,1,...,b}. Wir nennen n den Rang der Zylindermenge. Eine Zylindermenge vom Rang
n heifit voll, wenn ihr Bild unter Tg die Menge [0, 1) enthil.

Lemma 2.41 Eine nichtleere Zylindermenge vom Rang # ist ein Intervall [u,v) mit
0 <u<v<l sodass Ty (x) = B"(x —u) firx e [u,v) gilt. Fiir jedes x € [0,1) und jedes
€ > 0 gibt es eine volle Zylindermenge C mit x € Cund A(C) < e.

Beweis Die erste Aussage zeigen wir durch Induktion. Fiir n = 1 folgt sie direkt aus der
Definition der $-Transformation. Wir nehmen an, dass sie fiir Zylindermengen vom Rang
n bereits bewiesen ist. Ist C eine Zylindermenge vom Rang n+1, dann gilt C = DnT;™" (Zm),
wobei D eine Zylindermenge vom Rang # ist und 0 < m < b gilt. Nach Annahme ist D ein
Intervall [u,v) mit T (x) = p"(x - u) fir x € [u,v). Fir j > 0 sei u; = u + jp (),
Es folgt C = [u,v) N [ty Upms1)- Das ist ein halboffenes Intervall mit linkem Endpunkt
Up. Auf [u,v) ist T{ eine lineare Abbildung mit Anstieg f". Auf Tg (C) c Z,, ist Tg eine
lineare Abbildung mit Anstieg B. Fiir alle x € C gilt somit Tg™! (x) = B"*!(x - 1), daja
auch T* (up) = Tp(T§ (un)) = Tp(B"mp~("*V) = Tp(%) = 0 erfilt ist. Damit ist die
erste Aussage durch Induktion bewiesen.

Das zeigt auch, dass eine Zylindermenge D = [u,v) vom Rang n eine disjunkte Ver-
einigung von k Zylindermengen [ug, u;), [41, 43),...,[tg_1,v) vom Rang n + 1 ist, wobei
1< k < b gilt. Aulerdem sind die Zylindermengen [u,,, t,41) fiir 0 < m < k — 2 voll.

Sei x € [0,1) und & > 0. Wir wihlen 7 so, dass 7" < ¢ gilt. Indem wir mit der Zylinder-
menge vom Rang 1, die x enthilt, beginnen und diese immer weiter zerlegen, finden wir
eine Zylindermenge E = [a, b) vom Rang r, die x enthalt. Ist sie voll, dann sind wir fertig,
dab—a = 7" < egilt. Ist sie nicht voll, dann zerlegen wir sie in Zylindermengen vom Rang
r + 1. Entweder liegt x in einer vollen Zylindermenge vom Rang r + 1, dann sind wir fertig,
da diese Durchmesser B~*!) < ¢ hat, oder x liegt in der Zylindermenge [ay, b), fiir die
b - a; < B~V gilt. In diesem Fall wenden wir dieselbe Vorgangsweise auf [a;, b) an. Auf
diese Weise finden wir a; < a; < a3 <--- <bmitb - a; < ﬁ*(”k). Wegen x < b existiert
ein jmit a;_; < x < a;. Dann liegt x in einer vollen Zylindermenge C vom Rang r + j und
esgilt A\(C) = p~U*1) <. ]

Das folgende Lemma von Knopp'? spielt eine wesentliche Rolle im Beweis der Ergodi-
zitdt.

'% Konrad Hermann Theodor Knopp (1882-1957) war ein deutscher Mathematiker, der auf dem Ge-
biet der Analysis, v. a. iiber Summierungs- und Limitierungsverfahren, arbeitete.
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Lemma 2.42 Sei y ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Borel-o-Algebra B; des Inter-
valls I. Es seien weiterhin B € B; und H eine abzéhlbare Menge von Intervallen mit
folgenden Eigenschaften:

(1) Jedes offene Intervall U c I hat eine Teilmenge V, die eine disjunkte Vereinigung
von Mengen aus H ist und (U \ V) = 0 erfillt.
(2) Es existiert ein ¢ > 0 mit u(Bn H) > cu(H) fiir alle H € H.

Dann gilt 4(B) = 1.

Beweis Wir nehmen an, dass p(B¢) > 0 gilt, und wihlen ein ¢ > 0, das kleiner als cu(B)
ist. Es gibt eine offene Menge E mit B° c E und u(E \ B°) < &. Nun ist E eine abzihlbare
Vereinigung von offenen paarweise disjunkten Intervallen, auf die wir die Bedingung (1)
anwenden: Wir finden eine Teilmenge F von E, die disjunkte Vereinigung von Mengen aus
Hund u(E ~ F) = 0 erfiillt. Es folgt u(F \ B) < eund p(B° \ F) = 0. Da F eine disjunkte
Vereinigung von Mengen aus H und # abzihlbar ist, folgt y(BNF) > cu(F) aus (2). Nun
gilt e > u(F ~ BY) = u(Fn B) > cu(F) und wegen u(B° \ F) = 0 auch u(B°) < u(F).
Damit ist € > cu(B°) gezeigt, ein Widerspruch zur Wahl von e. O

Satz 2.43 (Ergodizitit der f-Transformation) Sei 8 > 1. Dann ist die 3-Transformation
Tg auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (I, By, ug) ergodisch.

Beweis Sei B € B; mit T/;I(B) = Bund ug(B) > 0. Wir miissen yg(B) = 1 zeigen. Dazu
verwenden wir Lemma 2.42. Sei ‘H die Menge aller vollen Zylindermengen. Wir zeigen,
dass (1) und (2) aus Lemma 2.42 gelten.

Sei U c I ein offenes Intervall. Nach Lemma 2.41 existiert fiir jedes x € U eine volle
Zylindermenge C, mit x € C, c U.Seild = {C, : x € U}. Dann ist// eine Uberdeckung
von U. Da zwei Zylindermengen entweder disjunkt sind oder die eine in der anderen ent-
halten ist, konnen wir fiir jedes D c { alle C € I mit C ¢ D herausnehmen und erhalten
eine Teilmenge U von U, die aus paarweise disjunkten in U enthaltenen Zylindermengen
besteht und U immer noch tiberdeckt. Somit ist (1) mit V = U erfillt.

Sei C € H eine volle Zylindermenge vom Rang #n und £ die Menge aller Intervalle in I.
Aus Lemma 2.41 folgt A(T;"(I) n C) = B7"A(I) = M(C)A(I) fiir alle I € £. Sei v(A) =

\(T=
% tir A € B;. Dann ist v ein Maf$ auf B;. Da £ ein Semiring ist, der B; erzeugt,

und v(I) = A(I) fiir alle I € & gilt, erhalten wir v = A aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Maf3e
in [3, Kapitel VII]. Damit ist 1(T;"(A) n C) = 1(A)A(C) fir alle A € B; gezeigt. Es folgt
us(T;"(A) N C) 2 cA(T;"(A) N C) = cA(A)A(C) > (/i;)zy/g(A)yﬁ(C) fiir alle A € By,
dac<g< ﬁc—ﬂ fiir die Dichte g von yg gilt. Setzt man A = B und beachtet, dass T (B) = B
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gilt, dann erhalt man pg(Bn C) > dug(C) mitd = (ﬁczz)z ug(B). Das gilt fiir alle C € H.
Damit ist (2) gezeigt.

Aus Lemma 2.42 folgt jetzt, dass ug(B) = 1gilt. Damit ist gezeigt, dass T} eine ergodische
Transformation ist. o

Wir konnen den Ergodensatz auf die -Transformation anwenden. Wahlt man f =1z,
dannistlim, e + Z;’:_Ol f( Té (x)) die Frequenz, mit der die Ziffer m in der 8-Entwicklung
der Zahl x auftritt. Da die -Transformation ergodisch ist, folgt aus dem Ergodensatz, dass
fiir ug-fast alle x die Ziffer m mit Frequenz ug(Z,,) in der B-Entwicklung der Zahl x auf-
tritt. Da pg eine Dichte hat, die auf ganz I grofler als 0 ist, gilt das auch fiir A-fast alle x.

Ist 8 eine ganze Zahl N > 2, dann ist g das Lebesguemaf} A. In diesem Fall gilt A(Z,,) =
+ fiir 0 < m < N -1, sodass fiir \-fast alle x € I in der Ziffernentwicklung von x zur Basis
N jede Ziffer mit Frequenz % vorkommt.

Kettenbriiche

Auch die Kettenbruchentwicklung einer Zahl x € (0,1] kann man durch eine Transforma-
tion beschreiben. Wir setzen wiederum I = [0, 1] und definieren die Kettenbruchtransfor-
mation K: I — I durch

1 ..
~ (mod1) fiirx € (0,1],
K(x) = { > (medD (.1 (2.9)
0 fur x = 0.
Diese Transformation ist nicht stetig. Fiir m > 1sei Z,, = (=5, --]. Dann gilt K(x) = 1 -m
fiir x € Z,,. Weiterhin sei g,,;:] — [-1=, -] durch g, (y) = —— definiert. Es gilt dann

gm(K(x)) = x fiir x € Z,,, und g, ist die Umkehrfunktion von K|, .

Sei x € I. Fiir k > 0 sei i € N so gewihlt, dass K¥(x) € Z;, gilt. Ist K¥(x) = 0, dann
ist ix nicht definiert. Es gilt dann g; (K¥*!(x)) = K*(x). Fiir r > 1 erhalten wir damit
X =gi,°g,°0og,  (K'(x)),und g; 0g;0---0g; _ (0)istderausden Ziffern iy, iy, . . ., i,
gebildete Kettenbruch. Man nennt die Folge ii;i, ... die Kettenbruchentwicklung von x.

Lemma 2.44 Ist x € [ und K*(x) = 0 fiir ein k > 0, dann gilt x € Q.

Beweis Sei r minimal mit K" (x) = 0 und i, iy, . . ., i, 50, dass K¥(x) € Z; fir0<k<r-1
gilt. Wir haben dann x = g;, 0 g, o--- o g;._,(0). Mit Hilfe der Definition von g, ist leicht
zu erkennen, dass x eine rationale Zahl ist. O

Dieses Lemma zeigt, dass die Kettenbruchentwicklung einer irrationalen Zahl x € I
nicht abbricht.
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Definition 2.45

Sind i, 7y, i3, ... Zahlen in N, dann definieren wir py und gy fiir k > 0 durch py = 0,
Qo=Lpi=1q =i und Pk+1 = ikPk + Pk-1> Qk+1 = ikqk + Gk-1 fir k > 1. Ist igdyi,. ..
die Kettenbruchentwicklung einer Zahl x, dann schreiben wir p; (x) und g, (x) fiir die
so entstehenden natiirlichen Zahlen.

Lemma 2.46 Seien iy, iy, iz,... in N. Fir r > 1 gilt dann g;, 0 g; 0---0g;, ,(y) = %
und p,_1g, - g,-1p, = (-1)". AuBerdem gilt p, > (v/2)" und g, > 3(/2)".
Beweis Alle diese Aussagen ergeben sich durch Induktion aus Definition 2.45. ]

Ist g4y, ... die Kettenbruchentwicklung von x, dann zeigt Lemma 2.46, dass der aus
den ersten r Ziffern gebildete Kettenbruch g;, o g;, o--- 0 g;_ (0) gleich 2

q'Ei; ist, wobei

po(x) 1 plx) 1 pa(x) 1

USW. (2.10)

qo(x) io’ qi(x) o+ (%) o+ it

Das folgende Lemma zeigt u. a., dass die Zahl x durch die Partialbriiche ’; 8 ihrer Ketten-

bruchentwicklung sehr gut approximiert wird.

pr(x)
qr(x)

| <25

PREE und

Lemma 2.47 Seix € I \ Q. Fir r > 1 gilt dann m < |x -

Pr(x) = g1 (K(x)).

P K (x)
q-(x) qr(x)?+qr (x)qr1 (X)K"
X = gi,0gi,0--0gi,_ (K"(x)) gilt. Wegen 0 < K"(x) < 1folgt daraus auch |x—

Beweis Wir erhalten |x — Gy mit Hilfe von Lemma 2.46, da ja

pr(x) 1
e < T

Sei igiyi; . . . die Kettenbruchentwicklung von x. Wegen K" (x) € Z; haben wir ﬁ <

ir+1< i, + % Es folgt g,(x) < i,q,(x)K"(x) + g;11(x)K"(x) und daraus dann
qr(x) + qr-1(x)K"(x) < 2q,41(x)K"(x) mit Hilfe von Definition 2.45. Daraus ergibt sich

1 prx)
<lx - .
we < gl o |
Die letzte Aussage zeigen wir mit Induktion. Ist igi i, ... die Kettenbruchentwicklung

von x, dann ist ijii3... die Kettenbruchentwicklung von K(x). Es gilt p;(x) =1 =
qo(K(x)) und py(x) = i1p1(x) + po(x) = i) = q1(K(x)) wegen Definition 2.45. Ist k > 2
und p,(K(x)) = q,-1(x) fir r < k gezeigt, dann folgt pr.1(x) = ixpr(x) + pra(x) =
irqr-1(K(x)) + qr—2(K(x)) = qx-1(K(x)) wieder aus Definition 2.45. Damit ist auch die
letzte Aussage bewiesen. O
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Wenn iyiji; ... die Kettenbruchentwicklung von x € I \ Q ist, so besagt Lemma 2.47,
dass

x = lim prx) _ !

oo qp(x) g +

1
ir+

i+

T

Diese Formel erklirt die Bezeichnung ,Kettenbruchentwicklung® fiir diese Darstellung
von x.

Sei h(x) = m, x € I. Wir bezeichnen mit y das Mafl auf I, das Dichte h beziiglich
des Lebesguemafles A hat. Es wird nach seinem Entdecker Gauffmafs'! genannt. Fiir ein
Intervall J c I mit den Endpunkten » und v gilt y(J) = % - %. Insbesondere
haben wir y(I) =1, sodass y ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 ist.

Lemma 2.48 Das Gaufimaf3 y ist invariant unter der Kettenbruchtransformation K.

Beweis Fiir ] = [0, y) gilt K™(J) = {0} u szl(ﬁ;m, +]. Es folgt

1 & 1 1
K = 1 (1 —)—1 1
o] T R ()
= —long Z:l(—logm+log(m+l) +log(y +m) —log(y +m +1))
ST _ _log(y+1) _
_logz]}Lrgo(log(k+1)+log(y+1) log(y+k+1))— log2 =y()).

Wie im letzten Schritt des Beweises von Lemma 2.40 folgt aus dieser Rechnung, dass y
invariant unter K ist. O

Im folgenden Lemma untersuchen wir Zylindermengen, die wir jetzt als offene Inter-

valle auffassen. Fiir m > 1sei Z3, = (==, --) das Innere des Intervalls Z,,.

Lemma 2.49 Sei C = N{_g K™*(Z) ) mit n > 1und ig, i1,..., iy € N. Dannist C ein
offenes Intervall und die Abbildung K": C — (0, 1) ist bijektiv und streng monoton.
Ist J = (a,b) ein Intervall mit 0 < a < b <1, dann ist K=" (J) n C ein offenes Intervall

T b—a A
mit Linge " vy Insbesondere hat C die Linge

1
qn(qn-1+qn)

1 Carl Friedrich Gauf (1777-1855) war ein deutscher Mathematiker, der fundamentale Beitrage zur
Zahlentheorie, Statistik, Analysis, Differentialgeometrie, Geophysik, Astronomie, Optik und vielen
anderen Gebieten leistete.
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Beweis Seien D; = ﬂj:o K‘k(Z?niM) und fj = gi,_, ©&i, ,, ©+-©&i,, frl < j < n. Zuerst
beweisen wir mit Induktion, dass D; ein offenes Intervall und K’: D; — (0, 1) bijektiv
und streng monoton mit Umkehrfunktion f;j ist.

Es gilt Dy = Z) . Das ist ein offenes Intervall, das durch K streng monoton auf (0,1)
abgebildet wird und f; = g;, , als Umkehrfunktion hat. Somit gilt obige Aussage fiir j = 1.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die obige Aussage fiir j = r — 1 bewiesen
ist. Nun ist K: Z) — (0,1) bijektiv und streng monoton mit Umkehrfunktion g;, . Es
folgt, dass D, = Z) 1 K™'(D,_;) ein offenes Intervall ist und K": D, — (0,1) als Hin-
tereinanderausfithrung von K: D, — D,_; und K"": D,_; — (0,1) bijektiv und streng
monoton ist. Die Umkehrfunktion dieser Abbildung erhilt man als Hintereinanderausfiih-
rung der entsprechenden Umkehrfunktionen. Sie ist daher die Funktion g; _ o f,_1 = f,.

Somit ist obige Aussage durch Induktion bewiesen. Fiir j = n besagt sie, dass C ein
offenes Intervall und K": C — (0, 1) bijektiv und streng monoton mit Umkehrfunktion
fuist. Ist ] = (a,b), dann ist K™"(J) n C ein offenes Intervall mit Endpunkten f,(a) =
% und f,(b) = %, dessen Lange (Qn—lu+qf)_(2n—lb+4n)
Lemma 2.46 berechnet. Die Linge des Intervalls C erhalt man, indem mana =0und b =1
setzt. ]

ist, wie man mit Hilfe von

Nachdem wir diese Resultate als Vorbereitung bewiesen haben, kehren wir jetzt zurtick
zur Ergodentheorie.

Satz 2.50 Die Kettenbruchtransformation K ist eine ergodische Transformation auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (I, By, y).

Beweis Sei B € By mit K™'(B) = B und y(B) > 0. Wir miissen y(B) = 1 zeigen. Da-
zu verwenden wir Lemma 2.42. Seien H die Menge aller Zylindermengen Z;;, ;, , =
ﬂz;l) K’k(Z?k) mit n > 1 und i, 4y,...,1,-1 € N. Wir zeigen, dass (1) und (2) aus Lem-
ma 2.42 erfillt sind.

Sei U c I ein offenes Intervall. Fiir x € U \ Q sei ipii,... die Kettenbruchentwick-
lung von x. Wegen Lemma 2.49 hat das Intervall Z m, die wegen
Lemma 2.46 mit n — oo gegen 0 geht. Wir finden daher ein n, sodass x € C, c U fiir
Cy = Zigiy...i, gilt. Seild = {C, : x € U\ Q}. Dann ist I{ eine Uberdeckung von U \ Q.
Da zwei Zylindermengen entweder disjunkt sind oder die eine in der anderen enthalten ist,
kénnen wir alle C € ¢ mit C ¢ D fiir ein D € Uf aus I{ herausnehmen und erhalten eine
Teilmenge U von U, die aus paarweise disjunkten, in U enthaltenen Zylindermengen be-
steht und immer noch U \ Q tiberdeckt. Setzt man V = g, C,dann gilt UNQc V c U.
Es folgt y(U \ V) = 0, und (1) ist gezeigt.

Um (2) zu zeigen, sei C = Z;;, i, € Hund J = (a,b) c I. Es gilt dann (q,-1a +
qn)(gn-1b + qn) < 29,(qu-1 + qn) Wegen g,-; < q,. Mit Hilfe von Lemma 2.49 folgt
MK™(J)nC) > 3M(J)M(C).Sei v(A) = W fir A € B;. Dann ist v ein Maf§ auf

die Linge

iod1...in_1
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B; und wir haben v(J) > A(J) fiir alle offenen Intervalle J ¢ I gezeigt. Ist G c I eine offene
Menge, dann lisst sich G schreiben als E U Ugs; Jx mit E c {0,1} und offenen Intervallen
Ji> J2, . .., die paarweise disjunkt sind. Wegen v(G) = Y15, v(Ji) und A(G) = ¥4, A(Jx)
erhalten wir v(G) > A(G). Da endliche Mafle auf der Borel-g-Algebra regulir sind [3,
Kapitel VII], existiert fiir alle A € B; und alle ¢ > 0 eine offene Teilmenge G von I mit
AcGundv(G\A)<e Esfolgtv(A)+e> v(G) > A(G) = A(A). Da ¢ > 0 beliebig ist, ist
damit v(A) > A(A),d. h. )L( “"(A)n C) IA(A)A(C), fiir alle A € B gezeigt.
Auflerdem gilt noch 57— < h < - fiir d1e Dichte h von y. Wir erhalten y(K™"(A) N

2log2 g2 =
C) > s MK™"(A)n C) > 410g2/\(A)/\(C) 192, (A)y(C) fiir alle A € By. Setzt man
A=Bundd = 1szy( ) > 0, dann hat man y(Bn C) > dy(C) wegen K" (B) = B. Das
gilt fur alle C € H. Damit ist (2) gezeigt.

Aus Lemma 2.42 folgt jetzt, dass y(B) = 1 gilt. Damit haben wir bewiesen, dass K eine

ergodische Transformation ist. O

Satz2.51 Sei p:N — [0, 00) eine Abbildung und S(go) = @ 22 9() log(1+j(j+2)).
Wir lassen S(¢) = oo zu. Dann gilt lim, .o, = Y120 ¢(ix) = S(¢) fiir A-fast alle x € I,
wobei iyiyi; ... die Kettenbruchentwicklung von x ist.

= (=45, =].Sei f(x) = ¢(m), wenn x € Z,,. Fiirx e IN\Qund n >

Beweis Fir m > 1sei Z,, —3
i) =+ 2k “o f(K*(x)), wobei igiyi, . .. die Kettenbruchentwicklung

1giltdann L ¥°370 o(i
von x ist.

Wir nehmen zunichst an, dass [ fdy < co. Da die Kettenbruchtransformation nach
Satz 2.50 ergodisch ist, folgt lim,Hoo L Z’H fi(T*(x)) = [ fdy y-fast sicher aus dem
Ergodensatz. Wegen y(Z;) = log2 log(l + ](,+2) )ist [ fdy = S(¢). Dadie Mafle A und y
dieselben Nullmengen haben, ist y-fast alle gleichbedeutend mit A-fast alle.

Die Aussage des Satzes gilt aber auch, wenn [ fdy = oo ist. Um das zu zeigen, sei
fj = min(f, j) fiir j > 1. Wegen f > 0 folgt lim;_,., | fjdy = co aus dem Satz iiber mono-
tone Konvergenz. Nach dem Ergodensatz existiert eine Menge M; mit y(M;) = 0, sodass
liminf,, e + Y320 f(TH(x)) 2 lim,soe 2 3050 fi(TH(x)) = [ fdy fiir alle x ¢ M; gilt.
Fir M = U7, M; gilt lim,, o LS 420 f(T*(x)) = oo fiir alle x ¢ M und y(M) = 0. Dann
ist aber auch A(M) = 0, womit der Satz auch in diesem Fall bewiesen ist. O

Setzt man in Satz 2.51 fiir ¢ die Funktion v, ein, die durch y,,(j) = 0 fiir j + m und
W, (m) = 1definiertist, dann erhalt man, dass fiir A-fast alle x die Ziffer m in der Kettenbru-
chentwicklung von x mit Frequenz -~ g 5 log(1+ m) vorkommt. Setzt man ¢(m) =
und ¢(m) = logm, so erhilt man Aussagen iiber Mittelwerte. Fiir A-fast alle x € I gllt
lim, o0 %(io +ip+ e+ iy) = 0o und lim, o (igiy . .. iy )" = Hﬁo(%)IOgj/l°g2,
wobei igiiyis . .. die Kettenbruchentwicklung von x ist.
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Aufgabe 2.52

Man zeige [ logx dy(x) = _lziigZ'

Satz 2.53 Fiir x € I~ Q und n > 1sei Y,(x) = N2, k(Z ), wobei igiii, ... die
Kettenbruchentwicklung von x ist. Fiir A-fast alle x € I gilt dann

(1) lim,,, 0 + log g, (x) = 1zmg2

(2) lim, o0 + log|x - 28| 610g2

(3) limy oo +log A(Y,(x)) = limy oo +logy(Y,(x)) = _alzgz'

Beweis Sei x € I \ Q. Dann gilt pr(x) qr-1(K(x)) fur r > 1 nach Lemma 2.47 und daher

P (K/(x))

g (K Torn21.
Pe(»)

auch —log g, (x) = 2;2—01 log

Fiir y € I~ Q sei pi(y) = log 2555 — logy und 9i(y) = |Z:T(yyg - |- Aus dem
Mittelwertsatz folgt |px(y)| = 159;{( y) fiir ein & zwischen y und 5 kgy ; Wegen Lem-
ma 2.47 gilt 9;(y) < m,woraus wir & > ’;:83 qk(ly)z = pk(;z‘g;gf) L und |pi(y)| <

23 0)° L= L erhalten. Wegen Lemma 2.46 gilt aber p(y) > 1 2" und

() (y)- 1%()’)2 Pr(7) 9 (y)-1
qr(y) 2 \/_ womlt |pk(y)| < 2k ; fiir k > 3 folgt. Da das fiir alle y € I \ Q gilt, erhalten
wir limn_,oo DN o P (K (x)) =

Dadie Kettenbruchtransformatlon ergodisch istund [ logx dy(x) = 5 gilt, erhal-

1210g
ten wir lim,,_, o + Z;’;OI log(K/(x)) = 1210 5 fiir y-fast alle und damit auch fiir A-fast alle
x aus dem Ergodensatz. Oben haben wir gezeigt, dass —+ log g, (x) = + ZF log(K/(x))+
Z o pn_j(K/(x)) fiir alle x € I~ Q und n > 1 gilt. Es folgt lim,,_, Llogg,(x) =
fur /\ fastalle x.
Firx e INQund n > 1gilt

_n
12log2

1 _ pa(x) 1
B @anm < X em! S oy

Hilfe von (1) folgt lim,,_, e %log o (x)z 5 =" und lim,,_, o %log le)z - _

fiir A-fastalle x. Daraus wieder ergibt sich, dass lim, .o, —log|x— ‘;—8| =

alle x gilt.
Firx e INQund n > 1gilt A(Y,(x)) =

nach Lemma 2.47. Mit
=
6log2
fiir A-fast

i1
6log2

6log2

(@ _ll(x)+q ) nach Lemma 2.49, woraus

wir
1 1
3 SAYa(x)) <
29, (x)* qn(x)?
erhalten Fiir A-fast alle x gilt lim,,_, o llogm = 610g2 und lim,,,o, < log —<; o (x)2 =
610g2 wegen (1) und daher auch lim, .o ~log A(Y,(x)) = 610g2. Da 210g2 <hg 10;2
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tiir die Dichte h von y gilt, haben wir

1

1
A Yn S Yn S —A Yn >
Sog3 () € Y() < (oA (X ()
womit dann
1 n?
lim —1 Y, =-
Jm 2 logy(Ya(x)) = ~5103
fir A-fast alle x folgt. O

Zum Abschluss stellen wir noch die Frage, wie viele Ziffern der Kettenbruchentwicklung
man typischerweise aus den ersten n Dezimalstellen einer Zahl bestimmen kann. Fiir
xe€INQundn>1seiD,(x) = 13,«, {Oi), wobei j € {0,1,...,10" —1} so gewihlt ist, dass
x € D,(x) gilt. Wegen x ¢ Q ist das moglich. Weiterhin sei m,(x) die grofite natiirliche
Zahl m, sodass alle Zahlen in D, (x) dieselben ersten m Ziffern in der Kettenbruchentwick-
lung haben. Dann ist m, (x) die Linge des Anfangsstiicks in der Kettenbruchentwicklung
der Zahl x, das durch die ersten n Dezimalstellen bestimmt ist.

Wir versuchen lim,;, oo m"rfx) zu berechnen. Existiert dieser Grenzwert, dann ist m,,(x)
fiir grofie n naherungsweise bestimmt.

Sei Z9 = (ﬁ Z) das Innere von Z,,. Fir n > 1 und ig, i1,...,i,-1 € N nennen

wir C = N}2, (Z0 ) eine Zylindermenge vom Rang n. Wir definieren dann C* =
Nio k(ZO)nK () (z9

in—1+1

Lemma 2.54 Sei C eine Zylindermenge. Dann gilt A(C) < 31(C™).

Beweis Sei C = N}, K~ (ZO) Wegen Lemma 2.49 und Definition 2.45 erhalten wir

_ 1 _ .
AC) = o e B Corvmr 2)((”‘ 1“)1% ey Wendet man diese Formel auf C

an, so ergibt sich M(C") = rrmr—a ey WVegen in 2 1folgt daraus
A(C) <3A(CH). m

Fiir x € I\ Q und n > 1sei Y, (x) wie in Satz 2.53 definiert.

Lemma 2.55 Seienx € I\ Qund n > 1. Sei m = m,(x). Dann gilt Y,’,,(x) ¢ D, (x)
oder Y;! (x) ¢ D,(x).

Beweis Nach Definition von m = m,(x) liegt ein Endpunkt a des Intervalls Y,,.;(x) in
D, (x), dajanicht alle Zahlen in D, (x) dieselben ersten m +1 Ziffern in der Kettenbruch-
entwicklung haben. Nun zerfillt Y,,,;(x) in abzihlbar viele Zylindermengen vom Rang
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m + 2, die sich an einem Endpunkt von Y,,,;(x) héufen. Ist a dieser Endpunkt, dann liegt
Y}, (x) zwischen a und x, woraus Y, ,(x) ¢ D,(x) folgt. Ansonsten betrachten wir
Yn12(x). Dieses Intervall hat einen Endpunkt b, der zwischen a und x liegt oder gleich a
ist. Da K stiickweise monoton fallend ist, haufen sich die abzéhlbar vielen Zylindermengen
vom Rang m + 3, in die Y4, (x) zerfillt, jetzt beim Endpunkt b. Es folgt, dass Y,;,5(x)
zwischen b und x liegt, woraus Y,;,5(x) c D, (x) folgt.

Jetzt konnen wir das gewiinschte Resultat beweisen.

Satz 2.56 Fiir A-fast alle x € I giltlim,,_, oo m"T(X) Slog2logl0,

2

Beweis Wegen D, (x) c Y,, (x)(x) giltlog A(D,(x)) <logA(Y,,, (X)(x)) woraus m"( ) <
Llog A(Dy(x )/m ® log A(Y,, (x) (%)) folgt. Wegen A(D,,(x)) = 107" und Satz 2. 53 er-

halten wir limsup,_, m"n(x) < 6l°g72121°g Y fiir A-fast alle x, da mit 7 ja auch m,(x) gegen

oo geht.
Lemma 2.55 zeigt, dass D, (x) o Ynf;n(x)(x) ist, wobei #1,(x) entweder m,(x) + 2
oder m,(x) + 3 ist. Es folgt log/\(D (x)) > logA(Y; (y(x)) und daraus dann

m”—(x) > m"—g; Llog A(Dy(x))/ 7 (x) log A(Yy, ()(x)). Wegen Lemma 2.54 haben wir

MY (0(32)) 2 2A (Y, () (%)), und es gilt (D, (x)) = 107", womit liminf, o, 222 >
6log210g10

fiir A-fast alle x aus Satz 2.53 folgt. O

2.3.3 Stochastische Prozesse

Es sei (X, 8, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum. In der Wahrscheinlichkeitstheorie nennt
man eine Funktion Y € £;(p) Zufallsvariable und das Integral [ Y du ihren Erwar-
tungswert. Seien T eine mafitreue Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(X,8,u) und f € Li(u). Durch Yy = fo Tk fiir k > 0 ist eine Folge von Zufallsva-
riablen definiert. Ist m > 1 und sind By, By, ..., B,, Mengen in der Borel-o-Algebra By
von R, dann gilt Y I(By) = T°F (f’ (Bx)) = T7(Y,(Bk)) fir1 < k < m und daher
auch u(N}, Y, (Bk)) = u(NiL, Y (Br)), da T maftreu ist. Eine Folge Y, Y, Y5, ...
von Zufallsvarlablen mit dieser Eigenschaft nennt man einen stationdren stochastischen
Prozess. Der Ergodensatz macht eine Aussage tiber die fast sichere Konvergenz von
%(YO +Y +-++Y,) fir n > oo. Derartige Konvergenzaussagen nennt man ein star-
kes Gesetz der groflen Zahlen. Der Ergodensatz ist somit ein starkes Gesetz der grofien
Zahlen fiir stationdre stochastische Prozesse. Wenn T ergodisch ist, dann erhilt man den
Erwartungswert | f dy als Grenzwert.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Der einfachste Fall eines stationdren Prozesses ist eine Folge von unabhingigen Zufalls-
variablen, die alle die gleiche Verteilung haben. Ist diese Verteilung diskret und auf einer
endlichen Teilmenge A von R konzentriert, dann ist der Shiftraum AN mit einem Ber-
noullimaf} ein geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum. Wenn die Menge A N Elemente hat,
so nehmen wir wie im Abschn. 1.2 {iber symbolische Dynamik der Einfachheit halber an,
dassA={0,...,N -1} ist.

Satz2.57 Essei X} der einseitige N-Shift. Seien m = (7;) i=o,... N—1 €in stochastischer Vek-
tor und u das m-BernoullimafS auf X3,. Die Shifttransformation o ist dann stark mischend
und daher auch ergodisch.

Beweis Siehe Aufgabe 14. O

Das starke Gesetz der groflen Zahlen folgt jetzt aus Satz 2.57 und dem Ergodensatz. Ist
u das 7r-Bernoullimafl auf dem Shiftraum =, und f € £;(u), dann konvergiert - (Yo + Y, +
-+++Y,1) fiir n — oo fast sicher gegen [ f du, wobei Yy, Y1, Ys, ... der durch Y; = f o ok
fiir k > 0 definierte stochastische Prozess ist. Wahlt man insbesondere das Alphabet A als
Teilmenge von R und definiert f durch f(ipiji,...) = iy, dann sind die Zufallsvariablen
Yy, Y1, Y2, ... unabhingig und haben alle die durch den stochastischen Vektor 7 bestimmte
Verteilung, da ja u(NjLy Y (ix)) = u(oliodr - im]) = [ieo mi, = [imo u(Y; " (i) fiir
alle k > 0 und alle iy, iy,..., i, € A gilt. Wir haben somit ein starkes Gesetz der grofien
Zahlen fiir unabhingige Zufallsvariablen gefunden.

Dieses Beispiel ldsst sich leicht verallgemeinern. Sei v ein beliebiges Wahrscheinlich-
keitsmaf} auf der Borel-o-Algebra Bg in R. Man kann dann den Produktraum (X, 8, ) =
(R, Bg, )™ definieren. Fiir x = (xq,x1,%2,...) € X = R sei 0(x) = (x1,%2,%3,...).
Dann ist o eine maf3treue Transformation auf (X, 8, y). Die Menge £ = {Ag x A X -+ X
Ay xRxRx---:n20, Ag, Ay, ..., A, € Bg} istein Semiring, der die o-Algebra § erzeugt.
Wie im Beweis von Satz 2.57 zeigt man, dass p(c™"(U) n V) = p(U)u(V) fiir beliebige
Mengen U und V aus £ gilt, wenn n nur grof3 genug ist. Es folgt, dass die Transformation
o auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, i) stark mischend und daher auch ergodisch
ist. Ist f: X —> R definiert durch f(xq, x1,...) = xo und Yi = f o o* fiir k > 0, dann sind
die Zufallsvariablen Yy, Y}, Y2, ... unabhingig und haben alle die Verteilung v. Aus dem
Ergodensatz folgt jetzt, dass %(Yo +Yj+---+Y,_) fiir n - oo fast sicher gegen [ f dv kon-
vergiert. Das ist ein starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir unabhingige Zufallsvariablen,
die alle Verteilung v haben.

Markovketten

Sei A eine N-elementige Menge, P eine stochastische A x A-Matrix und 7 ein stochasti-
scher Vektor, sodass 7P = 7 gilt. Wie wir in Abschn. 1.3 gesehen haben, ist dadurch ein
Wahrscheinlichkeitsmaf3 4 auf der Borel-o-Algebra B, des einseitigen Shiftraums A™
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gegeben. Wir haben es (7, P)-Markovmaf3 genannt. Fir n > 0 und ig, ij,...,i, € A gilt
ﬂ(o[ioil e ln]) = niopiohphiz e Pin—lin‘

Ist f:2% —> A durch f(ioi1iz...) = f(ip) definiert und Y, = f o T" fiir n > 0, dann
nennt man den stochastischen Prozess Y, Y7, Y, ... eine Markovkette mit Zustandsraum
A und Ubergangsmatrix P.

Wir kénnen annehmen, dass 77; > 0 fiir alle i € A gilt. Ist das nicht erfiillt, dann kénnen
wir es erreichen, indem wir zum Zustandsraum E = {i € A : 7; > 0} tibergehen. Da 7
ein stochastischer Vektor ist, kann E nicht leer sein. Ist i € E und j € A \ E, dann gilt
m; > 0und 7; = 0, sodass P;; = 0 wegen Y ;ca kPyj = 7; gelten muss. Wir kénnen daher
den Vektor 7 und die Matrix P auf die Menge E einschrinken und erhalten dadurch einen
stochastischen Vektor 7 und eine stochastische E x E-Matrix P, fiir die 7P = 7 und 7; > 0
fiir alle i € E gilt.

Im Folgenden nehmen wir wiederum ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass
A ={0,...,N -1} und A™ = 2% ist. Wir bezeichnen die Borel-o-Algebra B+ von I}
mit B.

Wir wollen die Ergodizitit der Shifttransformation o auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(2%, B, p) zu untersuchen. Dazu beginnen wir mit einem Satz iiber die Konvergenz der
Mittelwerte der Potenzen von P, den wir anschlieflend beim Beweis der Ergodizitit ver-
wenden.

Satz 2.58 Sei u das durch die stochastische Matrix P und den stochastischen Vektor
definierte Markovmaf$ auf dem Shiftraum X3;. Wenn alle Koeffizienten von 7 positiv sind,
dann existiert Q = lim, .o + 1o Pk Weiterhin ist Q eine stochastische Matrix, fiir die
Q= mund Q = QP = Q? gilt. Ist die Shifttransformation o ergodisch, dann ist jede Zeile
von Q gleich 7.

Beweis Seien i und j in A. Wir setzen A = [i] und B = ([j]. Fiir k > 1 gilt dann u(An
T™5(B)) = Yiea Sipen* Dip_ea #loliitia. .. ik1f]) = ﬂinj.Aus dem Ergodensatz folgt,
dass lim,,_, o0 % ZZ;é 13 o TF = E(13| BY) fast sicher gilt, wobei B? c B die o-Algebra der
shiftinvarianten Borelmengen ist. Multipliziert man diese Gleichung mit 1, und wendet
den Satz iiber dominierte Konvergenz an, so erhalt man lim,_, + Yio u(AnT*(B)) =
J14E(15| B?) dy. Setzt man Q;; = ﬂl [ 14E(15|9%) dy, dannistlim, % i Pf.‘j =Qjj
gezeigt. Ist die Shifttransformation ¢ ergodisch, dann gilt E(13| B?) = u(B) = 7, woraus
J14EQ|B%)dyu = mimj und Q;; = m; folgt. Das bedeutet, dass jede Zeile der Matrix Q
gleich 7 ist.

Firn > 1sei R, = %ZZ;(I) P*. Fiir die Matrix Q gilt dann Q = lim, . R,. Da die
Koeffizienten von P nichtnegativ sind, gilt das auch fiir alle R,, und damit auch fiir Q. Des
Weiteren gilt 7P = 7. Da P eine stochastische Matrix ist, gilt auch Pe = e fiir den Vektor
e, dessen Koeffizienten alle 1 sind. Es folgt 7R, = 7 und R,e = e fiir n > 1 und daraus
dann 7Q = 7 und Qe = e. Insbesondere ist Q eine stochastische Matrix. Weiterhin gilt
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R,P=R, - %P + %P” fiir n > 1. Da die Koeffizienten von P” im Intervall I liegen, erhalten
wir QP = lim, o R,P = lim,o R, = Q. Aus dieser Gleichung folgt jetzt QP* = Q fir
alle k > 0 und damit QR,, = Q fiir alle n > 1. Daraus ergibt sich Q?=1lim,,«QR,=Q. O

Satz 2.59 Sei u das durch die stochastische Matrix P und den stochastischen Vektor
definierte MarkovmafS auf dem Shiftraum X3;. Der Vektor m habe positive Koeffizienten,
sodass die Matrix Q = lim,_ o % Y 1o P¥ existiert. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(1) Die Shifttransformation o ist ergodisch.
(2) Alle Zeilen der Matrix Q sind gleich 7.
(3) Die Matrix P ist irreduzibel (Definition 1.31).

Beweis Die Implikation (1) = (2) wurde bereits in Satz 2.58 gezeigt. Es gelte (2). Wiirden
iund j in A existieren mit P?, = 0 fiir alle n > 1, dann wiirde Q;; = 0 folgen und daraus
m; = 0 wegen (2). Dieser Widerspruch zeigt, dass fiir jedes i und j in A ein n existiert mit
P%; > 0, womit (3) gezeigt ist.

Es gelte (3). Wir zeigen zuerst, dass Q positive Koeffizienten hat. Sei i € A beliebig. Da
Q nach Satz 2.58 stochastisch ist, existiert ein k € A mit Q;; > 0. Ist jetzt j € A beliebig,
dann existiert ein # > 1 mit sz > 0. Da Q = QP" nach Satz 2.58 gilt, erhalten wir Qi]- > 0.
Damit ist gezeigt, dass alle Koeflizienten von Q positiv sind.

Sei jetzt j € A beliebig und m; = max;ea Q;;. Ist u € A so gewidhlt, dass m; = Q,; gilt,
dann haben wir m; = Q,; = ¥;ea QuiQij < Xiea Quimj = mj, da Q nach Satz 2.58 sto-
chastisch ist und Q = Q? erfullt. Es folgt Qij = mfuralle i € A, sonst wiirde ;. QuiQjj <
Yien Quim; gelten, da ja alle Koeffizienten von Q positiv sind. Schliefllich erhalten wir
mj = Yieamimj = 3ieamiQij = mj, da m = 7Q nach Satz 2.58 gilt. Somit ist Q;; = 7;
fiir alle 7 und j in A gezeigt. Das ist (2).

Um die Implikation (2) = (1) zu zeigen, gehen wir vor wie im Beweis von Satz 2.57.
Die Menge € = {o[ipi1...iy] : n > 0, ig,d1,...,i, € A} ist ein Semiring, der die
Borel-o-Algebra B von =}, erzeugt. Seien U = o[upuy...u,] und V. = o[vovi...vg]
beliebige Mengen aus &. Es gilt u(U) = m,,,Puuy - - - Pupyyu,, Und (V) = 7 Py -+ - Py
Fiir n > k ergibt sich wie im Beweis von Satz2.57, dass (¢ 7" (U)NV) = 7, Py, - . . Py
P;‘k’u’; Puous - - - Puy_yu, gilt. Es folgt lim, oo 12 3775 (07 (U) V) = 71, Py, - Pyt
QuiuoPugusy - - - Pupyu, aus der Definition der Matrix Q. Da wir (2) voraussetzen, ist auch
Quyuy = T, erfiillt. Wir erhalten somit, dass lim,_, o, * Y u(e(U)YN V) = w(U)u(V)
gilt. Nach Satz 2.20 ist o ergodisch und (1) ist gezeigt. O

Die stochastische N x N-Matrix P sei irreduzibel. Ist 7 ein stochastischer Vektor mit
nP = m, dann gilt 7r; > 0 fiir alle i € A, da fiir alle i und j in A ein n > 1 mit P% > 0
existiert und wegen »°, . 7, P};; = 7; auch m; > 0 gelten muss, wenn 7; > 0 gilt. Ist 4 das
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(7, P)-Markovmaf3, dann besagt Satz 2.59, dass die Shifttransformation ¢ auf dem Raum
(2%, B, p) ergodisch ist.

Die Matrix P heifdt aperiodisch, wenn P" fiir alle n > 1 irreduzibel ist. In diesem Fall
kann man zeigen, dass lim,. PY; = 7; fiir alle 1, j € A gilt. Fiir U = o[uou; ... u,n] und
V = ¢[vov1...vk] beweist man dann wie im letzten Teil des Beweises von Satz 2.59, dass
limy oo p(™(U) N V) = u(U)pu(V) gilt. Nach Satz 2.20 ist o stark mischend.

Wenn ¢ auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X3;, B, u) ergodisch ist, so hat fiir jedes f €
L() der reellwertige stochastische Prozess ( Yy = f o 0%);so aufgrund des Ergodensatzes
die Eigenschaft, dass %(YO +Y1+---+Y,_;) fiir n - oo fastsicher gegen [ f du konvergiert.

Wenn wir statt der Menge A = {0, ..., N-1} wiederum eine beliebige endliche Teilmen-
ge von R betrachten, so folgt aus Satz 2.59 und dem Ergodensatz, dass jeder Markovprozess
(Yk)ks0 mit Zustandsraum A und irreduzibler Ubergangsmatrix das starke Gesetz der
groflen Zahlen erfiillt: lim,,_, oo %(YO +Y,+---+Y,) = E(Yy) fast sicher, wobei E(Y,) der
Erwartungswert der Zufallsvariablen Yj ist.

2.4 Aufgaben

Ergodensitze

1. Es seien (X, T) ein topologisches dynamisches System und p ein T-invariantes Maf3 auf X.
Zeigen Sie, dass x € w(x) fiir fast alle x € X gilt.

2. Rekurrenz von Mengen Es seien (X, 8, yt) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T: X — X eine
mafitreue Transformation. Zeigen Sie, dass es zu jedem E € § mit y(E) > Oein n mit1 < n <
ﬁ und (EnT7"(E)) > 0 gibt.

3. Essei(X,8, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wenn J ¢ R, ein Intervallund y: ] — R konkav
ist (d. h., wenn ¢ = —y konvex ist), dann zeigen Sie die Ungleichung

E(yo fIT) <y(E(f]T)) (2.11)

fir jedes f: X — Jmit f € £L1(X,8,p)und yo f e L1(X,8, u).

4. EsseiT: X —> X eine maf3treue Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, u).
Beweisen Sie Folgendes:
(a) Eine Funktion f: X — R ist genau dann Sz-messbar, wenn fo T = f (mod ) gilt.
(b) Wenn f:X — R Sz-messbar ist, so existiert eine T -messbare (und daher T-invariante)

Funktion g: X —> R mit f = g (mod y).

5. Sei T: X — X eine invertierbare mafStreue Transformation auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (X, 8, yt). Zeigen Sie, dass fiir jedes f € Li(y) die Limiten der Mittel + Z}:Olf o T/ und
x 27;01 f o T/ fiir n — oo u-fii. iibereinstimmen.

6. Essei (T, T3) das in Aufgabe 1.2 (5) definierte topologische dynamische System mit Tsx =
3x (mod1) fiir jedes x € T. Des Weiteren sei f = 11,2 und C c T die klassische Cantormenge.

Untersuchen Sie den Ausdruck 2 3"} £( T¥x) fiir x € C.

7. Esseiena; € Rirrational, a; = a; + 5 (mod1) und & = (ai, az). Wie in Aufgabe 1.35 definieren
wir Rq: T? — T? durch Rq(x) = x + a (mod 1) fiir jedes x € T7.
(1) Zeigen Sie, dass Ry nicht eindeutig ergodisch ist (vgl. Aufgabe 1.35).
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(2) Es seien t € [0,1) und Q; = [0,¢) x [0,¢) c T Zeigen Sie, dass die ergodischen Mit-
tel % Y1h1q, o RE punktweise gegen eine stetige Funktion ¢,: T> —> R konvergieren, wobei
natiirlich ¢, = E)2(1q, |B§.‘2") (mod A?) ist.

(3) Bestimmen Sie die Funktion ¢ fiir verschiedene Werte von ¢ (z. B. fiir t = i und t = %).

Sei T: X — X eine mafitreue Transformation auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, y),
und f: X —> R sei eine nichtnegative messbare Funktion mit [ f du = co. Zeigen Sie, dass
limy oo 020 fo TF(x) = oo fiir fast alle x € X gilt.

(1) Zeigen Sie, dass lim, o0 (2 335 UN)[f] = Pr[f] fiir jedes f € £2(X, 8", u) gilt, wobei
Pr:Ly(X, 8, u) — L2(X, 8, u) der Projektionsoperator auf den abgeschlossenen Teilraum der
Ur-invarianten Elemente von Ly (X, 8, u) ist.

(2) Essei U7: Lo(X, 8, ) —> La(X, 8, u) der durch die Formel

(Urv,w) = (v, Urw), v,we La(X,8, ) (2.12)

definierte zu Uy adjungierte Operator. Zeigen Sie, dass UrUr die Identititsabbildung auf
Ly(X, 8, u) ist, wihrend Uy U; der Projektionsoperator auf den abgeschlossenen Teilraum

(ker UP)* = {ve Ly(u): Ujv = 0} = Ur(L2(u)) = Im(Ur)

von L,(X, 8, ) ist.

Mischungseigenschaften

10.

11.

12.

13.

14.

Ergodizitit expansiver Automorphismen von T? Sei A eine d x d-Matrix mit Koeflizien-
ten in Z und Determinante 1 oder —1. Die Transformation Ts: T — T sei wie in Beispiel
2.17 definiert durch T4 (x) = Ax (mod1). Beweisen Sie in Verallgemeinerung der Aufgaben 9,
dass T4 genau dann expansiv ist (Definition 1.10), wenn A keinen Eigenwert mit Absolutbetrag
1 besitzt. Wegen Beispiel 2.17 ist also jeder expansive Automorphismus Ty von T ergodisch
beziiglich 1°.

Nichtexpansiver ergodischer Automorphismus von T* Zeigen Sie, dass die Matrix
01 0 O
0 0 1 0
A= 0 0 0 1
-1 1 1 1

einen nichtexpansiven ergodischen Automorphismus Ty von T* definiert.
Seien (X, T) ein invertierbares topologisches dynamisches System und p € M(X)”. Beweisen
Sie, dass fiir u-fast alle x die Aussage O5.(x) = OF_ (x) = Or(x) = w(x) gilt.
Beweis des monotonen Klassensatzes Es seien A eine Mengenalgebra und M die kleinste
monotone Klasse, die A enthilt. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(i) C={CeM:X~CeM]} isteine monotone Klasse und daher C = M.

(ii) SeiA e Aund V4 = {Be M : AUB e M}. Dann ist V4 eine monotone Klasse, die .4

enthilt, und daher V4. Dies gilt auch fiir A € M.

(iii) M ist eine Algebra und daher die kleinste o-Algebra, die A enthalt.
Bernoulli-Mafle sind stark mischend Es sei N > 2, und T = o sei der Shift (1.11) auf dem
Shiftraum X = Xy in (1.13). Weiterhin sei 7z = (7o, . .., mn-1) ein stochastischer Vektor und y =
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

pn das in Beispiel 1.64 definierte Bernoullimaf, das fiir jede Zylindermenge [ io1i1 .. . in ] durch
#(mlioir...in]) = T1j—q 7i; gegebenist. Zeigen Sie, dass o eine stark mischende Transformation
auf (X, Bx, pn) ist.

Hinweis: Wenden Sie Satz 2.20 auf den Semiring € der Zylindermengen an.

Sei T eine maflerhaltende Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, ). Zeigen
Sie, dass T genau dann schwach mischend ist, wenn es fiir jedes Paar A, B € § eine Teilfolge ny
der natiirlichen Zahlen gibt sodass lim, oo +|{k : 1 < n}| = 1gilt und die Konvergenz in (2.5)
zumindest auf dieser Teilfolge halt.

Hinweis: Verwenden Sie den Beweis von (2) = (1) in Satz 2.24.

Beweisen Sie, dass die Gleichung (2.6) fiir jedes a € R \ Z gilt.

Hinweis: Es sei & € R \ Z rational und von der Form & = £ mit p und g teilerfremd. Beweisen
Sie, dass in diesem Fall die durch S(x, j) = (Tx, j+ p (mod q)) gegebene Transformation S auf
X x Z|qZ ergodisch beziiglich des Mafles v = y ® p ist, wobei p das gleichverteilte Wahrschein-
lichkeitsmaf3 auf Z/qZ ist.

Es sei T eine mafitreue Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, ). Zeigen
Sie, dass T genau dann schwach mischend ist, wenn fiir jede ergodische Transformation S auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Y, T, v) auch T x S ergodisch beziiglich y ® v ist.

Es seien (X, 8, Us T) ein invertierbares maflerhaltendes System und T c 8 eine strikt invariante
Teil-o-Algebra. Beweisen Sie, dass der in Beispiel 2.31 beschriebene Faktor (X, T, u, T) inver-
tierbar ist. 4
Wenn also P eine Zerlegung von X und T die von U3, (V7

_. T™'P) erzeugte o-Algebra ist,
so ist der Faktor (X, Tp, u, T) invertierbar.

Essei ¢: 23 — T die in (1.17) definierte topologische Faktorabbildung. Auflerdem seien y das
durch den stochastischen Vektor 7 = (%, %) definierte Bernoullimaf auf 33 (vgl. Beispiel 1.64)
und A das Lebesguemaf auf T. Zeigen Sie, dass ¢ ein Isomorphismus der maflerhaltenden dy-
namischen Systeme (23, Bz; spro)und (T, Br, A, Tr) ist.

Es seien (X, 8, u, T) ein maflerhaltendes dynamisches System und (X’, S y', T') ein Faktor
von (X, 8, u, T). Zeigen Sie Folgendes:

(a) Wenn (X, 8, y, T) ergodisch, mischend oder schwach mischend ist, so gilt dies auch fiir
(X,,S,, ‘H,,, TI)

(b) Wenn (X,8, 4, T) und (X', 8', ', T") isomorph sind, so ist (X', 8', u’, T') genau dann
ergodisch, mischend oder schwach mischend, wenn die analoge Aussage fiir (X,8, 4, T)
gilt.

Totale Ergodizitit Ein maflerhaltendes dynamisches System (X, 8, u, T') (bzw. eine mafitreue
Transformation T auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, 8, p)) heif3t totalergodisch, wenn
(X,8, p, Tk) fir jedes k > 1 ergodisch ist. Beweisen Sie, dass jedes schwach mischende ma-
flerhaltende dynamische System totalergodisch ist und dass ein ergodisches mafierhaltendes
dynamisches System (X, 8, u, T) genau dann totalergodisch ist, wenn T keinen Eigenwert y # 1
besitzt, der eine Einheitswurzel ist.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass T ergodisch ist, dass aber T* fiir ein k > 1 nicht ergodisch ist, und

betrachten Sie den Faktor (X, STk, u, T).

Es sei (X, T) ein topologisches dynamisches System, und y sei ein T-invariantes Wahrschein-
lichkeitsmaf3 auf By. Weiterhin sei (X, ¢) das in Aufgabe 1.47 definierte invertierbare topolo-
gische dynamische System und 7o: X — X die dort definierte Faktorabbildung. Beweisen Sie,
dass es auf By ein shiftinvariantes Wahrscheinlichkeitsmafl i mit (70)« g = p gibt. Damit ist
also das maflerhaltende dynamische System (X, Bx, u, T') ein Faktor des invertierbaren mafler-
haltenden dynamischen Systems (X, B, ji, 0') mit der Faktorabbildung 7o: X — X.
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23. Homomorphismen und Isomorphismen von Maflalgebren Esseien (X, 8, 4)und (Y, 8, u")
Wahrscheinlichkeitsraume und ¢: X —> X’ eine messbare und mafierhaltende Abbildung.
(a) Fiir jedes A € 8 bezeichnen wir mit [A] = {B € 8 : u(A A B) = 0} die Aquivalenzklasse
der Menge A. Zeigen Sie, dass fiir alle A, B € 8§ die Operationen [A] U [B] := [A U B],
[A]n[B] := [An B] und [A] \ [B] := [A \ B] wohldefiniert sind und dass die Menge
84 = {[A] : A € 8} mit diesen Operationen die Axiome einer g-Algebra erfiillt.
(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢: X —> X’ einen Homomorphismus ®: S;, — 8§ indu-
ziert.!? Falls ¢ invertierbar ist, so ist dieser Homomorphismus ein Isomorphismus.

Anwendungen der Ergodensatze

24. Beweisen Sie, dass eine Folge (xn)us0 in T = [0,1) genau dann gleichverteilt ist, wenn
limy oo = 3420 1(x) = A(D) fiir jedes Intervall I c [0, 1) gilt (vgl. Aufgabe 1.36).

25. Sei P = (P;;) eine strikt positive stochastische N x N-Matrix.
(1) Zeigen Sie, dass es ein y < 1gibt, sodass| X' aiPij| < y SNy |ai|P;) firalle j= 0,..., N-1
und alle Vektoren (ao, ..., an-1) € RY mit Zfi}l a; =0.
(2) Sei A = {x = (x0,...,%N-1) € RY : x; > 0 und Zf\i})l x1 = 1}. Zeigen Sie, dass P: A — A
eine Kontraktion ist mit | xP — yP|; < y||x — y|| fiir alle x, y € A. Schlieflen Sie daraus, dass es
einen eindeutigen stochastischen linken Eigenvektor 7 von P gibt, fiir den lim, .o, vP" = 7 fiir
alle v € A gilt.
(3) Verallgemeinern Sie die obigen Aufgaben (1) und (2) auf stochastische Matrizen P, fiir die
es ein ng > 1 gibt, sodass P™ strikt positiv ist.

26. Es seien a, § € R\ Q. Zeigen Sie, dass die Folge ((an, fn*) (mod1)), n > 1, gleichverteilt in T*
ist.
Hinweis: Fiir & = f3 ist diese Aussage in Beispiel 2.37 enthalten. Wenn 1, «, 8 linear unabhéngig
iiber Q sind, so muss man Beispiel 2.37 verallgemeinern.

? Dasheifit, ®([A]u[B]) = @([A])u@([B]), ®([A]n[B]) = ®([A)n®([B]) und O([A]\[B]) =
O([A]) N O([B]) firalle A,Be 8.



2 Springer
http://www.springer.com/978-3-0348-0633-6

Dynamische Systeme

Ergodentheorie und topologische Dynamik
Einsiedler, M.; Schmidt, K.

2014, WIll, 159 5. 6 Abb., Softcover

ISBEN: 978-3-0348-0633-6

A product of Birkhauser Basel



	2 Ergodentheorie
	2.1 Ergodensätze
	2.2 Mischungseigenschaften
	2.3 Anwendungen der Ergodensätze
	2.4 Aufgaben


