
Vorwort

Viele Systeme aus der Physik, der Biologie oder der Ökonomie sind einer Zeitentwicklung
unterworfen, deren asymptotisches Verhalten von zentralem Interesse ist. Die mathema-
tische Theorie der dynamischen Systeme beschäftigt sich mit der Untersuchung von Mo-
dellen derartiger Systeme, wobei man normalerweise annimmt, dass sich das qualitative
Verhalten des Systems im Laufe der Zeitentwicklung nicht ändert. Dabei wählt man als
Zustandsraum des Systems eine Menge X mit einer vorgegebenen Struktur (z. B. einen to-
pologischen Raum oder einen Maßraum), die unter der Zeitentwicklung erhalten bleiben
soll. Wenn das System zu einem Zeitpunkt t im Zustand x ∈ X ist, dann bezeichnet man
mit Ttx den Zustand des Systems zum Zeitpunkt t + t. Die so definierten Abbildungen Tt

bilden eine Halbgruppe: Ts ○ Tt = Ts+t für alle s, t ≥ . Je nachdem, ob man die Zeitent-
wicklung kontinuierlich oder nur zu Vielfachen eines gegebenen Zeitpunktes t verfolgt,
spricht man von einem „kontinuierlichen“ oder „diskreten“ dynamischen System.

Im Fall einer diskreten Zeitentwicklung wird ein dynamisches System also durch ein
Paar (X , T) beschrieben, wobei X eine Menge und T ∶X �→ X eine Abbildung ist, die die
Entwicklung des Systems in einem Zeitschritt beschreibt. Wenn X ein topologischer Raum
(hiermeist kompakt undmetrisierbar) und T ∶X �→ X stetig ist, so sprichtman von einem
topologischen dynamischen System. Wenn der Zustandsraum einWahrscheinlichkeitsraum
(X , S, μ) und T ∶X �→ X eine maßerhaltende Transformation ist, so ist man im Bereich
der Ergodentheorie, die sich mit dem statistischen Verhalten des Systems oder eines zu-
fällig gewählten „typischen“ Anfangszustands des Systems im Laufe der Zeitentwicklung
beschäftigt.

Die asymptotischen Eigenschaften, an denen man bei einem dynamischen System in-
teressiert ist, hängen natürlich von der Struktur des Systems ab. Bei einem topologischen
dynamischen System kann man z. B. untersuchen, ob das System eine Bahn hat, die im
Zustandsraum X dicht liegt, oder ob sogar jede Bahn des Systems dicht in X liegt. Eine
weitere wichtige Frage betrifft die Auswirkung geringfügiger Änderungen des Anfangszu-
stands auf die Bahn des Zustands: Wenn x , y verschiedene Anfangszustände des Systems
sind, können die Punkte Tkx , Tk y für alle k ≥  nahe beisammen liegen? Derartige Fra-
gen werden im ersten Kapitel dieses Buches untersucht, wobei wir besonderes Augenmerk
auf topologischeMischungs- und Rekurrenzeigenschaften, Minimalität sowie die Existenz
und mögliche Eindeutigkeit invarianter Wahrscheinlichkeitsmaße legen.
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Bei maßtheoretischen dynamischen Systemen ist man an qualitativen und quantitati-
ven Aussagen über die statistische Komplexität des Systems und seiner typischen Bahnen
interessiert. Das zweite Kapitel dieses Buches bietet eine Einführung in die Ergodentheorie
mit den klassischen Ergodensätzen und Mischungseigenschaften sowie mit einigen An-
wendungen auf Gleichverteilung, Ziffernentwicklungen und stochastische Prozesse.

Die Kap. 3 und 4 behandeln die Entropie dynamischer Systeme. Der ursprünglich aus
der statistischen Physik stammende Begriff der Entropie ist auf dem Wege der Informati-
onstheorie zu zentraler Bedeutung für die Dynamik gelangt, wo er die Komplexität eines
dynamischen Systems quantifiziert. Das dritte Kapitel ist den Definitionen und Eigenschaf-
ten sowie der Berechnung der maßtheoretischen Entropie ergodischer Transformation ge-
widmet. Das vierte Kapitel bietet eine Einführung in die topologische Entropie stetiger
Transformationen unddenZusammenhang zwischen topologischer undmaßtheoretischer
Entropie.

In den letzten Jahrzehnten betrachtet die Theorie der Dynamischen Systeme in zuneh-
mendem Maße nicht nur „lineare“ Zeitentwicklungen, sondern auch Wirkungen mehr-
dimensionaler Symmetriegruppen auf Systeme mathematischen oder physikalischen Ur-
sprungs. Dabei ergeben sichQuerverbindungen nicht nur zur statistischen Physik, sondern
überraschenderweise auch zu mathematischen Disziplinen wie der klassischen Zahlen-
theorie und der Algebra. In Kap. 5 wenden wir uns zwei Beispielen aus der mehrpara-
metrischen Dynamik zu, die einen ersten Einblick in tiefe arithmetische Zusammenhänge
bieten, die in den letzten Jahren zu bemerkenswerten mathematischen Forschungsergeb-
nissen geführt haben.

Der Inhalt dieses Buches entspricht einer Vorlesung für Studierende des letzten Studien-
jahrs des Bachelorstudiums und für Studierende des Masterstudiums, wobei sich eine den
Interessen der Studierenden angepasste Themenauswahl empfiehlt. Die ersten beiden Ka-
pitel vermitteln die Grundbegriffe und sind damit Voraussetzung für die späteren Kapitel.
DieKap. 3 und 4 sind der Entropietheorie gewidmet.DasKap. 5 ist größtenteils unabhängig
von den Kap. 3 und 4 und kann daher (mit kleinen Abstrichen) unmittelbar aufbauend auf
die ersten beiden Kapitel behandelt werden. Abschnitt 5.4 in Kap. 5 stellt weitere Verbin-
dungen zur Zahlentheorie her und kommt zwar ohne weitere Vorkenntnisse aus, ist aber
in der Methodik etwas anspruchsvoller als die ersten Kapitel des Buches.

Der Text beinhaltet über 100 Übungsaufgaben unterschiedlicher Schwierigkeit, die der
Vertiefung der dargestellten Theorie dienen, sowie eine große Zahl von Beispielen zur Il-
lustration des unterschiedlichen Verhaltens dynamischer Systeme.

Die Autoren sind Franz Hofbauer zu Dank verpflichtet, der wesentliche Beiträge zu ei-
ner früheren Fassung dieses Manuskripts geleistet hat.
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