
Contents

Preface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v

Reader’s Guide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ix

Contents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi

Symbols and notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xv

1 Recursive phenomena and difference equations . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Definitions and notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Graphical method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.4 Summary exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2 Linear difference equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.1 One-step linear equations with constant coefficients . . . . . . . . . . 25
2.2 Multi-step linear equations with constant coefficients . . . . . . . . . 31
2.3 Stability of the equilibria of multi-step linear equations with

constant coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.4 Finding particular solutions when the right-hand side is an

elementary function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.5 The Z-transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.6 Linear equations with non-constant coefficients . . . . . . . . . . . . . . 61
2.7 Examples of one-step nonlinear equations which can be

turned into linear ones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
2.8 The Discrete Fourier Transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
2.9 Fast Fourier Transform (FFT) Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
2.10 Summary exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3 Discrete dynamical systems:
one-step scalar equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
3.1 Preliminary definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85



xii Contents

3.2 Back to graphical analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
3.3 Asymptotic analysis under monotonicity assumptions . . . . . . . . 95
3.4 Contraction mapping Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
3.5 The concept of stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.6 Stability conditions based on derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
3.7 Fishing strategies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
3.8 Qualitative analysis and stability of periodic orbits . . . . . . . . . . 114
3.9 Closed-form solutions of some nonlinear DDS . . . . . . . . . . . . . . . 117
3.10 Summary exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

4 Complex behavior of nonlinear dynamical systems:
bifurcations and chaos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.1 Logistic growth dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.2 Sharkovskii’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
4.3 Bifurcations of a one-parameter family of DDS . . . . . . . . . . . . . . 134
4.4 Chaos and fractal sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
4.5 Topological conjugacy of discrete dynamical systems . . . . . . . . . 156
4.6 Newton’s method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
4.7 Discrete dynamical systems in the complex plane . . . . . . . . . . . . 163
4.8 Summary exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

5 Discrete dynamical systems:
one-step vector equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
5.1 Definitions and notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
5.2 Applications to genetics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
5.3 Stability of linear vector discrete dynamical systems . . . . . . . . . 191
5.4 Strictly positive matrices and the Perron–Frobenius Theorem . 199
5.5 Applications to demography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
5.6 Affine vector-valued equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
5.7 Nonlinear vector discrete dynamical systems . . . . . . . . . . . . . . . . 212
5.8 Numerical schemes for solving linear problems . . . . . . . . . . . . . . 215
5.9 Summary exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

6 Markov chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
6.1 Examples, definitions and notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
6.2 Asymptotic analysis of models described by absorbing

Markov chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240
6.3 Random walks, duels and tennis matches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244
6.4 More on asymptotic analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
6.5 Summary exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254

7 Positive matrices and graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
7.1 Irreducible matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
7.2 Graphs and matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
7.3 More on Markov Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273



Contents xiii

7.4 Algorithm PageRank: why a good search engine seems to
read the minds of those who questioned it . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278

7.5 Summary exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

8 Solutions of the exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285
8.1 Solutions of the exercises in Chapter 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285
8.2 Solutions of the exercises in Chapter 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
8.3 Solutions of the exercises in Chapter 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308
8.4 Solutions of the exercises in Chapter 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323
8.5 Solutions of the exercises in Chapter 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333
8.6 Solutions of the exercises in Chapter 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336
8.7 Solutions of the exercises in Chapter 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339

Appendix A. Sums and series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343

Appendix B. Complex numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347

Appendix C. Basic probability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351

Appendix D. Linear Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353

Appendix E. Topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363

Appendix F. Fractal dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365

Appendix G. Tables of Z-transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 371
Appendix H. Algorithms and hints for numerical experiments . 375

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383



http://www.springer.com/978-3-319-02290-1




