
Contents

1 Basic Cardiac Anatomy and Electrocardiology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Conduction System: SA and AV Node, Purkinje Network .. . . . . . . . . . 2
1.2 Cardiac Tissue Organization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Fiber and Laminar Architecture of Ventricular Myocardium . . . . . . . . 7
1.4 Cardiac Action Potentials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4.1 Action Potential Phases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4.2 Action Potential Heterogeneity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.5 The Electrocardiogram (ECG) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.5.1 ECG Leads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5.2 ECG Deflections and Intervals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.5.3 ECG Diagnosis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.6 Cardiac Imaging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Mathematical Models of Cellular Bioelectrical Activity . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1 Excitable Cellular Membranes .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2 The Nernst-Planck Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3 The Goldman-Hodgkin-Katz (GHK) Current-Voltage Relation . . . . . 23
2.4 Nernst Equilibrium Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.5 Thermodynamical Derivation of the Nernst Potential . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.6 Electrodiffusion Models: The Poisson-Nernst-Planck

(PNP) Equation .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.6.1 PNP: The Short Channel or Low Concentrations Limit . . . . . . 31
2.6.2 PNP: The Long Channel or High Concentrations Limit . . . . . 33
2.6.3 Equilibrium Potential for Multi-ion Fluxes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.7 Electrical Circuit Model of the Cellular Membrane . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.8 Ion Channel Gating . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.9 Cardiac Action Potential Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.9.1 Hodgkin-Huxley Model. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.9.2 General Structure of Cardiac Cellular Membrane Models . . . 42

xi



xii Contents

2.9.3 Ionic Models of Purkinje Fibers, Sinoatrial Node
(SAN), Atria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.9.4 Ventricular Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.9.5 Charge Conservation in Ionic Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.9.6 Action Potential Duration Restitution Curve . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.9.7 Reduced Ionic Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.9.8 Phase-Plane Analysis of the FitzHugh-Nagumo

(FHN) Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.9.9 Bifurcation Diagrams . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3 Mathematical Models of Cardiac Cells Arrangements:
The Bidomain Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.1 Models of Cardiac Fibers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.1.1 Cable Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.1.2 Homogenization .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
3.1.3 Traveling Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
3.1.4 Conduction Velocity Restitution Curve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.2 Models of Cardiac Tissue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
3.2.1 The Dimensionless Cellular Model P " . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
3.2.2 Formal Two-Scale Homogenization .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
3.2.3 The Dimensionless Averaged Model P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.2.4 Theoretical Results for the Cellular and Averaged

Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
3.2.5 � -Convergence Result for the Averaged Model

with FHN Dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
3.3 The Macroscopic Anisotropic Bidomain Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
3.4 Well-Posedness Results Based on Semi-discretization in Time . . . . . . 108
3.5 Well-Posedness Results Based on Faedo-Galerkin Techniques . . . . . . 112
3.6 Well-Posedness Results Based on Fixed Point Arguments . . . . . . . . . . . 116
3.7 Semi-discrete Approximation of the Bidomain Model

with FHN Dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4 Reduced Macroscopic Models: The Monodomain
and Eikonal Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
4.1 Linear Anisotropic Monodomain Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
4.2 Eikonal Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.3 Relaxed Non-linear Anisotropic Monodomain Model . . . . . . . . . . . . . . . 132
4.4 Dimensional Form of the Reduced Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

4.4.1 Well-Posedness Results for Reduced Models. . . . . . . . . . . . . . . . . 136
4.4.2 Frank and Wulff Diagrams . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

4.5 Numerical Comparison.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

5 Anisotropic Cardiac Sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
5.1 Differential Formulation of the Potential Field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
5.2 Integral Formulation of the Potential Field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152



Contents xiii

5.3 Approximate Representation of Cardiac Sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
5.3.1 Heart Surface Source Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
5.3.2 Oblique Dipole Source Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

5.4 Cardiac Source Splitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
5.4.1 Axially Symmetric Media . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
5.4.2 Orthotropic Media. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

5.5 Interpretation of the Field Components . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
5.6 The Limit Case: Oblique Dipole Layer Model. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
5.7 Experimental and Simulation Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

6 The Inverse Problem of Electrocardiology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
6.1 Inverse Problem in Terms of Potential Alone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
6.2 Macroscopic Equivalent Excitation Cardiac Sources . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
6.3 Boundedness of the Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
6.4 Numerical Approximation of the Integral Representation

of the Potential. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
6.5 Inverse Problem in Terms of Wavefront . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

7 Numerical Methods for the Bidomain and Reduced Models . . . . . . . . . . . . 191
7.1 Space Discretization of Monodomain and Bidomain Models . . . . . . . . 191
7.2 Time Discretization of Monodomain and Bidomain Models. . . . . . . . . 194

7.2.1 Fully Implicit Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
7.2.2 Decoupled Implicit Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
7.2.3 Decoupled Semi-implicit Methods .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
7.2.4 Operator Splitting Methods: Splitting ODEs and PDEs. . . . . . 203

7.3 Numerical Approximation of the Eikonal-Diffusion Equation .. . . . . . 204

8 Parallel Solvers for the Bidomain System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
8.1 Bidomain Variational Setting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
8.2 Abstract Convergence Theory for Schwarz Methods .. . . . . . . . . . . . . . . . 215
8.3 Two-Level Additive Schwarz Methods for the Bidomain System . . . 220
8.4 Multilevel Additive Schwarz Methods for the Bidomain System .. . . 223
8.5 Numerical Results for Multilevel Schwarz Preconditioners .. . . . . . . . . 227

8.5.1 Additive Preconditioner .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228
8.5.2 Multiplicative and Hybrid Preconditioners . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

8.6 Block Preconditioners for the Bidomain System .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
8.6.1 Block-Diagonal and Block-Factorized Bidomain

Preconditioners .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
8.6.2 Numerical Results with Block Preconditioners .. . . . . . . . . . . . . . 244

9 Simulation Studies of Cardiac Bioelectrical Activity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
9.1 Cardiac Excitation and Virtual Electrode Phenomena .. . . . . . . . . . . . . . . 250

9.1.1 Methods and Parameter Calibration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252
9.1.2 Anode and Cathode Make Mechanisms. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
9.1.3 Anode and Cathode Break Mechanisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
9.1.4 Cathodal and Anodal Strength-Interval S-I Curves. . . . . . . . . . . 268



xiv Contents

9.2 Anisotropic Propagation of Excitation and Recovery Fronts. . . . . . . . . 270
9.2.1 Excitation and Repolarization Sequences .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271
9.2.2 Discussion on APD Distribution and Dispersion . . . . . . . . . . . . . 279

9.3 Heterogeneous Cardiac Tissue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284
9.3.1 Transmural Heterogeneity in 3-D Cardiac Slabs . . . . . . . . . . . . . 287
9.3.2 Transmural Heterogeneity in 3-D Ellipsoids. . . . . . . . . . . . . . . . . . 298
9.3.3 Transmural and Apex-Base Heterogeneity in 3-D

Ellipsoids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
9.4 QRS Complex and T Wave Morphology in Electrograms.. . . . . . . . . . . 315

9.4.1 Methods and Parameter Calibration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316
9.4.2 Unipolar and Bipolar ECG Simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318

9.5 Extracellular Markers of Excitation and Repolarization Times . . . . . . 323
9.5.1 Waveform Postprocessing and Repolarization

Time Markers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326
9.5.2 Parameter Calibrations for the Model Simulations .. . . . . . . . . . 329
9.5.3 Global Quantitative Analysis of RT Markers . . . . . . . . . . . . . . . . . 332

9.6 Subendocardial Ischemia, ST Depression and Elevation .. . . . . . . . . . . . 339
9.6.1 Mechanisms for the ST Segment Potential Patterns . . . . . . . . . . 339
9.6.2 Ischemic Simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343

9.7 Reentry Phenomena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 348
9.7.1 Stable Scroll Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352
9.7.2 Scroll Waves Breakup.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353
9.7.3 Scroll Waves in Ellipsoidal Geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357

A Cardiac Simulation Projects, Software, Libraries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361
A.1 IUPS Physiome Project . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361
A.2 Virtual Physiological Human (VPH) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 362
A.3 NSR Physiome.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 362
A.4 Other Simulation Software and Modeling Environments . . . . . . . . . . . . 363
A.5 Some Related Monographs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364
A.6 Physical Units and Constants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 366

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395



http://www.springer.com/978-3-319-04800-0


