
Contents

1 Naive Set Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2 Axiomatic Set Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.1 Zermelo–Fraenkel Set Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Gödel–Bernays Class Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3 Ordinals. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.1 Ordinal Numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2 Induction and Recursion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4 Cardinals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.1 Regular and Singular Cardinal Numbers . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.2 Stationary Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.3 Large Cardinals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.4 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5 Constructibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.1 The Constructible Universe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2 Ordinal Definability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6 Forcing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
6.1 The General Theory of Forcing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
6.2 Applications of Forcing. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
6.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

7 Descriptive Set Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
7.1 Definable Sets of Reals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
7.2 Descriptive Set Theory and Constructibility . . . . . . . . . . . . . . 141
7.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

ix

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_1#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_1#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_2#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_2#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_2#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_2#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_2#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_2#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_3#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_3#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_3#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_3#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_3#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_3#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_4#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_4#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_4#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_4#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_4#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_4#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_4#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_4#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_5#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_5#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_5#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_5#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_5#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_5#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_6#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_6#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_6#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_6#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_6#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_6#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_7#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_7#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_7#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_7#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_7#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_7#Sec3


8 Solovay’s Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
8.1 Lebesgue Measurability and the Property of Baire . . . . . . . . . 147
8.2 Solovay’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
8.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

9 The Raisonnier Filter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
9.1 Rapid Filters on x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
9.2 Mokobodzki’s Theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
9.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

10 Measurable Cardinals. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
10.1 Iterations of V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
10.2 The Story of 0], Revisited . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
10.3 Extenders . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
10.4 Iteration Trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
10.5 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

11 0# and Jensen’s Covering Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
11.1 Fine Structure Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
11.2 Jensen’s Covering Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
11.3 hj and Its Failure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269
11.4 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275

12 Analytic and Full Determinacy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279
12.1 Determinacy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279
12.2 Martin’s Theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
12.3 Harrington’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294
12.4 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300

13 Projective Determinacy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303
13.1 Embedding Normal Forms. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303
13.2 The Martin–Steel Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307
13.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327

x Contents

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_8#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_8#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_8#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_8#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_8#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_8#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_9#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_9#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_9#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_9#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_9#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_9#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_10#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_11
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_11
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_11#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_11#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_11#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_11#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_11#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_11#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_11#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_11#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_12
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_12
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_12#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_12#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_12#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_12#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_12#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_12#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_12#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_12#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_13
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_13
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_13#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_13#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_13#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_13#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_13#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-06725-4_13#Sec3


http://www.springer.com/978-3-319-06724-7


	Contents



