
Contents

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 The Failure of Reductionism. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.1 Langton’s Ant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Emergent Phenomenon in Real Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.1 Aggregation of Slime Mould Amoebae . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.2 The Coats of Mammals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.3 The Belousov-Zhabotinsky Reaction . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3 The Origin of Intrinsic Noise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.1 A Pedagogical Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3.2 The Law of Mass Action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.3 The Stochastic Approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.1 Stochastic Formulation of Chemical Systems . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1.1 Stochastic Processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.1.2 Markovian Processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.1.3 Homogeneous Processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1.4 The Master Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.1.5 Choosing the Transition Rates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.1.6 Formalism for a General Network. . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2 Approximation Schemes for the Master Equation . . . . . . . . . . . 25
2.2.1 The Deterministic Limit. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2.2 The Kramers-Moyal Expansion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2.3 The Langevin Picture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2.4 On the Noise Matrix B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3 Noise-Induced Bistability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.1 The Simplified Togashi–Kaneko Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.1.1 Analysis in the Deterministic Limit. . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2 The Togashi–Kaneko Numerical Experiment . . . . . . . . . . . . . . 35

xv

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_1#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec11
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec11
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec12
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Sec12
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_2#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec3


3.3 Analytical Treatment of the Togashi–Kaneko Experiment . . . . . 38
3.3.1 Obtaining an Approximate Equation . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3.2 The Stationary Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.4 Time-Dependent Analysis for ‚ ¼ ‚c=2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.4.1 A Map into the Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.4.2 The Time-Dependent Distribution Pðz; tÞ . . . . . . . . . . . . 44
3.4.3 The Statistics of Switches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.5 A General Time-Dependent Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.5.1 The Mean Switching Time for a General ‚ . . . . . . . . . . 50
3.5.2 The Mean Switching Time for † ¼ 0 . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.5.3 An Experimental Test for Noise-Induced

Bistable States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.6 Beyond the Simplified Togashi–Kaneko Scheme. . . . . . . . . . . . 57

3.6.1 A Class of Chemical Schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.6.2 A Lyapunov Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.6.3 Noise-Induced Multistability. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4 Stochastic Waves on Regular Lattices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.1 Model Definition and Its Expansion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.1.1 The Brusselator with Non-local Interaction . . . . . . . . . . 64
4.1.2 The van Kampen Expansion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.2 Pattern Formation in the Deterministic System . . . . . . . . . . . . . 68
4.2.1 The Turing Mechanism for Pattern Formation . . . . . . . . 69
4.2.2 The Conditions for Pattern Formation . . . . . . . . . . . . . . 72

4.3 Stochastic Waves in the Non-local Brusselator . . . . . . . . . . . . . 74
4.3.1 Numerical Simulations of the Master Equation . . . . . . . . 74
4.3.2 The Fokker-Planck Equation for the Fluctuations . . . . . . 77
4.3.3 The Power Spectra of Fluctuations . . . . . . . . . . . . . . . . 79

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

5 Stochastic Waves on Complex Network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.1 Model Definition and Its Expansion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5.1.1 The Zhabotinsky-Dolnik-Epstein Scheme
of Reactions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5.1.2 The van Kampen Expansion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.2 Pattern Formation in the Deterministic System . . . . . . . . . . . . . 90
5.3 Power Spectra of Fluctuations and Stochastic Patterns . . . . . . . . 93

5.3.1 Analytical Expressions of the Power Spectra . . . . . . . . . 94
5.3.2 Comparison with Numerical Simulations . . . . . . . . . . . . 96

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

6 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

xvi Contents

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec11
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec11
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec12
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec12
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec13
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec13
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec14
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec14
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec14
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec15
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec15
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec16
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec16
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec17
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec17
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec18
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Sec18
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_3#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_4#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_5#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07728-4_6#Bib1


Appendix A: The General Integral for the Mean Switching Time . . . . 107

Appendix B: The Derivation of the Mean Time for � ¼ 0 . . . . . . . . . . 109

About the Author . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

Contents xvii



http://www.springer.com/978-3-319-07727-7


	Contents



