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Einleitung

Wer Bildhauer' werden will, muss eine Reihe von Grundtechniken erlernen: woher
man die geeigneten Steine bezieht, wie man sie bewegt, wie man mit dem Meifel
arbeitet, wie man ein Geriist aufbaut, ... . Wer die Grundtechniken beherrscht, ist
noch lange kein beriihmter Kiinstler, aber selbst jemand mit aufsergewohnlichem Ta-
lent wird kaum ein erfolgreicher Kiinstler werden, wenn er die Grundtechniken nicht
kennt. Natiirlich muss er nicht alle beherrschen, bevor er die erste Skulptur gestaltet.
Aber er muss stets bereit sein, zu den Grundtechniken zuriickzukehren, um sie immer
besser beherrschen zu lernen.

Dieses einleitende Kapitel spielt fiir dieses Buch eine dhnliche Rolle. Wir stellen
hier grundlegende Begriffe und Methoden vor, mit deren Hilfe wir in spiteren Ka-
piteln Algorithmen leichter besprechen und analysieren konnen. Man muss dieses
Kapitel nicht von A bis Z durcharbeiten, bevor man die nachfolgenden Kapitel liest.
Wir empfehlen dem Leser, beim ersten Durchgang das Material bis einschlielich
Abschnitt 2.3 genau zu studieren und die restlichen Abschnitte einmal durchzusehen.
Abschnitt 2.1 macht den Anfang mit Notation und Terminologie, die uns helfen wird,
in knapper Form iiber die Komplexitit von Algorithmen zu reden. In Abschnitt 2.2
wird ein einfaches Maschinenmodell vorgestellt, das es ermoglicht, durch eine ab-
strakte Sichtweise die vielfiltigen Komplikationen zu vermeiden, die sich bei der Be-
rlicksichtigung der Eigenschaften echter Hardware ergeben wiirden. Das Modell ist
konkret genug, um niitzliche Vorhersagen zu liefern, und abstrakt genug, um damit
elegante Uberlegungen anzustellen. In Abschnitt 2.3 wird eine Pseudocode-Notation
eingefiihrt, die einer hoheren Programmiersprache @hnelt und fiir das Aufschreiben
von Algorithmen viel bequemer zu handhaben ist als die Maschinensprache unse-
res abstrakten Modells. Die Benutzung von Pseudocode ist auflerdem bequemer als
die einer echten Programmiersprache, da wir dann abstrakte Begriffe aus der Ma-
thematik verwenden konnen, ohne uns den Kopf dariiber zu zerbrechen, wie man

! Die obige Abbildung des Steinrings von Stonehenge ist [170] entnommen.
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sie iibersetzen kann, damit sie auf echten Maschinen benutzt werden konnen. Wir
werden Programme hdufig mit Anmerkungen versehen, um sie besser lesbar zu ma-
chen und um das Fiihren von Korrektheitsbeweisen zu erleichtern. Techniken fiir
solche Beweise sind der Gegenstand von Abschnitt 2.4. In Abschnitt 2.5 wird ein
erstes Beispiel umfassend besprochen: Binidre Suche in einem geordneten Array. In
Abschnitt 2.6 werden mathematische Techniken fiir die Komplexititsanalyse von
Programmen besprochen, insbesondere fiir die Analyse von geschachtelten Schlei-
fen und rekursiven Prozeduraufrufen. Fiir die Analyse von Algorithmen im mittleren
Fall werden weitere Techniken bendtigt; mit diesen befasst sich Abschnitt 2.7. Ran-
domisierte Algorithmen, vorgestellt in Abschnitt 2.8, fiilhren wihrend des Ablaufs
Zufallsexperimente (,,Miinzwiirfe*) durch. Abschnitt 2.9 behandelt Graphen, einen
Begriff, der im Rest des Buches eine groB3e Rolle spielen wird. In Abschnitt 2.10
wird die Frage diskutiert, wann man einen Algorithmus effizient nennen soll, und
die Komplexititsklassen P und NP sowie die wichtige Klasse der NP-vollstindigen
Probleme werden vorgestellt. Das Kapitel schlief3t, wie jedes Kapitel in diesem Buch,
mit einem Abschnitt zu Implementierungsaspekten (Abschnitt 2.11) und einem mit
historischen Anmerkungen und weiteren Ergebnissen (Abschnitt 2.12).

2.1 Asymptotische Notation

Die Analyse eines Algorithmus dient hauptsdchlich dazu, zuverlidssige Aussagen
tiber sein Verhalten zu gewinnen, z. B. Schranken fiir die Rechenzeit, die zugleich
genau, knapp, allgemein und leicht verstindlich sein sollen. Natiirlich ist es schwie-
rig, all diesen Anforderungen gleichzeitig gerecht zu werden. Um beispielsweise die
Rechenzeit eines Algorithmus zu erfassen, kann man 7 als eine Funktion auffassen,
die die Menge .# aller moglichen Eingaben (oder Instanzen) in die Menge R~ der
positiven reellen Zahlen abbildet. Fiir jede Instanz I des Problems ist dann ime([)
die Rechenzeit auf /. Eine solche Detailgenauigkeit fiihrt aber zu einer so tiberwil-
tigenden Menge an Information, dass man dariiber niemals eine brauchbare Theorie
entwickeln konnte. Eine niitzliche Theorie muss das (Rechenzeit-)Verhalten eines
Algorithmus von einem allgemeineren Standpunkt aus betrachten.

Wir unterteilen die Menge aller Eingaben in Klassen ,,dhnlicher* Eingaben und
fassen das (Rechenzeit-) Verhalten des Algorithmus auf Eingaben einer Klasse in ei-
ner einzigen Zahl zusammen. Das niitzlichste Kriterium fiir eine Klasseneinteilung
ist die Grofe einer Eingabe. Normalerweise kann man jeder Eingabe auf natiirliche
Art eine Grofe zuordnen. Die Grole einer ganzen Zahl ist die Anzahl der Ziffern ih-
rer Binérdarstellung; die Groe einer Menge ist die Anzahl ihrer Elemente. Die Gro-
Be einer Eingabe ist immer eine natiirliche Zahl. Manchmal verwendet man mehr
als einen Parameter, um die GroB3e einer Eingabe anzugeben; beispielsweise ist es
tiblich, die GroBe eines Graphen durch die Anzahl seiner Knoten und seiner Kanten
zu charakterisieren. Diese kleine Komplikation werden wir hier zunédchst auler Acht
lassen. Die GroBe der Eingabe I wird mit size(I) bezeichnet, und mit ., die Menge
aller Eingaben der Grof3e n, fiir n € N. Fiir die Eingaben der GroBe n fragen wir nach
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maximalen, minimalen und mittleren Ausfiihrungszeiten:?

schlechtester Fall (worst case): T (n) = max {time(I) : 1 € 9, }
bester Fall (best case): T(n) = min{time(I) : 1 € .7,}

mittlerer Fall (average case): T (n) time(I) .

|]l’l| ]gﬂl

Die interessanteste GroBe ist dabei die Ausfiihrungszeit im schlechtesten Fall, weil
sie die umfassendste Garantie fiir das Verhalten des Algorithmus darstellt. Ein Ver-
gleich der Rechenzeiten im besten und im schlechtesten Fall sagt uns, wie stark die
Ausfiihrungszeit fiir Eingaben aus einer Grofenklasse variieren kann. Wenn die Ab-
weichung zwischen bestem und schlechtestem Fall sehr gro83 ist, liefert eventuell eine
Analyse der Rechenzeit im mittleren Fall genauere Einsichten in das wirkliche Re-
chenzeitverhalten des Algorithmus. Ein Beispiel hierfiir werden wir in Abschnitt 2.7
sehen.

Wir gehen in der Vergroberung und damit Reduktion der Daten noch einen
Schritt weiter: Wir konzentrieren uns auf die Untersuchung der Wachstumsordnung,
oder die asymptotische Analyse, der Rechenzeit. Zwei Funktionen f(n) und g(n) ha-
ben die gleiche Wachstumsordnung, wenn es positive Konstanten ¢ und d gibt, so
dass fiir geniigend groBe n die Ungleichung ¢ < f(n)/g(n) < d gilt. Die Funktion
f(n) wiéichst schneller als g(n), wenn fiir jede positive Konstante c¢ gilt, dass fiir alle
geniigend groBen n die Ungleichung f(n) > c- g(n) erfiillt ist. Beispielsweise haben
die Funktionen n2, n? + 7n, 5n% — 7n und n? /10 + 10%# alle die gleiche Wachstums-
ordnung. Weiter wachsen diese Funktionen alle schneller als die Funktion /2, die
wiederum schneller als nlogn wichst. Die Wachstumsordnung bezieht sich auf das
Verhalten fiir grole n. Ebenso soll das Wort ,,asymptotisch® in ,,asymptotische Ana-
lyse* hervorheben, dass es um das Verhalten fiir groe n geht.

Weshalb interessieren wir uns nur fiir Wachstumsordnungen und das Verhalten
fiir grole Eingabegrofen n? Nun, man entwirft effiziente Algorithmen meistens zu
dem Zweck, groBe Instanzen bearbeiten und 16sen zu konnen. Wenn die Rechenzeit
eines Algorithmus A eine kleinere Wachstumsordnung hat als die eines anderen Al-
gorithmus B, wird fiir groe n Algorithmus A tiberlegen sein. Auch die Tatsache,
dass unser Maschinenmodell eine Abstraktion ist und reale Rechenzeiten nur bis
auf einen (maschinenabhingigen) konstanten Faktor vorhersagen kann, legt es nahe,
keinen Unterschied zwischen Algorithmen zu machen, deren Rechenzeiten dieselbe
Wachstumsordnung haben. Dass wir uns auf die Wachstumsordnungen zuriickzie-
hen, hat den erfreulichen Nebeneffekt, dass wir die Rechenzeiten von Algorithmen
durch sehr einfache Funktionen charakterisieren konnen. In den Abschnitten, die sich
mit Implementierungsaspekten befassen, werden wir jedoch regelméfig genauer hin-
sehen und dann den Bereich der asymptotischen Analyse verlassen. Auch sollte sich
der Leser bei der Verwendung eines Algorithmus aus diesem Buch immer fragen, ob
die asymptotische Sichtweise gerechtfertigt ist.

2 Wir werden immer sicherstellen, dass die Menge {time(I) : I € .%,} ein Minimum und ein
Maximum hat und dass ., endlich ist, wenn es um Mittelwerte gehen soll.
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Die folgenden Definitionen gestatten es uns, prizise Uberlegungen iiber das
asymptotische Verhalten von Funktionen anzustellen. Mit f(n) und g(n) seien dabei
Funktionen bezeichnet, die natiirliche Zahlen auf nichtnegative reelle Zahlen abbil-
den. Wir definieren:

O(f(n))={g(n): e >0:3Fmp e Ny :Vn>ng:g(n) <c-f(n)},
Q(f(n))={g(n):3c>0:Inp e N :Vn>ng:g(n) >c- f(n)},
O(f(n)) = O(f(n) N Q7 (n)),

o(f(n)) ={g(n) :Ye>0:3ng e N. :Vn>np:g(n) <c-f(n)},
o(f(n)={gmn):Ye>0:Inp e Ny :Vn>np:g(n) >c-f(n)}.

Die linken Seiten liest man als ,,gro8-O von f(n)“, ,,groB-Omega von f(n)*, ,,Theta
von f(n)“, ,klein-o von f(n)*“bzw. ,klein-omega von f(n)*“. Man beachte, dass mit
Wf ()< in ,O(f(n))“ und ,.g(n)“ in ,,{g(n):...}* die Funktionen f(n) bzw. g(n)
bezeichnet werden — es wird nur deutlich gemacht, dass diese Funktionen von der
Variablen n abhéngen. In Bedingungen wie ,,vn > ng : g(n) < c¢- f(n)* sind hingegen
die Funktionswerte fiir ein n gemeint.

Wir betrachten einige Beispicle. Die Menge O(n?) enthilt die Funktionen, die
hochstens quadratisch wachsen, die Menge o(nz) die Funktionen, die langsamer als
quadratisch wachsen, und o(1) enthilt die Funktionen, die fiir wachsendes n gegen
Null streben. Dabei steht ,,1* fiir die konstante Funktion n +> 1, die {iberall den Wert
1 hat. Damit liegt eine Funktion f(n) in o(1), wenn f(n) < ¢- 1 fiir jedes positive
¢ gilt, wenn nur n geniigend groB ist, d. h., wenn f(n) fiir wachsendes n gegen Null
strebt. Allgemein ist O(f(n)) die Menge all der Funktionen, die ,,nicht schneller
wachsen als“ f(n); dhnlich ist Q(f(n)) die Menge der Funktionen, die ,,mindestens
so schnell wachsen wie* f(n). Zum Beispiel liegt beim Algorithmus von Karatsuba
fiir die Multiplikation ganzer Zahlen die asymptotische Rechenzeit im schlechtesten
Fall in O(nl'585 ), wohingegen die asymptotische Rechenzeit der Schulmethode in
Q(nz) liegt. Daher konnen wir sagen, dass der Algorithmus von Karatsuba asympto-
tisch schneller ist als die Schulmethode. Die Notation o(f(n)) (,.klein-o* von f(n)*)
bezeichnet die Menge aller Funktionen, die ,,strikt langsamer wachsen als“ f(n).
Ihr Gegenstiick, die Notation w(f(n)) (,klein-omega von f(n)*), wird eher selten
benutzt und ist hier nur der Vollstindigkeit halber aufgefiihrt.

Die meisten Algorithmen in diesem Buch haben Rechenzeitschranken, die sich
als ein Polynom oder als eine logarithmische Funktion oder als Produkt solcher
Funktionen schreiben lassen. Am Beispiel der Polynome machen wir nun den Leser
mit einigen grundlegenden Umformungen fiir unsere asymptotische Notation ver-
traut.

Lemma 2.1. Sei p(n) = XX a;in’ ein Polynom mit reellen Koeffizienten, wobei a;, >0
gilt. Dann ist p(n) € ©(nF).

Beweis. Es geniigt, die beiden Beziehungen p(n) € O(n*) und p(n) € Q(n*) zu
beweisen. Wir beobachten zunichst, dass fiir n > 0
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k k
n) < z |lailn' < nkz |a;]
i=0 i=0

gilt; daraus folgt p(n) < (X5 |a;|)n* fiir alle positiven n. Daher gilt p(n) € O(nF).
Nun setzen wir A = Y* ) |a;]. Fiir alle n > 0 gilt

p(n) > aknk — A1 = ?"nk—%nk_l (%n—A)

2
und daher p(n) > (ar/2)n* fiir n > 2A /a;. Wir wihlen ¢ = a;/2 und ny = 24 /ay,
und erhalten mit der Definition von Q(n), dass p(n) € Q(n*) gilt. 0

Aufgabe 2.1. Richtig oder falsch? (a) n* + 10°n € O(n?); (b) nlogn € O(n);
(c) nlogn € Q(n); (d) logn € o(n).

Die asymptotische Notation wird bei der Algorithmenanalyse hdufig benutzt, und
es ist bequem, die préizise Definition etwas flexibler zu handhaben, indem man Be-
zeichnungen fiir Mengen von Funktionen (wie O(nz)) einfach so benutzt, als ob es
sich um gewohnliche Funktionen handeln wiirde. Insbesondere schreiben wir immer
h(n) = O(f(n)) anstelle von h(n) € O(f(n)) und O(h(n)) = O(f(n)) anstelle von
O(h(n)) CO(f(n)), z.B.:

32 +Tn= O(nz) = O(n3) .

Folgen von ,,Gleichungen‘ mit der O-Notation muss man also als Elementbezie-
hungen und Inklusionen auffassen und als solche immer nur von links nach rechts
lesen.

Fiir eine Funktion A(n), Mengen F und G von Funktionen, und einen Operator
o (wie +, - oder /) soll F ¢ G eine Abkiirzung fiir {f(n)og(n) : f(n) € F,g(n) € G}
sein, und i(n) o F soll fiir {h(n)} o F stehen. Mit dieser Vereinbarung bezeichnet also
f(n)+o(f(n)) die Menge aller Funktionen f(n)+ g(n) mit der Eigenschaft, dass
g(n) strikt langsamer wiichst als f(n), d. h., dass der Quotient ( f(n)+g(n))/f(n) fiir
n — oo gegen 1 strebt. Aquivalent kann man auch (14 o(1))f(n) schreiben. Diese
Notation benutzen wir, wenn wir die Rolle von f(n) als ,, fiihrendem Term* betonen
wollen, gegeniiber dem ,,Terme niedrigerer Ordnung* ignoriert werden konnen.

Lemma 2.2. Fiir die O-Notation gelten die folgenden Regeln:

cf(n) =0O(f(n)), fiir jede positive Konstante c,
f(n)+g(n) =Q(f(n)),
f(n)+g(n) =0(f(n)), wenn g(n) = O(f(n)),
O(f(n))-O(g(n)) = O(f(n)-g(n)).
Aufgabe 2.2. Beweisen Sie Lemma 2.2.

Aufgabe 2.3. Verschiirfen Sie Lemma 2.1, indem Sie zeigen, dass sogar p(n) =
agn” —|—0(nk) gilt.

Aufgabe 2.4. Beweisen Sie, dass n* = o(c ) gilt, fiir ganzzahlige k und beliebige
¢ > 1. In welcher Relation steht 7'°21°¢" zu n* und ¢"*?
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2.2 Das Maschinenmodell

Im Jahr 1945 schlug John von Neumann (Abb. 2.1)
eine einfache, aber michtige Rechnerarchitektur
vor [215]. Die eingeschrinkten Hardwaremoglichkei-
ten der damaligen Zeit brachten ihn zu einem ele-
ganten Entwurf, der sich auf das Wesentliche be-
schrinkte; andernfalls wére eine Realisierung nicht
moglich gewesen. In den Jahren seit 1945 hat sich
zwar die Hardwaretechnologie dramatisch weiterent-
wickelt, aber das Programmiermodell, das sich aus
von Neumanns Entwurf ergab, ist so elegant und
michtig, dass es heute noch die Grundlage fiir den
Grofiteil der modernen Programmierung darstellt. Im
Normalfall funktionieren Programme, die fiir das
von-Neumann-Modell geschrieben werden, auch auf  Apb. 2.1. John von Neumann,
der viel komplexeren Hardware der heutigen Compu-  %28.12.1903 in  Budapest,
ter recht gut. 18.2.1957 in Washington, DC.

Fiir die Analyse von Algorithmen benutzt man ei-
ne Variante des von-Neumann-Rechners, die RAM
(,,random access machine*: Maschine mit wahlfreiem Speicherzugriff) oder Regis-
termaschine genannt wird. Dieses Modell wurde 1963 von Shepherdson und Sturgis
vorgeschlagen [195]. Dabei handelt es sich um einen sequentiellen Rechner mit uni-
formem Speicher, d. h., es gibt nur eine Recheneinheit (CPU), und jeder Speicherzu-
griff kostet genau gleich viel Zeit. Der Speicher (,,memory* oder ,,store*) besteht aus
unendlich vielen Speicherzellen S[0], S[1], S[2], ...; zu jedem Zeitpunkt ist nur ei-
ne endliche Anzahl davon in Gebrauch. Zusitzlich zu diesem Hauptspeicher besitzt
eine RAM eine kleine, konstante Anzahl von Registern Ry, ..., Ry.

In den Zellen und den Registern werden ,.,kleine* ganze Zahlen gespeichert, die
auch (Maschinen-)Worter genannt werden. In unseren Uberlegungen zur ganzzahli-
gen Arithmetik in Kap. 1 hatten wir angenommen, dass ,.klein* das gleiche wie ,,ein-
ziffrig*” bedeutet. Es ist jedoch verniinftiger und auch bequemer anzunehmen, dass es
von der Eingabegrofie abhiingt, was ,klein® bedeutet. Unsere Standardannahme wird
sein, dass eine ganze Zahl in einer Zelle gespeichert sein kann, solange ihre Grofe
durch ein Polynom in der GroBe der Eingabe beschrinkt ist. Die Binédrdarstellung
solcher Zahlen benétigt eine Anzahl von Bits, die logarithmisch in der GroBe der
Eingabe ist. Diese Annahme ist verniinftig, weil wir den Inhalt einer Speicherzelle
immer auf logarithmisch viele Zellen aufteilen konnten, von denen jede ein Bit spei-
chern kann, ohne dass Zeit- und Speicherbedarf um mehr als einen logarithmischen
Faktor zunehmen. Da Register fiir die Adressierung von Speicherzellen benutzt wer-
den, wird man verlangen, dass jede in einer Berechnung vorkommenden Adresse
in einem Register Platz findet. Hierfiir ist eine polynomielle Grof3enbeschriankung
ausreichend.

Die Annahme einer logarithmischen Beschriankung der Bitldnge der gespeicher-
ten Zahlen ist aber auch notwendig: Wenn man zuliee, dass in einer Zelle Zahlen
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beliebiger GroBle gespeichert werden konnen, wiirden sich in manchen Fillen Al-
gorithmen mit absurd kleinem Zeitbedarf ergeben. Beispielsweise konnte man mit
n nacheinander ausgefiihrten Quadrierungen aus der Zahl 2 (zwei Bits) eine mit 2"
Bits erzeugen. Man beginnt mit 2 = 21 quadriert einmal, um 22 — 4 zu erhalten,
nochmaliges Quadrieren liefert 16 = 2%2 usw. Nach n-maligem Quadrieren ist die
Zahl 2%" entstanden.

Unser Modell lédsst eine bestimmte, eingeschrinkte Art von Parallelverarbeitung
zu: einfache Operationen auf einer logarithmischen Anzahl von Bits konnen in kon-
stanter Zeit ausgefiihrt werden.

Eine RAM kann ein (Maschinen-)Programm ausfiihren. Ein solches Programm
ist dabei eine Liste von Maschinenbefehlen, durchnummeriert von 1 bis zu einer Zahl
¢. Die Eintrige der Liste heilen Zeilen des Programms. Das Programm steht in einem
Programmspeicher. Unsere RAM kann folgende Maschinenbefehle ausfiihren:

e R;:=S [Rj] lddt den Inhalt der Speicherzelle, deren Index in Register R; steht, in
Register R;.

e S[Rj]:=R; schreibt den Inhalt von Register R; in die Speicherzelle, deren Index
in Register R; steht.

e R;:=R; ®R, fiihrt auf den Inhalten von Registern R; und R, eine binire Ope-
ration ® aus und speichert das Ergebnis in Register R;. Dabei gibt es fiir ,,©0
eine Reihe von Moglichkeiten. Die arithmetischen Operationen sind wie iiblich
+, — und x; sie interpretieren die Registerinhalte als ganze Zahlen. Die Opera-
tionen div und mod, ebenfalls fiir ganze Zahlen, liefern den Quotienten bzw. den
Rest bei der ganzzahligen Division. Die Vergleichsoperationen <, <, > und >
fiir ganze Zahlen liefern als Ergebnis einen Wahrheitswert, also true ( = 1) oder
false (= 0). Daneben gibt es auch die bitweise auszufiihrenden Operationen |
(logisches Oder, OR), & (logisches Und, AND) und & (exklusives Oder, XOR);
sie interpretieren Registerinhalte als Bitstrings. Die Operationen » (Rechtsshift)
und « (Linksshift) interpretieren das erste Argument als Bitstring und das zweite
als nichtnegativen Verschiebewert. Die logischen Operationen A und V verarbei-
ten die Wahrheitswerte 1 and 0. Wir konnen auch annehmen, dass es Operationen
gibt, die die in einem Register gespeicherten Bits als Gleitkommazahl interpre-
tieren, d. h. als endlichen Néherungswert fiir eine reelle Zahl.

e R;:=OR; fiihrt auf Register R; eine undre Operation ® aus und speichert das
Ergebnis in Register R;. Dabei sind die Operationen — (fiir ganze Zahlen), —
(logische Negation fiir Wahrheitswerte, NOT) und ~ (bitweise Negation fiir Bit-
strings) vorgesehen.
R;:=C weist dem Register R; einen konstanten Wert C zu.
JZ k,R; setzt die Berechnung in Programmzeile k fort, wenn Register R; den
Inhalt O hat (Verzweigung oder bedingter Sprung), andernfalls in der ndchsten
Programmzeile.’

e J £ setzt die Berechnung in Programmzeile & fort (unbedingter Sprung).

3 Das Sprungziel k kann, falls notig, auch als Inhalt § [R;] einer Speicherzelle angegeben sein.
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Ein solches Programm wird auf einer gegebenen Eingabe Schritt fiir Schritt aus-
gefiihrt. Die Eingabe steht zu Beginn in den Speicherzellen S[1] bis S[R;]; die erste
ausgefiihrte Programmzeile ist Zeile 1. Mit Ausnahme der Sprungbefehle JZ und
J folgt auf die Ausfithrung einer Programmzeile stets die Ausfithrung der darauf-
folgenden Programmzeile. Die Ausfithrung des Programms endet, wenn eine Zeile
ausgefiihrt werden soll, deren Nummer auferhalb des Bereichs 1..¢ liegt.

Wir legen den Zeitaufwand fiir die Ausfiihrung eines Programms auf einer Einga-
be auf denkbar einfache Art fest: Die Ausfiihrung eines Maschinenbefehls dauert ge-
nau eine Zeiteinheit. Die Gesamtausfiihrungszeit oder Rechenzeit eines Programms
ist dann einfach die Gesamtzahl aller ausgefiihrten Befehle.

Es ist wichtig, sich klarzumachen, dass die RAM eine Abstraktion ist; man darf
das Modell nicht mit wirklichen Rechnern verwechseln. Insbesondere haben ech-
te Rechner einen endlichen Speicher und eine feste Anzahl von Bits pro Register
bzw. Speicherzelle (z.B. 32 oder 64). Im Gegensatz hierzu wachsen (,,skalieren®)
Wortlidnge und Speichergréfie einer RAM mit der Eingabegrofle. Wenn man so will,
kann man dies als Abstraktion der historischen Entwicklung der Rechner ansehen:
Mikroprozessoren hatten nacheinander Wortldngen von 4, 8, 16, 32 und 64 Bits. Mit
Wortern der Linge 64 kann man einen Speicher der GroBe 2%* adressieren. Daher ist,
auf der Basis heutiger Preise fiir Speichermedien, die Speichergrofle durch die Kos-
ten und nicht durch die Linge der Adressen begrenzt. Interessanterweise traf diese
Aussage auch zu, als 32-Bit-Worter eingefiihrt wurden!

Auch unser Modell fiir die Komplexitdt von Berechnungen stellt insofern eine
grobe Vereinfachung dar, als moderne Prozessoren versuchen, viele Instruktionen
gleichzeitig auszufiihren. Zu welcher Zeitersparnis dies fiihrt, hdangt von Faktoren
wie Datenabhiingigkeiten zwischen aufeinanderfolgenden Operationen ab. Infolge-
dessen ist es gar nicht moglich, einer Operation feste Kosten zuzuordnen. Dieser Ef-
fekt tritt besonders bei Speicherzugriffen zutage. Die im schlechtesten Fall fiir einen
Zugriff auf den Hauptspeicher benotigte Zeit kann mehrere Hundert mal gréBer sein
als die im besten Fall! Dies liegt daran, dass moderne Prozessoren versuchen, hiufig
benutzte Daten in Cachespeichern zu halten, das sind vergleichsweise kleine, schnel-
le Speichereinheiten, die eng an die Prozessoren angebunden sind. Welche Rechen-
zeitersparnis durch Cachespeicher erzielt wird, hangt sehr stark von der Architektur,
vom Programm und sogar von der konkreten Eingabe ab.

Wir konnten versuchen, ein sehr genaues Kostenmodell zu entwickeln, aber dies
ginge am Ziel vorbei. Es ergébe sich ein sehr komplexes und schwer handhabbares
Modell. Selbst eine erfolgreiche Analyse wiirde zu einer monstrésen Formel fiih-
ren, die von vielen Parametern abhingt, die sich dann auch noch mit jeder neuen
Prozessorgeneration dndern. Obgleich die in einer solchen Formel enthaltene Infor-
mation sehr prizise wire, wire sie allein aufgrund ihrer Komplexitéit unbrauchbar.
Daher gehen wir gleich zum anderen Extrem, eliminieren samtliche Modellparame-
ter und nehmen einfach an, dass die Ausfiihrung eines Maschinenbefehls genau eine
Zeiteinheit beansprucht. Das fiihrt dazu, dass konstante Faktoren in unserem Mo-
dell eigentlich keine Rolle spielen — ein weiterer Grund dafiir, dass wir meistens
bei der asymptotischen Analyse von Algorithmen bleiben. Zum Ausgleich gibt es in
jedem Kapitel einen Abschnitt zu Implementierungsaspekten, in denen Implemen-
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tierungsvarianten und ,,frade-offs* diskutiert werden, also Abhingigkeiten zwischen
dem Bedarf an verschiedenen Ressourcen wie Zeit und Speicherplatz.

2.2.1 Hintergrundspeicher

Eine RAM und ein realer Rechner unterscheiden sich am dramatischsten in der Spei-
cherstruktur: einem uniformen Speicher in der RAM steht eine komplexe Speicher-
hierarchie im realen Rechner gegeniiber. In den Abschnitten 5.7, 6.3 und 7.6 werden
wir Algorithmen betrachten, die speziell auf grole Datenmengen zugeschnitten sind,
die in langsamen (Hintergrund-)Speichern wie etwa Platten gehalten werden miissen.
Zur Untersuchung dieser Algorithmen benutzen wir das Externspeichermodell.

Das Externspeichermodell dhnelt dem RAM-Modell, unterscheidet sich von die-
sem aber in der Speicherstruktur. Der (schnelle) interne Speicher (Hauptspeicher)
besteht nur aus M Wortern; der (langsame) Externspeicher (Hintergrundspeicher) hat
unbeschrinkte Grofe. Es gibt spezielle E/A-Operationen, die B aufeinanderfolgen-
de Worter zwischen langsamem und schnellem Speicher hin- und hertransportieren.
Wenn z. B. der Externspeicher eine Festplatte ist, wire M die Grofle des Hauptspei-
chers, und B wire eine BlockgroBe fiir die Dateniibertragung zwischen Hauptspei-
cher und Platte, die einen guten Kompromiss zwischen der hohen Wartezeit (La-
tenzzeit) und der groBen Bandweite bei einer Ubertragung von einer Speicherart
auf die andere darstellt. Beim aktuellen Stand der Technik sind M = 2 GByte und
B =2 MByte realistische Werte. Ein E/A-Schritt wiirde dann etwa 10 ms dauern, was
2-107 Taktzyklen eines 2 GHz-Prozessors entspricht. Mit anderen Festlegungen fiir
die Parameter M und B konnten wir den (kleineren) Unterschied in den Zugriffszei-
ten zwischen einem Hardware-Cachespeicher und dem Hauptspeicher modellieren.

2.2.2 Parallelverarbeitung

In modernen Rechnern finden wir viele Arten von Parallelverarbeitung vor. Viele
Prozessoren weisen SIMD-Register mit einer Breite zwischen 128 und 256 Bits auf,
die die parallele Ausfiihrung eines Befehls auf einer ganzen Reihe von Datenobjek-
ten ermoglicht (,,single instruction — multiple data*).

Simultanes Multi-Threading erlaubt es Prozessoren, ihre Ressourcen besser aus-
zulasten, indem mehrere Threads (Teilprozesse) gleichzeitig auf einem Prozessor-
kern ausgefiihrt werden. Sogar auf mobilen Geriten gibt es oft Mehrkernprozessoren,
die unabhiingig voneinander Programme ausfiihren konnen, und die meisten Server
haben mehrere solcher Mehrkernprozessoren, die auf einen gemeinsamen Speicher
zugreifen konnen.

Coprozessoren, insbesondere solche, die in der Computergrafik Verwendung fin-
den, weisen noch mehr parallel arbeitende Komponenten auf einem einzigen Chip
auf. Hochleistungsrechner bestehen aus mehreren Server-Systemen, die durch ein ei-
genes schnelles Netzwerk miteinander verbunden sind. Schlielich gibt es die Mog-
lichkeit, dass Computer aller Art iiber ein Netzwerk (das Internet, Funk-Netzwerke
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usw.) eher lose verbunden sind und so ein verteiltes System bilden, in dem Millio-
nen von Knoten zusammenarbeiten. Es ist klar, dass kein einzelnes einfaches Mo-
dell geniigt, um parallele Programme zu beschreiben, die auf diesen vielen Ebenen
von Parallelitit ablaufen. In diesem Buch werden wir uns daher darauf beschrinken,
gelegentlich (ohne formale Argumentation) zu erldutern, weshalb ein bestimmter se-
quentieller Algorithmus vielleicht besser oder weniger gut fiir die parallele Ausfiih-
rung umgearbeitet werden kann. Beispielsweise konnte man bei den Algorithmen fiir
Langzahlarithmetik in Kap. 1 auch SIMD-Instruktionen einsetzen.

2.3 Pseudocode

Das RAM-Modell, eine Abstraktion und Vereinfachung der Maschinenprogramme,
die auf Mikroprozessoren ausgefiihrt werden, soll eine prizise Definition des Be-
griffs ,,Rechenzeit” ermdglichen. Zur Formulierung komplexer Algorithmen ist es
jedoch wegen seiner Einfachheit nicht geeignet, weil die entsprechenden RAM-
Programme viel zu lang und schwer lesbar wiren. Stattdessen werden wir unsere
Algorithmen in Pseudocode formulieren, der eine Abstraktion und Vereinfachung
von imperativen Programmiersprachen wie C, C++, Java, C# oder Pascal darstellt,
kombiniert mit groB3ziigiger Benutzung von mathematischer Notation. Wir beschrei-
ben nun Konventionen fiir die in diesem Buch verwendete Pseudocode-Notation und
leiten ein Zeitmessmodell fiir Pseudocodeprogramme ab. Dieses ist sehr einfach:
Elementare Pseudocode-Befehle bendtigen konstante Zeit; Prozedur- und Funkti-
onsaufrufe bendotigen konstante Zeit plus die Zeit fiir die Ausfiihrung ihres Rumpfes.
Wir zeigen, dass dies gerechtfertigt ist, indem wir skizzieren, wie man Pseudoco-
de in dquivalenten RAM-Code iibersetzen kann, der dieses Zeitverhalten aufweist.
Wir erkliren diese Ubersetzung nur so weit, dass das Zeitmessmodell verstindlich
wird. Uber Compileroptimierungstechniken etwa muss man sich hier keine Gedan-
ken machen, weil konstante Faktoren in unserer Theorie keine Rolle spielen. Der
Leser mag sich auch dafiir entscheiden, die folgenden Absitze zu tiberblittern und
das Zeitmessmodell fiir Pseudocodeprogramme als ein Axiom zu akzeptieren. Die
hier verwendete Pseudocode-Syntax dhnelt der Syntax von Pascal [110], weil die-
se Notation aus typographischer Sicht angenehmer fiir ein Buch erscheint als die
wohlbekannte Syntax von C und den daraus durch Weiterentwicklung entstandenen
Sprachen C++ und Java.

2.3.1 Variablen and elementare Datentypen

Eine Variablendeklaration ,,v = x : T* stellt eine Variable v vom Typ T bereit und
initialisiert sie mit dem Wert x. Beispielsweise erzeugt ,,answer = 42 : N* eine Va-
riable answer, die nichtnegative ganzzahlige Werte annehmen kann, und initialisiert
sie mit dem Wert 42. Der Typ einer Variablen wird in der Deklaration eventuell nicht
genannt, wenn er aus dem Zusammenhang hervorgeht. Als Typen kommen elemen-
tare Typen wie integer (ganze Zahlen), Boolean (Boolesche Werte) oder Zeiger bzw.
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Referenzen oder zusammengesetzte Typen in Frage. Dabei gibt es vordefinierte zu-
sammengesetzte Typen wie Arraysund anwendungsspezifische Klassen (siehe un-
ten). Wenn der Typ einer Variablen fiir die Diskussion irrelevant ist, benutzen wir
den unspezifierten Typ Element als Platzhalter fiir einen beliebigen Typ. Die nu-
merischen Typen werden manchmal um die Werte —eo und oo erweitert, wenn dies
bequem ist. Ahnlich erweitern wir manchmal Typen um einen undefinierten Wert
(bezeichnet mit dem Symbol L), der von den ,.eigentlichen” Objekten vom Typ T
unterscheidbar sein soll. Besonders bei Zeigertypen ist ein undefinierter Wert hilf-
reich. Werte des Zeigertyps ,,Pointer to 7 sind ,,Griffe” (engl.: handle) fiir Objekte
vom Typ 7. Im RAM-Modell ist ein solcher Griff einfach der Index (die ,,Adresse*)
der ersten Zelle eines Speichersegments, in dem ein Objekt vom Typ T gespeichert
1st.

Eine Deklaration ,,a : Array [i..j] of T* stellt ein Array a bereit, das aus j—i+ 1
Eintriigen vom Typ T besteht, die in a[i], a[i+ 1], ..., a[j] gespeichert sind. Arrays
werden als zusammenhingende Speichersegmente realisiert. Um den in a[k] abgeleg-
ten Eintrag zu finden, geniigt es, die Startadresse von a und die Grofe eines Objektes
vom Typ T zu kennen. Wenn beispielsweise Register R, die Startadresse des Arrays
al0..k] enthilt und R; den Index 42, und wenn jeder Eintrag ein Speicherwort ist,
dann 14dt die Befehlsfolge ,,R| := R, + R;; R, :=S[R;]“ den Inhalt von a[42] in Re-
gister Ry. Die Grofie eines Arrays wird festgelegt, wenn die Deklaration ausgefiihrt
wird; solche Arrays heiflen statisch. In Abschnitt 3.2 werden wir sehen, wie man
dynamische Arrays implementiert, die wihrend der Programmausfiihrung wachsen
und schrumpfen konnen.

Eine Deklaration ,,c : Class age : N, income : N end“ stellt eine Variable c bereit,
deren Werte Paare von ganzen Zahlen sind. Die Komponenten von ¢ werden mit
c.age und c.income angesprochen. Fiir eine Variable c liefert addressof ¢ einen Griff
fiir ¢ (d. h. die Adresse von ¢). Wenn p eine Variable vom passenden Zeigertyp ist,
dann konnen wir mit p := addressof ¢ diesen Griff in p speichern; mit *p erhalten
wir das Objekt ¢ zuriick. Die beiden ,,Felder* von ¢ konnen dann auch durch p—age
und p—rincome angesprochen werden. Die alternative Schreibweise (xp).age und
(*p).income ist moglich, aber ungebriuchlich.

Arrays und Objekte, auf die mit Zeigern verwiesen wird, konnen mit den An-
weisungen allocate und dispose bereitgestellt und mit einem Namen versehen
bzw. wieder freigegeben werden. Beispielsweise stellt die Anweisung p := allocate
Array [1..n] of T ein Array von n Objekten vom Typ T bereit, d. h., es wird ein zu-
sammenhéngendes Speichersegment reserviert, dessen Linge fiir genau n Objekte
vom Typ T ausreicht, und die Variable p erhilt als Wert den Griff fiir das Array (die
Startadresse dieses Speichersegments). Die Anweisung dispose p gibt den Speicher-
bereich frei und macht ihn damit fiir anderweitige Benutzung verfiigbar. Mit den
Operationen allocate und dispose konnen wir das Array S der RAM-Speicherzellen
in disjunkte Stiicke zerlegen, auf die man individuell zugreifen kann. Die beiden
Funktionen konnen so implementiert werden, dass sie nur konstante Zeit benttigen,
zum Beispiel auf die folgende extrem einfache Weise: Die Adresse der ersten freien
Speicherzelle in S wird in einer speziellen Variablen free gehalten. Ein Aufruf von
allocate reserviert einen Speicherabschnitt, der bei free beginnt, und erhoht free um
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dem Umfang des reservierten Abschnitts. Ein Aufruf von dispose hat keinen Effekt.
Diese Implementierung ist zeiteffizient, aber nicht speicherplatzeffizient: Zwar beno-
tigt jeder Aufruf von allocate oder dispose nur konstante Zeit, aber der gesamte Spei-
cherplatzverbrauch ist die Summe der Lédngen aller jemals reservierten Segmente und
nicht der maximale zu einem Zeitpunkt benétigte (d. h. reservierte, aber noch nicht
freigegebene) Platz. Ob jede beliebige Folge von allocate- und dispose-Operationen
zugleich speicherplatzeffizient und mit konstantem Zeitaufwand fiir jede Operation
realisiert werden kann, ist ein offenes Problem. Jedoch lassen sich fiir alle Algorith-
men, die in diesem Buch vorgestellt werden, allocate und dispose zugleich zeit- und
platzeffizient realisieren.

Einige zusammengesetzte Datentypen werden wir aus der Mathematik iiberneh-
men. Insbesondere verwenden wir Tupel, (endliche) Folgen und Mengen. (Geordne-
te) Paare, Tripel und andere Tupel werden in Klammern geschrieben, wie in (3, 1),
(3,1,4) und (3,1,4,1,5). Weil sie nur eine im Typ festgelegte Anzahl von Kom-
ponenten enthalten, konnen Operationen auf Tupeln auf offensichtliche Weise in
Operationen auf diesen Komponenten zerlegt werden. Eine Folge, geschrieben mit
spitzen Klammern, speichert Objekte eines Typs in einer spezifizierten Reihenfolge;
dabei legt der Typ die Anzahl der Eintrige nicht fest. Beispielsweise deklariert die
Anweisung ,,s = (3,1,4,1) : Sequence of Z* eine Folge s von ganzen Zahlen und
initialisiert sie mit der Folge (3, 1,4, 1) der Zahlen 3, 1, 4 und 1, in dieser Reihenfol-
ge. Die leere Folge wird als () geschrieben. Folgen sind eine natiirliche Abstraktion
vieler Datenstrukturen wie Dateien (Files), Strings (Zeichenreihen), Listen, Stapel
(Stacks) und Warteschlangen (Queues). In Kap. 3 werden wir viele verschiedene
Moglichkeiten betrachten, Folgen darzustellen. In spiteren Kapiteln werden wir Fol-
gen als mathematische Abstraktion vielfiltig benutzen, ohne uns weiter um Imple-
mentierungsdetails zu kiimmern.

Mengen spielen eine wichtige Rolle in mathematischen Uberlegungen; wir wer-
den sie auch in unserem Pseudocode benutzen. Es werden also Deklarationen wie
»M ={3,1,4} : Set of N* vorkommen, die analog zu Deklarationen von Arrays oder
Folgen zu verstehen sind. Die Implementierung des Datentyps ,,Menge* erfolgt meist
iber Folgen.

2.3.2 Anweisungen

Die einfachste Anweisung ist eine Zuweisung x:= E, wobei x eine Variable und E
ein (in iiblicher Weise aus Operationen aufgebauter) Ausdruck ist. Eine Zuweisung
lasst sich leicht in eine Folge von RAM-Befehlen konstanter Lange transformieren.
Beispielsweise wird die Anweisung a:=a-+b-cin ,,Ri:=Rp*R:; R,:==R,+R|“
tibersetzt, wobei R, R, und R, die Register sind, die a, b bzw. ¢ enthalten. Aus der
Programmiersprache C leihen wir uns die Abkiirzungen ++ und - - fiir das Erhohen
und das Erniedrigen einer Variablen um 1. Wie benutzen auch die simultane Zuwei-
sung an mehrere Variablen. Wenn beispielsweise a und b Variable desselben Typs
sind, vertauscht ,,(a,b) := (b,a)* die Inhalte von a und b (engl.: swap).

Die bedingte Anweisung ,,if C then / else J*, wobei C ein Boolescher Ausdruck
ist und / und J Anweisungen sind, wird in die Befehlsfolge
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eval(C); JZ sElse, Rc; trans(I); J sEnd; trans(J)

iibersetzt. Dabei haben die einzelnen Teile folgende Bedeutung: eval(C) ist eine Be-
fehlsfolge, die den Ausdruck C auswertet und das Ergebnis in Register Rc ablegt;
trans(I) ist eine Befehlsfolge, die die Anweisung I implementiert; frans(J) imple-
mentiert die Anweisung J; sElse ist die Nummer des ersten Befehls in trans(J); sEnd
schlieBlich ist die Nummer des Befehls, der auf trans(J) folgt. Diese Folge berechnet
zunichst den Wert von C. Wenn dies false ( = 0) liefert, springt das RAM-Programm
zum ersten Befehl der Ubersetzung von J. Wenn das Ergebnis hingegen true (= 1)
ist, fiihrt das Programm die Ubersetzung von I aus und springt nach Erreichen des
Endes dieses Programmsegments zum ersten Befehl, der auf die Ubersetzung von J
folgt. Die Anweisung ,.if C then /* ist eine Abkiirzung fiir ,,if C then / else ;*, d. h.
eine bedingte Anweisung mit leerem else-Teil.

Aus einzelnen Anweisungen kann man durch Aneinanderreihung eine Gruppe
I1;D;. .. ;1. von Anweisungen erzeugen, die man auch wieder als eine (komplexere)
Anweisung auffassen kann. Bei der Ubersetzung in ein Maschinenprogramm werden
die Ubersetzungen der einzelnen Anweisungen hintereinandergesetzt.

Unsere Pseudocode-Notation fiir Programme ist fiir einen menschlichen Leser
gedacht und hat daher eine nicht ganz so strenge Syntax wie Programmiersprachen.
Insbesondere werden wir Anweisungen durch Einriickung zu Gruppen zusammen-
fassen und dadurch viele der Klammern vermeiden, die sich etwa in C-Programmen
finden. Hohere Programmiersprachen wie C stellen einen Kompromiss dar: die Pro-
gramme sollen fiir Menschen lesbar sein, aber auch maschinell verarbeitet werden
konnen. Wir benutzen Klammern zur Gliederung von Anweisungen nur, wenn das
Programm sonst mehrdeutig wire. Genauso kann der Beginn einer neuen Zeile an-
stelle eines Semikolons benutzt werden, um zwei Anweisungen zu trennen.

Eine Schleife ,,repeat [ until C* wird in trans(I); eval(C); JZ sl, R iibersetzt,
wobei sI die Nummer des ersten Befehls in trans(I) ist. Wir werden viele andere
Arten von Schleifen benutzen, die als Abkiirzungen fiir repeat-Schleifen angesehen
werden konnen. In der folgenden Liste sind fiir einige Beispiele links die Abkiirzun-
gen angegeben und rechts die jeweiligen vollen Formulierungen:

while C do / if C then repeat / until -C
fori:=atobdo [ i:=a;whilei<bdol;i++
for i:=a to « while C do / i:=a;whileCdo I; i++
foreach e € sdo / fori:=1to |s|do e:=s[i]; ]

Bei der Ubersetzung von Schleifen in RAM-Code sind viele maschinennahe Opti-
mierungen moglich, die wir aber nicht beriicksichtigen. Fiir unsere Zwecke ist nur
von Bedeutung, dass die Rechenzeit fiir die Ausfiihrung einer Schleife die Summe
der Rechenzeiten fiir die einzelnen Durchlidufe ist, wobei natiirlich die Zeit fiir die
Auswertung der Bedingungen mit beriicksichtigt werden muss.

2.3.3 Prozeduren und Funktionen

Ein Unterprogramm mit Namen foo wird wie folgt deklariert: ,,Procedure foo(D)
I“. Dabei ist I der Prozedurrumpf, und D ist eine Liste von Variablendeklarationen,



36 2 Einleitung

die die ,,formalen‘ Parameter von foo spezifizieren. Ein Aufruf von foo hat die Form
foo(P), wobei P eine Liste von ,,aktuellen* Parametern oder Argumenten ist, die
genauso lang wie die Liste der Variablendeklarationen ist. Aktuelle Parameter sind
entweder Wertparameter (engl.: pass by value) oder Referenzparameter (engl.: pass
by reference). Wenn nichts anderes gesagt ist, nehmen wir an, dass elementare Objek-
te wie ganze Zahlen oder Boolesche Variablen als Wert iibergeben werden, komplexe
Objekte wie Arrays dagegen als Referenz. Diese Konventionen entsprechen denen,
die in C benutzt werden; sie stellen sicher, dass die Parameteriibergabe konstante Zeit
benoétigt. Die Semantik der Parameteriibergabe ist dabei folgende: Ist x ein Wertpa-
rameter vom Typ 7', dann muss der entsprechende aktuelle Parameter im Aufruf ein
Ausdruck E sein, der einen Wert vom Typ T liefert. Die Parameteriibergabe ist dann
dquivalent zur Deklaration einer lokalen Variablen mit Namen x, die mit dem Wert
von E initialisiert wird. Ist x dagegen ein Referenzparameter vom Typ 7', dann muss
der entsprechende aktuelle Parameter im Aufruf eine Variable desselben Typs sein;
wihrend der Ausfiihrung des Prozedurrumpfes ist x einfach ein alternativer Name
fiir diese Variable.

Ebenso wie bei Variablendeklarationen lassen wir mitunter die Angabe des Typs
bei Parameterdeklarationen weg, wenn er unwesentlich oder aus dem Zusammen-
hang ersichtlich ist. Manchmal werden Parameter auch durch Verwendung von ma-
thematischer Notation nur implizit deklariert. Beispielsweise deklariert ,,Procedure
bar({a1,...,ay)) I* eine Prozedur, deren Argument eine Folge von Elementen eines
nicht weiter bezeichneten Typs ist.

Im Prozedurrumpf darf die spezielle Anweisung return vorkommen, die die
Ausfiihrung des Schleifenrumpfes beendet und mit der Ausfithrung der ersten An-
weisung nach der Aufrufstelle fortfahrt. Wird bei der Ausfiihrung das Ende des Pro-
zedurrumpfes erreicht, hat dies denselben Effekt.

Die meisten Prozeduraufrufe konnen iibersetzt werden, indem einfach der Proze-
durrumpf fiir den Aufruf eingesetzt wird und Mafinahmen fiir die Parameteriiberga-
be vorgesehen werden. Dieses Vorgehen nennt man ,,Inline-Aufruf* (engl.: inlining).
Die Ubergabe eines Wertparameters E fiir einen formalen Parameter x : T wird durch
eine Folge von Befehlen realisiert, die den Ausdruck E auswerten und das Resultat
der lokalen Variablen x zuweisen. Bei einem formalen Referenzparameter x : 7' ge-
schieht die Ubergabe dadurch, dass die lokale Variable x den Typ Pointer to T er-
hilt und alle Vorkommen von x im Prozedurrumpf durch (xx) ersetzt werden. Zudem
muss vor Betreten des Prozedurrumpfes die Zuweisung x := addressof y ausgefiihrt
werden, wobei y der aktuelle Parameter ist. Die Benutzung von Inline-Aufrufen gibt
dem Compiler viele Optimierungsmoglichkeiten, so dass dieses Vorgehen zum ef-
fizientesten Code fiihrt, wenn es sich um kleine Prozeduren oder um Prozeduren
handelt, die nur von einer Stelle aus aufgerufen werden.

Funktionen dhneln Prozeduren, nur ist bei ihnen vorgesehen, dass die return-
Anweisung einen Wert zuriickgibt. In Abb. 2.2 findet man die Deklaration einer

4 Anm: d. U.: Der Ausdruck ,,aktueller Parameter” in diesem Zusammenhang ist eine seit
langem eingebiirgerte Fehliibersetzung von ,,actual parameter; dies heift eigentlich ,,.kon-
kreter/tatsdchlicher Parameter™.
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Function factorial(n) : N
if n = 0 then return 1 else return n - factorial(n — 1)

factorial: /I erster Befehl von factorial
Rarg:=RS[R, —1] /1 lade n in Register Rqyg
JZ thenCase, Ryyg /I springe zum then-Fall, falls n =0
RS[R;] :=aRecCall // else-Fall; Riickkehradresse fiir rek. Aufruf
RS[R,+1]:=Rurg — 1 // Parameter ist n — 1
R, :=R,+2 /| erhohe Stackzeiger
J factorial /I starte rekursiven Aufruf
aRecCall: /I Riickkehradresse fiir rek. Aufruf
Ryesuit :=RS[Ry — 1] % Ryt /I speichere n * factorial(n — 1) ins Resultatregister
J return /I gehe zur Riicksprung-Vorbereitung
thenCase : /I Code fiir then-Fall
Riesuir =1 // speichere 1 ins Resultatregister
return: /I Code fiir Riicksprung
Ry:=R,—2 // gib Aktivierungssatz frei
J RS[R/] /I springe zur Riickkehradresse

Abb. 2.2. Eine rekursive Funktion factorial zur Berechnung der Fakultitsfunktion und der
entsprechende RAM-Code. Der RAM-Code gibt das Resultat n! in Register R, zuriick.

R,

3
aRecCall

4
aRecCall

5
afterCall

Abb. 2.3. Rekursionsstack eines Aufrufs factorial(5), wenn die Rekur-
sion den Aufruf factorial(3) erreicht hat.

Funktion factorial, die auf Eingabe n das Ergebnis n! zuriickgibt, sowie ihre Uberset-
zung in RAM-Code. Die Inline-Ersetzung funktioniert nicht fiir rekursive Prozedu-
ren und Funktionen, die sich (wie factorial) direkt oder indirekt selber aufrufen — die
Code-Ersetzung wiirde nie enden. Um rekursive Unterprogramme in RAM-Code zu
realisieren, bendtigt man den Begriff des Rekursionsstacks (oder Rekursionsstapels).
Man benutzt explizite Aufrufe und den Rekursionsstack auch fiir umfangreiche Un-
terprogramme, die von mehreren Stellen im Programm aus aufgerufen werden, weil
dabei die Inline-Ersetzung den Code zu sehr aufblihen wiirde. Der Rekursionsstack,
bezeichnet mit RS, wird in einem reservierten Teil des Speichers angelegt. Er ent-
hilt eine Folge von “Aktivierungssitzen (engl.: activation record), einen fiir jeden
aktiven Unterprogrammaufruf. Ein spezielles Register R, zeigt immer auf den ersten
freien Platz oberhalb dieses Stacks. Der Aktivierungssatz fiir ein Unterprogramm
mit k£ Parametern und ¢ lokalen Variablen hat Groe 1+ k + ¢. Die erste Position
enthilt die ,,Riicksprungadresse®, d. h. die Nummer der Programmzeile, bei der die
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Ausfiihrung fortgesetzt werden soll, wenn der Aufruf beendet ist; die ndchsten k Po-
sitionen sind fiir die Parameter reserviert, die restlichen ¢ Positionen fiir die lokalen
Variablen. Ein Unterprogrammaufruf wird nun im RAM-Code wie folgt realisiert:
Zuerst schreibt die aufrufende Prozedur caller die Riicksprungadresse und die aktu-
ellen Parameter auf den Stack, erhoht den Wert in R, um 1 4 & und springt zur ersten
Programmzeile des Unterprogramms called. Das aufgerufene Unterprogramm reser-
viert als Erstes durch ErhGhen von R, Platz fiir seine ¢ lokalen Variablen. Dann wird
der Rumpf von called abgearbeitet. Wird wihrend dieser Abarbeitung der i-te for-
male Parameter (0 < i < k) angesprochen, so wird auf die Zelle RS[R, — ¢ — k + ]
zugegriffen; ein Zugriff auf die j-te lokale Variable (0 < j < ¢) wird durch einen
Zugriff auf RS[R, — £ + j] realisiert. Eine return-Anweisung in called wird in eine
Folge von RAM-Befehlen umgesetzt, die R, um 1+ k 4 ¢ erniedrigt (called kennt
natiirlich die Zahlen & und ¢) und dann zur in RS[R,] gespeicherten Riickkehradresse
springt. Hierdurch wird die Ausfiihrung der Prozedur caller fortgesetzt. Man be-
achte, dass mit dieser Methode Rekursion kein Problem mehr darstellt, denn jeder
Aufruf (,,Inkarnation®) eines Unterprogramms hat seinen eigenen Bereich im Stack
fiir seine Parameter und lokale Variablen. Abbildung 2.3 zeigt den Inhalt des Rekur-
sionsstacks fiir einen Aufruf facrorial(5) in dem Moment, in dem die Rekursion den
Aufruf factorial(3) erreicht hat. Die Marke afterCall steht fiir die Nummer der
Programmzeile, die auf den Aufruf factorial(5) folgt; aRecCall wird in Abb. 2.2
definiert. Fiir diesen speziellen Fall erlauben wir in Erweiterung des ganz einfachen
RAM-Befehlssatzes auch RS[R,] als Ziel eines unbedingten Sprungs.

Aufgabe 2.5 (Sieb des Eratosthenes). Ubersetzen Sie den folgenden Pseudocode,
der alle Primzahlen bis zur Zahl n findet und ausgibt, in RAM-Code. (Die letzte
Zeile, in der die eingerahmte Zahl als Wert ausgegeben wird, braucht nicht iibersetzt
zu werden.) Zeigen Sie zundchst, dass der Algorithmus korrekt ist.

a={(1,...,1) : Array [2..n] of {0,1}
/I Referenzparameter; am Ende: afi] = 1 < i ist Primzahl
fori:=2to |\/n| do
if a[i] then for j:=2i to n step i do a[j]:=0
/I Wenn ali] = 1, ist i prim, Vielfache von i dagegen nicht
for i:=2 to n do if a[i] then output(“[7] ist Primzahl”)

2.3.4 Objektorientierung

Wir werden eine einfache Form der objektorientierten Programmierung benutzen,
um die Spezifikation (engl.: interface) und die Implementierung von Datenstruktu-
ren zu trennen. Die entsprechende Notation soll hier anhand eines Beispiels erklirt
werden. Die Definition

Class Complex(x,y : Number) of Number
re = x : Number
im =y : Number
Function abs : R return \/re? 4 im?
Function add(c’ : Complex) : Complex return Complex(re+c'.re,im+ c'.im)
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stellt eine (partielle) Implementierung eines Zahlentyps fiir komplexe Zahlen dar, der
beliebige elementare Zahlentypen wie Z, Q und R als Real- und Imaginérteil benut-
zen kann. (,,Complex* ist ein Beispiel dafiir, dass wir unseren Klassen oft Namen ge-
ben werden, die mit einem GroBSbuchstaben beginnen.) Real- und Imaginérteil wer-
den in den Instanzvariablen re bzw. im gehalten. Die Deklaration ,,c : Complex(2,3)
of R erzeugt eine komplexe Zahl ¢, die mit 2 + 3; initialisiert ist, wobei i die imagi-
nidre Einheit ist. Mit c.im erhilt man den Imaginirteil von ¢ und mit dem Methoden-
aufruf c.abs den Absolutbetrag von ¢ — einen reellen Wert.

Die Angabe des Typs nach dem of in der Variablendeklaration ermdglicht es,
Klassen in dhnlicher Weise zu parametrisieren wie mit dem Template-Mechanismus
in C++ oder mit den generischen Typen in Java. Man beachte, dass mit dieser Notati-
on die frither erwihnten Deklarationen ,,Set of Element* und ,,Sequence of Element*
ganz gewohnliche (parametrisierte) Klassen definieren. Objekte einer Klasse werden
initialisiert, indem den Instanzvariablen die in der Variablendeklaration angegebenen
Werte zugewiesen werden.

2.4 Erstellung korrekter Algorithmen und Programme

Ein Algorithmus ist eine allgemeine Methode, um Probleme einer bestimmten Art
zu 16sen. Wir beschreiben Algorithmen in natiirlicher Sprache und mit Hilfe von ma-
thematischer Notation. Algorithmen an sich konnen nicht von einem Computer aus-
gefiihrt werden. Die Formulierung eines Algorithmus in einer Programmiersprache
nennt man Programm. Korrekte Algorithmen zu entwerfen und korrekte Algorith-
men in korrekte Programme zu iibertragen sind nichttriviale Aufgaben, bei denen
Fehler auftreten konnen. In diesem Abschnitt befassen wir uns mit Zusicherungen
und Invarianten, zwei niitzlichen Konzepten, die die Erstellung korrekter Algorith-
men und Programme unterstiitzen.

Function power(a: R; ny: 7) : R
assert ng > 0 // negative Exponenten konnen nicht bearbeitet werden
p=a:R; r=1:R; n=np:N /] es gilt p"r=d"
while n > 0 do
invariant p"'r = '
if n ist ungerade then n--; r:=r-p [/ zwischen Zuweisungen ist Invariante verletzt

else (n,p):=(n/2,p-p) /I parallele Zuweisung erhilt Invariante aufrecht
assert r = a' /I Folgerung aus der Invarianten und n = 0
return r

Abb. 2.4. Ein Algorithmus zur Berechnung nichtnegativer ganzzahliger Potenzen von reellen
Zahlen.
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2.4.1 Zusicherungen und Invarianten

Zusicherungen und Invarianten beschreiben Eigenschaften des Programmzustandes,
d. h. Eigenschaften von einzelnen Variablen und Beziehungen zwischen den Werten
verschiedener Variablen. Typische solche Eigenschaften sind etwa, dass ein Zeiger
einen bestimmten Wert hat, dass eine ganze Zahl nicht negativ ist, dass eine Lis-
te nicht leer ist oder dass der Wert einer Variablen length gleich der Linge einer
bestimmten Liste L ist. Abbildung 2.4 zeigt ein Beispiel fiir den Gebrauch von Zu-
sicherungen und Invarianten in einer Funktion power(a,ny), die fiir eine gegebene
reelle Zahl a und eine nichtnegative ganze Zahl ny den Wert a™ berechnet.

Wir beginnen mit der Zusicherung assert ng > 0. Diese stellt fest, dass die Funk-
tion erwartet, dass die ganze Zahl n in der Eingabe nicht negativ ist. Uber das Ver-
halten des Programms im Fall, dass diese Zusicherung nicht erfiillt ist, wird nichts
gesagt. Diese Zusicherung wird daher die Vorbedingung des Programms genannt.
Zur guten Programmierpraxis gehort es, die Vorbedingung zu iiberpriifen, d. h. Co-
de zu schreiben, der sie iiberpriift und einen Fehler anzeigt, wenn sie verletzt ist.
Wenn die Vorbedingung erfiillt ist (und das Programm korrekt ist), dann gilt bei
Beendigung des Programms eine Nachbedingung. In unserem Beispiel ist dies die
Zusicherung, dass r = a0 gilt.

Vor- und Nachbedingungen kann man als eine Art Vertrag (,.design by contract*)
zwischen dem aufrufenden Programm und dem aufgerufenen Unterprogramm auf-
fassen: Der Aufrufer muss sicherstellen, dass die beim Aufruf iibergebenen Parame-
ter die Vorbedingung erfiillen; das Unterprogramm garantiert, dass dann ein Resultat
erzeugt wird, das die Nachbedingung erfiillt.

Um die Programme nicht ausufern zu lassen, werden wir Zusicherungen sparsam
verwenden und oft einfach annehmen, dass gewisse Bedingungen gelten, die sich
»offensichtlich® aus der textuellen Beschreibung des Algorithmus ergeben. Deutlich
ausgefeiltere Systeme von Zusicherungen werden fiir sicherheitskritische Program-
me oder fiir die formale Verifikation von Programmen benotigt.

Vor- und Nachbedingungen sind Zusicherungen, die den Zustand eines Pro-
gramms zu Beginn und am Ende der Ausfiihrung beschreiben. Wir miissen aber auch
Eigenschaften an Stellen wihrend der Ausfiihrung betrachten. Oft steht und fallt der
Korrektheitsbeweis fiir einen Algorithmus damit, dass man einige besonders wichti-
ge Konsistenzeigenschaften identifiziert und formuliert, die immer gelten, wenn eine
bestimmte Stelle im Programm durchlaufen wird. Solche Eigenschaften hei3en In-
varianten. Schleifeninvarianten und Datenstruktur-Invarianten sind dabei besonders
wichtig.

2.4.2 Schleifeninvarianten

Eine Schleifeninvariante gilt vor und nach jedem Schleifendurchlauf. In unserem
Beispiel behaupten wir, dass vor jedem Schleifendurchlauf die Gleichung p"r = a™
gilt. Sie ist vor dem ersten Durchlauf richtig: Dies wird durch die Initialisierung der
lokalen Variablen sichergestellt. Tatsdchlich legen Invarianten oft fest, wie die Varia-
blen initialisiert werden miissen. Nun nehmen wir an, dass vor einer Ausfiihrung des
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Schleifenrumpfes die Invariante gilt, und dass n > 0 ist. Wenn n ungerade ist, verrin-
gern wir n um | und multiplizieren » mit p. Diese Operationen stellen die Invariante
wieder her. (Man beachte, dass sie zwischen den Zuweisungen verletzt ist!) Wenn n
gerade ist, halbieren wir n und quadrieren p; auch in diesem Fall ist die Invariante
wieder hergestellt. Wenn die Schleife endet, gilt p"r = a0 wegen der Invarianten
und n = 0 wegen der Schleifenendebedingung. Daraus folgt » = @0, und wir haben
die Nachbedingung bewiesen.

Der Algorithmus in Abb. 2.4 und viele andere Algorithmen in diesem Buch ha-
ben eine recht einfache Struktur. Einige Variablen werden deklariert und initialisiert,
um die Schleifeninvariante giiltig zu machen. Dann folgt eine Hauptschleife, die den
Zustand des Programms verdndert. Wenn die Schleife endet, folgt aus der Giiltig-
keit der Schleifeninvarianten zusammen mit der Abbruchbedingung der Schleife,
dass das richtige Ergebnis berechnet wurde. Die Schleifeninvariante triagt dadurch
entscheidend dazu bei, dass man versteht, weshalb ein Programm korrekt arbeitet.
Wenn man erst einmal die ,,richtige* Schleifeninvariante aufgestellt hat, muss man
nur noch nachpriifen, dass sie am Anfang gilt, und dass die Ausfiihrung eines Durch-
laufs ihre Giiltigkeit aufrechterhélt. Dies ist natiirlich besonders leicht, wenn wie im
obigen Beispiel der Schleifenrumpf nur aus einer kleinen Anzahl von Anweisungen
besteht.

2.4.3 Datenstruktur-Invarianten

Bei komplexeren Programmen wird man den Zustand in Objekte einkapseln, wobei
dann die Konsistenz der Darstellung wieder durch Invarianten sichergestellt wird.
Solche Datenstruktur-Invarianten werden zusammen mit dem Datentyp (d.h. der
entsprechenden Klasse) deklariert. Sie gelten unmittelbar nach der Konstruktion ei-
nes Objektes, und sie sind Vorbedingung und Nachbedingung fiir alle Methoden der
Klasse. Beispielsweise werden wir diskutieren, wie man Mengen durch geordnete
Arrays darstellen kann. Die Datenstruktur-Invariante wird dabei aus folgenden Aus-
sagen bestehen: Die Datenstruktur benutzt ein Array a und eine ganze Zahl n; die
Zahl n ist die Lange von a; die Menge S, die in der Datenstruktur gespeichert ist,
ist genau {a[l],...,a[n]}; es gilt a[l] < a[2] < --- < a[n]. Die Methoden der Klasse
miissen diese Invariante aufrechterhalten, sie diirfen sie aber auch verwenden; bei-
spielsweise darf die Suchmethode ausnutzen, dass das Array geordnet ist.

2.4.4 Zertifizierung von Algorithmen

Wir haben oben erwihnt, dass es zur guten Programmierpraxis gehort, Zusicherun-
gen nachzupriifen. Es ist nun nicht immer klar, wie dies effizient bewerkstelligt wer-
den kann; in unsere Beispielprogramm war es einfach, die Vorbedingung zu tiberprii-
fen, aber es scheint keine einfache Methode zur Uberpriifung der Nachbedingung zu
geben. In vielen Situationen kann aber die Uberpriifung von Zusicherungen dadurch
vereinfacht werden, dass man zusdtzliche Information berechnet. Diese zusitzliche
Information heift ein Zertifikat oder Zeuge (engl.: witness); sie soll die Uberpriifung
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einer Zusicherung erleichtern. Einen Algorithmus, der ein Zertifikat fiir die Nachbe-
dingung berechnet, nennen wir einen zertifizierenden Algorithmus. Ein Beispiel soll
die Idee veranschaulichen. Wir betrachten eine Funktion, deren Eingabe ein Graph
G = (V,E) ist. (Graphen werden in Abschnitt 2.9 definiert.) Die Aufgabe ist zu ent-
scheiden, ob der Graph bipartit ist, d. h., ob es eine Farbung der Knoten von G mit
den Farben blau und rot gibt, so dass jede Kante zwei verschiedenfarbige Knoten
verbindet. Mit dieser Spezifikation liefert die Funktion als Ergebnis true (wenn der
Graph bipartit ist) oder false (wenn er nicht bipartit ist). Mit dieser summarischen
Ausgabe kann die Nachbedingung nicht iiberpriift werden. Wir konnen aber das Pro-
gramm wie folgt erweitern: wenn es erkldrt, dass G bipartit ist, liefert es auch eine
2-Féarbung der Knoten des Graphen; wenn es erklart, dass G nicht bipartit ist, liefert
es auch einen Kreis ungerader Léange in G. Fiir das so erweiterte Programm kann die
Nachbedingung leicht iiberpriift werden. Im ersten Fall testen wir jede Kante darauf,
ob ihre Endpunkte verschiedenfarbig sind. Im zweiten Fall testen wir, ob die ausge-
gebene Knotenfolge, etwa vo,vy,...,V, tatsdchlich einen Kreis in G mit ungerader
Liange bildet. Die meisten Algorithmen in diesem Buch konnen zu zertifizierenden
Versionen erweitert werden, ohne die asymptotische Rechenzeit zu erhdhen.

2.5 Ein Beispiel: Biniire Suche

Binidre Suche ist eine duflerst niitzliche Technik, mit der man in einer geordneten
Menge von Elementen suchen kann. Wir werden sie spiter sehr oft benutzen.

Das einfachste Szenario sieht folgendermalen aus. Gegeben ist ein geordnetes
Array a[l..n] mit paarweise verschiedenen Eintriigen, d. h. a[l] < a[2] < --- < a[n],
sowie ein Element x. Wir sollen entscheiden, ob x im Array vorkommt, und den Index
k € 1..n+1 finden, fiir den alk — 1] < x < a[k] gilt. Dabei sollen a[0] und a[n + 1]
als fiktive Eintrige mit Werten —eo bzw. +oo aufgefasst werden. In Invarianten und
Beweisen konnen wir diese fiktiven Eintrdge benutzen, aber im Programm darf auf
sie nicht zugegriffen werden.

Binidre Suche beruht auf dem Teile-und-Herrsche-Prinzip. Wir wihlen einen In-
dex m € 1..m und vergleichen x mit a[m]. Falls x = a[m] gilt, sind wir fertig und
geben i = m zuriick. Im Fall x < a[m] konnen wir uns bei der weiteren Suche auf den
Teil des Arrays vor a[m] beschrénken, im Fall x > a[m] auf den Teil des Arrays nach
a[m]. Wir miissen natiirlich genauer erkléren, was es heifen soll, die Suche auf ein
Teilarray zu beschrinken. Wir fithren zwei Indizes ¢ und r mit und sorgen dafiir, dass
stets die Invariante

0<l{<r<n+1 und a[f]<x<alr] D

gilt. Sie gilt am Anfang mit £ = 0 und r = n+ 1. Wenn £ und r aufeinanderfolgende
Indizes sind, kann x nicht im Array vorkommen. Abbildung 2.5 zeigt das vollstindige
Programm.

Die Kommentare im Programm zeigen, dass der zweite Teil der Invariante stets
gilt. Beziiglich des ersten Teils beobachten wir, dass die Schleife mit Werten ¢ < r
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betreten wird. Wenn £+ 1 = r gilt, endet die Schleife und die Prozedur. Andernfalls
gilt /+2 < r, und daraus folgt ¢ < m < r. Daher ist m ein legaler Arrayindex, und
wir konnen auf a[m] zugreifen. Wenn nun x = a[m] ist, endet die Schleife mit der
korrekten Ausgabe. Andernfalls setzen wir entweder » = m oder ¢ = m; daher gilt
¢ < r auch am Ende der Schleife, und die Invariante bleibt erhalten.

Nun wollen wir nachweisen, dass die Schleife terminiert. Wir beobachten zu-
nichst, dass in einem Durchlauf, der nicht der letzte ist, entweder ¢ erhoht oder r
erniedrigt wird, d. h., dass r — £ auf jeden Fall abnimmt. Daher terminiert die Schlei-
fe. Wir wollen aber mehr zeigen, ndmlich dass die Schleife schon nach einer loga-
rithmischen Anzahl von Durchldufen terminiert. Hierfiir betrachten wir die Grofie
r— ¢ — 1. Dies ist die Anzahl der Indizes i mit £ < i < r und daher ein natiirliches
Mab fiir die GroBe des aktuellen Teilproblems. Wir zeigen nun, dass sich in jedem
Schleifendurchlauf auler dem letzten die Grofle des Teilproblems mindestens hal-
biert. Wenn es sich nicht um den letzten Durchlauf handelt, verringert sich r — ¢ — 1
auf einen Wert, der nicht grofer als

max{r—[(r+0)/2| —1,[(r+£0)/2] —(—1}
<max{r—((r+4£0)/2—1/2)—1,(r+0)/2—(—1}
=max{(r—0—1)/2,(r—0)/2—1}=(r—£—1)/2

ist, und wird damit mindestens halbiert. Wir beginnen mitr —¢—1=n+1-0—-1=
n. Daher gilt nach k > 0 Durchliufen die Ungleichung r — ¢ — 1 < n/2*. Durchlauf
k+ 1 sei nun der letzte durchgefiihrte Durchlauf, in dem der Vergleich zwischen x
und Eintrag a[m] stattfindet. (Wenn die Suche erfolgreich ist, stellt sich heraus, dass
x = a[m] gilt, und die Suche endet. Wenn die Suche erfolglos ist, ergibt der Test in
Runde k+2, dass r = ¢+ 1 gilt, und die Suche endet ohne einen weiteren Vergleich.)
Dann muss nach Runde k die Ungleichung r— ¢ —1 > 1 giiltig gewesen sein. Es
folgt 1 <n/ 2k und damit 2% < n, also k < logn. Weil k ganzzahlig ist, kann dies zu
k < |logn| verschirft werden.

(€.r):=(0,n+1)
while rrue do

invariant (I) /I d.h. Invariante (I) gilt hier
if £+ 1 = r then return ( “(a[[£]] < x < a[[(+1]]")
m:=|(r+4¢)/2] Ne<m<r
s:=compare(x,am)]) /I —1 falls x < a[m], 0 falls x = a[m], 41 falls x > a[m]
if s = 0 then return ( “x steht in a[[m]]”)
if s <0
then r:=m /I alf] < x < alm] = alr]
else (:=m /I all] = alm] < x < alr]

Abb. 2.5. Binire Suche nach x in einem geordneten Array a[l..n]. (Eingerahmte Zahlen wer-
den als Werte in die Textausgabe eingebaut.)
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Satz 2.3 Bindre Suche findet ein Element in einem geordneten Array der Linge n
in nicht mehr als 1+ |logn| Vergleichen zwischen Eintriigen. Die Rechenzeit ist
O(logn).

Aufgabe 2.6. Zeigen Sie, dass diese Schranke scharf ist, d. h., dass es fiir jedes n
Eingaben der GroBe n gibt, bei denen 1+ |logn| Vergleiche benétigt werden.

Aufgabe 2.7. Formulieren Sie bindre Suche mit Zweiweg-Vergleichen, d. h., ein Ver-
gleich liefert nur, ob x < a[m] oder x > a[m] gilt.

Als Nichstes diskutieren wir zwei wichtige Erweiterungen der binédren Suche.
Erstens miissen die Werte ali] nicht in einem Array gespeichert sein. Wir miissen
nur afi] berechnen konnen, wenn i gegeben ist. Wenn beispielsweise eine streng
monoton wachsende Funktion f und Argumente i und j mit f(i) < x < f(j) ge-
geben sind, dann konnen wir bindre Suche benutzen, um den Index k € i+ 1..j mit
f(k—1) <x < f(k) zu finden. In diesem Zusammenhang heif}t biniire Suche oft auch
,,Bisektionsmethode*.

Zweitens konnen wir bindre Suche auf den Fall erweitern, in dem das Array un-
endlich lang ist. Nehmen wir an, wir hiitten ein geordnetes Array a[l..co] und moch-
ten das k € {1,2,3,...} finden, das a[k] < x < a[k + 1] erfiillt. Falls x groBer ist als
alle Eintrdge im Array, darf die Prozedur auch unendlich lange rechnen. Wir gehen
folgendermaBen vor: Wir vergleichen x mit a[2°], a[2!], a[2%], a[2*], ..., bis das ers-
te i mit x < a[2/] gefunden wird. Dieses Verfahren nennt man exponentielle Suche.
Falls i =0, wird k = 1 zuriickgegeben, andernfalls wird die Suche mit gewohnlicher
bindrer Suche im Array a[2/~! + 1..2'] abgeschlossen.

Satz 2.4 Die Kombination von exponentieller und bindrer Suche findet x in einem
unbeschrdnkten geordneten Array in hochstens 21logk+ 3 Vergleichen, wobei k durch
die Bedingung alk — 1] < x < a[k]| festgelegt ist.

Beweis. Wir bendtigen i+ 1 Vergleiche, um das kleinste i mit x < a[2] zu finden, und
(falls i > 0) anschlieBend maximal log(2! —2/~1) + 1 = i Vergleiche fiir die binire
Suche. Zusammen sind dies 2i 4 1 Vergleiche. Da k > 2/~!, gilt i < 1 +logk, womit
sich die Behauptung ergibt. O

Binire Suche ist ein zertifizierender Algorithmus. Sie gibt einen Index k zuriick,
der alk — 1] < x < alk] erfiillt. Falls x = a[k], belegt der Index k, dass x im Array
vorkommt. Falls alk — 1] < x < a[k], und das Array geordnet ist, belegt der Index
k, dass x nicht im Array vorkommen kann. Wenn natiirlich das Array die Vorbedin-
gung verletzt und gar nicht geordnet ist, wissen wir nichts. Es ist unmoglich, die
Vorbedingung in logarithmischer Zeit zu liberpriifen.

2.6 Grundlagen der Algorithmenanalyse

Die Prinzipien der Algorithmenanalyse, soweit bisher betrachtet, lassen sich wie
folgt zusammenfassen. Wir abstrahieren von den Komplikationen eines realen Rech-
ners, indem wir das vereinfachte RAM-Modell betrachten. In diesem Modell wird
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die Rechenzeit dadurch gemessen, dass man die Anzahl der ausgefiihrten Befehle
zdhlt. Wir vereinfachen die Analyse weiter, indem wir Eingaben nach ihrer Gro-
Be gruppieren und uns auf den schlechtesten Fall konzentrieren. Die asymptotische
Notation ermdglicht es uns, konstante Faktoren und Terme kleinerer Ordnung zu
ignorieren. Diese vergroberte Sichtweise erlaubt es uns auch, obere Schranken fiir
die Ausfiihrungszeiten zu betrachten, solange das asymptotische Ergebnis sich nicht
dndert. Insgesamt ergibt sich aus diesen Vereinfachungen, dass die Rechenzeit von
Pseudocode direkt analysiert werden kann, ohne dass man das Programm in Maschi-
nensprache iibersetzen muss.

Als Nichstes stellen wir einen Satz einfacher Regeln fiir die Analyse von Pseu-
docode vor. Es sei T,,(I) die maximale Ausfiihrungszeit eines Programmstiicks / auf
Eingaben einer bestimmten Grofle n. Die folgenden Regeln sagen uns dann, wie wir
die Rechenzeit fiir gréBere Programme abschitzen konnen, wenn wir die Rechenzei-
ten fiir ihre Bestandteile kennen:

Fiir nacheinander ausgefiihrte Anweisungen: 7,,(1;J) < T,(I) + T,,(J).

Fiir bedingte Anweisungen: 7, (if C then [ else J) = T,,(C) + max{T,(I),T,(J)}.
e Fiir Schleifen: 7, (repeat / until C) = X" 7/(1,C, i), wobei k(n) die maximale

Anzahl der Schleifendurchlidufe auf Eingaben der GroBe n ist und 7,)(1,C,i) die

Ausfithrungszeit des i-ten Schleifendurchlaufs ist, inklusive des Tests C.

Unterprogrammaufrufe werden spiter in Abschnitt 2.6.2 betrachtet. Von den bis-
her angegebenen Regeln ist nur die Regel fiir Schleifen nicht trivial; bei ihr muss
man Summen auswerten.

2.6.1 Summationen

Wir stellen hier einige Grundtechniken fiir die Auswertung von Summen vor. Sum-
men tauchen bei der Analyse von Schleifen, bei der Analyse von mittleren Rechen-
zeiten und bei der Analyse von randomisierten Algorithmen auf.

Beispielsweise weist der Algorithmus ,,Einfiigesortieren®, der in Abschnitt 5.1
vorgestellt wird, zwei geschachtelte Schleifen auf. Die dulere Schleife zihlt die Va-
riable i von 2 bis n hoch. Die innere Schleife wird maximal (i — 1)-mal durchlaufen.
Dabher ist die Gesamtanzahl der Durchldufe durch die innere Schleife hochstens

n

n—1
Z(i—l):gii:

i=2

nn—1)

= O(nz) ,

wobei sich die zweite Gleichung aus (A.11) ergibt. Da eine Ausfiihrung der inneren
Schleife Zeit O(1) benétigt, erhalten wir eine Ausfiihrungszeit im schlechtesten Fall
von © (n?). Alle geschachtelten Schleifen mit einer Anzahl von Iterationen, die leicht
vorhergesagt werden kann, konnen auf analoge Weise analysiert werden: man arbei-
tet ,,von innen nach auflen‘ und versucht dabei, fiir die Rechenzeit der jeweils aktu-
ellen ,.,innersten Schleife eine Abschitzung durch einen geschlossenen Ausdruck zu
finden. Mit einfachen Umformungen wie ¥, ca; = ¢, a;, Yi(ai +b;) = X;a;+ ;b
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oder Y7 ,a; = —a; + Y, a; kann man die Summen oft auf eine einfache Form brin-
gen, die man in einem Katalog von Summenformeln findet. Eine kleine Auswahl
solcher Formeln ist in Anhang A bereitgestellt. Weil wir uns normalerweise nur fiir
das asymptotische Verhalten interessieren, konnen wir oft darauf verzichten, exak-
te Formeln fiir die Summen zu finden, und stattdessen auf Abschétzungen zuriick-
greifen. Zum Beispiel konnten wir, anstatt die Summe von oben exakt auszuwerten,
einfacher wie folgt abschitzen (fiir n > 2):
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2.6.2 Rekurrenzen

In unseren Regeln zur Algorithmenanalyse haben wir uns bisher nicht um Unter-
programmaufrufe gekiimmert. Nichtrekursive Unterprogrammaufrufe sind leicht zu
handhaben, weil wir das Unterprogramm gesondert analysieren konnen und die
resultierende Schranke in den Ausdruck fiir die Rechenzeit des aufrufenden Pro-
gramms einsetzen konnen. Fiir rekursive Unterprogramme fiihrt dieser Ansatz aber
nicht zu einer geschlossenen Formel, sondern zu einer Rekurrenzrelation.

Beispielsweise haben wir bei der rekursiven Variante der Schulmethode fiir
die Multiplikation als Abschitzung fiir die Anzahl der Elementaroperationen die
Gleichungen T'(1) = 1 und 7'(n) = 4T ([n/2]) 4+ 4n erhalten. Die entsprechenden
Gleichungen fiir den Karatsuba-Algorithmus lauteten 7'(n) = 3n® fiir n < 3 und
T(n) =3T([n/2]+ 1)+ 8n fiir n > 3. Allgemein definiert eine Rekurrenzrelation
(kurz: Rekurrenz) eine Funktion unter Verwendung von Werten derselben Funktion
fiir kleinere Argumente. Explizite Definitionen fiir kleine Parameterwerte (Basisfall)
vervollstindigen die Definition. Das Losen von Rekurrenzen, d. h. das Auffinden von
nichtrekursiven, geschlossenen Formeln fiir auf diese Weise definierte Funktionen,
ist ein interessanter Gegenstand der Mathematik. Hier befassen wir uns hauptséich-
lich mit den Rekurrenzen, die sich typischerweise bei der Analyse von Teile-und-
Herrsche-Algorithmen ergeben. Wir beginnen mit einem einfachen Spezialfall, der
die Hauptideen verstindlich machen soll. Gegeben ist eine Eingabe der GroBe n = b*
fiir eine natiirliche Zahl k. Wenn k > 1 ist, wenden wir lineare Arbeit auf, um die In-
stanz in d Teilinstanzen der GroBe n/b aufzuteilen und die Ergebnisse der rekursiven
Aufrufe auf diesen Teilinstanzen zu kombinieren. Wenn k = 0 ist, gibt es keine rekur-
siven Aufrufe, und wir wenden Arbeit a auf, um die Aufgabe fiir die Instanz direkt
zu losen.

Satz 2.5 (Mastertheorem (einfache Form)) Fiir positive Konstanten a, b, ¢ und d,
und n = b* fiir eine natiirliche Zahl k, sei die folgende Rekurrenz gegeben:

(n) = a fiirn=1,
= d-r(n/b)+cn  fiirn>1.
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Dann gilt:
O(n) fiird <b,
r(n) = < O©(nlogn) fiird="»,
O(n'°8d)  fird>b.

Abbildung 2.6 illustriert die zentrale Einsicht, die Satz 2.5 zugrundeliegt. Wir be-
trachten den Zeitaufwand auf jeder Rekursionsebene. Begonnen wird mit einer In-
stanz der GroBe n. Auf der i-ten Rekursionsebene haben wir d' Teilinstanzen der
GroBe n/b'. Die GesamtgroBe aller Instanzen auf Ebene i ist daher

in_(dY
dbi_n(b> .

Die Zeit, die (abgesehen von den von ihr verursachten rekursiven Aufrufen) fiir eine
Instanz verbraucht wird, ist ¢ mal die Groe der Instanz, und daher ist der gesamte
Zeitaufwand auf einer Rekursionsebene proportional zur Gesamtgrofe aller Instan-
zen auf der Ebene. Je nachdem ob d/b kleiner als 1, gleich 1 oder groBer als 1 ist,
ergibt sich unterschiedliches Verhalten.

Wenn d < b gilt, dann verringert sich der Zeitaufwand geometrisch mit der Re-
kursionsebene und die erste Rekursionsebene verursacht schon einen konstanten An-
teil der gesamten Ausfiihrungszeit.

Wenn d = b gilt, haben wir auf jeder Rekursionsebene genau den gleichen Zeit-
aufwand. Weil es logarithmisch viele Ebenen gibt, ist der gesamte Zeitaufwand
O(nlogn).

d=2,b=4 . - -
d=b=2
d=3,b=2 > -

Abb. 2.6. Beispiele fiir die drei Félle im Mastertheorem. Instanzen werden durch horizontale
Strecken mit Doppelpfeilen angedeutet. Die Linge einer solchen Strecke steht fiir die Grofie
der Instanz, und die Teilinstanzen, die aus einer Instanz entstehen, sind in der darunterliegen-
den Ebene dargestellt. Der obere Teil der Abbildung stellt den Fall d = 2 und b = 4 dar, bei
dem aus einer Instanz zwei Teilinstanzen mit einem Viertel der Grofie erzeugt werden — die
Gesamtgrofie der Teilinstanzen ist nur die Hilfte der GroBe der Instanz. Der mittlere Teil der
Abbildung stellt den Fall d = b =2 dar, und der untere Teil den Fall d = 3 und b = 2.
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Wenn schlielich d > b gilt, sehen wir einen mit der Rekursionsebene geome-
trisch wachsenden Zeitbedarf, so dass ein konstanter Anteil der Rechenzeit auf der
letzten Rekursionsebene verbraucht wird. Diese Uberlegungen werden nun im Detail
ausgefiihrt.

Beweis. Wir beginnen mit einer Instanz der GroBe 1 = b*. Diese wollen wir Ebene 0
der Rekursion nennen.’ Auf Ebene 1 gibt es d Instanzen, jede mit GroBe n/b = bk~
Auf Ebene 2 gibt es d? Instanzen, jede mit GroBe n/b*> = b*~2. Auf Ebene i gibt es d'
Instanzen, jede mit GroBe n/b’ = b*~. Auf Ebene k schlieBlich gibt es d* Instanzen,
jede mit GroBe n/b* = b*~* = 1. Jede solche Instanz verursacht Kosten a; daher sind
die gesamten Kosten auf Ebene k genau ad*.

Als Nichstes berechnen wir die Gesamtkosten der Teile-und-Herrsche-Schritte
auf Ebenen O bis k — 1. Auf Ebene i gibt es d' rekursive Aufrufe fiir jeweils eine
Instanz der GroRe b* 7. Jeder solche Aufruf verursacht Kosten ¢ - b*~/: die Gesamt-
kosten auf Level i betragen daher d’ - ¢ - b*~/. Damit ergeben sich die Kosten aller
Ebenen von 0 bis k — 1 zusammengenommen zu

k=1 _ k=1 7 g\ k=1 7 g\i
Zd’-abk’:c-bk-Z(b) :cn~2(b) .
i=0 i=0

i=0
Nun betrachten wir verschiedene Fille, je nach dem GréBenverhéltnis von d und b.

Fall d = b. Wir haben Kosten ad* = ab* = an = ©(n) fiir die letzte Rekursionsebene
und Kosten cnk = cnlog,n = ©(nlogn) fiir die Teile-und-Herrsche-Schritte.

Fall d < b. Wir haben Kosten ad* < ab* = an = O(n) fiir die letzte Rekursionsebene.
Fiir die Kosten der Teile-und-Herrsche-Schritte benutzen wir Gleichung (A.13), die
die Summe einer geometrischen Reihe angibt, namlich ¥*J ¢’ = (1 —¢*)/(1 — q)

fiir ¢ > O und ¢ # 1, und erhalten die Schranken

'Sd\ 1-(d/b) 1
cn-E(b) =cn- T—dJb <cn~lid/b—0(n)

i=0

und
k—1 i k
d 1—(d/b
cn-igé (b) :Cn.l(d//b) >cn=2Q(n) .
Fall d > b. Wir rechnen:
dk _ (blogba’)k _ bkloghd _ (bk)logbd _ nloghd )

3 In diesem Beweis verwenden wir die Terminologie von rekursiven Programmen, um Intui-
tion dafiir zu wecken, was vor sich geht. Unsere mathematische Uberlegung ist aber auf
jede Rekurrenz der in Satz 2.5 angegebenen Form anwendbar, auch wenn sie nicht von
einem rekursiven Programm herriihrt.
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Daher hat die letzte Rekursionsebene Kosten an'°¢ ¢ = © (n'°2?). Fiir die Teile-und-
Herrsche-Schritte benutzen wir wieder die Formel (A.13) fiir die geometrische Reihe
und erhalten

d/b)k—1 dk — b* 1—(b/d)*

(/b) A S ey CIL)

- () = ©(nomd) | o

b =
T a1 " “dlb—1 d/b—1

Wir werden das Mastertheorem in diesem Buch sehr oft benutzen. Leider wird
die Rekurrenz T(n) < 3n? fiir n < 3 und T(n) < 3T ([n/2] + 1) + 8n fiir n > 3,
die sich beim Algorithmus von Karatsuba ergibt, durch das Mastertheorem in seiner
einfachen Form nicht erfasst, da dieses auf- oder abgerundete Formelteile und Un-
gleichungen nicht vorsieht. Auch kann es vorkommen, dass der additive Term in der
Rekurrenz nicht linear ist. Wir zeigen nun, wie man die oberen Schranken aus dem
Mastertheorem auf die folgende recht allgemeine Rekurrenzungleichung erweitern

kann:
<
() < a , wenn n < no, @1
cen*+d-r([n/b]+e,) ,wennn>ng.

Dabei sinda > 0,b > 1, ¢ > 0,d > 0 und s > 0 konstante reelle Zahlen, und die ¢,
n > no, sind ganze Zahlen mit — [n/b] < e, < e, fiir eine ganze Zahl ¢ > 0.

Satz 2.5 (Mastertheorem (allgemeine Form)) Wenn r(n) die Rekurrenzungleichung
(2.1) erfiills, dann gilt:

O(n*) fiird <b* d.h.log,d <s,
r(n) =< O(n*logn) fiird =10% d. h. log,d =,
O(nlogbd) fiird > b, d. h. log,d > s.

Beweis.® Uber die Parameter diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die
folgenden technische Annahmen machen:

(i) [n/b]+e < nfiir n> n,
(i) no>2(e+1)/(1—1/b),
(iil) a <c(np+1)".

Wenn notig, lassen sich (i) und (ii) erreichen, indem man ng erhoht. Eventuell muss
dann auch a erhoht werden, um sicherzustellen, dass fiir n < ny die Ungleichung
r(n) < a gilt. Nachher kann man auch (iii) garantieren, indem man ¢ erhéht.

Wir ,.glétten* die Rekurrenz (2.1), indem wir #(n) :=max({0} U{r(i) | i < n})
definieren. Offensichtlich gilt dann 0 < r(n) < 7(n) fiir alle n. Daher geniigt es, die
angegebenen Schranken fiir 7(n) zu beweisen. Wir behaupten, dass 7(n) die folgende
einfachere Rekurrenz erfiillt:

7(n) <

( a ,wenn n < ng,
cen®+d-#([n/b]l+e) ,wennn > n.

6 Dieser Beweis kann beim ersten Lesen iiberblittert werden.
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Um dies einzusehen, betrachte ein n. Wenn n < ny, gilt offenbar #(n) < a. Sei also
n > ng. Dann gibt es ein i < n mit #(n) = r(i). Wenn i < n, ergibt sich aus An-
nahme (iii) und #([n/b] +€) > 0 die Ungleichung #(n) = r(i) < a < c(ng+1)* <
cn® +d-#([n/b] +e). Wenn i > ng, haben wir #(n) = r(i) < ci* +d-r([i/b] +e;) <
cen*+d-#([n/b] +e), weil [i/b] +e; < [n/b] + e gilt.
Nun beweisen wir die in Satz 2.5 behaupteten Schranken fiir jede Funktion
r(n) > 0, die die Rekurrenz
r(n - {a , wenn n < ng, 2.2)
en+d-r([n/b]+e) ,wennn > n,

erfiillt, wobei fiir die Konstanten die Annahmen (i)—(iii) gelten. Daraus folgt der Satz.

Sei n > ng beliebig. Zunichst betrachten wir die Argumente fiir r(-), die ent-
stehen, wenn die Rekurrenz (2.2) wiederholt angewendet wird. Sei Ny = n und
N; = [N;—1/b] +e, fir i = 1,2,.... Nach Annahme (i) gilt N; < N;_;, solange
N;_1 > ng. Sei k die kleinste Zahl mit N, < ny.

Behauptung 1: '
N; <2n/b', fir 0 <i<k.

Beweis von Beh. 1: Sei B = b~! < 1. Durch Induktion iiber i zeigen wir Folgendes:

N;<Bn+(e+1) Y B/, fiir 0<i<k. (2.3)

0<j<i
Der Fall i = 0 ist trivial. Sei also 0 < i < k. Dann haben wir:

N; = [BNi_1]|+e

LV. ’Vﬁ <B; 1 e+1 z ﬁj>-‘
0<j<i—1

< Bntle+1) Y B+1+4e

0<j<i—1

= B'n+(e+1) Y B’

0<j<i

IN:

Weil Yo B/ = (1—B)/(1—B) < 1/(1—P) (siehe (A.13)), folgt aus (2.3) die
Ungleichung ng < N; < B'n+ (e+1)/(1 — B). Nach Annahme (ii) haben wir (e +
1)/(1—B) <np/2.Es folgt (e+1)/(1 — ) < Bin, also N; < 2B'n = 2n/b".

Behauptung 2: log,(n/ng) < k < log,(2n/ng) + 1 und b* = ©(n).

Beweis von Beh. 2: Weil 2n/b*"! > Ni_| > ng gilt, haben wir b¥ < 2bn/ny, also
b* = O(n), und k < log,(2n/ng) + 1. Auf der anderen Seite sieht man mit Induktion
ganz leicht, dass N; > n /b gilt, fiir 0 < i < k. Daher ist ng > N; > n/b*; daraus folgt
bk > n/ny, also b* = Q(n), und k > log,(n/ny).

Wiederholtes Anwenden der Rekurrenz (2.2) liefert Folgendes:
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dr(Nl) +cNj
d*r(Ny) + cdN§ + cNj

=
S
INIA

< dr(N) +ed NS+ cdNY 4 eN
(Beh. 1) ‘ .
< da+c Y d'(2n/b)
0<i<k
= da+2c-n’ Y (d/b) (2.4)
0<i<k

Fall d < b°. — Dann ist die Summe ZOSKk(d/bs)i in (2.4) nach (A.13) durch eine
Konstante beschrinkt, woraus sich r(n) < d*a+O(n*) ergibt. Weil d < b*, gilt d* <
(b*)*, und nach Beh. 2 gilt (b¥)* = O(n*). Damit erhalten wir r(n) = O(n*).
Fall d = b°. — Die k Terme in der Summe in (2.4) sind alle gleich 1; daher gilt (n) <
d*a+ 25cn’k. Mit d* = (b¥)* = O(n*) (nach Beh. 2) erhalten wir r(n) = O(n®) +
O(n'k) = O(n*) +O(n*log, n) = O(n*logn).
Fall d > b°. — Dann steigen die Terme in der Summe in (2.4) an. Weil b* = Q(n)
(nach Beh. 2), also (b*)¥ = Q(n*), liefert (A.13) in diesem Fall

: (d/b)" k

n Y (d/b) <nt S0 o(d ) .
o§< . d/bs—1

Mit (2.4) folgt r(n) = O(d*). Nach Beh. 2 haben wir ¢* = b¥1°84 = O (n'¢¢), und

wir erhalten r(n) = O(n'°%9). O

Es gibt viele Verallgemeinerungen des Mastertheorems: Man konnte die Rekur-
sion frither abbrechen, die Grofle der Teilinstanzen konnten stidrker variieren, die
Anzahl der Teilinstanzen konnte von der GroBe der Instanz abhidngen usw. Fiir wei-
terfithrende Informationen verweisen wir den Leser auf die Biicher [90, 190].

Aufgabe 2.8. Betrachten Sie die Rekurrenz

1 firn=1,
C(”l) = {C(I_n/ZJ)-FC([n/ZD"‘Cn firn > 1.

Zeigen Sie, dass C(n) = O(nlogn) gilt.

*Aufgabe 2.9. Gegeben sei ein Teile-und-Herrsche-Algorithmus, dessen Rechenzeit
durch die Rekurrenz T(1) =aund T'(n) = [\/n | T([n/ [v/n1]) + cn firn > 1 ge-
geben ist. Zeigen Sie, dass die Rechenzeit O(nloglogn) ist.

Aufgabe 2.10. Der Aufwand fiir den Zugriff auf eine Datenstruktur ist oft durch die
folgende Rekurrenz gegeben: T(1) = a, T (n) = T (n/2) +c. Zeigen Sie, dass T'(n) =
O(logn) gilt.
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2.6.3 ,,Globale‘ Betrachtungen

Die Techniken zur Algorithmenanalyse, die bisher vorgestellt wurden, sind in folgen-
dem Sinn syntaxorientiert: Um ein gro3es Programm zu analysieren, betrachten wir
zunichst seine Teile und fiigen die Analyse-Ergebnisse fiir die Teile zu einer Analyse
fiir das ganze Programm zusammen. Beim Kombinationsschritt werden Summatio-
nen und Rekurrenzen benutzt.

Wir werden auch einen vollig anderen Ansatz benutzen, den man ,,semantik-
orientiert* nennen konnte. Dabei ordnen wir Teilen der Programmausfiihrung Teile
einer kombinatorischen Struktur zu und argumentieren dann tiber diese Struktur. Bei-
spielsweise konnten wir feststellen, dass ein bestimmtes Programmsegment fiir jede
Kante eines Graphen hochstens einmal ausgefiihrt wird und dass daher die Gesamt-
kosten der Kantenzahl entsprechen. Oder wir konnten feststellen, dass die Ausfiih-
rung eines bestimmten Programmteils die Grofe einer bestimmten Struktur verdop-
pelt; wenn man zusétzlich weil3, dass die GroBe der Struktur am Anfang mindestens
1 ist und bei Beendigung des Programms hochstens n, dann kann die Anzahl der
Ausfiihrungen dieses Programmteils hochstens logarithmisch in 7 sein.

2.7 Analyse des mittleren Falles

In diesem Abschnitt stellen wir die Analyse von Algorithmen im mittleren (oder
durchschnittlichen) Fall vor. Hierzu betrachten wir drei Beispiele von zunehmen-
der Komplexitidt. Wir nehmen dabei an, dass der Leser mit den Grundbegriffen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung vertraut ist, z. B. mit diskreten Wahrscheinlichkeits-
raumen, Erwartungswerten, Indikatorvariablen und der Linearitit des Erwartungs-
werts. In Abschnitt A.3 sind diese Grundlagen kurz dargestellt.

2.7.1 Inkrementieren eines Zihlers

Wir beginnen mit einem sehr einfachen Beispiel. Die Eingabe ist ein Array a[0..n —
1], in dem Nullen und Einsen stehen. Wir wollen die durch die Bits im Array darge-
stellte Zahl um 1 erhohen (modulo 2%).

i:=0
while (i < n and ali] = 1) do ali] = 0; i++
if i <n thenali] =1

Wie oft wird der Rumpf der while-Schleife ausgefiihrt? Offensichtlich ist n der
schlechteste Fall und O der beste Fall. Was ist der mittlere Fall? Der erste Schritt
bei einer Durchschnittsanalyse ist immer, das Zufallsmodell zu definieren, genauer
gesagt, den zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum. Hier legen wir das folgen-
de Zufallsmodell fest: Jede Ziffer hat mit Wahrscheinlichkeit 1/2 den Wert 0 bzw. 1,
und verschiedene Ziffern sind unabhiingig. Aquivalent kénnte man sagen, dass jede
Bitfolge mit n Bits dieselbe Wahrscheinlichkeit hat, namlich 1/2". Fiir gegebenes
k € 0..n wird der Schleifenrumpf k-mal ausgefiihrt genau dann wenn entweder k < n
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istund a[0] = --- = alk— 1] = 1 und a[k] = 0 gilt oder wenn k = n ist und alle Bits
in a den Wert 1 haben. Das erste Ereignis hat Wahrscheinlichkeit 2’“‘“), das zweite
Wabhrscheinlichkeit 27". Die mittlere Anzahl von Schleifendurchldufen ist daher

n—1 n—1
Sk E i< Y k+1)2 D < Yok =2,
k=0 k=0 k>1

wobei die letzte Gleichheit im Anhang unter (A.14) zu finden ist.

2.7.2 Zwischenmaxima

Unser zweites Beispiel ist etwas anspruchsvoller. Wir betrachten das folgende einfa-
che Programm, das den groBten Eintrag in einem Array a[l..n] findet:

m:=a[ll; for i:=2 to n do if a[i] > m then m:=dli]

Wie oft wird die Zuweisung m := ali] ausgefiihrt? Im schlechtesten Fall wird die
Zuweisung in jedem Schleifendurchlauf und damit (n — 1)-mal ausgefiihrt, im besten
Fall tiberhaupt nicht. Was ist der mittlere Fall? Wieder beginnen wir mit der Festle-
gung des Wahrscheinlichkeitsraumes. Wir nehmen an, dass das Array n verschiedene
Eintrdge enthilt und dass jede Anordnung dieser Eintrdge gleich wahrscheinlich ist.
Mit anderen Worten: der Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus den n! Permutationen
der Arrayeintridge. Dabei hat jede Permutation die gleiche Wahrscheinlichkeit, nam-
lich 1/n!. Weil es gleichgiiltig ist, welche konkreten Eintriige im Array stehen, neh-
men wir an, dass das Array die Zahlen von 1 bis 7 in irgendeiner Anordnung enthilt.
Wir fragen nach der mittleren Anzahl der ,,Zwischenmaxima®. Dabei ist ein Ein-
trag ali] ein Zwischenmaximum, wenn es grofer als alle vorhergehenden Eintriige ist.
Beispielsweise hat die Folge (1,2,4,3) drei Zwischenmaxima, die Folge (3,1,2,4)
hat zwei Zwischenmaxima. Die Anzahl der Ausfiihrungen der Zuweisung m:= ali
ist um 1 geringer als die Anzahl der Zwischenmaxima. Fiir eine Permutation 7 der
Zahlen von 1 bis n sei M, () die Anzahl der Zwischenmaxima in 7. Was ist E[M,,]?
Wir werden zwei Uberlegungen angeben, mit denen man diesen Erwartungswert er-
mitteln kann. Fiir kleine n kann man den Erwartungswert leicht direkt berechnen.
Fiir n = 1 gibt es nur eine Permutation, namlich (1), mit einem Zwischenmaximum;
daher gilt E[M;] = 1. Fiir n = 2 gibt es zwei Permutationen, némlich (1,2) und (2, 1).
Die erste hat zwei Zwischenmaxima, die zweite eines; daher gilt E[M] = 1.5. Fiir
groBere n fiihrt die folgende Uberlegung zum Ziel.

Wir schreiben M,, als Summe von Indikatorvariablem /; bis I,,, d.h., M,, = I; +
...+ 1,, wobei [; =1 fiir eine Permutation 7 gilt, wenn der k-te Eintrag in 7 ein
Zwischenmaximum ist. Beispielsweise ist 3((3,1,2,4)) =0 and I4((3,1,2,4)) = 1.
Es gilt:

EM,) =Ell +hL+...+1)]
=E[L]+E[h] +...+E[L)]
= prob(/; = 1) +prob(l, = 1)+...+prob(l, = 1) .



54 2 Einleitung

Dabei gilt die zweite Gleichung wegen der Linearitidt des Erwartungswerts (A.2);
die dritte Gleichung folgt daraus, dass die /;’s Indikatorvariablen sind. Es bleibt die
Wahrscheinlichkeit dafiir zu bestimmen, dass I = 1 ist. Der k-te Eintrag in einer
Zufallspermutation ist ein Zwischenmaximum genau dann wenn der k-te Eintrag der
grofite der k ersten Eintrdge ist. In einer Zufallspermutation steht das Maximum der
ersten k Eintrdge mit gleicher Wahrscheinlichkeit in jeder der ersten k Positionen.
Daher ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit prob(f; = 1) = 1 /k und es gilt

n n
1
E[M,] = Zprob(lk =1)= z T
k=1 k=1

Damit ergibt sichetwa E[My] = 14+1/2+1/3+1/4=(1246+4+4+3)/12=25/12.
Die Summe ¥}, 1/k wird in diesem Buch noch hiufiger auftauchen. Sie heif}t die
,.,n-te harmonische Zahl*“ und wird mit H, bezeichnet. Man weif3, dass Inn < H, <
1 +1Inn gilt, d.h. H, =~ Inn, siehe (A.12). Wir erkennen daraus, dass die Zahl von
Zwischenmaxima im Mittel viel kleiner ist als im schlechtesten Fall.

n
1
Aufgabe 2.11. Zeigen Sie, dass 2 % <Inn+1 gilt. Hinweis: Beweisen Sie, dass
k=1
n 1 n 1
zfg/ 2 dx gilt.
&k 1 X

Wir geben jetzt noch eine weitere Methode an, mit der sich die mittlere Anzahl
der Zwischenmaxima ermitteln ldsst. Dazu setzen wir zur Abkiirzung A,, = E[M,,] fiir
n > 1und Ag = 0. Der erste Eintrag in einer Permutation ist immer ein Zwischenma-
ximum, und jede Zahl hat die gleiche Wahrscheinlichkeit 1/n, an der ersten Stelle
zu stehen. Wenn die erste Zahl i ist, konnen weiter rechts nur noch die Zahlen von
i+ 1 bis n Zwischenmaxima sein. Diese n — i Zahlen erscheinen in diesem Rest der
Permutation in zufilliger Reihenfolge; daher ist die mittlere Anzahl weiterer Zwi-
schenmaxima genau A,_;. Wir erhalten die folgende Rekurrenzgleichung:

A, =1 LS A d A n_lA
=1+-- —i oder nA, =n-+ i -
n n l:zl n—i n z 1

i=1

Diese Gleichung lédsst sich mit einem einfachen Trick vereinfachen. Wenn wir die
Gleichung fiir n — 1 anstelle von n aufschreiben, erhalten wir (n —1)A,_; =n—1+
>~ 2 A;. Wenn wir dies von der Gleichung fiir n subtrahieren, ergibt sich

nA,,—(n—l)An,l =14A,_1 oder An:1/n—|—A,,,| s

und damit sofort A, = H,,.

2.7.3 Lineare Suche

Wir kommen jetzt zu unserem dritten Beispiel, das noch etwas mehr Miihe erfordert.
Es geht dabei um das folgende Suchproblem. Wir sollen Eintrige mit Nummern 1
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bis n linear in irgendeiner Reihenfolge anordnen, Eintrag i steht z. B. in Position
{;. Nachdem die Eintrige arrangiert worden sind, werden Suchen durchgefiihrt. Um
einen Eintrag mit Schliissel x zu suchen, durchlaufen wir die Folge von links nach
rechts, bis wir auf den Schliissel x stoBen. Auf diese Weise kostet es ¢; Schritte, um
auf Eintrag i zuzugreifen.

Es konnte nun sein, dass wir wissen, dass in allen Suchrunden auf die Eintrige
mit festen Wahrscheinlichkeiten zugegriffen wird; die Wahrscheinlichkeit, dass nach
Eintrag Nummer i gesucht wird, wollen wir p; nennen. Dann ist p; > 0 fiir alle i,
1 <i<n,und ), p; = 1.In dieser Situation sind die erwarteten oder mittleren Kosten
einer Suche gleich Y; p;¢;, weil wir mit Wahrscheinlichkeit p; nach Eintrag i suchen
und die Kosten dieser Suche /¢; sind.

Was ist die ,,beste” Anordnung fiir die Eintrdge, also die Anordnung, die die
mittleren Zugriffskosten minimiert? Intuitiv ist es klar, dass wir die Eintrdge nach
fallenden Zugriffswahrscheinlichkeiten ordnen sollten. Dies wollen wir beweisen.

Lemma 2.6. Eine Anordnung ist optimal beziiglich der mittleren Suchkosten, wenn
aus p; > p; stets {; < L; folgt. Wenn py > py > --- > p,, dann fiihrt die Anordnung
U; =i fiir alle i zu optimalen mittleren Suchkosten von Opt =Y, p;i.

Beweis. Man betrachte eine Anordnung, in der es i und j mit p; > p; und ¢; > (;
gibt, d. h., Eintrag i ist wahrscheinlicher als Eintrag j und ist dennoch hinter ihm an-
geordnet. Wenn wir die Eintrige vertauschen, dndern sich die mittleren Suchkosten
um den Betrag

—(pili+pilj)+(pilj+piti) = (pj—pi)li—1;) <0,

d. h., die neue Anordnung ist besser als die alte, und daher kann die erste Anordnung
nicht optimal gewesen sein.

Nun betrachten wir den Fall p; > p, > --- > p,. Da es nur n! mogliche Anord-
nungen gibt, existiert eine optimale Anordnung. Wenn i < j ist und wir Eintrag i
nach Eintrag j anordnen, dann kann die Anordnung nach der Uberlegung im vorigen
Absatz nicht optimal sein. Daher setzt die optimale Anordnung Eintrag i an Position
{; = i, und die resultierende erwartete Suchzeit ist Y, p;i.

Wenn p; > pp > -+ > py, ist die Anordnung mit ¢; = i fiir alle i immer noch
optimal. Wenn allerdings einige Wahrscheinlichkeiten gleich sind, gibt es mehr als
eine optimale Anordnung. Innerhalb von Blocken mit gleichen Wahrscheinlichkeiten
ist die Anordnung irrelevant. 0O

Konnen wir immer noch etwas Intelligentes tun, wenn wir die Wahrscheinlich-
keiten p; nicht kennen? Die Antwort ist ja, und eine sehr einfache Strategie, die soge-
nannte ,,move-to-front-Heuristik®, fiihrt zum Ziel. Sie funktioniert folgendermaf3en.
Angenommen, in einem Schritt wird Eintrag i gesucht und in Position ¢; gefunden.
Wenn ¢; = 1, sind wir zufrieden und tun nichts weiter. Andernfalls verschieben wir
Eintrag i an Position 1 und verschieben die Eintrige an Positionen 1 bis ¢; — 1 um
eine Stelle nach hinten. Wir hoffen, dass auf diese Weise Eintrige, auf die oft zuge-
griffen wird, eher niher am Anfang der Anordnung zu finden sind, und dass selten
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aufgesuchte Eintrage sich eher weiter hinten befinden werden. Wir analysieren jetzt
das durchschnittliche Verhalten der move-to-front-Heuristik.

Wir nehmen dafiir an, dass die n Eintrige anfangs in der Liste beliebig angeord-
net sind, und betrachten eine feste solche Startanordnung. Als Wahrscheinlichkeits-
modell nehmen wir an, dass eine Folge von Suchrunden stattfindet, wobei in jeder
Runde unabhdingig vom bisherigen Verlauf mit Wahrscheinlichkeit p; auf Eintrag i
zugegriffen wird. Da die Kosten des allerersten Zugriffs auf einen Eintrag i wenig mit
dem zufilligen Ablauf zu tun haben, sondern im Wesentlichen von der Startanord-
nung bestimmt werden, ignorieren wir die Kosten fiir den ersten Zugriff auf Eintrag
i und bewerten ihn pauschal mit Kosten 1.7 Wir betrachten eine feste Suchrunde .
Mit Cyrr bezeichnen wir die erwarteten Kosten in Runde ¢. Fiir jedes i sei ¢; die
Position von Eintrag i in der Liste zu Beginn von Runde ¢. Die GroBen /4, ..., /¢, sind
Zufallsvariablen, die nur von dem abhingen, was in den ersten  — 1 Runden passiert
ist. Wenn in Runde ¢ auf i zugegriffen wird, sind die Kosten 1 + Z;, wo

7. ¢; —1 falls vor ¢ schon einmal auf i zugegriffen wurde,
"o sonst.

Natiirlich hingen auch die Zufallsvariablen Zi,...,Z, nur von dem ab, was in den
ersten 7 — 1 Runden passiert ist. Daher gilt Cyrr = Y, pi(1+E[Z)]) = 1 + Y, piE[Zi].
Nun wollen wir fiir gegebenes i den Wert E[Z;] abschitzen. Dazu definieren wir fiir
J # i Indikatorzufallsvariablen

1 falls zu Beginn von Runde ¢ in der Liste j vor i steht,
und vor Runde ¢ schon auf mindestens einen der beiden Eintréige
zugegriffen wurde,

0 sonst.

Dann gilt Z; < ¥; i j¢ilij- (Wenn auf i in Runde 7 erstmals zugegriffen wird, ist
Z; = 0. Wenn Runde 7 nicht den ersten Zugriff auf i darstellt, ist /;; = 1 fiir jedes j, das
in der Liste vor i steht, also Z; = 3. j i jij.) Daher gilt auch E[Z;] <3 i 2 B[l
Wir miissen also fiir jedes j # i den Erwartungswert E[J;;] abschitzen.

Wenn es vor Runde 7 noch keinen Zugriff auf i oder auf j gab, ist I;; = 0. An-
dernfalls betrachten wir die letzte Runde #;; < ¢, in der auf i oder auf j zugegriffen
wurde. Die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass dieser Zugriff j und nicht i galt, dass
also I;; = 1 gilt, ist p;/(pi+ p;). Insgesamt ergibt sich: E[[;;] = prob(f;; = 1) <
pj/(pi+p)), also E[Z]) < ¥ it jipj/ (Pi+ Pj)-

Durch Summieren iiber i erhalten wir:

PiDj
Curr =1+ Y pE[Z] <1+ Y —/L.
; ijmicizj PiTPj

7 Insgesamt werden hierdurch hichstens Kosten n(n — 1) nicht gezihlt. Man kann auch zei-
gen, dass fiir eine Suchrunde ¢ > n die durch diese Festlegung verursachte Abweichung
von den echten erwarteten Kosten nicht groBer als n? /1 ist.
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Man beobachtet nun, dass fiir jedes Paar (i, j) mit j < i der Term p;p;/(pi+p;) =
p;jpi/(pj+ pi) doppelt in der Summe erscheint. Um die Notation zu vereinfachen,
nehmen wir an, dass p; > pp > --- > p, gilt. Mit }; p; = 1 erhalten wir:

Curr <142 Y, pipj:Zpi<l+2 D Pj )

ijmit j<i PitPj i jmitj<i PitPj
<Ypif1+2 Y 1] <Y p2i=2Y pi=20pt.
i j mit j<i i i

Satz 2.7 Wenn man die erste Suche nach jedem Eintrag ignoriert, sind die mittle-
ren Suchkosten bei der move-to-front-Heuristik hochstens doppelt so grof3 wie die
mittleren Suchkosten bei optimaler fester Anordnung.

2.8 Randomisierte Algorithmen

Felizitas darf an einer TV-Spielshow teilnehmen. Das Spiel lduft folgendermalien
ab: Es gibt 100 Kistchen, durchnummeriert von 1 bis 100, die sie in einer beliebigen
Reihenfolge 6ffnen darf. Késtchen i enthilt m; Euro. Felizitas weil3 natiirlich nicht,
was m; ist, aber sobald sie Késtchen i gedffnet hat, kann sie nachsehen. Verschiedene
Kistchen enthalten verschiedene Betridge. Die Spielregeln sind ganz einfach:

Zu Spielbeginn erhilt Felizitas vom Showmaster 10 Spielmarken.
Wenn sie ein Késtchen 6ffnet, das einen hoheren Betrag als alle vorher gedffneten
Kiistchen enthilt, muss sie eine Spielmarke abgeben.®

e Wenn sie eine Marke abgeben miisste, aber keine mehr iibrig hat, endet das Spiel
und sie verliert alles.

e Wenn es Felizitas gelingt, alle Késtchen zu 6ffnen und dabei hochstens zehn
Marken abzugeben, gewinnt sie und darf alles gefundene Geld behalten.

Die Kistchen sind mit seltsamen Bildern bemalt, und der Showmaster versucht, Feli-
zitas zu helfen, indem er vorschligt, welches Késtchen sie als Nichstes 6ffnen sollte.
Felizitas’ Tante, die keine der Shows verpasst, erzihlt ihr, dass nur wenige Kandida-
ten gewinnen. Felizitas fragt sich nun, ob es sich lohnt, an diesem Spiel teilzuneh-
men. Gibt es eine Strategie, die ihr eine gute Gewinnchance gibt? Sind die Hinweise
des Showmasters niitzlich?

Wir wollen zundchst den offensichtlichen Algorithmus analysieren: Felizitas
macht immer das, was der Showmaster vorschldgt. Im schlechtesten Fall zeigt er
auf Kistchen mit immer steigenden Betriigen. Beim Offnen eines jeden neuen Kist-
chens muss sie eine Spielmarke abgeben, und nach dem elften Késtchen hat sie ver-
loren. Die Kandidaten und die Zuschauer wiirden sich tiber den Showmaster édrgern,

8 Der Betrag im ersten Kistchen ist groBer als der in allen bisher gedffneten Kistchen. Das
Offnen des ersten Kistchens kostet Felizitas also auf jeden Fall eine Spielmarke.
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die Einschaltquote wiirde sinken, und er wiirde gefeuert werden. Die Analyse des
schlechtesten Falles hilft uns hier nicht weiter. Der beste Fall wire, dass der Show-
master sofort das beste Késtchen verrit, also das mit dem groBten Betrag. Felizitas
wire gliicklich, aber es wire keine Zeit fiir die Werbung, und der Showmaster wiirde
auch gefeuert werden. Auch die Analyse des besten Falles gibt uns hier nicht die
richtige Information.

Etwas Uberlegen fiihrt uns zu der Erkenntnis, dass das Spiel eigentlich nur ei-
ne Umformulierung des Zwischenmaxima-Problems aus dem letzten Abschnitt ist.
Felizitas muss immer dann eine Spielmarke abgeben, wenn ein neues Maximum
auftaucht. Nun wissen wir aus dem letzten Abschnitt, dass die erwartete Anzahl von
Zwischenmaxima in einer zufilligen Permutation die n-te harmonische Zahl H, ist.
Fiir n = 100 gilt H, < 6. Wiirde der Showmaster die Kéastchen in zufélliger Anord-
nung prasentieren, miisste Felizitas im Durchschnitt nur sechs Spielmarken abgeben.
Aber weshalb sollte der Showmaster dies tun? Es gibt fiir ihn keinen Grund, allzu
viele Gewinner zu haben.

Die Losung ist, dass Felizitas ihr Schicksal in die eigene Hand nimmt: Sie dffnet
die Kdstchen in zufdlliger Reihenfolge. Sie wihlt eines der Kistchen rein zufillig,
offnet es, dann ein weiteres zufillig aus den verbleibenden, 6ffnet dieses, und immer
so weiter. Wie wiihlt sie ein zufilliges Kédstchen? Wenn £ viele iibrig sind, wihlt sie
eine Zufallszahl aus dem Bereich von 1 bis &, etwa durch Drehen eines Kreisels,
dessen Rand ein regelmiBiges k-Eck ist. Auf diese Weise erzeugt sie eine zufilli-
ge Permutation der Kistchen, und die Analyse aus dem vorherigen Abschnitt kann
angewendet werden. Im Mittel wird sie weniger als sechs Spielmarken zuriickgeben
miissen, und die 10 Spielmarken werden normalerweise ausreichen. — Was wir eben
beschrieben haben, ist ein randomisierter Algorithmus. Es muss betont werden, dass
zwar die mathematische Analyse die gleiche ist wie im Fall, wo der Showmaster
die Kistchen in zufilliger Reihenfolge prisentiert, dass aber die Schlussfolgerun-
gen sehr unterschiedlich sind. Im Durchschnitts-Szenario ist man darauf angewiesen,
dass der Showmaster tatsidchlich eine zufillige Reihenfolge verwendet. Wenn dies
der Fall ist, gilt die Analyse; wenn er eine andere Strategie verfolgt, gilt sie nicht.
Was wirklich passiert, kann man nicht sagen, hochstens nach vielen Shows und im
Nachhinein. Die Situation im Szenario ,,Randomisierter Algorithmus® ist vollig an-
ders. Felizitas selbst fiihrt die Zufallsexperimente durch und erzeugt auf diese Weise
die Zufallspermutation. Die Analyse gilt immer, gleichgiiltig was der Showmaster
tut.

2.8.1 Das formale Modell

Formal statten wir unsere RAM mit einem zusitzlichen Befehl aus: R; :=randInt(R ;)
weist Register R; einen zufilligen Wert aus der Menge 0..k — 1 zu, wobei k der Inhalt
von R; ist.

In Pseudocode schreiben wir v := randInt(C), wobei v eine Integervariable ist.
Als Kosten fiir das Wihlen einer solchen Zufallszahl veranschlagen wir eine Zeit-
einheit. Algorithmen ohne solche Zufallsexperimente heilen deterministisch.
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Die Rechenzeit eines randomisierten Algorithmus hidngt im Allgemeinen von
den zufilligen Entscheidungen ab, die er trifft. Damit ist die Rechenzeit auf einer
Eingabe i keine Zahl mehr, sondern eine Zufallsvariable, die von den Ergebnissen der
Zufallsexperimente abhidngt. Wir konnten die Abhingigkeit der Rechenzeit von den
Zufallsexperimenten vermeiden, indem wir unsere Maschine mit einer ,,Stoppuhr*
ausstatten. Zu Beginn einer Programmausfiihrung stellen wir die Stoppuhr auf einen
Wert T'(n), der von der GroBe n der Eingabe abhidngen kann, zéhlen die Schritte
herunter, und halten die Berechnung an, wenn 7' (n) Schritte ausgefiihrt worden sind.
Wenn die Berechnung auf diese Weise endet, gibt das Programm allerdings keine
Antwort zuriick.

Auch die Ausgabe eines randomisierten Algorithmus kann von den Ergebnis-
sen der Zufallsexperimente abhingen. Es ist natiirlich die Frage, ob ein Algorithmus
wirklich niitzlich sein kann, dessen Antwort auf einer Eingabe i vom Zufall abhin-
gen kann — wenn die Antwort also heute ,,JJa* und morgen ,,Nein* sein kann. Wenn
die beiden Fille gleich wahrscheinlich sind, ist die Antwort des Algorithmus natiir-
lich wertlos. Wenn aber die korrekte Antwort viel wahrscheinlicher als die falsche
Antwort ist, dann ist die Antwort niitzlich. Wir erldutern dies an einem Beispiel.

Alice und Bob sind iiber eine langsame Telefonleitung miteinander verbunden.
Alice hat eine n-Bit-Zahl x, und Bob hat eine n-Bit-Zahl y. Sie wollen herausfinden,
ob beide Zahlen gleich sind. Da der Kommunikationskanal langsam ist, mochten sie
die Informationsmenge, die ausgetauscht werden muss, moglichst klein halten. Der
Aufwand fiir lokale Berechnungen spielt dagegen keine Rolle.

In der naheliegenden Losung schickt Alice ihre Zahl an Bob, Bob {iberpriift, ob
die beiden Zahlen gleich sind, und meldet das Ergebnis. Bei diesem Ansatz muss
man n Ziffern senden. Alternativ konnte Alice ihre Zahl ziffernweise iibermitteln,
Bob iiberpriift Gleichheit fiir jede Ziffer und meldet das Ergebnis, sobald es fest-
steht, d. h., sobald zwei Ziffern an derselben Position verschieden sind. Im schlech-
testen Fall miissen alle n Ziffern iibermittelt werden, nimlich wenn die beiden Zahlen
gleich sind. Wir werden nun sehen, dass Randomisierung zu einer dramatischen Ver-
besserung fiihrt. Nach der Ubermittlung von nur O(logn) Bits kann eine Aussage
tiber Gleichheit oder Ungleichheit gemacht werden, wobei mit groer Wahrschein-
lichkeit das richtige Ergebnis herauskommt.

Alice und Bob verfahren nach dem folgenden Protokoll. Jeder von beiden erstellt
eine geordnete Liste py,..., pr von Primzahlen, und zwar mit den L kleinsten Prim-
zahlen, die groBer als 2F sind. Wir sagen weiter unten, wie k und L (als Funktion von
n) zu wihlen sind. Auf diese Weise wird sichergestellt, dass Alice und Bob die glei-
che Liste erzeugen. Dann wihlt Alice zufillig einen Index i mit 1 <i < L und sendet
i und x4 mod p; an Bob. Dieser berechnet xz mod p;. Wenn x4 mod p; # xg mod p;
gilt, meldet er, dass die Zahlen unterschiedlich sind, sonst, dass sie gleich sind. Wenn
x4 = xp gilt, wird Bob offensichtlich immer ,,gleich* sagen. Wenn jedoch x4 # xp ist
und trotzdem x4 mod p; = xp mod p; gilt, dann wird Bob die beiden Zahlen filschli-
cherweise fiir gleich erkldaren. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen
Irrtum?

Ein Fehler passiert, wenn x4 # xp, aber x4 = xg (mod p;) gilt. Die letztere Be-
dingung ist dquivalent dazu, dass p; die Differenz D = x4 — xp teilt. Der Absolutbe-
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trag dieser Differenz kann nicht groBer als 2" sein. Weil jedes p; groBer als 2% ist,
enthilt die Liste von Alice und Bob hchstens n/k Primzahlen, die D teilen.” Daher
ist die Fehlerwahrscheinlichkeit nicht groBer als (n/k)/L. Diese Wahrscheinlichkeit
konnen wir beliebig klein machen, indem wir L geniigend grofl wihlen. Wenn wir
etwa die Wahrscheinlichkeit kleiner als 0.000001 = 10~® machen wollen, wihlen
wir L = 10°(n/k).

Wie sollte man aber k wihlen? Fiir geniligend grofe k sind von den Zahlen in
[2k. 2K1 1] etwa 2% /In(2%) ~ 1.4427 - 2 /k viele Primzahlen.'” Wenn also 2 /k >
107 /k gilt, wird die Liste nur Zahlen mit k + 1 Bits enthalten. Die Bedingung 2% >
10%n ist gleichbedeutend mit k > logn + 6log 10. Diese Wahl von k fiihrt dazu, dass
Alice logL+k+ 1 =logn+ 12log 10 + 1 Bits sendet. Dies ist eine exponentielle
Verbesserung gegeniiber dem naiven Protokoll!

Wie wire eine Fehlerwahrscheinlichkeit von weniger als 10~!2 zu erreichen? Wir
konnten analog rechnen wie eben, mit L = 10'?n/k. Alternativ konnten wir das Pro-
tokoll zweimal laufen lassen, und die Zahlen genau dann als gleich erklidren, wenn
beide Durchldufe sie fiir gleich erkldren. Dieses 2-Stufen-Protokoll macht nur dann
einen Fehler, wenn beide Stufen einen Fehler machen; daher ist die Fehlerwahr-
scheinlichkeit hchstens 10761076 = 10712,

Aufgabe 2.12. Vergleichen Sie die Effizienz der beiden Methoden, mit denen man
eine Fehlerwahrscheinlichkeit von 10~ erreicht.

Aufgabe 2.13. Im oben beschriebenen Protokoll miissen Alice und Bob unrealistisch
lange Listen von Primzahlen bereitstellen. Diskutieren Sie das folgende, veridnderte
Protokoll: Alice wihlt eine zufdllige Zahl p mit k+ 1 Bits (und fiihrender 1) und
testet p darauf, ob es sich um eine Primzahl handelt. Wenn dies nicht der Fall ist,
wiederholt sie den Versuch. Wenn p eine Primzahl ist, sendet sie p und x4 mod p an
Bob. Bob berechnet xg mod p und vergleicht.

Aufgabe 2.14. Nehmen Sie an, Sie haben einen randomisierten Algorithmus, der mit
Wahrscheinlichkeit hochstens 1/4 das falsche Ergebnis liefert. Sie lassen den Algo-
rithmus k-mal laufen und geben das Mehrheitsergebnis aus, das hidufiger als k/2-mal
erscheint (falls es existiert). Leiten Sie eine Schranke fiir die Fehlerwahrscheinlich-
keit her, als Funktion von k. Fiir Kk = 2 und k£ = 3 sollten Sie exakt rechnen, fiir
groBlere k eine Schranke angeben. Beschreiben Sie dann, wie k zu wihlen ist, um
eine Fehlerwahrscheinlichkeit zu erreichen, die kleiner als eine gegebene Zahl ¢ ist.

9 Sei d die Anzahl der Primzahlen in der Liste, die D teilen. Dann gilt2" > |D| > (2k)d —=kd
alsod <n/k.

10 Fiir x > 1 bezeichne 7(x) die Anzahl der Primzahlen, die kleiner oder gleich x sind. Bei-
spielsweise ist (10) = 4, weil es vier Primzahlen (2, 3, 5 und 7) gibt, die kleiner oder
gleich 10 sind. Dann gelten fiir alle x > 55 die Ungleichungen x/(Inx +2) < m(x) <
x/(Inx —4). Weitere Informationen findet man im (englischen) Wikipedia-Eintrag zu ,,Pri-
me Number Theorem".
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2.8.2 Las-Vegas- und Monte-Carlo-Algorithmen

Randomisierte Algorithmen gibt es im Wesentlichen in zwei Varianten, ndmlich Las-
Vegas-Algorithmen und Monte-Carlo-Algorithmen. Ein Las-Vegas-Algorithmus be-
rechnet immer das richtige Ergebnis, aber seine Rechenzeit auf einer Eingabe i ist
eine Zufallsvariable. Unsere Losung fiir die Spielshow entspricht einem Las-Vegas-
Algorithmus, wenn wir ihn immer weiter nach dem Kistchen mit dem maximalen
Wert suchen lassen; allerdings ist die Anzahl der Zwischenmaxima, also die Anzahl
der abzuliefernden Spielmarken, eine Zufallsvariable. Ein Monte-Carlo-Algorithmus
hat immer die gleiche Rechenzeit, aber es gibt eine positive Wahrscheinlichkeit da-
fiir, dass er ein falsches Ergebnis liefert. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis
falsch ist, ist hochstens 1/4. Unser Algorithmus, der zwei Zahlen iiber eine Tele-
fonverbindung vergleicht, ist ein Monte-Carlo-Algorithmus. In Aufgabe 2.14 wird
gezeigt, dass bei Monte-Carlo-Algorithmen (durch Wiederholen) die Fehlerwahr-
scheinlichkeit beliebig klein gemacht werden kann.

Aufgabe 2.15. Nehmen Sie an, Sie haben einen Las-Vegas-Algorithmus mit erwar-
teter Rechenzeit #(n). Sie lassen ihn 4¢(n) Schritte lang laufen. Wenn er innerhalb
dieser erlaubten Zeit ein Ergebnis liefert, wird dieses als Antwort zuriickgegeben,
andernfalls wird eine beliebige Ausgabe zuriickgegeben. Zeigen Sie, dass der resul-
tierende Algorithmus ein Monte-Carlo-Algorithmus ist.

Aufgabe 2.16. Nehmen sie an, Sie haben einen Monte-Carlo-Algorithmus mit Re-
chenzeit m(n), der mit Wahrscheinlichkeit mindestens p eine korrekte Antwort lie-
fert, und einen deterministischen Algorithmus, der in Zeit v(n) iiberpriifen kann, ob
das vom Monte-Carlo-Algorithmus gelieferte Ergebnis korrekt ist. Beschreiben Sie,
wie aus diesen beiden Algorithmen ein Las-Vegas-Algorithmus mit erwarteter Re-
chenzeit (m(n) +v(n))/(1 — p) gewonnen werden kann.

Zum Schluss kommen wir nochmals auf das Spielshow-Beispiel zuriick. Felizitas
hat 10 Spielmarken, die erwartete Anzahl von verbrauchten Spielmarken ist kleiner
als 6. Wie sicher kann sie sein, als Gewinnerin nach Hause zu gehen? Wir miissen
dazu die Wahrscheinlichkeit dafiir abschétzen, dass M, grofler als 11 ist, denn sie
verliert genau dann, wenn die Anzahl der Zwischenmaxima in der Folge der gefun-
denen Geldbetrdge 11 oder groBer ist. Die Markov-Ungleichung erlaubt eine sol-
che Abschitzung. Sie besagt, dass fiir eine beliebige nichtnegative Zufallsvariable X
und eine beliebige Konstante ¢ > 1 die Ungleichung prob(X > ¢-E[X])< 1/c gilt,
s. (A.4). Dies wenden wir fiir X = M,, und ¢ = 11/6 an. Wir erhalten

11 6
prob(M, > 11) < prob (Mn > 6E[M"]) < o

und daher ist die Gewinnwahrscheinlichkeit grofer als 5/11.

2.9 Graphen

Graphen sind ein fiir die Algorithmik duferst niitzliches Konzept. Wir benutzen sie
immer, wenn wir Objekte und Beziehungen zwischen ihnen zu modellieren haben;
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in der Terminologie der Graphen heiflen die Objekte Knoten und die Beziehungen
zwischen Paaren von Knoten heilen Kanten. Ziemlich offensichtliche Anwendun-
gen von Graphen sind StraBlenkarten und Kommunikationsnetzwerke, aber es gibt
auch abstraktere Anwendungen. Beispielsweise konnten die Knoten Teilaufgaben
darstellen, die beim Bau eines Hauses durchgefiihrt werden miissen, wie etwa ,,Bau-
en der Mauern® oder ,,Einsetzen der Fenster, und Kanten konnten Prizedenzbezie-
hungen (Vorrangsbeziehungen) sein wie ,,die Mauern miissen gebaut werden, bevor
die Fenster eingesetzt werden konnen®. Wir werden auch viele Datenstrukturen ken-
nenlernen, bei denen auf ganz natiirliche Weise jedes Objekt als ein Knoten aufzu-
fassen ist und jeder Zeiger als gerichtete Kante von dem Objekt, von er ausgeht, zu
dem Objekt, auf das er verweist.

Wenn Menschen Uberlegungen mit Graphen anstellen, finden sie es normaler-
weise bequem, mit Bildern zu arbeiten, die Knoten als kleine Kreise und Kanten als
gerade oder gekriimmte Linien oder als Pfeile darstellen. Zur algorithmischen Verar-
beitung von Graphen benétigen wir eine mehr mathematisch orientierte Notation: ein
gerichteter Graph G = (V,E) ist ein Paar, bestehend aus einer Knotenmenge (oder
Eckenmenge) V und einer Kantenmenge (oder Bogenmenge) E C V x V. Manch-
mal schreiben wir kurz ,,Digraph™ fiir ,,gerichteter Graph* (engl.: directed graph).
Zum Beispiel ist in Abb. 2.7 der gerichtete Graph G = ({s,t,u,v,w,x,y,z}, {(s,1),
(t,u), (u,v), (vyw), (w,x), (x,y),(1,2), (z,5), (s,v), (z,w), (1), (x,u) }) bildlich darge-
stellt. Im ganzen Buch soll gelten, dass n = |V| und m = |E| ist, wenn n und m keine
anderen Bedeutungen zugeordnet sind. Eine Kante e = (u,v) € E stellt eine Verbin-
dung von u nach v dar. Wir nennen u den Startknoten und v den Zielknoten von e.
Wir sagen, dass e inzident mit u und v ist, oder dass u und v auf e liegen, und dass
u und v adjazent sind. Oft heiflit auch u ein (unmittelbarer) Vorgénger von v und v
ein (unmittelbarer) Nachfolger von u. Der Spezialfall einer (Eigen-)Schleife (v,v) ist
verboten, auer er wird ausnahmsweise ausdriicklich erlaubt.

Der Ausgangsgrad eines Knotens v ist die Zahl der Kanten, die von v ausgehen,
sein Eingangsgrad ist die Zahl der Kanten, die in v enden, formal outdegree(v) =
[{u € V| (v,u) € E}| und indegree(v) = |{u € V | (u,v) € E}|. Zum Beispiel hat
Knoten w in Graph G in Abb. 2.7 Eingangsgrad 2 und Ausgangsgrad 1.

N

ungerichtet %doppelt gerichtet | :

Abb. 2.7. Einige Graphen
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Ein doppelt gerichteter Graph ist ein Digraph, in dem fiir jede gerichtete Kante
(u,v) auch die Gegenkante (v,u) vorhanden ist. Ein ungerichteter Graph lisst sich
als verschlankte Darstellung eines doppelt gerichteten Graphen auffassen, in der wir
das Kantenpaar (u,v), (v,u) als die Paarmenge {u,v} schreiben. Abb. 2.7 zeigt einen
ungerichteten Graphen mit drei Knoten und sein doppelt gerichtetes Gegenstiick.
Die meisten graphentheoretischen Begriffe werden fiir ungerichtete Graphen genau-
so definiert wie fiir Digraphen; daher werden wir uns in diesem Abschnitt auf die
Digraphen konzentrieren und ungerichtete Graphen nur erwéhnen, wenn es Abwei-
chungen gibt. Zum Beispiel hat ein ungerichteter Graph nur halb so viele Kanten
wie sein doppelt gerichtetes Gegenstiick. Wenn {u,v} eine Kante ist, heifit u auch
ein Nachbar von v; in der doppelt gerichteten Version ist u sowohl Vorgénger als
auch Nachfolger von v. Der Eingangsgrad und der Ausgangsgrad eines Knotens in
einem ungerichteten Graphen ist immer gleich, so dass wir hier einfach vom Grad ei-
nes Knotens sprechen. Ungerichtete Graphen sind deshalb wichtig, weil Richtungen
hiufig keine Rolle spielen und weil viele Probleme in ungerichteten Graphen leichter
zu losen sind als in allgemeinen Digraphen; manche Probleme sind tiberhaupt nur in
ungerichteten Graphen sinnvoll.

Ein Graph G’ = (V',E') ist ein Teilgraph des Graphen G = (V,E), wenn V' CV
und E’ C E gilt. Wenn G = (V, E) und eine Teilmenge V' C V gegeben sind, dann ist
der durch V' induzierte Teilgraph definiert durch G’ = (V/,EN (V' x V')). In Abb. 2.7
wird durch die Knotenmenge {v,w} in G der Teilgraph H = ({v,w},{(v,w)}) indu-
ziert. Eine Teilmenge E’ C E der Kanten induziert den Teilgraphen (V,E’).

Oft werden Knoten oder Kanten mit zusitzlichen Informationen verkniipft. Ins-
besondere werden wir oft Kantengewichte oder Kantenkosten c: E — R bendtigen,
die jeder Kante einen Zahlenwert zuordnen. Beispielsweise hat die Kante (z,w) im
Graphen G in Abb. 2.7 das Gewicht ¢((z,w)) = —2. Man beachte, dass in einem un-
gerichteten Graphen eine Kante {u,v} nur ein Gewicht haben kann, wohingegen in
doppelt gerichteten Graphen auch ¢((«,v)) # c¢((v,u)) gelten kann.

Die letzte Seite enthielt viele trockene Definitionen in gedringter Form. Wenn
der Leser sie ,,in Aktion* sehen mochte, findet er in Kap. 8 Algorithmen, die auf
Graphen arbeiten. Aber auch an dieser Stelle wird das Material noch etwas inter-
essanter.

Ein wichtiger etwas ,,hoherer graphentheoretischer Begriff ist der eines Weges
oder Pfades. Ein Weg (oder Pfad) p = (vy,...,v) in einem gerichteten Graphen
G = (V,E) ist eine Knotenfolge mit der Eigenschaft, dass aufeinanderfolgende Kno-
ten durch Kanten in E verbunden sind, d.h., dass (vo,vi) € E, (vi,») €E, ...,
(vk—1,vx) € E gilt. Die Zahl k > 0 heift die Léinge von p; der Weg verliuft (oder
fiihrt) von vg nach v;. Manchmal wird ein Weg auch durch die Folge seiner Kanten
dargestellt. Beispielsweise ist im Digraphen G in Abb. 2.7 (u,v,w) = ((u,v), (v,w))
ein Weg der Linge 2. In einem ungerichteten Graphen ist p = (v, ...,v;) ein Weg,
wenn p Weg in dem entsprechenden doppelt gerichteten Graphen ist und fiir 1 <i <k
stets v;_1 # v gilt. (Es ist also nicht erlaubt, dass dieselbe Kante in einer Richtung
und unmittelbar darauf in der anderen Richtung benutzt wird.) Im Graphen U in
Abb. 2.7 ist {(u,w,v,u,w,v) ein Weg der Linge 5. Ein Weg (vo, ..., v) heit einfach,
wenn seine Knoten, auller eventuell vy und v, paarweise verschieden sind. Im Di-
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graphen G in Abb. 2.7 ist (z,w,x,u,v,w,x,y) ein Weg, der nicht einfach ist. Es ist
leicht einzusehen, dass Folgendes gilt: Wenn es einen Weg von u nach v gibt, dann
gibt es auch einen einfachen Weg von u nach v.

Kreise (oder Zyklen) sind Wege der Linge mindestens 1, bei denen der erste
und der letzte Knoten zusammenfallen. In ungerichteten Graphen verlangt man, dass
die erste und die letzte Kante des Weges verschieden sind, woraus sich ergibt, dass
Kreise Linge mindestens 3 haben. (In G in Abb. 2.7 ist {(u,v,w,x,y,z,w,x,u) ein
Kreis, in U ist (u,w,v,u,w,v,u) ein Kreis.) Ein einfacher Kreis ist ein einfacher Weg,
der ein Kreis ist. Folgendes ist leicht einzusehen: Wenn G einen Kreis hat, dann auch
einen einfachen Kreis. Ein einfacher Kreis, der alle Knoten eines Graphen besucht,
heiBt Hamiltonkreis. (In Abb. 2.7 sind (s,f,u,v,w,x,y,z,s) in G und (w,u,v,w) in U
Hamiltonkreise.)

Die Begriffe ,,Weg* und ,,Kreis“ erlauben es uns, noch komplexere Begriffe zu
definieren. Ein Digraph heilt stark zusammenhdngend, wenn es von jedem Knoten
u zu jedem anderen Knoten v einen Weg gibt. Graph G in Abb. 2.7 ist stark zu-
sammenhéngend. Eine starke Zusammenhangskomponente von G ist ein maximaler
knoteninduzierter stark zusammenhéngender Teilgraph von G. Wenn wir in Abb. 2.7
aus G die Kante (w,x) entfernen, erhalten wir einen Digraphen, der iiberhaupt keine
Kreise enthilt. Ein Digraph ohne Kreise heilit azyklisch oder kreisfrei. Azyklische
Digraphen heifien kurz DAG (engl.: directed acyclic graph). In einem DAG besteht
jede starke Zusammenhangskomponente aus genau einem Knoten. Ein ungerichteter
Graph heil3t zusammenhdingend, wenn es von jedem Knoten u aus einen (ungerich-
teten) Weg zu jedem anderen Knoten v gibt. Die Zusammenhangskomponenten sind
die maximalen zusammenhéngenden Teilgraphen. Innerhalb einer Zusammenhangs-
komponente sind jeweils zwei Knoten durch Wege verbunden; von einer Zusam-
menhangskomponente in eine andere fiihrt kein Weg. Zum Beispiel hat Graph U
in Abb. 2.7 die Zusammenhangskomponenten {u,v,w}, {s,7} und {x}. Die Knoten-
menge {u,w} induziert einen zusammenhéngenden Teilgraphen, aber dieser ist nicht
maximal und bildet daher keine Zusammenhangskomponente.

Aufgabe 2.17. Beschreiben Sie zehn grundlegend verschiedene Anwendungen, die
unter Verwendung von Graphen modelliert werden konnen. (Straen- und Radweg-
netze sind nicht grundlegend verschieden!) Mindestens fiinf dieser Anwendungen
sollten in diesem Buch nicht vorkommen.

Aufgabe 2.18. Ein Graph hei3t planar, wenn er auf einem Blatt Papier so gezeichnet
werden kann, dass sich nirgends zwei Kanten iiberkreuzen. Erklidren Sie, weshalb
Stralennetzwerke nicht unbedingt planar sein miissen. Zeigen Sie, dass die Graphen
Ks und K3 3 in Abb. 2.7 nicht planar sind.

2.9.1 Ein erster Graphalgorithmus

Es ist Zeit fiir einen Beispielalgorithmus. Wir beschreiben einen Algorithmus, der
testet, ob ein gerichteter Graph azyklisch ist oder nicht. Der Ansatz ist die einfache
Beobachtung, dass ein Knoten v mit Ausgangsgrad 0 nicht auf einem Kreis liegen
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kann. Wenn wir also v (und seine Eingangskanten) streichen, erhalten wir einen Gra-
phen G, der genau dann azyklisch ist, wenn G azyklisch ist. Diese Transformation
wird wiederholt ausgefiihrt, bis einer von zwei Fillen eintritt: Entweder erhalten wir
den leeren Graphen ohne jeden Knoten, der sicherlich azyklisch ist, oder wir erhalten
einen Graphen G*, in dem jeder Knoten Ausgangsgrad mindestens 1 hat. Im letzte-
ren Fall findet man leicht einen Kreis: Man beginnt an einem beliebigen Knoten
und wihlt in jedem Knoten, den man eben erreicht hat, eine beliebige Ausgangskan-
te, bis ein Knoten V' erreicht wird, den man schon vorher einmal gesehen hat. Der
so konstruierte Weg hat die Form (v,...,V/,...,V), und das Schlussstiick (v/,...,v')
bildet einen Kreis. In Abb. 2.7 beispielsweise hat der Graph G keinen Knoten mit
Ausgangsgrad 0. Um einen Kreis zu finden, konnten wir bei Knoten z starten und
dem Weg (z,w,x,u,v,w) folgen, bis wir zum zweitenmal auf den Knoten w treffen.
Damit haben wir dann den Kreis (w,x,u,v,w) gefunden. Anders verlduft die Aus-
fiilhrung des Algorithmus, wenn wir aus G die Kante (w,x) entfernen. Dann gibt es
keinen Kreis, und unser Algorithmus streicht alle Knoten in der Reihenfolge w, v, u,
t, s, 2, y, x. In Kap. 8 werden wir sehen, wie man Graphen in einer Weise darstellen
kann, dass der hier skizzierte Algorithmus in linearer Zeit, also in Zeit O(|V| +|E|),
ablauft. (Siehe hierzu auch Aufgabe 8.3.) Der Algorithmus kann leicht so erginzt
werden, dass er zertifizierend ist: Wenn der Algorithmus einen Kreis findet, ist der
Graph sicherlich zyklisch, und es kann leicht getestet werden, ob die ausgegebene
Knotenfolge ein Kreis in G ist. Wenn der Algorithmus alle Knoten aus G entfernt,
nummerieren wir die Knoten in der Reihenfolge durch, in der sie aus G gestrichen
werden. Wenn wir in einem Schritt einen Knoten v mit Ausgangsgrad O entfernen,
miissen in G alle Kanten, die v als Startknoten haben, zu friiher entfernten Knoten
gehen, also zu solchen mit einer niedrigeren Nummer als v. Die Nummerierung be-
weist also, dass G kreisfrei ist: Entlang jeder Kante sind die Knotennummern fallend,
was sich wiederum leicht verifizieren lésst.

Aufgabe 2.19. Finden Sie fiir beliebiges n einen DAG mit n Knoten, der n(n—1)/2
Kanten besitzt. Zeigen Sie, dass kein DAG mit n Knoten mehr als n(n — 1) /2 Kanten
haben kann.

2.9.2 Biaume

Ein ungerichteter Graph heilit ein Baum, wenn es zwischen zwei beliebigen Knoten
jeweils genau einen Weg gibt; ein Beispiel ist in Abb. 2.8 dargestellt. Ein ungerichte-
ter Graph heif3t ein Wald, wenn es zwischen zwei beliebigen Knoten hdchstens einen
Weg gibt. Man sieht sofort, dass jede Zusammenhangskomponente eines Waldes ein
Baum ist.

Lemma 2.8. Fiir einen ungerichteten Graphen G sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(1) G ist ein Baum.
(2) G ist zusammenhdngend und hat genau n — 1 Kanten.
(3) G ist zusammenhdngend und besitzt keine Kreise.
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ungerichtet ungerichtet, mit Wurzel gerichtet Ausdrucksbaum

Wurzel weg:
wout-tree*

0 a ‘Wurzel hin:
O anree (V) (2) (&)

Abb. 2.8. Verschiedene Arten von Bdumen. Von links nach rechts sehen wir einen ungerich-
teten Baum, einen ungerichteten Baum mit Wurzel, einen von der Wurzel weg und einen zur
Waurzel hin gerichteten Baum und einen arithmetischen Ausdruck.

Beweis. In einem Baum gibt es zwischen je zwei Knoten einen eindeutig bestimmten
Weg. Daher ist ein Baum zusammenhingend und enthilt keinen Kreis. Umgekehrt
gilt: Wenn es in G zwei Knoten gibt, die durch zwei unterschiedliche Wege verbun-
den sind, dann enthélt G einen Kreis. (Man betrachte zwei Knoten u# und v und zwei
verschiedene Wege von u nach v, wobei die Summe der Lingen dieser Wege iiber
alle moglichen solchen Situationen minimal ist. Wegen der Minimalitét miissen die
beiden Wege u auf unterschiedlichen Kanten verlassen, und sie konnen sich erst in
Knoten v wieder treffen. Daher bilden die beiden Wege zusammen einen einfachen
Kreis.) Damit haben wir die Aquivalenz von (1) und (3) bewiesen. Wir zeigen nun,
dass auch (2) und (3) dquivalent sind. Dazu betrachten wir einen zusammenhén-
genden Graphen G = (V,E); wir setzen m = |E|. Nun fiihren wir in Gedanken das
folgende Experiment durch: Wir beginnen mit dem (,,leeren®) Graphen mit Knoten-
menge V und keiner Kante und fiigen die Kanten aus E eine nach der anderen hinzu.
Das Hinzufiigen einer Kante verringert die Anzahl der Zusammenhangskomponen-
ten um hochstens 1. Da wir mit n = |V| Komponenten beginnen und am Ende nur
noch eine Komponente vorhanden ist, muss die Anzahl m der Kanten mindestens
n— 1 sein. Angenommen nun, das Hinzufiigen der Kante e = {u,v} wiirde die An-
zahl der Komponenten nicht um 1 verringern. Dann sind « und v bereits durch einen
Weg verbunden, und das Hinzufiigen von e erzeugt einen Kreis. Wenn G kreisfrei ist,
kann dies also nicht eintreten, und wir erhalten m = n — 1. Daher folgt (2) aus (3).
Nun nehmen wir an, dass G zusammenhéngend ist und genau n — 1 Kanten hat. Wie-
der fiigen wir die Kanten nacheinander in einen anfangs leeren Graphen ein. Wenn
nun durch die Kante e = {u,v} ein Kreis geschlossen wird, sind « und v schon ver-
bunden und das Einfiigen von e verringert die Anzahl der Komponenten nicht. Damit
bleibt am Ende mehr als eine Zusammenhangskomponente iibrig, ein Widerspruch.
Damit folgt auch (3) aus (2). 0

Lemma 2.8 gilt nicht fiir Digraphen. Insbesondere kann ein DAG viel mehr als
n— 1 Kanten haben. Ein gerichteter Graph heilit ein Out-Tree (von der Wurzel weg
gerichteter Baum), mit Wurzel r, wenn es von r aus zu jedem Knoten genau einen
Weg gibt. Er heilit ein In-Tree (zur Wurzel hin gerichteter Baum) mit Wurzel r, wenn
es von jedem Knoten aus genau einen Weg nach r gibt. Abbildung 2.8 zeigt einige
Beispiele. Die Tiefe eines Knotens v in einem Baum mit Wurzel ist die Linge des
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Function eval(r) : R
if 7 ist ein Blatt then return die in r gespeicherte Zahl
else /I rist ein Operatorknoten
v1 :=eval(erstes Kind von r)
vy :=eval(zweites Kind von r)
return vy operator(r) vy /I wende den in r gespeicherten Operator an

Abb. 2.9. Rekursive Auswertung eines Ausdrucksbaums mit Wurzel r.

Weges zwischen v und der Wurzel. Die Hohe (oder auch Tiefe) eines Baums mit
Wurzel ist die maximale Tiefe eines Knotens.

Man kann auch einen ungerichteten Baum mit einer Wurzel versehen, indem
man einfach einen beliebigen Knoten zur Wurzel erkldrt. Informatiker haben die
merkwiirdige Angewohnheit, Baume so zu zeichnen, dass die Wurzel ganz oben
sitzt und alle Kanten von oben nach unten verlaufen. Fiir Bdume mit Wurzeln ist
es liblich, Beziehungen zwischen Knoten mit Wortern zu bezeichnen, die aus der
Welt der Verwandtschaftsbeziehungen stammen. Kanten verlaufen zwischen einem
eindeutigen Vorgdngerknoten (engl.: parent'") und seinen Kindknoten (engl.: child).
Knoten mit demselben Vorgingerknoten heillen Geschwisterknoten (engl.: sibling).
Knoten ohne Kinder heilen Bldtter (engl.: leaf). Knoten, die keine Blitter sind, hei-
Ben innere Knoten. Wenn u auf dem Weg von der Wurzel zu einem Knoten v liegt
und verschieden von v ist, nennen wir u einen Vorfahren von v und entsprechend v
einen Nachkommen von u. Ein Knoten u und alle seine Nachkommen bilden einen
Teilbaum mit Wurzel u. Wir betrachten ein Beispiel: In den gerichteten Bdumen in
Abb. 2.8 ist r die Wurzel; s, t, und v sind Blitter; s, r und u sind Geschwisterknoten,
weil sie Kindknoten desselben Vorgidngerknotens r sind; u ist ein innerer Knoten; r
und « sind die Vorfahren von v; s, ¢, u und v sind die Nachfahren von r; v und u bilden
einen Teilbaum mit Wurzel u.

2.9.3 Geordnete Baume

Bédume eignen sich ausgezeichnet zur Darstellung von Hierarchien. Man betrachte
beispielsweise den arithmetischen Ausdruck a + 2/b. Wir wissen, dass dieser Aus-
druck bedeuten soll, dass a und 2/b addiert werden sollen. Es ist aber gar nicht so
einfach, dies aus der Zeichenfolge (a,+,2,/,b) abzulesen. Es muss zum Beispiel
die Punkt-vor-Strich-Regel beachtet werden. Compiler isolieren dieses syntaktische
Wissen in Parsern, die aus dem Formeltext eine strukturiertere, baumbasierte Dar-
stellung erzeugen. Aus unserem Beispielausdruck wiirde der Ausdrucksbaum ganz
rechts in Abb. 2.8 entstehen. Solche Baume sind gerichtet und im Gegensatz zu gra-
phentheoretischen Biumen geordnet, d.h., die Kinder eines jeden inneren Knotens
sind angeordnet. In unserem Beispiel ist der a-Knoten das erste Kind der Wurzel, der
/-Knoten das zweite.

' Anm. d. U.: Leider gibt es im Deutschen kein genau passendes Wort im Singular.
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Ausdrucksbdaume lassen sich leicht durch einen einfachen rekursiven Algorith-
mus auswerten. Abbildung 2.9 gibt einen Algorithmus zur Auswertung von Aus-
drucksbidumen an, deren Blitter Zahlen enthalten und deren innere Knoten Operato-
ren enthalten (etwa +, —, -, /).

In diesem Buch werden uns viele weitere Beispiele fiir geordnete Bdume begeg-
nen. In Kapiteln 6 and 7 werden sie fiir die Darstellung von grundlegenden Daten-
strukturen benutzt, in Kap. 12 fiir die systematische Erkundung von Lésungsraumen.

2.10 P und NP

Wann sollten wir einen Algorithmus ,.effizient” nennen? Gibt es Probleme, fiir die
kein effizienter Algorithmus existiert? Natiirlich ist es immer etwas willkiirlich,
wo man die Grenze zwischen ,.effizienten® und ,,ineffizienten* Algorithmen zie-
hen mdochte. Jedoch hat sich die folgende Unterscheidung als niitzlich erwiesen: Ein
Algorithmus 7 lduft in polynomieller Zeit oder ist ein Polynomialzeitalgorithmus,
wenn es ein Polynom p(n) gibt, so dass die Ausfithrungszeit von <7 auf Eingaben
der GroBe n in O(p(n)) liegt. Wenn nichts anderes gesagt wird, soll die GroBe einer
Eingabe immer in Bits gemessen werden. Ein Problem kann in polynomieller Zeit
gelost werden, wenn es einen Polynomialzeitalgorithmus dafiir gibt. Wir setzen nun
»effizient 16sbar* gleich mit ,,l0sbar in polynomieller Zeit“. Ein grofer Vorteil die-
ser Definition ist, dass Implementierungsdetails normalerweise keine Rolle spielen.
Beispielsweise ist es irrelevant, ob eine clevere Datenstruktur die Rechenzeit eines
O(n?)-Algorithmus um den Faktor n verringern kann. In allen Kapiteln dieses Bu-
ches, auler in Kap. 12, geht es um effiziente Algorithmen.

Es gibt viele wichtige Probleme, fiir die es zwar im Prinzip Algorithmen gibt,
fiir die man aber keine effizienten Algorithmen kennt. Hier wollen wir nur sechs
Beispiele erwéhnen:

e Das Hamiltonkreisproblem: Gegeben ist ein ungerichteter Graph. Entscheide, ob
er einen Hamiltonkreis enthilt.

e Das Erfiillbarkeitsproblem fiir Boolesche Formeln: Gegeben ist eine Boolesche
Formel in konjunktiver Normalform. Entscheide, ob sie eine erfiillende Bele-
gung besitzt. — Dabei ist eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform
eine Konjunktion C; AC> A ... ACy von Klauseln. Eine Klausel ist eine Disjunk-
tion (¢1 V4, V...V {y) von Literalen, und ein Literal ist eine Boolesche Variable
x; oder eine negierte Boolesche Variable —x;. Zum Beispiel ist (x; V —x3 V —xg)
eine Klausel.

e Das Cliquenproblem: Gegeben ist ein ungerichteter Graph und eine natiirliche
Zahl k. Entscheide, ob der Graph einen vollstindigen Teilgraphen (eine Cligue)
mit k Knoten enthilt. — Dabei heif3t ein Graph vollstindig, wenn jedes Paar von
Knoten durch eine Kante verbunden ist; ein Beispiel ist der Graph K5 in Abb. 2.7.

e Das Rucksackproblem: Gegeben sind n Paare (w;, p;) von natiirlichen Zahlen
sowie natiirliche Zahlen M und P. Entscheide, ob es eine Teilmenge / C 1..n
gibt, fiir die Y;c; w; < M und Y, p; > P gilt. — Anschaulich ist dies die Frage,
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ob man bei n gegebenen Objekten, wobei Objekt i Volumen w; und Profit p; hat,
eine Auswahl der Objekte in einen Rucksack mit Volumen M packen kann, so
dass der gesamte Profit mindestens P ist.

e Das Problem des Handlungsreisenden (TSP): Gegeben ist ein kantengewichte-
ter ungerichteter Graph und eine natiirliche Zahl C. Entscheide, ob der Graph
einen Hamiltonkreis der Linge hochstens C besitzt. (Siehe Abschnitt 11.6.2 fiir
Details.)

e Das Graphfirbungsproblem: Gegeben ist ein ungerichteter Graph und eine natiir-
liche Zahl k£ > 0. Entscheide, ob es eine Farbung der Knoten des Graphen mit k
Farben gibt, so dass adjazente Knoten immer verschieden gefirbt sind.

Die Tatsache, dass wir fiir diese Probleme keine effizienten Algorithmen kennen, be-
weist natiirlich nicht, dass es solche Algorithmen nicht gibt. Man weif3 einfach nicht,
ob es solche Algorithmen gibt oder nicht. Insbesondere kennt man auch keinen Be-
weis dafiir, dass es fiir diese Probleme keine effizienten Algorithmen geben kann. Im
allgemeinen ist es sehr schwierig zu beweisen, dass ein gegebenes Problem nicht in-
nerhalb einer bestimmten Zeitschranke gelost werden kann. (Einige einfache untere
Schranken werden wir in Kap. 5.3 kennenlernen.) Die meisten Algorithmiker glau-
ben, dass es fiir die sechs oben aufgefiihrten Probleme keine effizienten Algorithmen
gibt.

Die Komplexititstheorie hat einen interessanten Ersatz fiir die fehlenden Beweise
fiir untere Schranken gefunden. Sie fasst algorithmische Probleme in grole Gruppen
(,,Komplexitdtsklassen) zusammen, so dass die Probleme in einer Gruppe im Bezug
auf ein Komplexitdtsmalf} dquivalent sind. Insbesondere gibt es eine grofle Klasse von
dquivalenten Problemen, die man NP-vollstindig nennt. Dabei ist ,,NP* eine Abkiir-
zung fiir “nichtdeterministische polynomielle Zeit”. Fiir das Verstindnis des Folgen-
den ist es unerheblich, ob der Leser den Begriff ,,nichtdeterministische polynomielle
Zeit* kennt oder nicht. Die sechs oben genannten Probleme sind NP-vollstindig, so
wie viele andere natiirliche Probleme. Im Rest dieses Abschnittes werden wir die
Klasse NP und die Klasse der NP-vollstindigen Probleme formal definieren. Fiir ei-
ne vollstindige Darstellung der Theorie verweisen wir den Leser auf Biicher iiber
Berechenbarkeitstheorie und Komplexititstheorie [16, 79, 197, 219].

Wie in der Komplexititstheorie iiblich, nehmen wir an, dass Eingaben als Zei-
chenreihen iiber einem festen endlichen Alphabet ¥ mit |X| > 2 kodiert sind. (Man
denke an das ASCII- oder Unicode-Alphabet oder die Bindrkodierungen dieser Al-
phabete. Im letzteren Fall ist £ = {0,1}.) Die Menge aller Zeichenreichen (oder
Worter) mit Buchstaben aus X heifit X*. Fiir x = ay...a, € X* wird die Anzahl
|x| = n der Zeichen in x als Grofenmall benutzt. Ein Entscheidungsproblem ist eine
Teilmenge L C X*. Mit y: X* — {0, 1} (gelesen ,,chi“) bezeichnen wir die charak-
teristische Funktion von L, d. h., y; (x) = 1, falls x € L, und y.(x) =0, falls x ¢ L. Ein
Entscheidungsproblem ist in polynomieller Zeit losbar, wenn seine charakteristische
Funktion in polynomieller Zeit berechenbar ist. Mit P bezeichnen wir die Klasse der
Entscheidungsprobleme, die in polynomieller Zeit 16sbar sind. Ein Entscheidungs-
problem L liegt in NP, wenn es ein Pridikat Q(x,y), (d.h. eine Menge Q C (X*)?)
und ein Polynom p gibt, so dass Folgendes gilt:
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(1) Fiir jedes x € £* gilt x € L genau dann wenn es ein y € X* mit |y| < p(]x|) und

QO(x,y) gibt;
(2) die charakteristische Funktion von Q ist in polynomieller Zeit berechenbar.

Wenn x € L und Q(x,y) = true gilt, nennen wir y einen Zeugen, Beweis oder Be-
leg fiir x (d.h. fiir die Tatsache, dass x € L ist). Fiir unsere Beispielprobleme kann
man leicht zeigen, dass sie in NP liegen. Beim Hamiltonkreisproblem ist der Zeu-
ge ein Hamiltonkreis im Eingabegraphen. Ein Zeuge fiir eine Boolesche Formel ist
eine Belegung fiir die Variablen, die die Formel wahr macht. Die Losbarkeit einer
Instanz des Rucksackproblems wird durch eine Teilmenge der Objekte belegt, die
vom Volumen her in den Rucksack passen und die Profitschranke erreichen.

Aufgabe 2.20. Beweisen Sie, dass das Cliquenproblem, das Handlungsreisenden-
problem (TSP) und das Graphfiarbungsproblem in NP liegen.

Es wird weithin vermutet, dass P eine echte Teilmenge von NP ist. Obgleich
es gute Argumente fiir diese Vermutung gibt, wie wir gleich sehen werden, ist sie
bisher nicht bewiesen. Sie wiirde insbesondere nach sich ziehen, dass es fiir NP-
vollstindige Probleme keine effizienten Algorithmen gibt.

Ein Entscheidungsproblem ist L polynomialzeitreduzierbar (oder einfach redu-
zierbar) auf ein Entscheidungsproblem L', wenn es eine in polynomieller Zeit be-
rechenbare Funktion g gibt, so dass fiir alle x € X* gilt: x € L genau dann wenn
g(x) € L'. Wenn L auf L' reduzierbar ist und L’ € P gilt, dann folgt recht leicht
L € P. (Sei ein Algorithmus fiir die Reduktionsfunktion g mit polynomieller Zeit-
schranke p(n) und ein Algorithmus fiir y;/ mit polynomieller Zeitschranke g(n) ge-
geben. Ein Algorithmus fiir ; arbeitet wie folgt: Zu Eingabe x berechne g(x) in
Zeit < p(]x|), dann teste, ob g(x) € L ist. Weil Turingmaschinen pro Schritt nur ein
Zeichen schreiben konnen, gilt |g(x)| < |x| + p(|x|), daher kostet dieser Test Zeit
hochstens g(|x| + p(|x|)). Dies ist ebenfalls polynomiell in |x|.) Ahnlich zeigt man,
dass die Reduzierbarkeit eine transitive Relation ist. Ein Entscheidungsproblem L
heifit NP-schwer (engl.: NP-hard), wenn jedes Problem in NP auf L polynomial-
zeitreduzierbar ist. Ein Problem heif3t NP-vollstindig, wenn es NP-schwer ist und in
NP liegt. Auf den ersten Blick scheint es sehr schwierig zu sein, zu beweisen, dass
irgendein Problem NP-vollstdndig ist — schlieflich muss man beweisen, dass jedes
Problem in NP darauf reduzierbar ist. Jedoch gelang genau dies im Jahr 1971: Cook
und Levin bewiesen (unabhingig voneinander), dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir
Boolesche Formeln NP-vollstindig ist [49, 132]. Von da ab war es ,,leicht”. Nehmen
wir an, es soll bewiesen werden, dass L NP-vollstindig ist. Dafiir muss man zwei
Dinge zeigen: (1) L € NP, und (2) es gibt ein schon bekanntes NP-vollstindiges Pro-
blem L', das auf L reduzierbar ist. Mit jedem neuen NP-vollstindigen Problem wird
es leichter, zu beweisen, dass andere Probleme NP-vollstindig sind. Auf der Web-
seite http://www.nada.kth.se/~viggo/wwwcompendium/wwwcompendium.
html findet man einen Katalog von NP-vollstindigen Problemen, der laufend ak-
tualisiert wird. Wir geben ein Beispiel fiir eine Reduktion an.

Lemma 2.9. Das Erfiillbarkeitsproblem fiir Boolesche Formeln ist polynomialzeit-
reduzierbar auf das Cliquenproblem.
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Beweis. Sei F = Cy A ... N\Cy eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform,

mit C; = ({1 V...V 4y,) und ¢;; = xli” Dabei ist x;; eine Boolesche Variable, und

Bij € {0,1}. Ein hochgestellter Index O zeigt dabei eine negierte Variable an. Man
betrachte den folgenden Graphen G. Seine Knoten stellen die Literale in unserer
Formel dar,d.h.V = {r,] 1<i<kund 1 <j<h } Zwei Knoten r;; und Tt sind
genau dann durch eine Kante verbunden, wenn i # i’ und entweder x;; # x; » oder
Bij = By gilt. In Worten: Die Knoten zu zwei Literalen sind verbunden, wenn diese
Literale zu verschiedenen Klauseln gehoren und es eine Belegung gibt, die beide
gleichzeitig erfiillt. Wir behaupten, dass F genau dann erfiillbar ist, wenn G eine
Clique der Grofe k hat.

Wir nehmen zuerst an, dass es eine Belegung o gibt, die F erfiillt. Diese Be-
legung muss mindestens ein Literal in jeder Klausel wahr machen, beispielsweise
Literal ¢; ;;) in Klausel C;, fiir 1 <i < k. Betrachte nun den Teilgraphen von G, der
von den Knoten riji), 1 <1<k, aufgespannt wird. Dies ist eine Clique mit k& Kno-
ten. Wiren nimlich Tij(i ) und ry j< 1y nicht durch eine Kante verbunden, dann miisste
X j(i) = Xi,j() und B i) # By j(7) gelten. Dann wiren aber die Literale ¢; ;) und

#.j(r) Komplemente Vonemander und o konnte nicht beide erfiillen.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass G eine Clique K der Grofe k besitzt. Wir
konnen dann eine erfiillende Belegung « fiir F' konstruieren. Fiir jedes i, | <i <k,
enthélt K genau einen Knoten, den wir r; ;; nennen. Wir konstruieren eine erfiil-
lende Belegung fiir F7, indem wir a(x; ;) = B; j(;) setzen. Die hiervon nicht erfass-
ten Variablen werden beliebig belegt. Man beachte, dass o wohldefiniert ist, weil
X j(i) = X j(y impliziert, dass f; j;) = By j() ist; sonst wiren die Knoten r; ;) und
ry (i) nicht durch eine Kante verbunden. Es 1st klar, dass o die Formel F erfiillt. O

Aufgabe 2.21. Zeigen Sie, dass das Hamiltonkreisproblem auf das Handlungsreisen-
denproblem (TSP) polynomialzeitreduzierbar ist.

Aufgabe 2.22. Zeigen Sie, dass das Graphfiarbungsproblem auf das Erfiillbarkeits-
problem fiir Boolesche Formeln polynomialzeitreduzierbar ist.

Alle NP-vollstindigen Probleme sitzen sozusagen ,,in einem Boot*. Falls es je-
mandem gelingen sollte, auch nur fiir eines von ihnen einen Polynomialzeitalgorith-
mus zu finden, dann folgt NP = P. Weil sehr viele Leute schon vergeblich versucht
haben, solche Algorithmen zu finden, wird es immer unwahrscheinlicher, dass dies
jemals passieren wird. Die NP-vollstindigen Probleme sind wechselseitig Belege
dafiir, dass sie schwer zu l10sen sind.

Kann man die Theorie der NP-Vollstindigkeit auch auf Optimierungsprobleme
anwenden? Optimierungsprobleme (sieche Kap. 12) lassen sich leicht in Entschei-
dungsprobleme umwandeln. Anstatt nach einer optimalen Losung zu suchen, fragen
wir einfach, ob es eine zuldssige Losung mit einem Zielfunktionswert mindestens k
gibt, wobei k eine zusitzliche Eingabe ist. Auch die Umkehrung gilt: Wenn wir einen
Algorithmus haben, der entscheidet, ob es eine zuldssige Losung mit Zielfunktions-
wert k oder grofer gibt, konnen wir mittels einer Kombination von exponentieller
und binérer Suche (siehe Abschnitt 2.5) den optimalen Zielfunktionswert finden.
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Ein Algorithmus fiir ein Entscheidungsproblem gibt die Antwort ,,ja* oder ,,nein*,
je nachdem ob die Eingabe zur entsprechenden Sprache gehort oder nicht. Er gibt
aber keinen Zeugen an. Hiufig kann man aber Zeugen konstruieren, indem man den
Entscheidungsalgorithmus mehrfach (auch auf veridnderte Versionen der Eingabe)
anwendet. Nehmen wir an, wir wissen, dass ein Graph G eine Clique der Groe k
enthilt, und wollen eine solche finden, haben aber nur einen Algorithmus, der ent-
scheidet, ob ein Graph eine Clique einer bestimmten Grofe enthilt. Wenn k = 1 ist,
bildet ein beliebiger Knoten in G die gesuchte Clique. Sonst wihlen wir in G einen
beliebigen Knoten v und fragen, ob G’ = G\ v (dies steht fiir den Graphen G ohne v
und die mit v inzidenten Kanten) eine Clique der GroBe k enthélt. Falls ja, suchen wir
in G’ rekursiv nach einer Clique dieser GroBe. Falls nein, muss v in G zu jeder Clique
der GroBe k gehoren. In diesem Fall betrachten wir die Menge V' der Nachbarn von
v und suchen rekursiv in dem von V' induzierten Teilgraphen eine Clique der GroRe
k—1.Dann ist {v} UV’ eine Clique der GroBe k in G.

2.11 Implementierungsaspekte

Unser Pseudocode lisst sich leicht in Programme in einer beliebigen imperativen
Programmiersprache iibertragen. Fiir C++ and Java stellen wir unten etwas genauere
Hinweise bereit. Die Programmiersprache Eiffel [150] ermdglicht das Arbeiten mit
Zusicherungen, Invarianten, Vor- und Nachbedingungen.

Unsere speziellen Werte 1, —eo und e werden fiir Gleitkommazahlen von den
Programmiersprachen bereitgestellt. Fiir andere Datentypen miissen diese Werte
emuliert werden. Beispielsweise konnte man die kleinste und die gro3te darstellbare
ganze Zahl als —co bzw. o benutzen. Undefinierte Zeiger werden oft durch einen
Nullzeiger null dargestellt. Manchmal benutzen wir die speziellen Werte L, —eo und
oo nur aus Bequemlichkeit; eine robuste Implementierung sollte ihre Verwendung
vermeiden. In spiteren Kapiteln werden wir Beispiele hierfiir sehen.

Randomisierte Algorithmen bendtigen Zugang zu einer Quelle fiir Zufilligkeit.
Dabei hat man die Wahl zwischen einem Hardware-Zufallsgenerator, der echte Zu-
fallszahlen erzeugt, und einem algorithmischen Generator, der Pseudo-Zufallszahlen
erzeugt. Fiir mehr Information hierzu verweisen wir den Leser auf die (englische)
Wikipedia-Seite zu ,,random number generation.

2.11.1 C++

Unseren Pseudocode kann man als eine kompakte Schreibweise fiir eine Teilmenge
von C++ ansehen. Die Speicherverwaltungsoperationen allocate und dispose &h-
neln den Operationen new und delete in C++. In C++ wird bei der Erzeugung ei-
nes Arrays fiir jeden Arrayeintrag der Standardkonstruktor fiir den Typ des Eintrags
aufgerufen, d. h., die Bereitstellung eines Arrays der Linge n kostet Zeit Q(n), wo-
hingegen diese Operation bei Arrays mit n ints konstante Zeit benotigt. In unserem
Ansatz findet diese Initialisierung nicht statt, stattdessen nehmen wir an, dass Ar-
rays, die nicht explizit initialisiert wurden, beliebige Inhalte (,,garbage*) enthalten.
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In C++ kann man diesen Effekt durch Benutzung der C-Funktionen malloc und free
erzielen. Von diesem veralteten Vorgehen ist allerdings dringend abzuraten; es sollte
nur in Ausnahmefillen benutzt werden, in denen die Initialisierung von Arrays zu
einer zu starken Verschlechterung der Rechenzeit fiihren wiirde. Wenn die Speicher-
verwaltung fiir viele kleine Objekte rechenzeitkritisch ist, kann man sie mittels der
allocator-Klasse der C++Standardbibliothek an die jeweilige Situation anpassen.

Unsere Parametrisierung von Klassen mittels of ist ein Spezialfall des Template-
Mechanismus von C++. Die Parameter, die bei einer Objektdeklaration dem Klas-
sennamen in runden Klammern angefiigt werden, entsprechen in C++ den Parame-
tern eines Konstruktors.

Zusicherungen werden als C-Makros im include-File assert . h implementiert.
Im Standardfall 16sen verletzte Zusicherungen einen Laufzeitfehler aus; die Fehler-
meldung enthilt die Position der Zusicherung im Programmtext. Durch Definieren
des Makros NDEBUG lisst sich diese Uberpriifung von Zusicherungen abschalten.

Fiir viele der Datenstrukturen und Algorithmen, die in diesem Buch diskutiert
werden, gibt es in verschiedenen Softwarebibliotheken exzellente Implementierun-
gen. Gute Quellen sind die Standard Template Library STL [171], die BOOST-
Bibliotheken [29] fiir C++ und die LEDA-Bibliothek [143, 130] von effizienten Da-
tenstrukturen und Algorithmen.

2.11.2 Java

Java besitzt keine explizite Speicherverwaltung. Vielmehr werden durch ein Spei-
cherbereinigungsprogramm (engl.: garbage collector) in regelmifligen Abstinden
Speichersegmente, die nicht mehr benutzt werden, identifiziert und fiir die Wieder-
verwendung bereitgestellt. Wihrend dieser Ansatz die Programmierung sehr verein-
facht, kann er sich sehr negativ auf den Zeitaufwand auswirken. Methoden, die dem
abhelfen, gehoren nicht zum Themenbereich dieses Buches. Sogenannte generische
Typen machen es méglich, Klassen zu parametrisieren. Zusicherungen werden mit
der assert-Anweisung implementiert.

Hervorragende Implementierungen fiir viele Datenstrukturen und Algorithmen
findet man im Paket java.util und in der Datenstrukturenbibliothek JDSL [87].

2.12 Historische Anmerkungen und weitere Ergebnisse

Die Definition des das RAM-Modells fiir die Algorithmenanalyse wurde von Shep-
herdson und Sturgis [195] vorgeschlagen. Dieses Modell erlaubt es nur, Zahlen mit
einer logarithmischen Anzahl von Bits in einer Zelle zu speichern. Wenn man diese
Einschrinkung fallen lisst, ergeben sich unerwiinschte Konsequenzen; beispielswei-
se fallen die Komplexititsklassen P und PSPACE zusammen [97]. Ein detaillierteres
abstraktes Maschinenmodell wurde von Knuth [124] beschrieben.

Floyd [68] fiihrte das Konzept der Invarianten ein, um Programmen eine Bedeu-
tung zuzuordnen, und Hoare [101, 102] wendete sie systematisch an. Das Buch [90]
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ist ein Kompendium tiber den Umgang mit Summen und Rekurrenzen und vielen an-
deren Themen der ,,zdhlenden* Kombinatorik, die fiir die Algorithmenanalyse hilf-
reich sind.

In Biichern iiber Compilerbau (z. B. [156, 221]) findet man weitere Informatio-
nen iiber die Ubersetzung von in hoheren Programmiersprachen geschriebenen Pro-
grammen in Maschinencode.
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