Kapitel 2

Die Dirac-Theorie

2.1 Die Form der Dirac-Gleichung

Historisch betrachtet kam vor der relativistischen Quantentheorie die Ein-
Teilchen-Theorie von Dirac. Diese war beim Beschreiben des Elektrons so
erfolgreich, dass sie {iber viele Jahre hinweg die einzige angesehene relativis-
tische Quantentheorie war. Und die Schwierigkeiten, die sie mit sich brachte,
waren weitaus weniger offensichtlich als die der Ein-Teilchen-Theorie von
Klein-Gordon.

Dirac nahm an, ein Teilchen kénne in verschiedenen bestimmten Zustan-
den mit dem gleichen Impuls (und verschiedenen Spinrichtungen) existieren.
Dann miisste die Wellenfunktion v, die die Beziehung (6) erfiillt, verschiede-
ne Komponenten aufweisen; sie wiare dann kein Skalar, sondern eine Menge
von Zahlen, von denen jede einer Wahrscheinlichkeitsamplitude entspréche,
das Teilchen an einem bestimmten Ort in einem bestimmten Subzustand
vorzufinden. Somit schreiben wir ¢ als eine einspaltige Matrix

Y1
(0

Y= - mit den Komponenten 1), a=12 ...

Dirac nahm an, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte an jedem Punkt durch

p=> Yita (8)
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bestimmt sei, was wir — wie in der nicht-relativistischen Theorie — als
p=1*Y
schreiben. Hierbei ist ©* eine einzeilige Matrix:
(Y1, 43, -]
Dabei muss (3) noch immer erfiillt sein. Somit muss 1 eine Wellengleichung
erster Ordnung in t erfiillen. Da jedoch die Gleichungen relativistisch sind,

muss die Gleichung ebenfalls erster Ordnung in x,y, z sein. Folglich lautet
die allgemeinste mogliche Wellengleichung

10y k@?/)
c8t+z +—B¢—0 (9)

wobei x1, 29, x3 anstelle von z, y, z geschrieben werden und o', a?, o2,
quadratische Matrizen sind, deren Elemente Zahlen sind. Bildet man von (9)
das komplex Konjugierte, so erhélt man

1oy owr
c ot T2,

—Z—?/) B*=0 (10)

mit o und * als hermitesch Konjugierten.
Um nun (3) aus (8), (9) und (10) zu erhalten, muss o** = o und g* = 3
gelten. Demnach sind o und 8 hermitesch, und es ist

ji = c(* o) (11)

Was fordern wir als Néchstes von Gleichung (9)? Zwei Dinge. (A) Sie
muss mit (6), der Gleichung zweiter Ordnung, mit der wir begonnen haben,
konsistent sein. (B) Die gesamte Theorie muss Lorentz-invariant sein.

Lassen Sie uns zuerst (A) betrachten. Wenn (9) mit (6) konsistent ist,
muss es moglich sein, exakt Gleichung (6) zu erhalten, indem wir (9) mit
dem Operator

EQ—Zaéi—iEB (12)
1
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multiplizieren, der so gewahlt ist, dass sich die gemischten Ableitungen %,

) ) . .
Dot und 5; herauskiirzen. Das ergibt

18% Lo o oy 0% 2 0%
aom = 22 gt raleh e ) aiga

k£l k
m2c? .mec i i OV
— 2 B ¢+27§k:(04 B+ Ba )8—xk

Das stimmt mit (6) genau dann iiberein, wenn gilt

oot +atab =0 k#4
¥ B+ Bak =0 (13)
of? = g2 =1 (Einheitsmatrix)

Folglich kénnen wir nicht die Gleichung zweiter Ordnung in zwei Gleichungen
als Faktoren mit Operatoren erster Ordnung mit reguldren Zahlen zerlegen.
Aber mit Matrizen konnen wir das machen.

Wir betrachten die uns vertrauten Pauli-Spin-Matrizen

0 1 0 —i 1 0
n=(o) (0 0) w-( )
Sie erfiillen die Beziehung

0109 + 0o, = 204

Aber wir kénnen nicht alle vier Matrizen dieser Art antikommutativ machen.
Die gesuchten Matrizen miissen mindestens eine Grofe von 4 x 4 haben.
Ein mogliches Ensemble von o und f ist

i (0 ok (o b 0
a_<0k 0> ﬁ‘(o ’ _°1> (15)

Insbesondere gilt

00 0 1 0 0 0 —i
g0 o 1o 2o o @0
0 1 0 0 0 —i 0 0
1 0 0 O i 0 0 0
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w
= O O
o O O

1
0 -1
0
0 -1 0 O

Diese sind, wie gewiinscht, hermitesch. Wenn o* und 3 einen bestimmten
Satz von Matrizen bilden, der (13) erfiillt, dann bilden Sa#S~! und SBS~!
natiirlich einen anderen Satz von Matrizen, wobei S eine unitdre Matrix
SS* = 1 ist. Umgekehrt kann gezeigt werden, dass alle moglichen (4 x 4)-
Matrizen o und S ebenfalls diese Form haben — mit irgendeiner solchen
Matrix S. Wir werden das hier jedoch nicht zeigen.

Die Dirac-Gleichung ist demnach ein Gebilde aus vier gleichzeitig linearen
partiellen Differenzialgleichungen in den vier Funktionen ).

2.2 Lorentz-Invarianz der Dirac-Gleichung

Was bedeutet das? Betrachten wir eine allgemeine Lorentz-Transformation
mit le als den neuen Koordinaten:

3
), = Z ATy (z, = ct) (16)
v=0

Die Wellenfunktion im neuen Koordinatensystem ist 1)’. Natiirlich erwarten
wir nicht, dass 1)’ = 4 ist. Ein Beispiel: In der Maxwell-Theorie, die rela-
tivistisch ist, ist das magnetische Feld H nicht mehr ein blofes Magnetfeld
in einem bewegten System. Stattdessen verhélt es sich bei der Transforma-
tion wie ein Tensor. Wir miissen also irgendein Transformationsgesetz fiir v
finden, das die physikalischen Konsequenzen der Gleichungen invariant ge-
geniiber der Transformation macht.

Dafiir benotigen wir zwei Dinge: (i) Die Interpretation von 1¢*1 als Wahr-
scheinlichkeitsdichte muss erhalten bleiben. (ii) Die Giiltigkeit der Dirac-
Gleichung muss im neuen System erhalten bleiben.

Betrachten wir zunédchst (i). Die Grofe, die direkt beobachtet werden
kann und invariant sein muss, ist

(¥ y) x V

wobei V' ein Volumen darstellt. Indem wir nun zu einem neuen Lorentz-
System mit der Relativgeschwindigkeit v iibergehen, &ndert sich das Volumen
V aufgrund der Fitzgerald-Kontraktion zu dem Wert

2
V=1 1- %
C
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Folglich ist
(W) = (17)

Somit verhélt sich (¢*1)) = p bei der Transformation wie eine Energie, d.h.
wie die vierte Komponente eines Vektors. Dies zeigt uns sofort, dass 1)’ # 9
ist. Weil p und 7 iiber die Kontinuitdtsgleichung miteinander verkniipft sind,
sind die rdumlichen Komponenten des 4er-Vektors gegeben durch

x 1.
(1,52, 83) = o'y = —j (18)
Wir fordern also, dass sich die vier Groken

(S1: 82,53, 50) = ("4, ™)) (19)

wie ein 4er-Vektor transformieren lassen. Das wird ausreichen, um die ange-
sprochene Interpretation der Theorie beizubehalten.
Wir nehmen an, dass

W = Sy (20)
gilt, wobei S ein linearer Operator ist. Dann ist

Somit fordern wir:

3
w*/akw/ — w*S*aksw — Zakyw*ayw

v=0

(22)
3
Y = PSS =) ag,tat ey
v=0
mit o = L.
Demnach benétigen wir die Beziehung
3

S*atS = Zawjo/’ w=0,1,2,3 (23)

v=0
Lassen Sie uns nun (ii) betrachten. Die Dirac-Gleichung fiir ¢’ lautet

3

> g 5B =0 (24)

0
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Nun wird die urspriingliche Dirac-Gleichung fiir ¢ in Abhéngigkeit von den
neuen Koordinaten formuliert:

3 3
5 -1 .mc —1
ZZa“ax;jawS W i ST =0 (25)

©=0v=0
Die beiden Gleichungen (24) und (25) miissen dquivalent sein, nicht aber
identisch. Folglich muss (25) der Gleichung (24) entsprechen, wenn man diese
mit 4S8 multipliziert. Es muss also gelten:

3
BS1Ba” = ata,nS7! (26)
0

Jedoch sind (23) und (26) identisch, wenn gilt:
BSTIp=5* also S*BS =7 (27)

Somit verhélt sich 8 bei der Transformation wie ein Skalar, jedoch o wie
ein 4er-Vektor, wenn diese mit S*S multipliziert werden.

2.3 Die Bestimmung von S

Mit zwei aufeinander folgenden Koordinatentransformationen, deren Matri-
zen schon feststehen, entspricht nun die kombinierte Transformation dem
Produkt dieser Matrizen. Daher miissen wir nur drei einfache Arten von
Transformationen betrachten:

eine Rotationen
1) Reine R i
xy = T xh = x3
o) = x1cosb + zoysinb
xh= —x1sin6 + x9 cos
(2) Reine Lorentz-Transformationen
xll =2 Ty = T2
xh = xgcosh f + xpsinh 6§
x(, = xgsinh 6 + xy cosh §
(3) Reine Spiegelungen
)= —1 Th=—x9  Th=-—3  T( =T
Fall 1. Es ist ) )
S = cos 59 + iog sin 59 (28)
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Hier kommutiert

mit a3 und 5.

Dann ist

wie gefordert.

Fall 2.

Hier gilt

Fall 3.

g3 0
gq =
3 0 o3
o301 = iag, o300 = —ial

1
S* = cos 59 — 103 sin 59

S*BS =
S*abS = af
S*a3S = o?

S*alS = cosfal + sin Ha?

S*a?S = —sinfat + cos fa?

1 1
S = S* = cosh 59 + oz sinh 59

S*BS =
S*alS = al
S*a2S = o?

S*a3S = cosh Ao + sinh
S*a%S = sinh fa? + cos Bl

S=5"=p

13

(30)

Man beachte, dass S in allen Fillen bis auf den Faktor +1 bestimmt ist. So
fihrt im Fall 1 eine Rotation von 360° zu S = —1.

Aufgabe 1. Ermitteln Sie das S, das einer allgemeinen infinitesimalen Koor-
dinatentransformation entspricht. Zeigen Sie durch einen Vergleich, dass es

mit den hier angegebenen exakten Losungen iibereinstimmt.

Die Transformationen der ¥, mit den S-Transformationen werden Spinoren
genannt. Sie sind eine direkte Erweiterung der nicht-relativistischen Zwei-
Komponenten-Spin-Funktionen. Die mathematische Theorie der Spinoren ist
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nicht sehr hilfreich. Vielmehr werden wir in der Praxis immer herausfinden,
dass die Berechnungen am einfachsten sind, wenn man die explizite Darstel-
lung der Spinoren vermeidet. Wir verwenden nur formale Algebra und die
Kommutationsrelationen der Matrizen.

2.4 Die kovariante Schreibweise

Um die Unterscheidung zwischen kovarianten und kontravarianten Vektoren
zu vermeiden (was wir bisher ungerechtfertigterweise ignoriert haben), ist es
hilfreich, die imaginére vierte Koordinate zu nutzen:

Xy =ixo = ict (31)

In diesem Koordinatensystem sind diese vier Matrizen ein 4er-Vektor:

V1,234 = (—iﬂa1’2’3,5) also (32)
., o %3 . 0 L
1= 2 =
Lo Sy
I L (6 0
R S e oo

Sie sind alle hermitesch und erfiillen die Bezichung

VYo + VoV = 20 (33)

Die Dirac-Gleichung und ihre komplex Konjugierte konnen nun so geschrie-
ben werden:

oY ~me

. (34)

mc—

a_xu'yu ) =0
mit

=9  und (35)

— 1
Sy =1 (¢ T 1/}) = <E Js ip) (36)

Diese Schreibweisen sind die fiir Berechnungen gebréauchlichsten.



2 Die Dirac-Theorie 15

2.5 Erhaltungssitze und die Existenz des Spins

Der Hamilton-Operator in dieser Theorie lautet

m@@_?l/: = Hvy (37)
RN 2 , 2
Hz—zthlzoz a—xk—l—mcﬁ:—zhca-V—l—mcﬁ (38)
Er kommutiert mit dem Impuls p = —iAV. Somit ist der Impuls p eine
Konstante der Bewegung.
Dagegen ist der Drehimpuls-Operator
L=rxp=—ihrxV (39)
keine Konstante. Hier gilt
[H, L] = —h’ca x V (40)
Aber es ist
[H,o] = —ihc V - [, 0] mit o = (01,02,03)
mit
[al,al] =0 [al,ag] = 2ia® [al,ag] = —2ia? etc.

Damit ergibt sich

[H, 03] = 2hc (a'Vy — V1) und folglich
[H,o] =2hca x V (41)

Daher ist
L+ iho =nJ (42)

eine Konstante — der Gesamtdrehimpuls —, denn aufgrund von (40), (41) und
(42) gilt:
[H,J] =0

L ist der Bahndrehimpuls und %ha der Spindrehimpuls. Das stimmt mit der
nicht-relativistischen Theorie liberein. Aber in dieser Theorie waren Spin und
Bahndrehimpuls eines freien Teilchens jeweils fiir sich konstant. Das ist jetzt
nicht mehr der Fall.

Wenn ein Zentralkraftpotenzial V(r) zu H summiert wird, ist der Ope-
rator J noch immer konstant.
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2.6 Elementare Losungen

Fiir ein Teilchen mit einem bestimmten Impuls p und einer bestimmten Ener-
gie I lautet die Wellenfunktion

Y(x,t) = uexp <tha: - z%) (43)

wobei u einen konstanten Spinor darstellt. Die Dirac-Gleichung wird dann
eine Gleichung ausschlieflich fiir u:

Eu= (ca-p+mc®B)u (44)

Nun setzen wir
p+=p1+ip2  p- =p1 —ip2 (45)
Die Gleichung (44) lautet dann vollstdndig ausgeschrieben:

(E —mc?) uy = ¢ (psuz + p—uq)
(E —mc?) up = ¢ (pus — psua) (46)
(E + mcz) us = ¢ (p3uy + p—us)
(E +mc®) ug = ¢ (pyu1 — paug)

Diese vier Gleichungen bestimmen w3 und w4, wenn w1 und us gegeben sind,
oder umgekehrt. Entweder u; und us oder ug und u4 konnen beliebig gewihlt
werden, falls gilt:

E? = m?ct + *p? (47)
Demnach gibt es bei gegebenem p mit F = ++/m2c* + ¢2p? zwei unabhén-
gige Losungen von (46); diese sind, in nicht-normierter Form:

1 0
0 1
cps3 cp—
E +mc? E + mc? (48)
CP+ —CPp3
E 4+ mc? E +mc?

Diese liefern die beiden Spinzusténde des Elektrons mit dem gegebenen Im-
puls, wie es physikalisch gefordert wird.
Es gibt jedoch auch Losungen mit £ = —y/m2c* + ¢2p?. Dies sind wieder-

um zwei unabhéngige Losungen, sodass insgesamt vier Losungen vorliegen.
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