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1 Funktionen, Differenziale und Integrale

Al

Erklirt die Begriffe Funktion, Definitionsmenge und Wertebereich anhand eines selbstge-
wéahlten Beispiels.

Losung von Al:

Eine Funktion ist die Zuordnung von Elementen zweier Mengen. Dabei ist die eine die
Definitionsmenge, die andere der Wertebereich. Beispielsweise ordnet eine entsprechend an-
gepasste Exponentialfunktion den Zeitpunkten aus dem Definitionsbereich die Grofie einer
Bakterienkolonie aus dem Wertebereich zu.

A2

Konstruiert eine periodische Funktion mit ausschliellich positiven Funktionswerten, einer
Periode von 7, einer Amplitude von 2 und einem Schnittpunkt mit der y-Achse bei (0, 0).
Berechnet im Anschluss die Hoch- und Tiefpunkte.

Losung von A2:

Die Funktion soll durch den Koordinatenursprung verlaufen sowie immer positiv und peri-
odisch sein. Daher entscheiden wir uns fiir den Cosinus, den wir entlang der z-Achse spiegeln
und dann um eine Einheit nach oben verschieben, also — cos(z) + 1. cos(z) besitzt allerdings
eine Amplitude von 1. Um die Amplitude zu verdoppeln, muss man die Funktionswerte ver-
doppeln. Das fithrt zu 2- (— cos(z) + 1) = 2- — cos(x) 4+ 2. Der Cosinus hat eine Periode von
27. Um die Periode anzupassen multiplizieren wir £ mit dem Faktor 2. Dadurch halbieren
wir die Periode. Wir erhalten 2 - —cos(2 - z) + 2. Diese Funktion besitzt alle gewiinschten
Eigenschaften.

Fiir die Hoch- und Tiefpunkte leiten wir die Funktion f(z) = 2-(—cos(2 - z)) 4+ 2 einmal
ab. Dazu benoétigen wir die Kettenregel.

%f(:v) =f(x)=2-2-(sin(2-2)) =4-sin(2-x)

Um Stellen zu finden, an denen die f(x) potentiell Hoch- oder Tiefpunkte besitzt, miissen
wir die Ableitung f’(z) nach Nullstellen iberpriifen. Da 4 niemals null wird, miissen wir uns
nur noch dem Sinus widmen. Da der einfache Sinus seine Nullstellen bei n -7 (mit n aus den
ganzen Zahlen) hat, miissen wir nur priifen, wann der innere Term diese Werte annimmt.
Die erste Nullstelle von f’(z) liegt bei = 0. Nun erinnern wir uns daran, dass wir die
Periode halbiert haben, wodurch sich auch der Abstand der Nullstellen des Sinus halbiert.
Die Nullstellen von f’(x) liegen also bei § - 7 (mit n aus den ganzen Zahlen).

Nun miissen wir nur noch die Art der Extrema bestimmen. Dazu benétigen wir die zweite
Ableitung von f(x).

d2
ﬁf(x) =f"(z)=2-(4) (cos(2-x)) =8 cos(2 x)
x
Wegen der Periodizitit gentigt es, die ersten beiden Extrema zu iiberpriifen. 8-cos(2-0) = 8.
Daher ist dies ein Minimum. Fiir n = 1 erhalten wir 8-cos(2-3-7) = 8-cos(w) = 8:(—1) = —8.

Daher liegt dort ein Maximum. Damit konnen wir sagen, dass f(x) jeweils bei geraden n
Tiefpunkte und bei ungeraden n Hochpunkte besitzt.



A3

Aus experimentellen Griinden werden Mausen Tumorzellen injiziert. Die Tumorkolonie hat
zu Beginn einen Durchmesser von 0,05 cm. Im Schnitt sterben die Mause 10 Tage nach der
Injektion an dem Tumor. Zum Todeszeitpunkt hat dieser einen Durchmesser von 3 cm. Das
Wachstum ist sigmoidal mit einem Wendepunkt nach 5 Tagen. Konstruiert anhand dieser
Parameter eine entsprechende Funktion.

Losung von A3:

Wir benétigen die allgemeine Gleichung der Gompertz-Kurve

N(t) = Nitar exp (hl ( \;’yu ) exp(—(tt)) .
+Vstat

Die Anfangsgrofle ist yg = 0,05 und die stationdre Grole Ngyor konnen wir mit 3 beziffern. Es
fehlt also nur noch «. Diesen Parameter haben wir im Abschnitt 1.4.4 durch das Nullsetzen

der 2. Ableitung gewonnen.
In (—ln (Ny(’ ))
stat

t
In der Gleichung miissen wir lediglich den Zeitpunkt des Wendepunktes (5 Tage) einsetzen
und erhalten
In (f In (0’05

_ 7))
o= - ~ 0,2819.

o =

A4

Berechnet den Flidcheninhalt, der zwischen der z-Achse und der Funktion f(z) = z° im
Intervall zwischen —1 und 1 eingeschlossen ist.

Losung von A4:

Wir benétigen dazu die Stammfunktion von f(z). Diese ist F(z) = §-2®. Die Funktion f(x)
besitzt in x = 0 eine Nullstelle. Daher kann man nicht einfach iiber diese Nullstelle hinweg
integrieren. Das ist aber auch gar nicht noétig, da die Funktion um den Koordinatenursprung
punktsymmetrisch ist. Das heift, dass die Flacheninhalte links und rechts von der y-Achse
gleich grof} sind. Wir miissen daher nur den Flidcheninhalt zwischen null und eins berechnen
und diesen anschliefend verdoppeln.

Dank des Fundamentalsatzes der Analysis miissen wir die beiden Grenzen (hier null und eins)
nur in die Stammfunktion einsetzen und die Differenz der beiden Funktionswerte bilden.

! ! 1 ! 1 1 1 1

3 :2/ B3dr—=9. 2.3 =9 (2. 13_2.03)=9.(=_ _ L

[lxdx (Ja:dsc {4x}0 <4 40) <4 O) >
A5

Was sind die drei Aussagen des Fundamentalsatzes der Analysis? Was bedeutet das fiir die
Differenzial- und Integralrechnung?



Losung von A5:

1) Jede stiickweise stetige Funktion besitzt eine Stammfunktion F(z). Leitet man diese ab,
so ergibt sie die urspriingliche Funktion f(z).

2) Diese Stammfunktion ist bis auf eine Konstante eindeutig. Das macht auch Sinn, denn
diese Konstante wiirde bei der Ableitung wieder verschwinden.

3) Um den Flacheninhalt unterhalb einer Kurve zu berechnen geniigt es, die Grenzen in die
Stammfunktion einzusetzen und die Differenz davon zu bilden, also

b
/ f(@)dx = F(b) — F(a).

Diese Aussage haben wir bereits in der letzten Aufgabe genutzt.



2 Beschreibende Statistik

Al

Bilde fiir die folgenden kleinen Datensétze Mittelwert, Modalwert, Median, 0,25-Quantil
und 0,75-Quantil.

Datensatz 1: 357252579395730573
Datensatz 2: 4 7826590274862748

Losung von Al:

Die Datei BeschStat.xls, Datenblatt A1l enthélt die Losungen dieser Aufgabe. Datensatz 1:
Der Mittelwert betrigt 4,8. Der Modalwert betragt 5, der Median 5, das 0,25-Quantil 3 und
das 0,75-Quantil 7. Datensatz 2: Es ergeben sich die Werte 5,2;4;6;4;7.

Die Formel zur Berechnung des Mittelwertes ist auf Seite 55 zu sehen. Zunéchst werden
die Werte der Datenséitze aufsummiert (fiir Datensatz 1 betrigt die Summe 87, fiir Datensatz
2 ist sie 89) und anschliefend durch n geteilt (Datensatz 1 n=18, Datensatz 2 n=17). Der
Excelbefehl zur Berechnung des Mittelwertes lautet =Mittelwert(Matrix), wobei Matrix die
Zellen des Datensatz meint (siehe Zelle C4 in der Datei BeschStat.xls Datenblatt Al).

Da der Modalwert der am h&iufigsten vorkommende Wert einer Datenerhebung ist, kann
er bei solch iibersichtlichen Datensédtzen wie hier einfach abgezéhlt werden. Bei grofieren
Datensétzen schafft Excel mit dem Befehl =Modus(Matrix) Abhilfe (siehe Zelle C5 in der
Datei BeschStat.xls Datenblatt Al).

Mit Hilfe der Formel 2.2 auf Seite 56 kann der Median der Datenséitze berechnet werden.
Hierzu wird zunéchst, nach dem Ordnen der Zahlen, ermittelt, ob die Anzahl der Datenpunk-
te in den Datensétzen gerade oder ungerade ist (Datensatz 1 gerade, Datensatz 2 ungerade).
Fiir den ersten Datensatz muss nun n=18 betrachtet werden. Daraus ergibt sich, dass die
Summe der Datenpunkt 9 und 10 (in diesem Fall 10) mit 0,5 multipliziert werden muss. Es
ergibt sich also ein Median von 5. Der Excelbefehl fiir die Berechnung des Medians lautet
=Median(Matrix), wobei Matrix die Zellen des Datensatz meint (siehe Zelle C6 in der Datei
BeschStat.xls Datenblatt Al). Da Datensatz 2 ungerade ist, muss nur der Datenpunkt 9 der
geordneten Liste betrachtet werden, der Median betrégt also 6.

Zur Berechnung der Quantile kann die Formel auf Seite 57 herangezogen werden. Zunéchst
wird die Anzahl der Datenpunkte mit dem zu berechnenden Quantilwert multipliziert (0,25-
Quantil des ersten Datensatzes: 18%0,25=4,5). Im Falle dieses nicht ganzzahligen Wertes
muss die untere Rechenvorschrift beachtet werden. Es muss also der fiinfte Datenpunkt
betrachtet werden (nach Aufrunden von 4,5). Natiirlich bietet Excel auch hier eine einfa-
che Losung. Mit dem Befehl =Quantil(Matrix;alpha) kann das alpha-Quantil einer Matrix
berechnet werden (siehe Zelle C7 in der Datei BeschStat.xls Datenblatt Al).

A2

Zeichne ein Histogramm fiir folgenden Datensatz und ermittle den Mittelwert sowie den
Median.

25572255225579323953573

Croppe nun den Datensatz und ermittle beide Werte nochmals. Warum und in welcher Wei-
se (wie stark beziehungsweise in welche Richtung) dndern sich die Werte?



Losung von A2:

Die Datei BeschStat.xls, Datenblatt A2 enthélt die Losungen dieser Aufgabe. Die vier héchs-
ten Werte nehmen stark Einfluss auf den Mittelwert und ,,ziehen“ ihn in ihre Richtung. Man
kann allerdings annehmen, dass diese Werte Ausreifier darstellen und sie aus der Betrach-
tung herausnehmen. Nach dem croppen erkennt man, dass der nun berechnete Mittelwert
deutlich ndher an der eigentlichen Mitte des Datensatzes liegt. Hierbei ist auch zu beach-
ten, dass der Median in beiden Féllen gleich bleibt. Dies zeigt die Robustheit des Medians
gegeniiber Ausreifiern.

A3

Zeichne die jeweiligen Boxplots fiir folgende Datensétze (Spannweite des Datensatzes fiir
die Whisker) und vergleiche sie hinsichtlich der Auswirkungen von Ausreifiern.

Datensatz 1: 36 724639487254817364827442
Datensatz 2: 3623483642551374931862925365

Welche Datenpunkte wiirdest du als Ausreifler betrachten? Welche Parameter &ndern sich,
wenn diese in den Berechnungen betrachtet werden?

L6sung von A3:

Die Datei BeschStat.xls, Datenblatt A3 enthélt die Losungen dieser Aufgabe. Im Datensatz
2 koénnen die Datenpunkte mit den Werten 18, 23 und 25 als Ausreifler betrachtet werden.
Werden diese in der Berechnung verschiedener Lage- und Streumafle betrachtet, kdnnen sich
starke Abweichungen ergeben. Insbesondere der Minimal- und Maximalwert und eben da-
durch auch die Spannweite werden stark beeinflusst. Der Median sowie die Quantile werden
weniger stark durch die Ausreifler beeinflusst.

A4

Bilde fiir folgende Datensitze Mittelwert, Varianz und Standardabweichung. Zeichne an-
schlieflend ein Balkendiagramm, in dem alle drei Datensitze zusammengefasst werden, mit
dazugehorigen Fehlerbalken.

Datensatz A: 32574635
Datensatz B: 24231432
Datensatz C: 253435254

Losung von A4:

Die Datei BeschStat.xls, Datenblatt A4 enthélt die Losungen dieser Aufgabe. Fiir den Da-
tensatz A ergibt sich ein Mittelwert von 4,4. Varianz und Standardabweichung betragen 2,5
beziehungsweise 1,7. Fiir den Datensatz B betragt der Mittelwert 2,6 und die Varianz 1,0.
Daraus ergibt sich eine Standardabweichung von 1,0. Fiir den Datensatz C gelten die Werte
6,4 fiir den Mittelwert, fiir die Varianz 50,5 und fiir die Standardabweichung 7,6.

A5

Zeichne fiir folgende Datensétze die dazugehorigen Punktwolken (Punktdiagramme) und
schitze einen Korrelationskoeffizienten. Berechne anschlieffend den Korrelationskoeffizien-
ten (runde wenn notig auf drei Stellen hinter dem Komma).



Auspragungen von Merkmal A: 123456
Auspriagungen von Merkmal B: 123456

Auspriagungen von Merkmal C: 123456
Auspréigungen von Merkmal D: 0,5 1 2,5 3 3,5 4

Auspriagungen von Merkmal E: 123456
Ausprigungen von Merkmal F: 4,5 4,5 3,5 3 3 2

Um welche Form von Abhéngigkeiten handelt es sich in den einzelnen Féllen?

Losung von Ab5:

Die Punktwolken der Datensétze sind in der Datei BeschStat.xls, Datenblatt A5 gezeigt. Der
Korrelationskoeffizient wird nach der Formel auf Seite 66 berechnet. Da hierfiir schon bei
kleineren Datensétzen sehr viele Summen und Produkte gebildet werden miissen, empfiehlt
sich hier wiederum die Nutzung von Excel. Der Befehl zur Berechnung des Korrelationsko-
effizienten lautet =Korrel(Matrix), wobei Matrix die Zellen des Datensatz meint (siche Zelle
F2). Diese Art der Korrelationen ist typisch fiir eine einseitige Abhangigkeit.

A6

Zeichne fiir folgende Datensétze die dazugehorigen Punktdiagramme, in denen jeweils die
beiden Auspragungen gegeneinander aufgetragen werden. Zeichne nun per Hand eine Linie
ein, welche nach deiner Einschitzung die beste Regressionsgerade darstellt (kleinste Summe
der quadrierten Abstinde zur Kurve). Berechne anschliefend die Regressionsgerade und
zeichne diese in dieselbe Abbildung ein (runde auf eine Stelle hinter dem Komma).

Ausprigungen A: 123456789
Auspriagungen B: 222,555,6478,38,6

Loésung von A6:

Das Punktdiagramm zu den Datensétzen ist in der Datei BeschStat.xls, Datenblatt A6
gezeigt. Zur Berechnung des Regressionsgerade kann die Formel auf Seite 67 herange-
zogen werden. Auch hier kann die Bildung mehrerer Dutzend Summen auf Excel "ge-
outscourced"werden. Erstellt man ein Punktdiagramm der Datensétze kann im Meniipunkt
Diagrammlayout eine Trendlinie hinzugefiigt werden. Die Geradengleichung fiir diese kann
im Meniipunkt Trendlinienoptionen angezeigt werden.



3 Wahrscheinlichkeitsrechnung
Al

Eine diskrete Zufallsvariable X kann sechs verschiedene Realisierungen z; € N (i = 1,2, ...,6)
annehmen. Die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung von X ist in Tabelle 1 gegeben.

Tabelle 1: Realisierungswahrscheinlichkeiten der diskreten Zufallsvariablen X.
i 1 2 3 4 5 6

X =z 2 3 ) 7 10 11 Realisierung
p;=PX=u;)[0,6 0,2 0,05 0,05 0,07 0,03 Wahrscheinlichkeit

Betrachtet das Ereignis A, dass X eine ungerade Zahl annimmt. Wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Ereignis A7 Wie grof ist der Erwartungswert und die Varianz dieser
diskreten Verteilung?

Losung von Al:
Wir beantworten zunéchst die Frage nach der Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von
Ereignis A. Gesucht ist die Wahrscheinnlichkeit

P(A) = P(X =3)+P(X =5)+P(X =7)+ P(X = 11) = 0,240,05+0,05+0,03 = 0,33

Als néchstes berechnen wir den Erwartungswert E[X].

2-0,6+3-0,24+5-0,06+7-0,054+10-0,07411-0,03 = 3,43

Schlussendlich bestimmt man die Varianz aus der Formel

VIX]=E [(X - E[X])2] = Zpi (s — E[X])2

=0,6-(2—-3,43)2+0,2- (3 —3,43)2+0,05 - (5 — 3,43)?
40,05 - (7 —3,43)> 40,07 - (10 — 3,43)% + 0,03 - (11 — 3,43) = 6, 7651

A2

Die Verteilung p definiert eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsdichte auf dem Intervall
[0, 1] der rellen Zahlengerade. Uberpriift, ob die gegebene Verteilung auch in der Tat korrekt
normalisiert ist und bestimmt ihren Erwartungswert sowie die Varianz.

2 fir
pla) = {g ..
5
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Loésung von A2:
Die Normalisierungsbedingung lautet:

1
/ plz)de =1
0
Wir rechnen nach:

1 1/2 1 1/2 9 1 g
/p(:v):/ p(m)dm—i—/ p(w)dx:/ fdm—&—/ —dz =
0 0 1/2 o 9 1/2 9
JOEEIC IR B
il b == 2.2z
5 0 5 12 2 5 2 5 b

Wir erkennen, dass die Dichtefunktion wie erwartet normalisiert ist. Als néchstes berechnen
wir den Erwartungswert E[X]:

| =
I Do

Zum Schluss berechnen wir noch die Varianz V[X]:

VIX] = B[(X ~B[X])?] =

A(w—EMD”p@Mw=

1/2 1
/ (x —0,65)? - p(z)de + / (x —0,65)% - p(x)dx =
0 1/2

9 1/2 8 1

5-/ (x—0,65)2dx+5-/ (x —0,65)%dx =
0 1/2

9 —0,15 8 0,35

7-/ x2dx—|—*-/ z’dz =

5 —0,65 5 -0,15

2 1 -0,15 1. 0,35

= [ws} + 8. {x‘g} B ~ 0,061

5 137 Jloes 5 37 Jl_gu5 1200




In der vorletzten Zeile wurde die Substitution y(x) = z — 0,65 vorgenommen und danach
die Variable y wieder in z umbenannt. Hierbei verschieben sich die vorherigen Integrations-
grenzen global um —0, 65.



4 Schlielende Statistik
Al

Muss man fiir Western—blot—Daten auch zwischen Stichprobe und Grundgesamtheit unter-

scheiden? Warum?

Losung von Al:

Prinzipiell nicht, weil hier ein Mittelwert der Grundgesamtheit erzeugt wird, dadurch dass
man eine Population von Millionen von Zellen in einer Probe analysiert und dafiir nur einen
Wert fiir die jeweilige Bandenintensitédt erhélt. Anders verhélt es sich, wenn aus einem Pool
von Zellen jeweils (Stich)proben genommen werden, fiir eine separate Analyse.

A2

Welche der Hypothesen aus Tab. 2 kénnen mit statistischen Tests {iberpriift werden?

Tabelle 2: Beispiele fiir Hypothesen in der Biologie.

Hypothese auf ,,mathematisch*
Es gibt mehr als 50 % phosphorylierte Molekiile in den Zellen. Pphos > 50 %
Mindestens ein Drittel aller Zellen ist markerpositiv. Z (Mji:fifif[;)ker,) >4
Die durchschnittliche Bandenintensitit betragt 531 BLU. w=>531BLU

Die Streuung des Signals liegt zwischen fiinf und sechs. o € [5,6]

Losung von A2:

Die erste Aussage kann mittels ¢t— oder Z—Test beurteilt werden, wenn der gemessene Mit-
telwert  des Phosphorylierungsgrades der Molekiile mit dem gegebenen Wert p = 50 %
verglichen wird.

Fir die zweite Aussage gilt selbiges. Einziger Unterschied zum ersten Beispiel ist, dass hier
die Nullhypothese formuliert ist, wohingegen in der ersten Zeile die Alternativhypothese
steht.

Wenn man mehrere Western—blot—-Banden mehrerer Replikate quantifiziert, kann man wie-
derum ermitteln, ob der Mittelwert & der gemessenen Intensitdten dem vorgegebenen Wert
w =531 BLU entspricht. BLU steht dabei iibrigens fiir Boehringer Light Units.

In dem R-Skript SkriptSchlStatO1.R auf www.springer.com/978-3-642-37785-3 gibt es
einen so genannten F—Test, um zu iiberprifen, ob sich die Varianzen zweier Messreihen in
der gleichen Groflenordnung befinden. Damit kénnte man die obige Hypothese testen.

A3

Liegen im 95 %—Konfidenzintervall auch 95 % der Messwerte?

Losung von A3:

Nein. Das 95 %—Konfidenzintervall ist der Bereich, in dem mit 95 %—iger Wahrscheinlichkeit
der wahre Mittelwert p der Grundgesamtheit liegt. Bei einer hohen Anzahl von Stichpro-
ben kann man das Konfidenzintervall zumeist préziser schitzen und es wird entsprechend
schmaler, wodurch auch nur noch ein Teil der eigentlichen Messwerte in diesem Bereich liegt.
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A4

Ist es ratsam, ein Experiment zu wiederholen, wenn ein statistischer Test kein signifikantes
Ergebnis lieferte?

Losung von A4:

Nein. Ein solches Vorgehen wiirde eine falsche Tendenz in Richtung geringer p—Werte erzeu-
gen. Der p—Wert verlére damit seine Aussagekraft und Interpretationen wéren verwéssert.
Denn dann wiirde man beispielsweise in mehr als 5 % der so gezeigten Tests ein signifikantes
Ergebnis mit p < 0,05 erhalten, selbst wenn die Nullhypothese wahr wére. Das widerspricht
dem Konzept hinter dem p—Wert und der Signifikanz [1].

A5

Berechne das 95 %—Konfidenzintervall der Differenzen zwischen Kontroll- und Stimulations-
bedingung in der Datei DatenSchlStat01.xls auf www.springer.com/978-3-642-37785-3.
Spielt die Reihenfolge der Messwerte eine Rolle? Fiihre anschliefend auch einen ¢-Test mit
der eingefithrten Funktion (s. Abschn. 4.5.5, S. 126) durch, um das Ergebnis des R—Skripts
zu validieren.

L6sung von A5:

Die Weite w des 95 %—Konfidenzintervalls fiir die Differenzen der Messreihen ergibt sich mit
der nachstehenden Funktion in Excel:

=CONFIDENCE (0 ,05;15 ,56:10)

Das Ergebnis lautet ~~ 9, 65. Damit schlieit das 95 %—Konfidenzintervall CT : [Z — w, T + w)
fir die gemessenen Differenzen mit dem gegebenen Mittelwert £ = —10,20 null aus: CT :
[-10,20 — 9,65, —10,20+9,65] = [-19,85, —0,55]. Damit ist der wahre Mittelwert pu
der Differenzen signifikant von null verschieden.

Wenn man die Reihenfolge verdndert, in der man die Stimulationsmessung von der Kon-
trollmessung subtrahiert, bleibt der Mittelwert & der Differenzen gleich, jedoch nicht die
Standardabweichung, wodurch sich auch die Weite des Konfidenzintervalls verdndert. Man
sollte immer sicher stellen, ob Messwerte paarweise zusammen gehoren bzw. voneinander
unabhéingig sind.

Mit Excel fiihrt man den t—Test wie folgt aus:

=ITEST(B2:B11;C2:C11;2;3)

In den Zellen B2 bis B11 sind die Kontrollmessungen eingetragen, in C2 bis C'11 stehen die
Messergebnisse nach Stimulation, die 2 meint einen zweiseitigen Test und die 3, dass wir
zwei Messreihen mit unterschiedlichen Varianzen s? vorliegen haben. Mit dieser Funktion
erhalten wir einen p—Wert, der mit p ~ 0,0349 unserem bereits in R ermittelten Ergebnis
entspricht. All dies findet sich auch in den Eintragungen der Datei ResultateSchlStat01.xls

A6

Nutze die Excel-Vorlage auf www. springer.com/978-3-642-37785-3 fiir die Durchfiihrung
eines weiteren x?-Tests [2].

Losung von A6:

Die Datei TestSchlStat01.xls enthilt den in [2] aufgefiihrten y?-Test zum Zusammenhang
von Tremor und visuellen Halluzinationen bei Parkinson—Patienten und reproduziert das
publizierte Ergebnis p ~ 0, 16.
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5 Lineare Gleichungssysteme

Al

Lost das Lineare Gleichungssystem und bestimmt die Dimension des Losungsraums.

3-x14+4-204+6 -3 —x4 =21
T14+2 - 204+2-23—x4=7
2-14+2-220+3-23=11
T1+To+2-23="7

Losung von Al:
Wir iiberfithren das Gleichungssystem in vektorielle Form, indem wir die erweiterte Koeffi-
zientenmatrix aufstellen und mit dem Gaufiverfahren beginnen:

3 4 6 —1]21 3 4 6 —1]21
1 2 2 —1] 7| 3II-1I 0 2 0 —-2|0 |-(3)
2 2 3 o |u|me2ua" o —2 -1 2 |=3|lm+u”
112 0/|7) vl 0 -1 0 110

3 4 6 —1]21\T1-4-11 306 3 [21\1 611
o1 0 1] oo —1fo .

0 0 -1 0 |=3]| (1 001 013

0 -1 0 1|0/ 1V 000 010

3.0 0 33\ [(5) 100 1]1

01 0 —1]0 01 0 —1]0
1o o1 0|3 1o o1 0|3

000 010 000 010

Da eine Nullzeile vorliegt, fithren wir einen freien Parameter A € R ein und wéhlen A := x4.
Mit dieser Parametrisierung kénnen wir das letzte Gaufisystem explizit ausschreiben als

xrp=1—1-X 1 -1
To=04+1-A - 0 1
23 =3+0-A x=13| A o] 7 ACR
Die gesuchte Losungsmenge lautet folglich:
1 -1
0 1
L=<x= 3 + A 0 AeR
0 1

Da wir die Losung unter Zuhilfenahme eines freien Parameters aufstellen konnten, ist der
Losungsraum eindimensional: dim(L) = 1.
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A2
Berechnet die dritte Potenz der Matrix

A:

0
A=10
0

O O =
O
m
e
w
X
w

Losung von A2:
Gesucht ist A% = A- A - A. Wir rechnen explizit aus:

01 1 01 1
AP=A-A-A=A-{0 0 1 0 0 1|=
0 0 0 0 0 0
0 0 1 011 0 01 0 0 O
=A-{0 0 OfJ=(0 O 1]-{0 O O]J=10 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
—_———

=A2

Das Ergebnis dieser dritten Matrixpotenz ist die 3 x 3—Nullmatrix.

A3
Welche Eigenwerte hat die Matrix B?
6 8 8
B=|( 0 -2 0] eRr?
-4 -4 —6

Wie lauten die zugehorigen Eigenvektoren? Ist B diagonalisierbar?

L6sung von A3:
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der Matrix B. Also
bestimmen wir zunéchst das charakteristische Polynom mithilfe der Laplace-Entwicklung:

t—6 —8 -8

xp(t)=det(t-Es—B)=det| 0 t+2 0 :(t+2)-det(t26 tfﬁ)
4 4 t+6

=(t+2)- (t—6)(t+6)—4-(—8)]:(t+2)[t2—36+32}

- (t+2)[t2 _4]: (t+2)(t+2)(t—2) = (t+2)2(t—2)
Der vereinfachte faktorisierte Term im letzten Ausdruck wird genau dann null, wenn ¢ ent-

weder t = —2 oder t = +2 ist. Wir haben also zwei Eigenwerte: Ay = —2 und Ay = +2.
Um die zugehorigen Eigenvektoren zu bestimmen, miissen wir die Eigenrdume fiir beide
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Eigenwerte aufstellen. Wir bestimmen als Erstes den Eigenraum zum Eigenwert —2, indem
wir das homogene LGS: (B — (—2)E3) - x = Oy losen. Ausgeschrieben finden wir:

8§ 8 810 \(%) 11

0 0 010 ~ 10 0

-4 —4 —4(0) 2 -TI+1 0 0

& z4+y+2=0

O O =
oS O O

Da hier zwei Nullzeilen vorliegen, benotigen wir zwei freie Parameter. Wir wiahlen A :=y € R
und =z € R.

-1 -1
Eig(B,-2)=L(B+2-E3,0y)={ x=XA-[ 1 | +p-| 0 | eR} A\ peR
0 1
Der Eigenraum der Matrix B zum Eigenwert \; = —2 ist also ein zweidimensionaler Teil-

raum des R3. Jetzt verfahren wir genauso fiir den zweiten Eigenwert Ay = +2. Jetzt miissen
wir das homogene LGS (B; — (+2)E3) - x = Oy 19sen.

4 8 80|(ll) 1 2 210\ I-2-1I 1 0 210
0—400|~(7l1)->0100 ~ 10 1 0]0
-4 -4 =810/ III+I 0 4 0|0/ III-4-1I 0 0 0]0
Wir fiihren einen freien Parameter r := z € R ein und kénnen damit den Eigenraum
angeben:
—2
Eig(B,+2) =L(B—-2-E3,0y)=¢ x=7r-| 0 | eR*|reR
1

Damit haben wir alle zugehorigen Eigenvektoren bestimmt. Die Eigenvektoren des Eigenwer-
tes A1 = —2 sind alle Vektoren aus dem Eigenraum Eig(B, —2), die ungleich dem Nullvektor
sind und ebenso sind alle Eigenvektoren des Eigenwertes Ao = 42 gegeben durch die Ele-
mente des Eigenraumes Eig(B, +2), die ungleich dem Nullvektor sind.

Jetzt ist nur noch die Frage nach der Diagonalisierbarkeit zu beantworten. Die Matrix B ist
diagonalisierbar, falls wir 3 linear unabhéngige Eigenvektoren finden kénnen. Wir betrachten
hierfiir die folgenden drei Eigenvektoren, aus den zuvor bestimmten Eigenrdumen:

-1 -1 -2
Vi = 1 Vo = 0 Vg = 0
0 1 1
Hier sind v; und va gerade zwei Eigenvektoren die den Eigenraum von A\; = —2 aufspannen

und vg ein Eigenvektor, der den Eigenraum von Ay = +2 aufspannt. Um diese drei Vektoren
auf lineare Unabhéngigkeit zu tiberpriifen, miissen wir zeigen, dass eine Linearkombination
dieser drei Vektoren, die den Nullvektor darstellt, nur durch die triviale Linearkombination
erfiillt wird, bei der alle drei Koeffizienten vor den Vektoren null sind.

c1-Vi+co-veg+c3-vg =0y

Wir mochten also zeigen, dass die drei reellen Koeffizienten cy,c2,c3 € R alle null sein
miissen, um die obige Gleichung zu erfiillen. Wir kénnen diese Linearkombination auch in
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Maxtrix—Vektor—Schreibweise formulieren

-1 -1 -2 e 0
1 0 0-[e]=10
0o 1 1 cs 0

und sehen, dass wir wieder ein homogenes LGS 16sen miissen, um ¢y, ¢z und ¢ zu bestimmen.

-1 -1 =20\ I+II+1III 0 0 =10\ [|(-1) 0 1]0
1 0 010 ~ 11 0 0 |0 ~ 11 0 0|0
0 1 110 0 1 1 |0/ III+I 01 0|0

Aus dem letzten Gauflsystem geht hervor, dass in der Tat ¢; = 0, ¢ = 0 und ¢35 = 0
gilt, die drei vorliegenden Vektoren also linear unabhéngig sind. Die Matrix B ist alos
diagonalisierbar. Damit haben wir eine Basis bestehend aus EV gefunden und kdénnen
jetzt auch direkt die Transformationsmatrix angeben, die B in Diagonalgestalt tiberfiihrt.
Hierfir schreiben wir gerade die drei Vektoren spaltenweise in eine neue 3 x 3—Matrix, die
wir S nennen wollen.
-1 -1 =2
S=11 0 0
0 1 1

Diese Matrix S ist invertierbar und es gilt: B = SDS~! bzw. dquivalent dazu: D = S~'B; 9,
wobei D die Diagonalmatrix mit den EW auf der Diagonalen ist:

-2 0 0
D=0 -2 0
0 0 2

A4

Abbildung 1: Zweizustandssystem mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten p4 und pp.

Wir betrachten das folgende System aus zwei Zustdnden A und B. Mit einer Wahrscheinlich-
keit von ps = 0,3 bleibt Zustand A erhalten. Mit der komplementdren Wahrscheinlichkeit
1 —pa = 0,7 wechselt man zu B. Fiir B gilt analog pp = 0,5 und 1 — pp = 0,5. Ein
zweidimensionaler Zustandsvektor v = (z , )7 € R? beschreibt einen Besetzungszustand.
x beschreibt zu wie vielen Teilen Zustand A besetzt ist und y gibt die Besetzungsanzahl von
Zustand B an. Die Matrix A:

_( Dpa 1-pp\ _ (0,3 0,5 2%2
A‘(l—pA p5 )‘(0,7 0,5>€]R
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beschreibt das Ubergangsverhalten des Systems. Die Eintrige in jeder Spalte sind gerade
die entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten und alle Spalteneinrige summieren sich
jeweils zu 1. Wendet man A auf einen Zustandsvektor des Systems an, so erhélt man die
neue Besetzungsverteilung. Gibt es fiir dieses System einen stationdren Zustand? Gibt es
also einen Zustandsvektor (Eigenvektor) v* € R? fiir den gilt

A-vi=v*"?

L6sung von A4
Die Aufgabenstellung kann auch so verstanden werden, dass man herausfinden soll, ob die

Matrix
_ paA 1 —PB\ _ 073 055 2x2
A_(lpA p5 >‘<0,7 0,5) €%

den Eigenwert A = 1 hat. Gibt es einen solchen Eigenwert, dann erfiillen die korrespondie-
reden Eigenvektoren gerade die Gleichung A - v* = v*. Also bestimmen wir alle Eigenwerte
von A. Hierflir benétigen wir wieder das charakteristische Polynom der Matrix:

_ A t—pa pp—1
xA(t) = det(t - By A)—det(pA_1 t—p3>

t—0,3 —0,5
:det< Py t075) =(t—0,3)-(t—0,5)—0,7-0,5 =

—12-0,8t4+0,15-0,35=12—0,8-1—0,2=0
—  t12=0,44+/0,424+0,2=0,44/9/25=0,4+3/5

= t;=1,0 und ¢ty =-0,2

Das charakteristische Polynom hat die Nullstelle A = 1. Da es also einen Eigenwert 1 gibt,
sind die zu diesem Eigenwert zugehorigen Eigenvektoren gerade jene stationédren Zustande
v, die die Gleichung

Av=A-v=1-v=v

erfiillen. Wenn man diese Eigenvektoren bestimmen mdchte, so muss man wieder das ent-
sprechende homogene LGS: (A — E3) - x = Oy 19sen.

~0,7 0,5 [0\ |(~10) (7T =50
0,7 —0,5[0) TII+I 0 0|0

Das letzte Gaufisystem kann auf die Gleichung 7x = 5y reduziert werden. Da wir eine Null-
zeile haben, bendtigen wir einen freien Parameter, um den Eigenraum angeben zu kénnen.

Eig(A,l):{x:s- (E) € R? seR}

Ein moglicher stationdrer Zustand ist also zum Beispiel durch den Zustandsvektor v =

(2, 1)" gegeben.
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6 Modellierung mit gewohnlichen Differenzialgleichun-
gen

Al
Wir betrachten die logistische Differenzialgleichung

d

Fra ku(K — u)

flr positive Parameter k, K. Berechnet die Gleichgewichtspunkte dieser Gleichung und ana-
lysiert deren Stabilitdt. Erstellt das Phasendiagramm fiir selbstgewéhlte Parameter k und K.

Losung von Al:
Wir untersuchen die logistische Differenzialgleichung

%u = ku(K —u) = kKu — ku® =: f(u)

flir positive Parameter k, K.

Zunichst berechnen wir die Gleichgewichtspunkte der Differenzialgleichung. Ein Gleich-
gewichtspunkt @ muss die Gleichung f(u) = ku(K — @) = 0 erfiillen. Da ein Produkt nur
dann null ist, wenn einer der Faktoren null ist, erhalten wir ;1 = 0 und us = K. Um
die Stabilitdt dieser Gleichgewichtspunkte zu analysieren, berechnen wir die Ableitung der
Funktion f(u):

f'(u) = kK — 2ku = k(K — 2u)

und setzen die Gleichgewichtspunkte dort ein:
f'(a) = f(0)=kK und f'(us) = f'(K) = k(K —2K) = —kK.

Da wir voraussetzen, dass die Parameter k, K positiv sind, ist somit u; instabil, wohingegen
Uy stabil ist.

Um das Phasendiagramm zu erstellen, wahlen wir die Parameter
k=15 und K =2

und zeichen die Funktion f(u) = 1.5u(2 — u) in ein Diagramm. Die Nullstellen der Funktion
entsprechen den Gleichgewichtspunkten. Da u; = 0 instabil ist, wird dies mit einem weiflen
Kreis markiert, wohingegen us = 2 durch einen schwarzen Kreis gekennzeichnet wird. Im
Intervall (0,2) ist f(u) positiv, weshalb wir Pfeile nach rechts auf die u-Achse zeichnen. Fiir
u < 0und u > 2 ist f negativ und wir zeichnen Pfeile nach links (vgl. Abb. 6).

Abbildung 2: Phasendiagramm der logistischen Gleichung %u = 1.5u(2 — u). Der Gleich-
gewichtspunkt @; = 0 ist instabil, was wir daran erkennen, dass alle Pfeile von ihm weg
zeigen. Der Gleichgewichtspunkt ue = 2 ist stabil, da alle Pfeile zu ihm hin gerichtet sind.
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A2
Zeigt, dass die Gompertz-Funktion

N,
N (t) = Ngtar €xp (111( 0 ) exp(—at))
Nstat

Losung der Differenzialgleichung

%N = a1n<xgt;) N(t) (1)

zum Anfangswert N(0) = Ny ist. Berechnet den Gleichgewichtspunkt der Gleichung 1 und
analysiert dessen Stabilitdt. Erstellt das Phasendiagramm fiir die Parameter a = 2 und
Nstat =3.

Loésung von A2:

Die Gompertz-Funktion

N (t) = Ngtat €xXp <ln< No ) exp(—at)>
Nstat

erfillt die Anfangsbedingung N(0) = Ny, da wir durch Einsetzen von ¢ = 0 erhalten:

N(t =0) = Ngtar €xp <ln< No > exp(—a - 0))
Nstat

= e In No
- stat €XP Nstat
N,

= 1Vstat (stn> = NO-

Wir berechnen die Ableitung mithilfe der Kettenregel
NO d NO
—at) ) - — (1 —at
Nstat) exp( “ )) dt <H<Nstat> exp( “ )>
N,
= N(t)- (m( 0 >exp(at) : (a))
Nstut

— aN(t) - <_ IH<NZL> exp(—at)) .

Im néchsten Schritt verwenden wir, dass In(exp(z)) = z fiir jedes reelle z ist. AuBerdem

d
aN(t) = Ngtat €Xp <1n<

18



Abbildung 3: Phasendiagramm der Differenzialgleichung &N = 2In(3/N)N. Der Gleich-

dt
gewichtspunkt Ny, = 3 ist stabil, was wir daran erkennen, dass alle Pfeile zu ihm hin

gerichtet sind.

benutzen wir folgende Rechenregel fiir die Exponentialfunktion: exp(—xz) =

— aN(t) - In(exp (— ln<N]:/;(izt> eXp(—Oét)>)
1

exp (1n<Nﬁit) exp(—at))
Nstat
Ngiar €xp (ln(NLf’m) exp(—at))

= aln(%(t;)t) N(t).

Somit sehen wir, dass N(¢) eine Losung der Differenzialgleichung

exp(z)*

=aN(t)-ln

=aN(t)-ln

d
dt

N = aln<jj\\77{:;> N(t) = f(N(t))

ist.

Nun wollen wir die Gleichgewichtspunkte dieser Differenzialgleichung berechnen. Dies
sind die Nullstellen der Funktion

NS a
f(N) = aln( ]\; t) N = a(In(Nstat) — In(N))N.
Diese Funktion ist nur definiert fir N > 0, da man ln(%) fiir N = 0 nicht berechnen kann.
Somit gibt es nur einen Gleichgewichtspunkt und zwar N = Ny, da ln(%s—i:) =1In(1) =0.

Um die Stabiltdt zu analysieren, berechnen wir die Ableitung von f(N)

1
F'(N) = a((0= )N + (In(Nurar) = In(N)))
- a( 14 In(Nypar) — 1n(N))
Setzen wir den Gleichgewichtspunkt N = Ng.; dort ein, dann erhalten wir

F(Nyrar) = a( — 1+ In(Nygar) — ln(Nsmt)> — _a<0.

Somit ist dieser Gleichgewichtspunkt stabil.
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A3

Rechnet nach, dass die Hill-Funktion
Vinu™
fu(w) = g
fir n > 2 eine Sigmoidfunktion ist. D. h. die Funktion ist monoton wachsend, hat einen
positiven Wendepunkt und auerdem gilt f(u) < V,, fiir alle u > 0.

Lost die Differenzialgleichung <-u = fp(u) mithilfe der Separation der Variablen. Schreibt
die Losung so einfach wie moglich (es ist nicht moglich, die Losung in die Form u(t) = ...
zu bringen.)

Losung von A3:
Um das Verhalten der Hill-Funktion

Far () Vinu™

—_ :anKn n—l.
R = Vn UG )

fiir n > 2 und u > 0 zu untersuchen, berechnen wir zunéchst die ersten beiden Ableitungen.
Die erste Ableitung berechnet sich mithilfe der Produktregel zu

fr(w) = Vipnu™ H(KE 4+ u™) "+ Viu™ - (1) (KD 4+ u™) 2nu™ !

= Vynu" ! 1 —u" 1
o K +un (Kp, +um)?

n— 1 n n n
1
:Vm n-1___ -  gn
K - ER
n—1
=nV,, K" Y

(KR A+ ur)?
In der zweiten Zeile haben wir zum einen nu™~" ausgeklammert, da dieser Term in beiden
Summanden vorkommt, in der néchsten Zeile haben wir noch W ausgeklammert.

1

Fir n > 1 und u > 0 ist die erste Ableitung immer gréfler gleich 0 und somit ist die
Funktion fy monoton wachsend. Durch Einsetzen von u = 0

Vin O™

sehen wir, dass daraus folgt, dass fg(u) > 0 ist fiir alle u > 0.
Durch erneutes Ableiten mithilfe der Produktregel berechnen wir die zweite Ableitung

d
) =nV, K — (1¢"71(I(gI + u”)72>

m d'LL
— VK ((n S UK )2 L (—2)(KR u")fgnu"*)
n—1 2nu™
— VmKn n—2 _
HrmBmt ((K:; +unE  (Kp + u")3>
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Wir interessieren uns fiir Wendepunkte, deshalb miissen wir untersuchen, welche Nullstellen
der Zahler der zweiten Ableitung hat. Sobald n > 2 ist, hat die zweite Ableitung fiir v = 0
eine Nullstelle, aber da wir nur die positiven Wendepunkte berechnen wollen, miissen wir
die Nullstellen von (n — 1)K, — (n + 1)u™ bestimmen.

Wir sehen zunéchst, dass wir fiir n = 1 den Zéhler (1 —1)K” — (1+1)u! = —2u erhalten
und somit nur v = 0 als Wendepunkt. Aus diesem Grund ist die Michaelis-Menten-Funktion
fu(u) = V keine Sigmoidfunktion.

Fir n > 2 hlngegen koénnen wir rechnen

n—1

(n—1)K, —(n+1u"=0 = O+u"=mn-1K, = u"= +1Kﬁl
n
und erhalten uy = {/ = +1Km als einzige positive reelle Nullstelle der zweiten Ableitung

und somit als einzigen Wendepunkt.

Beim Plotten der Hill-Funktion fiir verschiedene Werte von n > 2 sehen wir, dass alle
Funktionen durch denselben Punkt gehen. Dieser Punkt ist u = K, da
Vin K7, 1

= 7Vm

Kﬂ’ i ——

gilt, unabhéngig von n.

Zuletzt wollen wir die Differenzialgleichung %u = fu(u) fir n > 2 mithilfe der Separa-
tion der Variablen l6sen.

du u™

— =V,
dt K +un

& >dqut

t
) :Vm/ di +C
0

w "t L=Vt +C

(G
jac

" p+1
“ (grliaon) =vttc (2)
—n+1 moyn )= Vm
Leider ist es nicht moglich diese Gleichung in die Form u(t) = ... zu bringen. Allerdings ist

es moglich, den Wert von C' durch Einsetzen von ¢t = 0 in Gleichung (2) zu bestimmen, da

u(t =0) = up.
(N 1
= K" — 4 (1—

Fiir ein vorgegebenes ug kann nun Gleichung (2) numerisch gelést werden.

A4

Wir betrachten die Lotka-Volterra-Gleichungen fiir beliebige Paramer a, b, ¢, d > 0.
gtuA _ ua(a —bug) _ aug — busup
SuB —up(c—dua) —cup +dusup
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Berechnet die Gleichgewichtspunkte des Differenzialgleichungssystems und analysiert deren
Stabilitat. Erstellt das Phasendiagramm fiir die Parameterwerte a = 4,6 = 2,¢ = 5 und
d=1.

Losung von A4:
Die Lotka-Volterra-Gleichungen fiir beliebige Paramer a, b, ¢,d > 0 haben folgende Form

(ddtuA> _ < uA(a—buB)> _ ( auy —buAuB) _ <f(uA,uB)>

%UB —up(c—duga) —cup +dusup g(ua,up)

Die Gleichgewichtspunkte des Systems sind diejenigen Tupel (u4,up) fir die gleichzeitig
f(,U‘A7/ELB) =0 und g(aA,'ELB) =0 gﬂt

flaa,ug) =ua(a—bug)=0 = 1us =0 oder EBZ% (3)
glia,ip) = —tup(c—dia) =0 = g =0 oder 4y = 2 (4)

Damit gleichzeitig f und g null werden, miissen wir je einen Wert der Zeile (3) und (4)
kombinieren. Somit erhalten wir die Gleichgewichtspunkte

(uh k) = (0,0) und (@) = (5.5).
Um die Stabilitat dieser Gleichgewichtspunkte zu analysieren, berechnen wir die Jacobima-

trix 5 5
Oua (uAauB) auBf(uAauB)> B (a—buB —buy >

J(ua,up) =
%g(uA7uB) %Q(UAJLB) dUB _C+dUA

Setzen wir nun die Gleichgewichtspunkte ein, erhalten wir

_(a O cay_ (a=bg b5 \_ (0 -%
J(O’O)—(o —c) und J(d’b>_( ds —c+d;>_(abd 0)

Die Eigenwerte der Matrix J(0,0) kann man direkt ablesen, da die Matrix Diagonalform
hat. Somit sind Ay = a und A2 = —c¢ die Eigenwerte und der Gleichgewichtspunkt (0,0) ist
ein Sattel.

Die Eigenwerte der Matrix J(¢/d,a/b) sind die Nullstellen des charakteristischen Poly-

noms
A be
det( ad d>=A2+ac:O
—ad )
Diese Nullstellen sind A;/, = #iy/ac, somit kénnen wir nach dem Satz von Hartman-

Grobman keine Aussage iiber die Stabilitdt des nichtlinearen Systems treffen. Aufgrund

Abbildung 4: Phasendiagramm der Lotka-Volterra-Gleichungen %u A = ua(d4 —
2uB),%uB = —up(b — ua). Die blauen Geraden ug = 0 und usq = 5, sowie ugp = 0
und up = 2 sind die Nullklinen des Systems. Der Gleichgewichtspunkt (0,0) ist ein Sattel,
der Gleichgewichtspunkt (5,2) ist ein neutrales Zentrum, was wir daran erkennen, dass die
Losungen (schwarz und grau) geschlossene Kreise in der Phasenebene bilden.
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der komplexen Eigenwerte gibt es aber nur die Moglichkeiten, dass der Gleichgewichtspunkt
(¢/d,a/b) ein neutrales Zentrum oder eine (stabile/instabile) Spirale ist. Anhand der Simu-
lation (vgl. Abb. 6) sehen wir, dass ersteres zutrifft.

Zur Erstellung eines Phasendiagramms wéhlen wir die Parameter
a=4, b=2, ¢c=5 und d=1.

Die Nullklinen sind diejenigen Kurven, auf denen f(ua,up) = 0, bzw. g(ua,ug) = 0 ist.
Dies entspricht den in Gleichung (3) und (4) berechneten Werten. Auf der Gerade uy = 0
ist f =0und ¢g(0,up) = —cup = —5up < 0 fiir up > 0, weshalb wir dort senkrechte, nach
unten zeigende Pfeile zeichnen.

Fir up = a/b=21ist f =0 und g(ua,2) = —up(c — dua) = —2(5 — up). Letzteres ist
negativ, wenn u4 < ¢/d = 5 was zu senkrechten, nach unten zeigenden Pfeilen fiihrt. Fiir
ua > 5 ist g(ua,2) positiv und wir zeichnen senkrechte, nach oben zeigende Pfeile.

Fiir die Losungen von g = 0, die durch up = 0 und uyg = ¢/d = 5 gegeben sind, erhalten
wir waagerechte Pfeile. Da f(ua,0) = aua = 4uy > 0, wenn ug > 0, zeigen die Pfeile nach
rechts auf der Achse ug = 0.

Fir ug =c¢/d =5 ist f(5,up) = 5(4 — 2up). Dies ist positiv, wenn up < 2 und negativ
wenn up > 2 ist. Somit zeichnen wir waagerechte nach rechts zeigende Pfeile fiir up < 2
und nach links zeigende Pfeile fiir up > 2.

Insgesamt erhalten wir das Bild 6, in dem zusétzlich 2 numerisch berechnete Losungen
der Differenzialgleichung eingezeichnet sind. Da diese Losungen geschlossene Kurven in der
Phasenebene bilden, handelt es sich um Oszillationen, woraus wir schlussfolgern, dass der
Gleichgewichtspunkt (5,2) ein neutrales Zentrum ist.

A5

Ein Chemostat ist ein Gefafl zur Kultivierung von Mikroorganismen, wie z. B. Bakterien. In
das Gefafl werden mit konstanter Rate as Néhrstoffe zugefiihrt. Die Bakterien ernéhren sich
davon, wodurch sie sich vermehren und gleichzeitig die Nahrstoffe verbrauchen. Ein Teil des
verbrauchten Nahrmediums wird zusammen mit den darin befindlichen Bakterien wieder
abgefiihrt.

Die Zustandsvariablen des Systems sind

up - die Bakterienkonzentration,

uy - Die Nahrstoffkonzentration.

Die zeitliche Verdnderung der Bakterien- und Né&hrstoffkonzentration wird durch die

Differenzialgleichungen
;. UB = ai up —up

de¢ 1—|—uN

d unN +
—U = — up —u a
a N l+uy/) © N

beschrieben. Berechnet die Gleichgewichtspunkte des Systems und gebt Bedingungen an, so
dass alle Gleichgewichtspunkte nicht negativ sind. Erstellt ein Phasendiagramm fiir selbst
gewédhlte Parameter a; und as.
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Losung von A5:
Die Chemostat-Gleichungen haben die Form

d u
—ug = ay < N )uB —up = f(up,un)

dt 14+ uy

d uN ( )
—U — up —u a9 = u u
a N 1+ uy B Nt a2 =g(up,un

wobei a1, as postive Parameter sind.

Die Gleichgewichtspunkte des Systems sind diejenigen Tupel (up, uy), fir die gleichzeitig
f(up,un) =0 und g(up,un) = 0 gilt.
Betrachten wir zunéichst die Gleichung

f(uB7UN):a1< N >uB—uB:uB(a1< uN )—1):0. (5)

1+un 1+an

Somit muss also entweder up = 0 sein oder alli‘—gN = 1. Letzteres ist gleichbedeutend mit
uUN = ﬁ Dieser Wert existiert nur, wenn a1 # 1 und ist positiv fiir a; > 1. Somit nehmen
wir ab sofort an, dass a; > 1 gilt.

Um Informationen iiber die jeweils zweite Koordinate zu erhalten, setzen wir die eben
berechneten Werte jeweils in die zweite Gleichung g(up, ) = 0 ein und erhalten fir ug = 0

g(O,ﬂN):—<1_7_J\;N) -0—uny +as = —uyn + as

Somit haben wir den ersten Gleichgewichtspunkt berechnet

(up,uy) = (0,a2).

Fir den zweiten Gleichgewichtspunkt setzen wir uy = a11—1 in die Gleichung
g(up,uy) = 0 ein um up zu berechnen. Dabei verwenden wir, dass 1i‘gN = a—ll ist und
erhalten

1 UN up 1
g, = ) ag —an +ag=—— — +as=0.
g( B al—l) <1+UN> B N 2 ay a;—1 2
Daraus ergibt sich Z—‘f = —ﬁ +ag = ﬁ + ao und somit ug = 1211 + agaq. Wir haben
also einen weiteren Gleichgewichtspunkt
_o -2 a1
up,uyn) = +ajay, ——
(ug, uy) (1—a1 12@1_1)

gefunden. Die Koordinate up ist nur dann positiv, wenn as >
Bedingung fiir den zweiten Parameter erhalten.

ﬁ > 0, wodurch wir eine

Um die Stabilitdat dieser Gleichgewichtspunkte zu analysieren, berechnen wir die Jaco-
bimatrix

J(up,uy) = <azzsf(uB,UN) auaNf(UB,UN)> _ <a1 (1:%\;) -1 o (W) uB) .

%Q(UBaUN) %Q(UB,UN) —112’1\, T Fun)ZUB ~

(6)

24



Dafiir haben wir die Ableitung -2— —“¥— mithilfe der Produktregel berechnet:

oun 1+upn

63]\; <1 —llf];;N> N afjN (unv(L+un)™) = (L +un) ™ +un (1)1 +uy) >
(14 )2 (14— )
1
(1 +un)?

Setzen wir den Gleichgewichtspunkt (uk, ;) = (0, az) in die Jacobimatrix (6) ein, erhalten

wir
S B
J(O,ag) — (1+a2a2 1)
-1 —

Die Eigenwerte dieser Matrix sind die Diagonaleintrige, da die Matrix eine Dreiecksmatrix

ist:
aiaz

1+as

)\1 =—1 und )\2 =

Aus der Bedingung an die Parameter ay > ﬁ > 0, erhalten wir die Abschéitzung

(a1 — 1)ag = ajaz — az > 1 und koénnen somit das Vorzeichen des zweiten Eigenwertes
bestimmen:
_ a1a9 _1:a1a2—a2—1 > 0.

1+ aq 1+ aq
Somit ist der Gleichgewichtspunkt (0, az) ein Sattelpunkt, da die Jacobimatrix J(0, ag) einen
positiven und einen negativen Eigenwert besitzt.

A2

ay
1—(L1

Setzen wir den Gleichgewichtspunkt (4%, u%,) = ( +aiaz, ;) in die Jacobimatrix

_9 2
(6) ein, erhalten wir unter Verwendung von alliijﬁvﬁv —1=0und ﬁ = (‘“ajl)

a1—1)2%/ ay
J(aQ 2 - 0 ai ( 1@21) (71_(11 + ajaz) _ 0 (a1 — 1)(a2(a1 -1 -1)
B EN —L ,Llazl) (az(a1 *1)*1) -1

1 (a=1)"¢ a3
-1 7T(m+ala2)fl o

Die Eigenwerte der Matrix J(up,uy) sind die Nullstellen des charakteristischen Poly-

noms
et (? | Dloatan 1)) )
= A+ (az(ar = 1) = 1) +1
a; —1 a; —1
- )\()\+ %(ag(m 1) -1)+ 1) + %(ag(al —1)—1)
Wir setzen hier zur besseren Lesbarkeit A = (alai:l)(ag(al -1) - 1) und berechnen die

Nullstellen des Polynoms

AMA+A+D)+A=X+(A+1DA+ A
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Diese sind

A+1 A+1)2
B A+1i¢AHJA+1—M1
h 2 4
B A+1i/ALJA+1
h 2 4
A+1 (A—1)2
=_ +
2 4
A _
__A+1_ A-1
2 2

Somit sind die Eigenwerte der Jacobimatrix J(u%, u%,) durch

A+1 A-1 A+1 A-1
A1 5 + 5 und Ao 5 5
gegeben. Der Wert A = (“;7?1) (a2(a; —1)—1) ist positiv, da nach Voraussetzung an die Pa-

(a1—-1) >0

rameter zum einen a; > 1 gilt und daher —= positiv ist. Zum anderen gilt as > a1171
woraus die Positivitidt von as(a; — 1) — 1 folgt. Somit ist (ap,uy) ein stabiler Knoten.

Zur Erstellung des Phasendiagramms berechnen wir die Nullklinen. Aus Gleichung (5)
folgt, dass f = 0, wenn entweder ug = 0 oder uy = a11—1 ist. Somit liegen auf diesen
Geraden senkrechte Pfeile. Da g(0,un) = —un + ag ist, zeigen diese Pfeile auf ug = 0 nach
unten, wenn uy > ag und nach oben, wenn uy < 2.

Fir uy = a1£1 ist g(up, ﬁ) = —up/a; —1/(a; — 1) + aa, woraus folgt, dass die Pfeile
auf dieser Geraden nach oben zeigen, wenn ug < % und nach unten, wenn upg > 4% gilt.

Waagerechte Pfeile erhalten wir fir g(up,un) = 0, was gleichbedeutend ist mit

_ l+uy
= s

up (a2 — up).

Setzen wir dies in f ein, dann erhalten wir

14+wu
Flumux) = f ( N gy - uN),uN)
un
UN 1+UN( ) 1+uzv( )
=aqa as —Uu — as — U
11+UN uy 2 N 2 N
1+4+wu
=ai(az —un) — N (ay —un)
1+un
= (a2 —un) | a1 —
(Y

Dieser Ausdruck ist positiv, wenn uy € (u%,az) liegt, weshalb wir in diesem Fall waage-
rechte Pfeile nach rechts zeichnen. Fir uy > as oder uy < a?v ist der Ausdruck negativ
und wir zeichnen waagerechte Pfeile nach links.

Zur konkreten Erstellung von Phasendiagrammen wéhlen wir zwei Sétze von Parametern
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Abbildung 5: Phasendiagramm der Chemostat-Gleichungen %uB = 1.5 (1 +uN) up —

up, Suy = (1 +uN) up —uy+3. Der Gleichgewichtspunkt (0, 3) ist ein Sattel, der Gleich-
gewichtspunkt (1.5,2) ist ein stabiler Knoten.

ap=1,5 und ay =3.

Die Bedingungen an die Parameter sind erfiillt, da zum einen a; > 1 und auflerdem ay =
3>2=_ 5 T = o L. Die Gleichgewichtspunkte sind daher (uk,u}) = (0,a2) = (0,3),
sowie (uzB,u?V) (1 o +a1a2, o ) = (1.5,2).

AuBlerdem wéahlen wir einen zweiten Satz von Parametern

apr =3 und a9 =1.

Die Bedingungen an die Parameter sind erfiillt, da zum einen a; > 1 und auflerdem ay =
1>1/2= % = # Die Gleichgewichtbpunkte sind daher (ah,uk) = (0,a2) = (0,1),

e
sowie (%, uy) = (7%= + a1az, 77—) = (1.5,0.5).

1(11

Abbildung 6: Phasendiagramm der Chemostat-Gleichungen %uB = 3(115N)UB —

ug, %uN <1+u1\7) up —un+1. Der Gleichgewichtspunkt (0, 1) ist ein Sattel, der Gleich-
gewichtspunkt (1.5,0.5) ist ein stabiler Knoten.
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