
Aufbaukurs Funktionalanalysis und OperatortheorieWinfried KaballoL�osung ausgew�ahlter AufgabenAufgabe 1.1 Man kann k f k2n := nPj=0 R ba j f (j)(x) j2 dx f�ur n 2 N0 nehmen, analogk x k2n := 1Pk=1 k2n j xk j2 auf s(N) oder k f k2n := RKn j f(z) j2 d� auf H(
) ; Kn wie in(1.3). Ein Fundamentalsystem solcher Halbnormen besitzen alle nuklearen R�aume (vgl.Satz 11.17).Aufgabe 1.2 Eine stetige Halbnorm auf C(
) ist durch eine solche der FormpK ; K � 
 kompakt (vgl. S. 7), absch�atzbar, also keine Norm. Entsprechendes giltauch f�ur die R�aume ! und E(
) ; diese R�aume sind nicht zu s isomorph.Aufgabe 1.3 Man hat j xk j � Cr k� 2=r f�ur k 2 N : Die Umkehrung ist nicht allgemeinrichtig; f�ur monoton fallende Folgen x = (xk) in [0;1) gilt jedoch k xrk ! 0 und daherx 2 s(N) :Aufgabe 1.4 F�ur Folgenr�aume E = s; !; `p; c0 liefert(x1; x2; x3; x4; x5; : : :) 7! ((x1; x3; x5; : : :) ; (x2; x4; x6; : : :))eine Isomorphie von E auf E �E : F�ur Funktionenr�aume wie E = Lp[0; 1] ' Lp[a; b]ist eine solche gegeben durchLp[0; 2] 3 f 7! (f j[0;1] ; f j[1;2]) 2 Lp[0; 1]� Lp[1; 2] :Analog folgt auch C[0; 1] ' C[0; 1] � C[0; 1] wegen C[a; b] ' C[a; b] � K (vgl. [GK],Aufgabe 4.11); daraus ergibt sich �ubrigens auch C[0; 1] ' C([0; 1] [ [2; 3]) :Aufgabe 1.5 b) zeigt man wie Satz 1.8.c) F�ur eine Folge x = (x(j)) in s(s) mit x(j) = (x(j)k ) 2 s liefert Diagonalabz�ahlungeine Folge Tx 2 s ; und T : s(s)! s ist ein Isomorphismus.Aufgabe 1.6 a) folgt aus (22) und Satz 1.7 (f�ur n = 1 ).b) Es ist T : C1[�1; 1] ! Eg2�(R) linear und injektiv. F�ur g 2 Eg2�(R) hat manf := g � arccos 2 C[�1; 1] \ C1(�1; 1) : Es ist f 0 = h � arccos mit h(t) = �g0(t)sin t : Dag0 2 E2�(R) ungerade ist, gilt g0(��) = g0(�) = g0(0) = 0 ; und daher ist h 2 Eg2�(R) :Es folgt auch f 0 2 C[�1; 1] \ C1(�1; 1) und rekursiv f 2 C1[�1; 1] : O�enbar istTf = g : Die Stetigkeit von T und T�1 rechnet man mit Kettenregel nach; eineRichtung folgt auch aus dem Graphensatz.



Aufgabe 1.7 a) Man die Isomorphien H(D) ' �1(j) und H(C ) ' �1(j) zu Po-tenzreihenr�aumen (vgl. S. 249).b) Es ist !0 ' ' der Raum der endlichen Folgen (vgl. S. 155) und etwas0 ' fx = (xk)k2N j 9 j 2 N0 : supk j xk j k�j <1g :Aufgabe 1.8 Dies zeigt man wie in [GK], Satz 3.5.Aufgabe 1.9 b) ")\: F�ur p 2 H(E) gilt p(�nxn) � Cp j�n j ! 0 :"(\: Ist B nicht beschr�ankt, so gibt es p 2 H(E) und xn 2 B mit p(xn) � n2 ; undes ist 1nxn 6! 0 :Aufgabe 1.10 Eine bez�uglich k kCm in C1[a; b] beschr�ankte Folge hat nach demSatz von Arzel�a-Ascoli eine bez�uglich k kCm�1 konvergente Teilfolge; dann verwendetman eine Diagonalfolge. Der Raum C(a; b) ist kein Montelraum.Aufgabe 1.11 a) Es sei Jn = [a+ 1n ; b� 1n ] : Es ist k ksup = p1 ; und f�ur  2 Cc(Jn)gilt pv( ) � Cv k ksup mit Cv = k v kJn :b) "(\: F�ur q 2 H(F ) gibt es Cn � 0 mit q(T ) � Cn k ksup f�ur  2 Cc(Jn) : Manw�ahlt eine der o�enen �Uberdeckung (Dn := int(Jn)nJn�2) von [a; b] untergeordnetestetige Zerlegung der Eins f�ng (vgl. S. 35) sowie v 2 C(a; b) mit v(x) � 2nCn aufDn : F�ur ' = Pn�1�n' 2 Cc(a; b) folgt dannq(T') � Pn�1 q(T (�n')) � Pn�1Cnk�n' ksup � Pn�1 2�n supt2Dn j'(t) j v(t) � pv(') :c) ")\: Andernfalls gibt es o. E. a < xn " b und 'n 2 B mit �n := j'n(xn) j > 0 :F�ur eine Gewichtsfunktion v mit v(xn) � n��1n gilt dann pv('n) � n :Eine Cauchy-Folge in Cc(a; b) ist beschr�ankt, liegt also in einer Stufe Cc(Jn) : Nach a)ist sie eine Cauchy-Folge in Cc(Jn) und somit konvergent. Nach dem Satz von Baire(vgl. das Beispiel b) auf S. 20) kann T nicht metrisierbar sein; es handelt sich um eineinduktive Limes-Topologie, vgl. die Abschnitte 7.3 und 7.4.Aufgabe 1.12 a) Es sei fpjgj2N ein wachsendes Fundamentalsystem von Halbnormenauf E : Mit Ck := sup fpk(x) j x 2 Bkg und �k := C�1k gilt dann pj(�kx) � 1 f�urk � j und x 2 Bk ; und daher ist Sk �kBk beschr�ankt.b), c) Nach a) gibt es �k > 0 ; sodass die Folge (�kxk) beschr�ankt ist. Man w�ahlt dann�k = �k = 2�k�k :Aufgabe 1.13 F�ur k 2 N gilt limn!1�(kxn) = 0 ; es gibt also Indizes nk > nk�1 mit�(kxn) � 1k f�ur n � nk : Die Behauptung folgt nun mit �n := 1k und yn := kxn f�urnk � n < nk+1 :Aufgabe 1.14 siehe etwa [K�othe 1966], x 15, 12-14.



Aufgabe 1.15 a) W�are � stetig, so w�are L1[0; 1] eine Algebra unter punktweiserMultiplikation.b) F�ur eine orthonormale Folge gilt en w! 0 ; aber henjeni = 1 :Aufgabe 1.16 Der lineare Opertor T�1 hat abgeschlossenen Graphen.Aufgabe 1.17 Die getrennte Stetigkeit folgt aus dem Graphensatz, und dann verwen-det man Satz 1.15.Aufgabe 2.1 Es ist S 0� = S�t mit �t(x; y) = �(y; x) :Aufgabe 2.2 a) Nein, man nehme etwa f = 1 und g 2 L1(R) mit RR g(x) dx = 0 :b) Es ist (�
 � ')(x) = R
 '(x� y) dy = 0 f�ur x + U � 
 oder (x + U) \ 
 = ; :Aufgabe 2.3 Man de�niert pn(f) := k f jKn kLp mit (Kn) wie in (1.3).Aufgabe 2.5 Wie in Satz 2.8 erh�alt man (�" � (f�))(x) � 0 : F�ur eine geeignete Folge"j ! 0 folgt mit Theorem 2.4 f(x)�(x) = limj!1(�"j � (f�))(x) � 0 f�u., also f � 0 f�u.auf K :Aufgabe 2.6 F�ur K � 
 kompakt sei ('j) eine Folge in D(K;R) mit k'j ksup ! 0 :W�ahle 0 � � 2 D(Rn) mit � = 1 auf K : Aus �k'j ksup � � 'j � k'j ksup � folgtauch �k'j ksup u(�) � u('j) � k'j ksup u(�) ; also u('j) ! 0 : Eine Fortsetzungkonstruiert man mittels Satz 2.5 wie in Aufgabe 1.8.Aufgabe 2.8 Es muss a(0) = 1 und a0(0) = : : : = a(m)(0) = 0 gelten.Aufgabe 2.9 F�ur ' 2 D[�R;R] und '(x) = '(0) + x'1(x) hat manRR '(x)x�i" dx = R R�R x�i"x2+"2 '(x) dx= �i'(0) R R�R "x2+"2 dx+ R R�R '(x)�'(0)x�i" dx= �2i'(0) arctan R" + R R�R '(x)�'(0)x�i" dx! �i�'(0) + R R�R '1(x) dx f�ur "! 0+ :Aufgabe 2.10 N ist endlichdimensional und somit vollst�andig wegen Satz 1.3.Aufgabe 2.11 a) F�ur ' 2 D(I) ist u0(') = � lim"!0+ Rjx�a j�" u(x)'0(x) dx ; und manintegriert partiell.b) Man verwende a) und beachte log j x j = lim"!0+ �fjx j�"g log j x j :Aufgabe 2.12 Es sei a = 0 : W�ahle �k 2 D(Rn) �k(x) = 0 f�ur j x j � 12k ; �k(x) = 1f�ur j x j � 1k und j @j�k j � Ck gem�a� Satz 2.6. Es gilt RB1=k(0) @j�k'f dx ! 0 f�ur' 2 D(
) aufgrund der H�olderschen Ungleichung, und die Behauptung folgt mit



k !1 aus R
 f@j(�k')dx = � R
 g�k'dx : Allgemein ben�otigt man n � m + 1 undp � nn�m :Aufgabe 2.14 O.E. sei ' = 0 und u = 0 : F�ur  2 D(
) gilt 'k ! 0 in D(K) mitK := supp ; und der Satz von Banach-Steinhaus liefert ('kuk)( ) = uk('k )! 0 :Aufgabe 2.15 F�ur  2 D(R) mit RR  (x) dx = 0 setze I (x) := R x�1  (t) dt ; dannist I 2 D(R) und (I )0 =  : Es folgt R( ddx) = D0 := f 2 D(R) j RR  (x) dx = 0g :Aufgabe 2.16 Es sei k = 1 : Zu u 2 D0(R) de�niert man w 2 D00 durch w( ) :=�u(I ) : F�ur eine Fortsetzung v 2 D0(R) von w gilt dann v0 = u : Weiter ist N( dkdxk )der Raum der Polynome vom Grad � k � 1 ; vgl. dazu Satz 5.12.Aufgabe 2.18 a) F�ur  2 D(R) mit  (0) = 0 liegt Q (x) :=  (x)x mit Q (0) := 0(0) in D(R) : Es sei N0 := f 2 D(R) j  (0) = 0g : Zu u 2 D0(R) de�niert manw 2 N 00 durch w( ) := u(Q ) : F�ur eine Fortsetzung v 2 D0(R) von w gilt dannx � v = u :b) Es gibt o�ene Mengen !j mit I = Sj !j sowie xj 2 !j mit f(x) = (x�xj)mjfj(x)und fj(x) 6= 0 auf !j : Nach a) gibt es vj 2 D0(!j) mit (x� xj)mjvj = f�1j u auf !j ;und es gilt vj = vk = f�1u auf !j \ !k : Nun verwendet man Satz 2.10.Aufgabe 2.19 b) W�ahle 'n 2 D(R) mit 'n(x) = 0 f�ur x < 232�n und 'n(x) = 1 f�urx > 342�n ; dann ist u('n) = n ; aber k'n ksuppu = 1 und k'(j)n ksuppu = 0 f�ur j � 1 :Aufgabe 2.20 a) Es sei K := supp u : Gem�a� Satz 2.6 w�ahlen wir �" 2 D(K3") mit�" = 1 auf K" und sup
 jD
�"(x) j = O("�j
 j) ; dann ist '(1 � �") = 0 nahe K ;also u(') = u(�"') undj u(') j � C Pj� j�k supx2
 jD�(�"')(x) j :Aus der Voraussetzung erhalten wir supK3" jD�'(x) j = O("k+1�j� j) ; also j u(') j =O(") und u(') = 0 :b) F�ur ' 2 E(Rn) ist '(x) = Pj� j�k @�'(0)�! x� +  (x) mit u( ) = 0 aufgrund von a). Esfolgt u(') = Pj� j�k @�'(0)�! u(x�) = Pj� j�k (�1)j� ju(x�)�! @��(') :Aufgabe 2.21 Es ist �a 
 �b = �(a;b) und �a � �b = �a+b :Aufgabe 2.23 a) Es ist �0 �H = � �H 0 = � � � = � und 1 � �0 = 10 � � = 0 :Aufgabe 2.24 Die Streifenbedingung (37) ist erf�ullt.Aufgabe 2.25 b) Die Abbildung h 7! �h ist stetig von Rn nach L�(D(Rn)) : F�ur' 2 D(K) gilt �h' 2 D(K1) f�ur j h j � 1 ; und man hat @�('(x)�'(x� h))! 0 f�urh! 0 gleichm�a�ig auf Rn f�ur alle � 2 Nn0 :d) Beachten Sie Lemma 2.15.



Aufgabe 2.26 a) Die Stetigkeit folgt aus der Folgerung zu Satz 2.19 und dem Gra-phensatz, die Translationsinvarianz aus Satz 2.20.b) Man setzt u(') := (U �')(0) : Wegen (42) ist (u � ')(0) = u( �') = (U')(0) ; undu�' = U' ergibt sich aus der Translationsinvarianz. Die Eindeutigkeit folgt aus (42).c) Wird auf b) zur�uckgef�uhrt: F�ur ' 2 D(Rn) sei g(x) := (��xU�x')(0) = (U�x')(x)f�ur x 2 Rn : Die Voraussetzung liefert grad g = 0 ; also g(x) = g(0) und die Transla-tionsinvarianz von U :Aufgabe 3.1 Man beachte RRnhxi�
 dx <1 f�ur 
 > n :Aufgabe 3.2Wegen @jj x j2 = 2xj ist @�(hxis (x)) eine endliche Summe von Termenh(x)hxir mit h 2 S(Rn) :Aufgabe 3.3 W�ahle 0 6= ' 2 D[0; 1] und setze 'n(x) = 2�n'(x� n) :Aufgabe 3.4 b) Es sei  2 S(Rn) mit  (y) = 0 : Nach a) verschwindet auch T (x) =nPj=1(xj � yj)T j(x) in y ; und daher gilt T'(y) = c(y)'(y) f�ur alle ' 2 S(Rn) undy 2 Rn mit einer C1 -Funktion c : Wegen (Djc)' = DjT'�TDj' = 0 ist c konstant.Aufgabe 3.5 Es istR1�1( sin �� )3 d� = 34� und R1�1( sin �� )6 d� = 1120� :Aufgabe 3.6 Es ist R10 sin �� d� = �2 ; und wegen R10 sin y�� (f(�) � f(0+)) d� ! 0 istlimy!1 R10 sin y�� f(�) d� = �2 f(0+) : In der Tat hat man R 10 sin y� f(�)�f(0+)� d� ! 0 undR11 sin y� f(�)� d� ! 0 nach Satz 3.4, und es gilt auch R11 sin y�� d� = R1y sin �� d� ! 0 :Aufgabe 3.7 F�ur festes x 2 R hat man f(x) = R �=L��=L bf(�) eix� �d� : Nun entwickelt manbeide Funktionen nach der ONB fq L2�eikL�gk2Z von L2[��=L; �=L] und verwendet dieParsevalsche Gleichung.Aufgabe 3.8 a) folgt aus der De�nition (x� ddx)k exp(�x22 ) = Hk(x) exp(�x22 ) :b) Addition von (31) und (32) liefert 2x hk = (V +R)hk = q2(k + 1)hk+1+p2k hk�1und somit 2xHk = Hk+1 + 2kHk�1 :c) Mit b) folgt H 00k = 2kH 0k�1 = ddx(2xHk �Hk+1) = 2Hk + 2xH 0k � 2(k + 1)Hk ; also( d2dx2 � 2x ddx + 2k)Hk(x) = 0 :Aufgabe 3.9 a) F�ur ' 2 C1(R) gilt ( 1f ddxf)(') = 1f ddx(f') = '0+ f 0f ' ; und man hat( 1f ddxf)k = 1f ddxf 1f ddxf � � � 1f ddxf = 1f dkdxk f :b) Es ist (�1)kex2 dkdxk e�x2 = (�1)k[ex2 ddxe�x2]k = (�1)k[ex2=2ex2=2 ddxe�x2=2e�x2=2]k =(�1)k[ex2=2( ddx � x)e�x2=2]k = ex2=2(x� ddx)ke�x2=2 = Hk(x) :



Aufgabe 3.10 Klar ist g := Tf 2 C1(��2 ; �2 ) : Induktiv folgtg(k)(�) = f (k)(tan �) cos�2k � + k�1Pj=1 hk;j(�) f (j)(tan �) cos�2j�1 �mit Funktionen hk;j 2 C1(R) : Wegen j tan`(�) f (k)(tan �) j � supx2R j x` f (k)(x) j er-gibt sich j f (k)(tan �) j � Ck;` j � � �2 j` f�ur � 2 (��2 ; �2 ) und k; ` 2 N0 : Dies zeigtg 2 D[��2 ; �2 ] und die Stetigkeit von T : S(R) ! D[��2 ; �2 ] : Analog erh�alt mandie Umkehrabbildung durch T�1g = g � arctan ; und deren Stetigkeit folgt aus demGraphensatz.Aufgabe 3.11 Es ist F(eiax) = p2� �a :Aufgabe 3.12 a) Es ist f 62 S 0(R) ; aber g(x) = ex cos(ex) = ddx sin ex 2 S 0(R) :b) Dies ist genau dann der Fall, wenn es m � 0 und C � 0 mit j ak j � Ckm f�ur allek 2 N gibt.Aufgabe 3.13 Es gibt k 2 N0 mit j u(') j � C k' kk f�ur ' 2 D(Rn) mit der in (9)erkl�arten Norm.Aufgabe 3.14Man argumentiert �ahnlich wie in Abschnitt 2.5, vgl. etwa [Rudin 1973],Theorem 7.19.Aufgabe 3.15 a) Aus der Absch�atzung folgt leicht ' � S � S :b) Aus ' � S � S folgt j'(x) j � C hxik f�ur ein k 2 N0 : Andernfalls gibt es eineFolge (xk) mit j xk j � j xk�1 j + 2 und j'(xk) j � hxkik f�ur alle k 2 N0 : Dann ist (x) := 1Pk=0 �1(x� xk) hxki�k 2 S ; aber j'(xk) (xk) j � �(0) > 0 :Wegen @j' �  = @j(' ) � '@j gilt auch @�' � S � S f�ur alle � 2 Nn0 ; und damitfolgt die behauptete Absch�atzung.c) Ist ' � S � S ; so ist der Multiplikationsoperator M' : S ! S stetig aufgrund desGaphensatzes. F�ur u 2 S 0 ist dann 'u :  7! u(M' ) stetig auf S ; also 'u 2 S 0 :d) Nun gelte ' � S 0 � S 0 : Da M' : S 0� ! S 0� stetig ist, folgt ' � S � S wie in c) wegen(S 0�)0 ' S (vgl. Satz 8.2).Aufgabe 3.16 a) F�ur � 6= 0 gibt es x0 2 K mit HK(�) = hx0j�i : Damit folgt sofortHK(�) + "j � j = hx0 + " �j � j j�i � HK"(�) : Die umgekehrte Ungleichung ist klar.b) F�ur die Einheitskugel von Rn gilt HB = pB :Aufgabe 3.17 Die erste Aussage ergibt sich sofort aus j e�ix� j = ex Im � � eAj Im � j :Die Umkehrung folgt �ahnlich wie in Theorem 3.9: Mit der Fourier-Transformation aufL2(R) setzt man f := F�1(F jR) und zeigt supp f � [�A;A] :Aufgabe 3.18 a) F�ur ' 2 D(Rn) ist (u � v)(') = u � (v � �')(0) = �u(v � �') ; wegen�u 2 E 0(Rn) gilt also j (u�v)(') j � C Pj� j�k supK jD�(v� �') j = C Pj� j�k supK jD�v� �' j



f�ur ein k 2 N0 und eine kompakte Menge K � Rn : Wegen D�v 2 S 0(Rn) gilt f�ur'j ! 0 in S(Rn) auch D�v � �'j(x) = (D�v)y( �'j(x� y))! 0 lokal gleichm�a�ig in x ;also (u � v)('j)! 0 : Somit ist u � v 2 S 0(Rn) :b) l1 Zun�achst sei u 2 D(Rn) : F�ur  2 S(Rn) mit b 2 D(Rn) gilt F(u � v)( ) =(u � v)( b ) = v(�u � b ) = (2�)n=2 bv(bu ) = (2�)n=2 bubv( ) wegen F(bu ) = (2�)�n=2 �u � b nach (17).l2 Nun sei u 2 E 0(Rn) : F�ur ' 2 D(Rn) gilt dann ' � (u � v) = (' � u) � v und daherb' � F(u � v) = F(' � u) � bv = (2�)n=2 b' � bu � bv nach l1 .Aufgabe 3.19 a) Es ist 0 = F(�u)(�) = j � j2bu(�) ; also supp bu = 0 : Nach demBeispiel auf S. 73 folgt bu = P (D)� = (2�)�n=2 F(�P ) f�ur ein Polynom P :b) Nach a) ist u ein Polynom, also konstant.Aufgabe 3.20 Die Voraussetzung lautet j f(z) j � C hzik eAj Im z j : Man hat o�enbarj gs(�) j � C f�ur � 2 R und berechnet j gs(Reit) j � C f�ur t 2 [0; �] und gro�e R > 0 :F�ur � = i ist j f(x+iy) j e�Ajy j � j gs(i) j (1+s)k+1 ; und s! 0 liefert die Behauptungj f(z) j � C eAj Im z j :Aufgabe 3.21 a) Nach (47) gilt F(vt)(�) = (2�)� 3=2vxt (e�ihxj�i) = Rjx j=t e�ihxj�i �d�(x) =Rjx j=t e�ijx jj � j cos� �d�(x) mit � = 6 (x; �) : Dies h�angt nur von j � j ab. F�ur � = j � je3 ist� = # 2 [0; �] der Breitengrad-Winkel der Kugelkoordinaten, und es folgt F(vt)(�) =(2�)� 3=2 2� t2 R �0 e�itj � j cos# sin# d# = (2�)� 1=2 t2 R 1�1 e�itj � js ds = (2�)� 3=2 4�t sin tj � jj � j :b) Es ist cut(�) = �1 bvt(�) :Aufgabe 3.22 a) Man verwendet die Cauchy-Formel f�ur die Taylor-Koe�zienten.b) Aus j f(z) j � C hzik e"j Im z j folgt f = bu f�ur u 2 E 0(Rn) mit supp u � U "(0) nachTheorem 3.10. Mit "! 0 folgt supp u = f0g und u = P (D)� nach Aufgabe 2.20 oderdem a) verwendenden Argument auf S. 73.Aufgabe 4.1 a) Wegen f (k)(x) = Qk(x)(1+x2)k+1 mit Polynomen Qk vom Grad � k + 1gilt f 2 W k(R) f�ur alle k 2 N0 : Nat�urlich ist f 62 L1(R) :b) Mit (3.8) oder Satz 4.7 gilt �(�1;1) 2 Hs(R) , s < 12 : Wegen � cH(�) = (2�)� 1=2und b1 = p2� � � gilt H; 1 62 Hs(R) f�ur alle s 2 R :Aufgabe 4.2 Es ist j grad f(x) j = 1jx j j log jx j j :Aufgabe 4.3 Es seien f 2 C 0;1(
) mit k f kC0;1 � 1 ; ! � 
 relativ kompakt undh 6= 0 so klein, dass �hj f(x) := 1h(f(x+ hej)� f(x)) auf ! de�niert ist. Es gibt eineFolge hk ! 0 mit �hkj f w�! g in L1(!) : Es folgen k g kL1 � 1 und @jf = g auf ! ;also @jf 2 L1(
) und k g kL1(
) � 1 :Aufgabe 4.4 a) Es ist g0 � f 2 L1(
) und f 0 2 Lp(
) ; also (g0 � f) � f 0 2 Lp(
) :



Wegen j g(u) j � j g(0) j+Cj u j folgt auch g � f 2 Lp(
) : Die Kettenregel ergibt sichdurch Approximation von f mittels Satz 4.2.Aufgabe 4.5 F�ur 0 < s < 1 gilt W sp (
) ,! Lp(
) ; und daher hat eine Cauchy-Folgeeine fast �uberall konvergente Teilfolge. Deren Limes ist auch ihr Grenzwert in W sp (
)aufgrund des Lemmas von Fatou.Aufgabe 4.6 Beachten Sie Formel (3.16).Aufgabe 4.7 b) Wegen Satz 4.1 k�onnen wir o. E. 0 < s < 1 annehmen.k �h � f � f kpW sp = RRn RRn j (f(x�h)�f(x)�f(y�h)+f(y)) jpjx�y jn+ps dx dy ! 0f�ur h! 0 aufgrund von Satz 4.3 in Lp(Rn � Rn) :a) Es ist (�" � f � f)(x) = Rj z j�" �"(z)(f(x � z) � f(x)) dz : Nach der H�olderschenUngleichung ist j R �"(z)u(z) dz jp � R �"(z)j u(z) jp dz ; und damit folgtk �" � f � f kpW sp = RRn RRn j Rj z j�" �"(z)(f(x�z)�f(x)�f(y�z)+f(y)) dz jpjx�y jn+ps dx dy� Rj z j�" �"(z) RRn RRn j (f(x�z)�f(x)�f(y�z)+f(y)) jpjx�y jn+ps dx dy dz� supj z j�" RRn RRn j (f(x�z)�f(x)�f(y�z)+f(y)) jpjx�y jn+ps dx dy dz ! 0f�ur "! 0 aufgrund von b) bzw. Satz 4.3.Aufgabe 4.8 a) Wegen Satz S. 78 k�onnen wir wieder 0 < s < 1 annehmen. Es istk gf kpW sp = R
 R
 j g(x)f(x)�g(y)f(y) jpjx�y jn+ps dx dy� R
 R
 j g(x)�g(y) jp j f(x) jpjx�y jn+ps dx dy + R
 R
 j g(y) jp j f(x)�f(y) jpjx�y jn+ps dx dy :Das zweite Integral ist � k g kpsup k f kpW sp ; das erste zerlegen wir:Rjx�y j<1 j g(x)�g(y) jp j f(x) jpjx�y jn+ps d(x; y) � [g]p1 Rj z j<1 1j z jn+p(s�1) R
 j f(y + z) jp dy dz� C1(n; p; s) [g]p1 k f kpLp ;Rjx�y j�1 j g(x)�g(y) jp j f(x) jpjx�y jn+ps d(x; y) � 2p k g kpsup Rj z j�1 1j z jn+ps R
 j f(y + z) jp dy dz� C2(n; p; s) k g kpsup k f kpLp :b) Im Fall 0 < s < 1 gilt aufgrund von a)k f � fj kW sp = k (1� �(xj ))f kW sp (
nU j(0)) � C k f kW sp (
nUj(0)) ! 0 :Aufgabe 4.9 a), b) Mittels der Aufgaben 4.7 und 4.8 ergibt sich dies wie in denS�atzen 4.2 und 4.4.b) z. B. 
 = C n(fei�1t j t � 0g [ f0g) :



Aufgabe 4.10 F�ur p = 1a ; q = 1b und u 2 Hs(Rn) gilt (h�i2r j bu(�) j2)a 2 Lp(Rn)und (h�i2s j bu(�) j2)b 2 Lq(Rn) ; und wegen t = ra + sb folgt die Behauptung aus derH�olderschen Ungleichung.Aufgabe 4.11 In Satz 4.9 integriere man die g� analog zu Formel (8).Aufgabe 4.12 F�ur u = Pj� j�kD�f� und ' 2 D(
) giltj u(') j = j Pj� j�k R
 f� (�D)�'dx j � ( Pj� j�k k f� kLq) 1=q k' kW kp :Durch g 7! ((�D)�g)j� j�k wird eine Isometrie von W kp;0(
) in Qj� j�k Lp(
) de�niert,und u 2 W kp;0(
)0 l�asst sich nach Hahn-Banach zu u 2 (Qj� j�k Lp(
))0 �= Qj� j�k Lq(
)fortsetzen.Aufgabe 4.13 Nein.Aufgabe 4.14 b) F�ur u 2 Hs;loc(
) und ' 2 D(
) w�ahlt man � 2 D(
) mit �' = ' ;dann ist �u 2 Hs(Rn) und k u� �u k' = 0 :c) Hs;loc(
) ' H�sc (
) = H�s(Rn) \ E 0(
) :Aufgabe 4.15 a) F�ur f 2 L2(Rn) hat manTf = �tF( � F�1(��sf)) = (2�)�n2 �t ( b � (��sf)) ; alsoTf(x) = hxit RRn b (x� y) hyi�s f(y) �dy = RRn k(x; y) f(y) �dy mitk(x; y) = RRnhxit hyi�s e�ihx�y;zi  (z) �dz= RRnhxit hyi�s hy � xi�2r eihy�x;zi (1��)� (z) �dzaufgrund partieller Integration f�ur alle � 2 N : Mit Lemma 4.12 folgtj k(x; y) j � C(r;  ) hy � xij s j�2� hxit�s ;und f�ur gen�ugend gro�e � ergibt sich k 2 L2(R2n) wegen t� s < �n2 :b) folgt aus a) wie in Satz 4.14.Aufgabe 4.16 c) vgl. Aufgabe 4.15 b) und Satz 11.4.Aufgabe 4.17 Man berechnet E0'(x) = '(�x) ; E1'(x) = 3'(�x) � 2'(�2x) undE2'(x) = 6'(�x)� 8'(�2x) + 3'(�3x) :Aufgabe 5.1 Nach (4) ist dS(t)f(�) = bf(�)e��tj � j2 und @@t dS(t)f(�) = ��j � j2 bf(�)e��tj � j2 :Man verwende den Satz �uber majorisierte Konvergenz.Aufgabe 5.2 F�ur gt := FGt gilt Fgt = Gt nach (7). Mit (3.6) und (3.5) folgtRRn bf(�) eihx;�i gt(�) d� = RRn d��xf(�) gt(�) d� = RRn ��xf(�) bgt(�) d�= RRn f(x+ �)Gt(�) d�= RRn f(x� �)Gt(�) d� = (f �Gt)(x) :



Nun verwendet man Satz 5.1 a) und Theorem 2.4 b).Aufgabe 5.3 u(x; t) = (EWL � g)(x; t) + S(t)f(x) :Aufgabe 5.4 a) F�ur ' 2 D(R;Rn) gilt E 0(') = �E('0) = � R10 eAx'0(x) dx ='(0) + R10 AeAx'(x) dx :b) F�ur ' 2 D(R) gilt P ( ddx)(Hg)(') = Hg(P (� ddx)') = R10 g(x)P (� ddx)'(x) dx ='(0) aufgrund partieller Integration.Aufgabe 5.5 Nach Aufgabe 2.18 gibt es u 2 D0(R) mit P (�) � u = (2�)�n=2 : Es seijP (�) j � 1 f�ur j � j � A ; und wir w�ahlen � 2 D(R) mit �(�) = 1 f�ur j � j � A : Danngilt �u 2 E 0(R) und (1� �)u 2 L1(R) ; also u 2 S 0(R) : F�ur E := F�1u 2 S 0(R) giltdann P (�i ddx)E = � :Aufgabe 5.6 H(x)
 �y und �x 
H(y) :Aufgabe 5.7 F�ur ' 2 D(R2) gilt(@2tEW � c2 @2xEW )(') = EW (@2t '� c2 @2x') = RR2 EW (@2t '� c2 @2x') d2(x; t)= 12c R1�1 R1j x j=c @2t '(x; t) dt dx� c2 R10 R ct�ct @2x'(x; t) dx dt= � 12c R1�1 @t'(x; jx jc ) dx� c2 R10 (@x'(ct; t)� @x'(�ct; t)) dt= �12( R10 1c @t'(x; xc ) dx+ R10 c @x'(ct; t) dt)�12( R10 1c @t'(�x; xc ) dx� R10 c @x'(�ct; t) dt)= �12 R10 (@t'(cu; u) + c @x'(cu; u))du�12 R10 (@t'(�cu; u)� c @x'(�cu; u))du= �12 R10 ddu'(cu; u) du� 12 R10 ddu'(�cu; u) du= 12 '(0; 0) + 12 '(0; 0) = '(0; 0) :Aufgabe 5.8 Es ist R'(�; �) := R �0 R �0 '(x; t) dt dx eine stetige lineare Rechtsinversezu @�@� : E(R2)! E(R2) :Aufgabe 5.9 F�ur  2 S(R4) ist E( ) = 14� R10 vt( t) dtt ; und Aufgabe 3.21 liefertE(Fx ) = 14� R10 vt(Fx t) dtt = 14� R10 Fxvt( t) dtt = R10 RR3 sin tj � jj � j  (�; t) �d� dt : Es folgt(@2t ��)E(Fx ) = E((@2t ��)Fx )) = E(Fx(@2t + j � j2 ))= RR3 R10 sin tj � jj � j (@2t  (�; t) + j � j2 (�; t)) dt �d�= RR3 R10 (j � j sin tj � j �  (�; t)� cos tj � j � @t (�; t)) dt �d�= � RR3 R10 @t(cos tj � j �  (�; t)) dt �d�= RR3  (�; 0)) �d� = Fx (0; 0) = �(Fx ) :Aufgabe 5.10 Es ist E(x; t) = H(t) exp(�i(n� 2)�4 ) (4�t)�n=2 exp(� jx j24it ) eine Fun-damentall�osung in D0(Rn) : Diese ist singul�ar auf der Hyperebene f(x; t) j t = 0g ; derSchr�odinger-Operator ist also nicht hypoelliptisch.



Aufgabe 5.11 Aus P (D)v = 0 folgt P (�)bv(�) = 0 ; also v = 0 ; da bv analytisch ist.Aufgabe 5.13 Nein: F�ur einen Weg 
(t) = �(t)� + i�(t)� von P nach Q in �12 gibtes � 2 R mit �(�) = 0 :Aufgabe 5.14 F�ur degP = m gilt P (�) � h�im :Aufgabe 5.15 F�ur u 2 Cc(
) und kleine " > 0 gilt �" � u; �" � f 2 D(
) ; und f�urx 2 
 gilt im klassischen Sinn@j(�" � u)(x) = RRn u(y) @xj �"(x� y) dy = � RRn u(y) @yj �"(x� y) dy= RRn f(y) �"(x� y) dy = (�" � f)(x) :Mit "! 0 folgt die Behauptung aus Theorem 2.4.Aufgabe 5.17 Den Gevrey-Fall zeigt man wie in Satz 5.14, den reell-analytischenebenso unter Verwendung des Satzes von Cauchy-Kovalevska, vgl. [Treves 1975], sec-tion 3.Aufgabe 5.18 a) Es gen�ugt, k' k2L2 � d2 k @j' k2L2 f�ur ' 2 D(
) zu zeigen. F�urj = n und an := inf fxn 2 R j '(x0; xn) 6= 0g hat man '(x0; xn) = 0 f�ur xn < an undxn > an + d ; f�ur an � xn � an + d gilt'(x0; xn) = R xnan @n'(x0; t) dt ; alsoj'(x0; xn) j2 � (xn � an) R an+dan j @n'(x0; t) j2 dt ;Integration �uber xn und dann �uber x0 liefert daherR an+dan j'(x0; xn) j2 dxn � d22 R an+dan j @n'(x0; t) j2 dt ;R
 j'(x) j2 dx � d22 R
 j @n'(x) j2 dx :b) Nach Satz 5.21 und a) gilt hAujuiL2 = DA(u) � 2nd2 k u k2L2 f�ur u 2 W 10 (
) :Aufgabe 5.19 a) F�ur u 2 W 10 (
) ist D( j; u) = � 1=2j h�j; u iL2 nach (58). Gilt umge-kehrt 1Pj=0�j j h u; �j iL2 j2 <1 ; so konvergiert die Entwicklung (57) in W 10 (
) :b) Es ist R(K) = fKf j f 2 L2(
)g = fu 2 W 10 (
) j Au 2 L2(
)g ; und mit a) folgtauch R(K) = fu 2 L2(
) j 1Pj=0�2j j h u; �j iL2 j2 <1g :c) F�ur f 2 L2(
) ist (A � �jI)u = 1Pi=0(�i � �j) h u; �i iL2 �i = 1Pi=0h f; �i iL2 �i = fgenau dann l�osbar, wenn h f; �i iL2 = 0 f�ur alle i 2 N0 mit �i = �j gilt.d) Ein Separationsansatz u(x; t) = f(x)g(t) liefert f(x)�g(t) + c2Af(x)g(t) = 0 ; al-so �g(t) + �g(t) = 0 f�ur einen Eigenwert � 2 R von c2Af = �f ; f 2 W 10 (
) : DieBehauptung folgt nun durch Entwicklung der Anfangsdaten F und G nach den Ei-genfunktionen dieses Randwertproblems.



e) F�ur (@t + �Ax)u = 0 mit u 2 W 10 (
) und u(x; 0) = F (x) auf 
 verf�ahrt man wiein d). Man erh�alt nun _g(t) + �g(t) = 0 und eine L�osung u(x; t) = 1Pj=0 
j e��j t �j(x) :Aufgabe 6.1 Aus 1Pk=1 k gk kLr <1 folgt 1Pk=1 j gk(t) jr <1 f.�u nach dem Satz von B.Levi. F�ur g(t) := 1Pk=1 gk(t) f.�u. gilt k g � nPk=1 gk kLr ! 0 nach dem Lemma von Fatou.Aufgabe 6.2 a) Die Hilfsfunktion h : t! t1+t aus (1.12) ist monoton wachsend.b) Satz �uber majorisierte Konvergenz.c) F�ur f � 0 sei fn(t) := maxff(t); ng : Dann gilt fn 2 L1(�) und fn ! f punkt-weise, also in M(�) nach b).d) ")\: Auf An(") := ft 2 
 j j fn(t) j � "g gilt j fn(t) j1+j fn(t) j � "1+" ; und daraus folgt�(An(")) � 1+"" �(fn)! 0 :"(\: Es ist RAn(") j fn(t) j1+fn(t) d� � �(An(")) und R
nAn(") j fn(t) j1+fn(t) d� � " �(
) :e) wird wie in Aufgabe 6.1 gezeigt: Aus 1Pk=1 j gk(t) j1+j gk(t) j <1 folgt auch 1Pk=1 j gk(t) j <1 :f) F�ur f 2 Lr(�) ist �(f) � R
( j f(t) j1+j f(t) j)r d� � k f kLr : F�ur u 2 M[0; 1]0 gilt u = 0auf Lr[0; 1] nach Satz 6.5, also u = 0 wegen c).Aufgabe 6.3 Nein: F�ur eine Quotientenabbildung � : `1 ! `2 lassen sich schwacheNullfolgen in `2 wegen des Satzes von Schur 9.37 nicht zu solchen in `1 liften. Es istauch � : `�1 ! `�2 eine Quotientenabbildung nach Aufgabe 8.15 und Satz 8.2.Aufgabe 6.5 Es sei (x�)�2A ein Cauchy-Netz. Zu n 2 N gibt es 
n � 
n�1 in A mitd(x�; x�) � 1n f�ur �; � � 
n : Dann ist (x
n) eine Cauchy-Folge, und ihr Limes istauch der Limes des Netzes (x�)�2A :Aufgabe 6.6 Eine Vervollst�andigung von E ist ein vollst�andiger topologischer Vek-torraum bE ; sodass E zu einem dichten Unterraum von bE linear isomorph ist. DieEindeutigkeit bis auf Isomorphie folgt mittels Aufgabe 1.8.Die Existenz von bE ist klar f�ur metrisierbare R�aume E : Wie auf S. 151 ist ein belie-biger topologischer Vektorraum zu einem Unterraum eines Produktes metrisierbarerR�aume isomorph. Eine Beschreibung von bE im lokalkonvexen Fall liefert Satz 8.16.Aufgabe 6.7 ist klar f�ur metrisierbare R�aume E ; im allgemeinen Fall realisiert manE als Unterraum eines Produktes metrisierbarer R�aume. Einen kurzen Beweis von"(\ mittels Ultra�lter �ndet man etwa in [Jarchow 1981], section 3.5.Aufgabe 6.8 "(c) ) (d)\: Andernfalls gibt es zu x 2 E und V 2 U(E) ein y 2 Vmit u(y) = u(x) : Somit ist z := x� y 2 N(u) und x� z 2 V ; also N(u) dicht in E :Die Implikationen "(a) ) (b) ) (c)\ und "(d) ) (a)\ sind klar.



Aufgabe 6.9 F�ur eine Nullfolge (xn) in E gilt xn = �n yn mit �n ! 0 in R undyn ! 0 in E : Daraus folgt T (xn) = �nT (yn)! 0 in F :Aufgabe 6.10 ergibt sich wie im Fall r = s = 1 (vgl. [GK], Abschnitt 3.1).Aufgabe 6.11 ergibt sich wie im Fall r = 1 (vgl. Abschnitt 13.1 sowie [GK], Ab-schnitte 4.1 und 4.3).Aufgabe 6.13 Nein, man setze etwa Tn = T + 1nI f�ur ein T 2 K(X) :Aufgabe 7.2 F�ur a 2 A �ndet man induktiv ak 2 A und bk 2 B mita = b1 + 12 a1 = b1 + 12 b2 + 14 a2 = � � � = nPk=1 12k�1 bk + 12n an f�ur n 2 N :Es gilt 12n an ! 0 in E ; und Pk�1 12k�1 bk konvergiert in EB gegen b 2 2BEB � 3B :Aufgabe 7.3 F�ur die Einschr�ankung von x0 2 ( bEU)0 auf E gilt j hxjx0i j � C pU(x) ;also x0 2 E 0U� : Die Umkehrung ist auch klar.Aufgabe 7.4 b) Es folgt die Injektivit�at von T ; die Surjektivit�at i. A. nicht (vgl. dieAbschnitte 9.3 und 12.5).Aufgabe 7.5 b) F�ur p 2 H(E) ist p � ik 2 H(Ek) ; also p(ikxk) � pk(xk) f�ur einpk 2 H (Ek ) : F�ur x = (xj) = Pj ijxj 2 E folgt p(x) � Pj p(ijxj) � Pj pj(xj) : DieUmkehrung ist klar. Im allgemeinen Fall kombiniert man (13) mit (12).Aufgabe 7.6 Ein Banachraum mit seiner schwachen Topologie.Aufgabe 7.7 a) Es gibt B 2 B (E) mit rnxn 2 B f�ur alle n 2 N ; und damit folgtxn = 1rn (rnxn)! 0 in EB :b) ergibt sich aus a) und Aufgabe 1.13.c) ")\ Wird B 2 B (E) von A nicht absorbiert, so gibt es bn 2 B mit 1n2 bn 62 A :Dann wird die lokale Nullfolge ( 1nbn) von A nicht absorbiert.Aufgabe 7.8 a) In Aufgabe 7.7 a) ist jetzt K := �frnxng eine kompakte Kugel.b) folgt aus a), c) dann wie in Aufgabe 7.7 c).Aufgabe 7.9 Es seien E = ind(Ek; ik) und � : E ! Q eine Quotientenabbildung.Dann tr�agt Q die induktive lokalkonvexe Topologie des Systems f�ik : Ek ! Qgk2N :Wir de�nieren Fk := kLj=1Ej und vk := kLj=1�ik 2 L(Fk; Q) : F�ur die Quotientenr�aumeQk := vk(Fk) ' Fk=N(vk) gilt Qk � Qk+1 ; die Inklusionen Qk ! Qk+1 sind stetig,und es ist Q = indkQk :Aufgabe 7.10 a) Wir bezeichnen Einheitskugeln in E mit U ; solche in G mit V :Wegen p � � � q auf G ist Vq � V� � Vp : F�ur U := �(Uq [ V�) \ Up gilt dann



Uq � U � Up ; und wir setzen r := pU :b) Einheitskugeln in Q bezeichnen wir mit W : Es ist �(Uq) = Weq � W� � Wep =�(Up) ; und wir setzen U := ��1(W�) \ Up sowie r = pU :Aufgabe 7.11 Man identi�ziert u 2 D0�(
) mit dem Tupel (ujKj) 2 projj D0�(Kj)und benutzt die Regularit�at des induktiven Limes D(
) = indj D(Kj) :Aufgabe 7.12 ergibt sich aus Theorem 7.20.Aufgabe 7.13 Nein; andernfalls w�are ' ein Fr�echetraum im Widerspruch zum Satzvon Baire.Aufgabe 7.14 ergibt sich aus Theorem 7.20.Aufgabe 7.15 ergibt sich ebenfalls aus Theorem 7.20.Aufgabe 7.16 a) ist klar, b) folgt mittels a) wie in Abschnitt 7.5, und auch c) ergibtsich wie dort.Aufgabe 7.17 a) F�ur Banachr�aume E kann man in Beweisteil e) von Theorem 7.22jetzt an Stelle von U auch Cn1;:::;nk nehmen.b) folgt aus a) und der Konstruktion eines strikten Gewebes auf F = indj Fj : MitU(Fj ) = fU (j)n g hat man Cn1 = Fn1 und Cn1;:::;nk = Fn1 \ kTj=2nj U (n1)j :Aufgabe 8.1 b) F�ur N := � (SjM�j )�(F;E) gilt �N = �(SjM�j ) = Tj �(M�j ) ; also(TjMj)� = �(N�) = N :Aufgabe 8.2 ")\: F�ur y2 2 F2 ist T�y2 2 E�1 auf (E1; �(E1; F1)) stetig, und Satz8.2 liefert T�y2 2 F1 :Aufgabe 8.3 a) Aus T (A) � B folgt B� � T (A)� = T 0�1(A�) nach (13), und darausfolgt T 0(B�) � A� : Ist B absolutkonvex und �(E2; F2) -abgeschlossen, so folgt darausT 00( �(A�)) � �(B�) = B ; also auch die Umkehrung T (A) � B :b) ergibt sich sofort aus a).c) Wegen der Symmetrie gen�ugt es, "(\ zu zeigen: F�ur A 2 S1 und C 2 S2 gibt eseine endliche Menge M � F1 mit T 0(C) �M+ 12A� : Nach Satz 8.8 ist A pr�akompaktin �(E1; F1) ; es gibt also a1; : : : ; ar 2 A mit A � Sj(aj + 14 �M) : Daraus folgenA � Sj(aj + 12 ( �M \A)) und T (A) � Sj(Taj + 12 T ( �M \A)) ; und die Behauptungergibt sich dann aus 12 T ( �M \ A)) � �C :F�ur y0 2 C gilt T 0y0 = m+ 12x0 mit m 2M und x0 2 A� ; f�ur x 2 � M \A folgt daherj hTx; y0i j = j hx; T 0y0i j � j hx;mi j+ 12 j hx; x0i j � 32 < 2 :Aufgabe 8.4 "(\: F�ur z 2 E 0� sei N� = fx0 2 E 0 j hx0; zi = �g : Ist nun zjU�f�ur alle U 2 U(E) �(E 0; E) -stetig, so sind alle N0 \U� �(E 0; E) -abgeschlossen. Nach



Voraussetzung tri�t dies dann auch auf N0 zu, und nach Aufgabe 6.8 ist dann z selbst�(E 0; E) -stetig. Nun verwendet man Satz 8.17.")\: Es ist H = N� f�ur ein z 2 E 0� : Nach Satz 8.17 ist zu zeigen, dass zjU� f�ur alleU 2 U(E) �(E 0; E) -stetig ist, und wegen hx0; zi � hy0; zi = 2 hx0�y02 ; zi gen�ugt es, diesin 0 zu zeigen. Andernfalls gibt es M � U� mit 0 2 M� und hx0; zi = � 6= 0 f�ur allex0 2M : Mit N� \ U� ist aber auch N� \ U� �(E 0; E) -abgeschlossen, und wir habeneinen Widerspruch.Aufgabe 8.5 Es sei T eine solche lokalkonvexe Topologie auf E 0 : Nach Satz 8.17 giltdann (E 0;T)0 = E ; also T = T(S) f�ur eine Bornologie S auf E : Nach Aufgabe 8.3 c)sind die Mengen in S pr�akompakt in E :Aufgabe 8.6 F�ur eienen folgenvollst�andigen Raum E de�nieren wir T 2 L(`1; E)durch T (�n) := 1Pn=1�nxn : Mit der Einheitskugel B von `1 ist zu zeigen, dass T (B)in E abgeschlossen ist. Nun gilt T 0y0 = (hxn; y0i) f�ur y0 2 E 0 und somit T 0(E 0) �c0 : Nach Aufgabe 8.2 ist daher T : (`1; �(`1; c0)) ! (E; �(E;E 0)) stetig, und nachTheorem 8.6 ist T (B) schwach kompakt in E :Aufgabe 8.7 a) F�ur y0 2 E 0 gilt j h(xj); y0i j � supj2A pj(xj) mit einer endlichenIndexmenge A � J und pj 2 H(Ej) : Dies zeigt y0 = Lj2A y0j mit y0j 2 E 0j :b) F�ur W 2 W(E 0) gilt �j(W ) 2 W(E 0j) und W � Lj2A �j(W ) f�ur eine endlicheIndexmenge A � J :c) F�ur K 2 K(E) gilt �j(K) 2 K(Ej) und K � Qj2J �j(K) : Entsprechendes giltnicht f�ur endliche Mengen. In der Tat kann etwa die `1 -Norm auf ' = Lj2N K nichtdurch eine Halbnorm der schwachen Topologie �('; !) abgesch�atzt werden.Aufgabe 8.8 a) Mit UE1 (0) ist auch UQ1 (0) = �UE1 (0) schwach kompakt.b) Man kann o. E. die Separabilit�at von E annehmen und dann Satz 1.4 verwenden.Aufgabe 8.9 Etwa E� f�ur einen re
exiven Banachraum E :Aufgabe 8.10 a) F�ur U 2 U(E) ist die Menge fT 0(U�) j T 2 Gg in F 0 gleichstetigaufgrund von (11). Nun verwendet man Aufgabe 8.3 a).b) folgt sofort aus a).c) Eine Cauchy-Folge in L�(F;E) ist nach b) gleichstetig, und ihr punktweiser Limesexistiert.d) Eine Cauchy-Folge in L�(F;E) ist nach Satz 7.8 in L�(F;E) beschr�ankt, alsoebenfalls gleichstetig.Aufgabe 8.11 Zu Vk 2 U(E) gibt es Uk 2 U(F ) mit T (Uk) � Vk : Nach Aufgabe1.12 a) gibt es �k > 0 ; sodass Sk �kU�k im Fr�echetraum F 0� beschr�ankt ist. Nach (11)ist diese Menge gleichstetig; es gibt also U 2 U(E) mit �kU�k � U� f�ur alle k : Es folgtU � ��1k Uk und T (U) � ��1k Vk f�ur alle k 2 N ; d. h. T (U) ist beschr�ankt.



Ein metrisierbarer (DF ) -Raum ist also bereits normierbar.Aufgabe 8.12Mit einem Fundamentalsystem fB1 � B2 � : : :g beschr�ankter Mengenin B (F ) setzt man einfach Cn1;:::;nk := Tkj=1Bnj :Aufgabe 8.13 Nein, da man nicht wei�, ob die Mengen Cn abgeschlossen sind.Aufgabe 8.14 a) F�ur S 2 S1 ist �0(S�) o�en; es gibt also T 2 S2 mit T � � �0(S�)und S \G � �(�0(S�)) � �(T �) = T :b) F�ur S 2 S1 ist T := S\G 2 S2 ; und es gilt (�T )� = (S\G)� = �(S� [G�)�(E0;E) =12 S� +G�T(S1) ; da ja (E 0;T(S1))0 = E gilt. Da S� eine T(S1) -Nullumgebung in E 0ist, folgt weiter S� +G�T(S1) � S� + G� + S� � 2(S� + G�) ; also (�T )� � S� + G�und T � � �0((�T )�) � �0(S�) :Aufgabe 8.15 folgt aus Satz 8.24 und Aufgabe 8.14.Aufgabe 8.16 a) Es ist G0� ein Fr�echetraum. Zu einer Nullfolge (x0n) in G0� gibt esnach Aufgabe 1.13 Nullfolgen (�n) in R und (y0n) in G0� mit x0n = �n y0n : Wegen(11) ist die Menge fy0ng in G0 gleichstetig, und der Satz von Hahn-Banach liefert einegleichstetige Menge f�0ng in E 0 mit �0(�0n) = y0n f�ur n 2 N : Es folgt �0n := ��1n �0n ! 0in E 0� und somit x0n = �0�0n ! 0 in der Quotiententopologie �0(E 0�) auf G0 :b) Wir k�onnen G = E annehmen. Dann ist �0 bijektiv, und wir verwenden a).c) folgt aus b) mit E = bG :d) Die R�aume Cm(
) sind quasivollst�andig, die die induktiven Limiten regul�ar sind(vgl. Aufgabe 7.14).Aufgabe 8.17 ")\ ergibt sich durch Induktion �uber r :Aufgabe 8.18 Wegen der Re
exivit�at von X und Satz 8.32 ist UX der schwacheAbschluss von co(@eUX) ; aufgrund der Folgerung zu Theorem 8.29 sogar der Norm-Abschluss.Aufgabe 8.19 a) F�ur X = `1 ist @eU = f(xk) j j xk j = 1 f�ur alle kg ; f�ur X = `1 ist@eU = f�kek j j�k j = 1 f�ur alle kg ; f�ur X = L1[a; b] und X = K(H) ist @eU = ; :b) ergibt sich f�ur X = `1 mittels a).c) Es seien x 2 U ; y1; : : : ; yr 2 `2 und G := [y1; : : : ; yr] : Wir w�ahlen � � 0 ; sodassz := PGx + �(I � PG)x die Norm 1 hat; dann ist z 2 @eU und hx � zjyji = 0 f�urj = 1; : : : ; r :Aufgabe 8.20 Es ist f : x = (xj) 7! 1Pxj eine stetige Linearform auf `1 ; durchT : (x0; x1; : : :) 7! (�f(x); x0; x1; : : :) wird ein Isomorphismus von `1 auf Y de�niert.F�ur x 2 @eUY muss j xj j = 0 oder j xj j = 1 f�ur alle j gelten; wegen k x k = 1 undf(x) = 0 ist dies unm�oglich.



Aufgabe 8.21 a) Es sei z 2 @e(coK) : F�ur U 2 U(E) gibt es x1; : : : ; xr 2 Kmit K � Sj(xj + U) : Mit den kompakten Mengen Kj := co(K \ (xj + U)) giltcoK = co(SjKj) : Daher gilt z = rPj=1�jzj mit zj 2 Kj und �j � 0 ; rPj=1�j = 1 :Nach Aufgabe 8.17 gibt es j mit z = zj 2 Kj � K + U : Somit ist z 2 K ; also auchz 2 @eK :b) Es ist �K = coL mit der kompakten Menge L := Sf�K j j� j = 1g : Nun seiy 2 @e(�K) : Nach a) gilt dann y 2 L ; also y = �z f�ur ein z 2 @eK und ein � 2 Cmit j� j = 1 :Aufgabe 8.22 a) "�\: Die Menge W := f� 2 C(T )0 j � � 0 und k� k = 1g istkompakt und Extremalmenge von U ; es gen�ugt daher, �t 2 @eW zu zeigen. Dazu sei�t = 12(�1+�2) mit �k 2 W : F�ur f 2 C(T ) mit f(t) = 0 gilt f = f1� f2 mit fj � 0und fj(t) = 0 : Aus �t(fj) = 0 folgt dann �k(fj) = 0 wegen �k(fj) � 0 ; also auch�k(f) = 0 : Dies impliziert �1 = �2 = �t :"�\: F�ur M := f�t j t 2 Mg gilt U = ( �M)� = �M ; und man verwendet Aufgabe8.21 b).b) ")\ wurde in [GK], Satz 2.8 gezeigt. "(\: Es ist � : T ! (M;�(C(T )0; C(T )))eine Hom�oomorphie, und dieser Raum ist metrisierbar aufgrund der S�atze 1.4 und 1.1.c) "(\: Eine Isometrie u : C(T;R) ! C(S;R) induziert nach a) eine Hom�oomorphieu0 :MS !MT oder u0 :MS ! �MT :Aufgabe 8.23 folgt sofort aus dem Satz von Stone-Weierstra�.Aufgabe 9.1 a) ist klar (vgl. [GK], Satz 13.1), b) folgt sofort aus a).Aufgabe 9.2 a) T ist genau dann abschlie�bar, falls f�ur ein Netz (x�) in D(T ) mitx� ! 0 in E und Tx� ! y in F stets y = 0 folgt.b) vgl. [GK], Satz 13.6.Aufgabe 9.3 Es ist (34), (11) klar. F�ur Banachr�aume bedeuten diese BedingungenkT 0y0 k � 1) k y0 k � � f�ur ein � > 0 ; also k y0 k � �kT 0y0 k f�ur alle y0 2 D(T 0) :Aufgabe 9.4 ")\: Es gibt ein wachsendes Fundamentalsystem fpng von Halbnormenauf E mit E 0pn 6= E 0pn+1 : Man w�ahlt x0n 2 E 0pn+1nE 0pn und verwendet Satz 9.11.Aufgabe 9.5 a) Mit den Basisfunktionen feikxgk2Z von E2�(R) sind die Matrix-Elemente gegeben durch ajk = (ik)j f�ur k 2 Z und j 2 N0 :b) Durch � : f 7! (@�f(0))�2Nn0 wird eine Surjektion � : E2�(Rn)! !n ' ! de�niert.Aufgabe 9.6 Beim Satz von Borel sind die exakten Zeilen in Theorem 9.14 gegebendurch 0 �! Gn �! Cn2�(R) �n�! K n+1 �! 0 mit �n : f ! (f (k)(0))0�k�n : Zu zeigenist die Dichtheit von Gn+1 in Gn : Zu f 2 Gn und " > 0 gibt es h 2 E2�(R) mitk f � h kCn � " ; insbesondere auch j h(k)(0) j � " f�ur k = 0; : : : ; n : Nun w�ahlt man



�k 2 E2�(R) mit �k(x) = xkk! f�ur x nahe 0 und k �k kCn � C f�ur 0 � k � n sowiej h(n+1)(0) j k �n+1 kCn � " : F�ur g(x) := h(x)�n+1Pk=0 h(k)(0)�k(x) gilt dann g 2 Gn+1 undk h� g kCn � (Cn+ 1) " :Beim Interpolationssatz verf�ahrt man so �ahnlich und verwendet dabei den Approxi-mationssatz von Runge (vgl. S. 330) und endliche Interpolation.Aufgabe 9.7 siehe [H�ormander 1964], section 3.4.Aufgabe 9.8 siehe [H�ormander 1964], sections 3.4 und 3.5.Aufgabe 9.9 Auf den surjektiven Operator P (D) 2 L(DP (D); Hs;loc(
)) wendet manSatz 9.28 an.Aufgabe 9.10 Nach (7.13) und Satz 9.32 ist ein Fundamentalsystem auf D(
) gege-ben durch fprj(') = 1Pj=0 Pj� j�rj sup
 j @�(�j(x)'(x)) jg :Aufgabe 9.11 F�ur c 2 R betrachtet man H+c := f� 2 Rn j h�jni � cg und H�c :=f� 2 Rn j h�jni � cg ; dann hat P (D) 2 L(E(H�c )) Inverse R�c 2 L(E(H�c )) : F�urc > 0 sei f�+; ��g eine der �Uberdeckung H+�c [ H�c untergeordnete C1 -ZdE; dannde�niert man R 2 L(E(Rn)) durch R(') := R+�c(�+') +R�c (��') :Aufgabe 9.12 Dies zeigt man wie Satz 9.34.Aufgabe 9.13 siehe [GK], Satz 9.18.Aufgabe 9.14 Die Bilder der Einheitsvektoren bilden eine beschr�ankte Menge in Q ;die zu einer solchen in E zu liften sind. F�ur Fr�echetr�aume E ist dies m�oglich, wennQ ein Montelraum ist (Satz 8.27) oder wenn G quasinormabel ist (vgl. [Meise undVogt 1992], Satz 26.17).Aufgabe 9.15 siehe [GK], Satz 10.12; dort wird in der Tat Isometrie bewiesen.Aufgabe 9.16 a) Man de�niert TU : F ! `1(U�) durch TUx := (hx; x0i)x02U� underh�alt eine Isomorphie T = (TU)U2U(F ) von F in QU2U(F ) `1(U�) :b) Der Produktraum in a) ist injektiv.c) Ein Banachraum F ist isometrisch zu einem Unterraum des P1 -Raums `1(U�) :Aufgabe 9.17 a) Es gilt genau dann f � g in L1(
) ; wenn R
 f' d� � R
 g' d� f�uralle 0 � ' 2 L1(
) ist. F�ur eine Menge M� L1(
) mit f � g f�ur alle f 2 M setztman h'; si := supf2M R
 f' d� f�ur 0 � ' 2 L1(
) und setzt s zu einer Linearform inL1(
)0 �= L1(
) fort. Man kann auch �ahnlich wie im Beweis von Satz 9.35 argumen-tieren.b) " l1 ) l2 \: F�ur eine Menge M � C(K) mit f � g f�ur alle f 2 M setzt manh(x) := supf2M f(x) und dann s(x) := inf ft(x) j h � t 2 C(K)g : Dann ist h nachunten und s nach oben halbstetig, und die Voraussetzung �uber K impliziert die Ste-



tigkeit von s :" l2 ) l3 \ ergibt sich wie im Beweis des Satzes von Hahn-Banach." l3 ) l1 \ Es gibt eine Projektion P : `1(K) ! C(K) mit kP k = 1 ; und dieseist positiv, d. h. es ist Pf � 0 f�ur f � 0 : F�ur eine o�ene Menge U � K ergibt sich�U = P (�U) 2 C(K) ; und U ist o�en.Aufgabe 9.18 Andernfalls gibt es verschiedene Punkte xn 2 K mit xn ! x in K : Esseien U"n(xn) zueinander disjunkte o�ene Kugeln. Dann ist D := Sn U"2n(x2n) o�enund x 2 D ; D also nicht o�en.Aufgabe 10.1 Einer linearen Abbildung u 2 Le(F 0�; E) entspricht die BilinearformB 2 B(E 0�; F 0�) ; B(x0; y0) := huy0; x0i :Aufgabe 10.2 "�\: Es sei T 2 X "Y = Le(Y 0�; X) : Da UY 0 in Y 0� kompakt ist, giltT 2 K(Y 0; X) : Weiter ist T 0 : X 0� ! Y stetig und daher auch T = T 00 : Y 0� ! X� :"�\: F�ur T 2 L(Y 0�; X�) ist T 0 : X 0� ! Y � stetig, und wegen T 2 K(Y 0; X) undkT 0x0 k = sup fj hT 0x0; y0i j j k y0 k � 1g = sup fj hTy0; x0i j j k y0 k � 1g ist auchT 0 : X 0� ! Y stetig. Nun folgt T 2 X "Y aus Satz 10.3.Aufgabe 10.3Dies folgt aus dem letzten Satz von Abschnitt 8.1. Weiter ist `1;�(M;F )der Raum der F -wertigen Funktionen auf M mit pr�akompaktem Bild.Aufgabe 10.4 a) Die erste Aussage folgt wieder aus dem Prinzip der gleichm�a�igenBeschr�anktheit bzw. dem letzten Satz von Abschnitt 8.1. F�ur die weiteren Aussagensollte F vollst�andig sein; man argumentiert dann wie in Satz 10.1.b) Es ist ���(K;F ) = ff 2 ��(K;F ) j ff(s)�f(t)d(s;t)� j s 6= tg ist pr�akompakt in Fg und���(K;F ) = ff 2 ��(K;F ) j limd(s;t)!0 f(s)�f(t)d(s;t)� = 0 bzgl. �(F; F 0)g :Aufgabe 10.5 Es ist ! "F = Le(F 0�; !) ' ((F 0�)0)N0 ' F N0 ; und ! hat die A.E.Aufgabe 10.6 Man de�niert S(Rn ; F ) als Raum aller Funktionen  2 E(Rn ; F ) mit8 q 2 H (F ) 8 k 2 N0 : qk( ) := supj� j�k supx2Rnhxik q(D� (x)) <1 :Dann ist S(Rn ; F ) = S�(Rn ; F ) nach dem letzten Satz von Abschnitt 8.1. Da S(Rn)ein Montelraum ist, folgt S�(Rn ; F ) = S�(Rn ; F ) aus Satz 10.6, und f�ur vollst�andigeR�aume F verwendet man Satz 10.5. Die letzte Aussage folgt dann mit (17).Aufgabe 10.7 Man argumentiert wie in Abschnitt 10.1. Analoges gilt nicht f�ur Cm -Funktionen im Fall m 2 N ; so ist etwa C1(R) b
 " C1(R) der Raum der Funktionenf 2 C1(R2) ; f�ur die auch die gemischte zweite Ableitung @x@yf stetig auf R2 existiert.Aufgabe 10.8 a) Es sei fpjgj2N ein wachsendes Fundamentalsystem von Halbnor-men auf E mit den Quotienten-Halbnormen fepjgj2N auf Q : F�ur y = (yk) 2 s(N0 ; Q)



und j 2 N w�ahlen wir Zahlen nj > nj�1 2 N mit kj epj(yk) � 2�j f�ur k � nj :Dann w�ahlen wir Vektoren xk 2 E mit �xk = yk f�ur k 2 Zn und pj(xk) � 2 epj(yk)f�ur nj � k < nj+1 : Dann gilt kj xk ! 0 in E f�ur k ! 1 und alle j 2 N ; alsox := (xk) 2 s(N0 ; E) :b) Nach a) und Satz 10.8 kann man periodische C1 -Funktionen liften. Nun sei fUjgeine lokalendliche �Uberdeckung von 
 durch o�ene Kugeln und f�jg eine unterge-ordnete C1 -Zerlegung der Eins. F�ur f 2 E(
; Q) betrachten wir �jf 2 D(Uj; Q) als2�` -periodische Funktion und konstruieren dazu ein Lifting gj 2 E2�`(Rn ; E) : Nunw�ahlen wir �j 2 D(Uj) mit �j�j = �j : F�ur f_ := Pj �jgj 2 E(
; E) gilt dann�f_ = Pj �j�gj = Pj �j�jf = Pj �jf = f :Aufgabe 10.10 Es gibt � 2 H(
) mit �g 2 H(
; Q) : Mittels Satz 10.14 liftet man�g nach E und dividiert wieder durch � :Aufgabe 10.11 a) Man setzt pK(f)2 := RK j f(z) j2 d� f�ur kompakte K � 
 ; mittelsCauchy-Formel ergibt sich supK j f(z) j � C" pK"(f) f�ur f 2 H(
) und kleine " > 0 :Nun verwendet man Satz 10.18.b) Es sei f
ngn2N eine relativ kompakte Aussch�opfung von 
 wie in (1.2). Aus a) undem Approximationssatz von Runge folgt die Dichtheit von H(
; F ) in H(
n; F ) f�urn 2 N : Daher kann man wie in Satz 9.15 verfahren.Aufgabe 10.12 ergibt sich aus den S�atzen 10.17 und 10.9: F�ur einen Banachraum Fist Cm(
)
 F dicht in Cm(
) " F ' Cm(
; F ) :Aufgabe 10.13 a) Es ist A(K;F ) = ff 2 C(K;F ) ' C(K) " F j �(f)(F 0) � A(K)g 'A(K) " F aufgrund von Satz 10.11. Weiter wird die " -Topologie auf R(K) 
 Fvon R(K;F ) induziert. F�ur f 2 H(K;F ) gibt es eine Umgebung U von K mitf 2 H(U; F ) ' H(U) b
"F ; und daher l�asst f sich durch Funktionen in H(U) 
 Fapproximieren. Somit ist R(K)
 F dicht in R(K;F ) :b) F�ur f 2 A(D;F ) ; 0 < r < 1 und fr(z) := f(rz) gilt fr 2 H(D;F ) ; und man hatk f � fr kD ! 0 f�ur r ! 1 :c) folgt nun aus a) und Satz 10.17.Aufgabe 10.14 a) Die Ces�aro-Mittel (vgl. [GK], Abschnitt 5.1) de�nieren lineareOperatoren �n : A(D) ! [1; z; : : : ; zn] � A(D) mit k �n k � 1 ; und der Satz vonFej�er liefert k f � �n(f) k ! 0 f�ur n!1 :b) Mit Operatoren wie im Beweis von Satz 9.35 argumentiert man �ahnlich wie imBeweis von Satz 10.16 b), vgl. etwa [Jarchow 1981], 18.5.Aufgabe 10.15 �p(A)0 ' fy = (yj) j 9 k 2 N0 : k y k�k := ( 1Pj=0 a�qj;k j yj jq) 1=q <1g f�ur1 < p <1 und entsprechend f�ur `1(A)0 und c0(A)0 :Aufgabe 10.16 "(\: Es ist fxng linear unabh�angig, und durch Pm( nPj=1�jxj) :=



mPj=1�jxj werden Projektionen Pm : [xn] ! [xn]n�m mit kPm k � C de�niert. Diesesetzt man zu Projektionen Pm : X ! [xn]n�m fort, und wegen limm!1Pmx = x f�urx 2 [xn] gilt dies auch f�ur alle x 2 X :F�ur ")\ zeigt man, dass der Raum ([xn]; k k�) vollst�andig ist und verwendet dannden Graphensatz, vgl. etwa [Albiac und Kalton 2006], section 1.1.Aufgabe 10.17 a) Der Raum [�n]n2N enth�alt alle charakteristischen Funktionen vonIntervallen [j2�k; (j+1)2�k] und ist daher dicht in Lp[0; 1] : Weiter gilt die Bedingungaus Aufgabe 10.16 mit C = 1 zun�achst f�ur n = m + 1 und dann f�ur alle n > m ;dabei benutzt man die elementare Absch�atzung j a+ b jp + j a� b jp � 2 j a jp :b) Der Raum ['n]n2N enth�alt alle stetigen st�uckweise linearen Funktionen auf [0; 1]mit "Knicken\ in den Punkten j2�k und ist daher dicht in C[0; 1] : Die Bedingungaus Aufgabe 10.16 gilt wieder mit C = 1 zun�achst f�ur n = m + 1 und dann f�ur allen > m :Aufgabe 10.18 Es seien P : E ! G eine stetige Projektion und Y ein Banachraum.Zu u 2 G"Y � E "Y gibt es ein Netz v
 in E 
 Y mit v
 ! u : Dann gilt o�enbar(P 
 I)v
 2 G
 Y und (P 
 I)v
 ! (P " I)u = u :Aufgabe 10.19 (E 0�)0� = E bedeutet, dass jede absolutkonvexe �(E 0; E) -kompakteMenge in E 0 gleichstetig ist; dies ist der Fall f�ur Mackey-R�aume. Nach Satz 10.17 istdie A.E. von E �aquivalent zur Dichtheit von E 
 E 0� in E "E 0� ; im Fall (E 0�)0� = Ealso auch zu der von E 0� : F�ur Montelr�aume gilt E 0� = E 0� :Aufgabe 10.20 siehe etwa [Jarchow 1981], 16.3 und 15.4.Aufgabe 10.21 Lemma 10.19 liefert die in Satz 8.16 ben�otigte Dichtheitsaussage, dadie Polaren U� absolutkonvex und schwach*-kompakt sind.Aufgabe 10.22 a) Wir w�ahlen xj = 1j ej mit den Einheitsvektoren ej von `p : F�urx0 = (x0j) 2 `q gilt 1Pj=1 j hxj; x0i j = 1Pj=1 1j j x0j j <1 nach der H�olderschen Ungleichung.b) Eine Familie x : I ! E hei�t summierbar, Notation: x 2 `1fI; Eg ; wenn es zu" > 0 und p 2 H(E) eine endliche Indexmenge I0 2 E(I) gibt, sodass f�ur I 0 2 E(I)mit I 0 \ I0 = ; stets p(Pi2I0 xi) � " gilt.F�ur x 2 `1fI; Eg zeigt man die Stetigkeit von �(x) : E 0� ! `1(I) mittels Aufgabe 8.5.Durch � : x 7! �(x) wird `1fI; Eg mit einem Unterraum von `1(I) "E identi�ziert,und die induzierte Topologie ist durch die Halbnormen "p(x) := supx02U�p Pi2I j hxi; x0i j ;p 2 H(E) ; gegeben. F�ur u 2 `1(I) "E de�niert man xi := u0(�i) f�ur i 2 I und erh�altx 2 `1fI; Eg sowie �(x) = u ; somit ist � auch surjektiv.Die Aussage �uber absolutsummierbare Familien ist ein Spezialfall von Satz 10.26.Aufgabe 10.23 ergibt sich wie im skalaren Fall Yn = K f�ur alle n 2 N (vgl. [GK],



Abschnitt 9.4).Aufgabe 10.24 F�ur x 2 `2[0; 1] gilt Pt2[0;1] j hxjeti j2 <1 ; also hf(t)jxi 6= 0 nur f�urabz�ahlbar viele t 2 [0; 1] : Da die Werte von f nicht f.�u. in einem separablen Teilraumvon `2[0; 1] liegen, ist f nicht messbar.Aufgabe 10.25 a) Man verf�ahrt wie im skalaren Fall (vgl. [GK], Satz A.3.14).b) folgt aus dem Theorem 9.29 von Bartle und Graves.Aufgabe 10.26 a) Es sei t = Pk �k 
 �k = 0 in H 
 G ' L(G;H) : F�ur y 2 Gfolgt dann Pkhyj�ki �k = t(y) = 0 und somit auch Pkhxj�ki hyj�ki = hxjt(y)i = 0 f�urx 2 H : Somit ist das Produkt wohlde�niert; es ist auch de�nit: Ist t 2 H 
 G mithtjti = 0 ; so schreiben wir t = Pi;j cij ei 
 fj mit orthonormalen Vektoren feig in Hund fj in G und erhalten Pi;j j cij j2 = 0 :b) O�enbar ist fei
 fjg ein Orthonormalsystem in H b
2G ; und Fourier-Entwicklungzeigt H 
G � [ei 
 fj] :c) Es seien ffjg und feig Orthonormalbasen der R�aume L2(
) und H : F�ur Tensorent = Pj;i cji fj(s)
 ei 2 L2(
)
H gilt k t k22 = Pj;i j cji j2 = R
 k t(s) k2H d� ; und daherinduziert L2(
; H) auf L2(
) 
H die Norm k k2 : Nach b) ist L2(
) 
H dicht inL2(
; H) : Die andere Aussage ergibt sich genauso.d) Man hat f(t) = Pi fi(t) ei mit fi(t) = hf(t)jeii und bf(k) = R ��� f(t)e�ikt �dt =Pi bfi(k) ei ; also Pk k bf(k) k2 = Pk;i j bfi(k) j2 = Pi R ��� j fi(t) j2 �dt = R ��� j f(t) j2 �dt :Aufgabe 10.27 F�ur 1 � p < 1 und tj ! t gilt �(tj + s) ! �(t + s) in Lp nachAufgabe 2.7. Es ist bf(k) = R ��� �(t+ s) e�ikt �dt = R ��� �(u) e�iku �dt eiks = b�(k) eiks ; undes gilt Pk k bf(k) k2 <1 nur f�ur p � 2 :Aufgabe 11.1 F�ur T 2 Sp(X; Y ) und " > 0 gibt esm 2 N mit 1Pj=m+1�j(T )p < "p : Esfolgt m�2m(T )p � 2mPj=m+1�j(T )p < "p ; und wir w�ahlen F 2 F(X; Y ) mit rkF � 2mund m kT �F kp < "p : Es folgt �2m+k(T �F ) � �k(T )+�2m(F ) = �k(T ) und somit1Pj=0�j(T � F )p � 3mPj=0�j(T � F )p + 1Pk=m+1�k(T )p � (3m+ 1) kT � F kp + "p � 5 "p :Aufgabe 11.2 a) ")\: Zu " > 0 gibt es P = P 2 2 L(X) mit rkP < 1 undkT jN(P ) k � " : Zu � := min f "kT k ; 1g > 0 gibt es x1; : : : ; xr 2 U = U 1(0) ; sodassfPx1; : : : ; Pxrg ein � -Netz von P (U) ist. Dann ist fTx1; : : : ; Txrg ein 4" -Netz vonT (U) :"(\: Zu " > 0 gibt es ein " -Netz fTx1; : : : ; Txrg von T (U) : Nun w�ahlen wiry0j 2 Y 0 mit k y0j k = 1 und kTxj k = j hTxj; y0j i j = j h xj; T 0y0j i j : F�ur den RaumN := Trj=1N(T 0y0j) gilt codimN � r ; und f�ur x 2 U \ N gibt es ein j 2 f1; : : : ; rgmit kTx k � "+ kTxj k � "+ j hTxjjy0j i j � "+ j h (Txj � Tx)jy0j i j � 2" :



b) Nach De�nition ist cj(T ) unabh�angig von einer "Erweiterung\ des Zielraums.c) F�ur i0 : `1 ! c0 ist �j(i0) � k i0 k � 1 f�ur j � 0 : F�ur F 2 F(`1; c0) und " > 0 gibtes ein " -Netz fy1; : : : ; yrg von i0(U) : Mit yi = (yik)k2N0 gibt es n 2 N mit j yin j � "f�ur i = 1; : : : ; n : Wir w�ahlen ` mit kFen�y` k � " f�ur den n -ten Einheitsvektor underhalten k i0 � F k � k en � Fen k � k en � y` k � " � j 1� y`n j � " � 1� 2 " :Mit e := (1; 1; 1; : : :) 2 `1 �= `01 de�nieren wir F1 := 12 e 
 e 2 L(`1; `1) : Dann istrkF1 = 1 ; und f�ur i1 : `1 ! `1 gilt �j(i1) � k i1 � F1 k = 12 f�ur j � 1 : Nun seiF 2 L(`1; `1) mit 
 := k i1 � F k < 12 : Mit Fei = (yik) gilt dann j �ik � yik j < 
 ;f�ur i 6= k also kFei � Fek k � j yik � ykk j = j 1� yik � (1� ykk) j � 1� 2
 : Somit istF (U) nicht pr�akompakt, und es gilt F 62 F(`1; `1) :Aufgabe 11.3 a) F�ur F 2 L(X; Y ) mit rkF � j ist codimN(F ) � j und k T jN(F ) k =k (T � F )jN(F ) k � kT � F k ; also cj(T ) � kT � F k :b) F�ur Hilbertr�aume X vgl. [GK], Satz 12.12. Nun seien Y ein P1 -Raum, " > 0 undXj � X mit codimXj = j und k T jXj k � (1 + ") cj(T ) : Es gibt eine FortsetzungS 2 L(X; Y ) von T jXj mit kS k � (1 + ") cj(T ) : Dann ist rk(T � S) � j ; und esgilt �j(T ) � kT � (T � S) k � (1 + ") cj(T ) :c) vgl. [GK], S. 179, dann cj(T ) = cj(�T ) = �j(�T ) :d) Es sei Y ein P1 -Raum. F�ur T 2 K(X; Y ) gilt cj(T ) ! 0 nach Aufgabe 11.2 a),also auch �j(T )! 0 nach b). Nun verwendet man Satz 10.20.Aufgabe 11.4 F�ur eine ONB feigi2N von L2(
) ist fei(t)ej(s)gi;j2N eine ONB vonL2(
2) ; und es folgt Pi kSei k2 = Pi;j j hSeijeji j2 = Pi;j j b�(i; j) j2 <1 :Aufgabe 11.5 a) F�ur x 2 H und t 2 K gilt Tx(t) = hTx; �t i = h x; T 0�t i =h xjj�1H T 0�t i mit der kanonischen Isometrie jH : H ! H 0 : F�ur eine Orthonormal-basis feigi2I von H gilt daher f�ur jede endliche Indexmenge I 0 � I : mPi=1 k jTei k2 =mPi=1 RK jTei(t) j2 dt = RK mPi=1 j h ei; j�1H T 0�t i j2 dt � RK k j�1H T 0�t k2 dt � �(K) kT 0 k2 =�(K) kT k2 aufgrund der Besselschen Ungleichung.b) Nach der L�osung von Aufgabe 10.11 a) ist eine Cauchy-Folge in A2(
) auch einesolche in H(
) :c) Nach der L�osung von Aufgabe 10.11 a) ist � 2 L(A2(
); C(!)) ; nach a) also� 2 S2(A2(
); L2(!)) :d) folgt mit Satz 11.2 c) durch "Dazwischenschieben\ weiterer relativ kompakter o�e-ner Mengen.Aufgabe 11.6 a) Es ist �(i) � k i k = 1 : Mit M := fy = (yj) 2 Rn j yj = �1g gilti = 2�n Py2M y 
 y und somit �(i) � 1 :b) Mit �n := (�1; : : : ; �n; 0; 0; : : :) gilt �(D�n) � supj�n j�j j wegen a). Ebenso folgt�(D�n�D�m) � supm<j�n j�j j f�ur m < n ; und (D�n) ist Cauchy-Folge in N(`1; `1) :



Wegen der Vollst�andigkeit dieses Raumes folgt D� = limn!1D�n 2 N(`1; `1) und�(D�) � k� ksup : Umgekehrt ist �(D�) � kD� k = k� ksup :Aufgabe 11.7 "(\: Mit x0j = (ajk)k 2 `1 �= `01 gilt o�enbar T = Pj x0j 
 ej und�(T ) � Pj k x0j k k ej k = Pj supk j ajk j :")\: Zu " > 0 sei T = Pj y0j
yj mitPj k y0j k k yj k � �(T )+" : Mit y0j = (�jk) 2 `1und yj = (�jk) 2 `1 gilt Tx = Pj(Pk �jk xk P` �j`e`) = P`(PkPj �jk �j` xk) e` =:P`(Pk a`k xk) e` und P` supk j a`k j � P` k y 0̀ k k y` k � �(T ) + " :Aufgabe 11.8 Es seien T = Pj x0j 
 yj 2 N(X; Y ) und S = Pk y0k 
 zk 2 N(Y; Z)mit (k x0j k) ; (k yj k) ; (k y0k k) ; (k zk k) 2 `2 : Wir de�nieren dann Operatoren A 2L(X; `2) ; B 2 L(`2; Z) und M 2 L(`2) durch Ax := (h x; x0j i)j ; B(�k)k := Pk �k zkund die Matrix (h yj; y0k i)jk : Dann gilt ST = BMA ; und wegen Pj;k j h yj; y0k i j2 �Pj k yj k2 �Pk k y0k k2 <1 ist M 2 S2(`2) :Aufgabe 11.9 Zu " > 0 sei T = Pj z0j
yj mitPj k z0j k k yj k � �(T )+ " : Man setztdann z0j 2 G0 mit dem Satz von Hahn-Banach zu x0j 2 X 0 mit k x0j k = k z0j k fort.Aufgabe 11.10 c) Mit ck := k x0k k k yk k ist �j(T ) � 1Pj=k ck und o.E. (ck) fallend. Esgilt kcpk ! 0 ; also ck �Mk� 1p und �j(T ) �Mj1� 1p :Aufgabe 11.11 ergibt sich sofort aus Formel (35).Aufgabe 11.12 Die letzte Gleichung ist i. A. falsch, da f�ur �(F ) das In�mum �uberalle auch unendlichen Darstellungen des Operators F gebildet werden muss.Aufgabe 11.13 siehe [Lindenstrau� und Tzafriri 1977], 1.e.8.Aufgabe 11.14 siehe etwa [Meise und Vogt 1992], 16.24 und 16.26.Aufgabe 11.15 a) Man "multipliziert\ die beiden nuklearen Reihenentwicklungen.b) F�ur p 2 H(E) ; q 2 H(F ) und r = p
� q 2 H(E 
� F ) gilt (E 
� F )r = Ep 
 Fq :Nach a) ist E b
�F nuklear, und dies gilt dann auch f�ur dessen Unterraum E "F : .Aufgabe 11.16 a) Es gibt q 2 H(E) ; sodass b�pq : bEq ! bEp nuklear ist. F�ur x 2 Egilt also �px = Pj2Nh�qx; �0ji�j in bEp ; also Ep � [�j]j2N :b) Nach Satz 7.9 und a) ist E ,! Qn2N bEpn separabel.Aufgabe 11.17 a) Es ist Sx = Pj sj hxjeji fj mit Orthonormalsystemen fejg inH und ffjg in G und Pj s2j < 1 : F�ur 1 � p � 2 setzen wir Apx := (sj hxjeji)und Bp(�j) := Pj �j fj ; f�ur p > 2 und p = 0 statt dessen Apx := (hxjeji) undBp(�j) := Pj sj�j fj :b) Zu q 2 S(E) gibt es q � r 2 S(E) mit b�qr 2 S2( bEr; bEq) ; mit dem in a) dazukonstruierten Operator setzt man dann eqp(x) := kAp�rx k f�ur x 2 E :



Aufgabe 11.18 a) Es seien E ein Schwartzraum und B 2 B(E) : Dann sind alle�qB beschr�ankt, also alle �pB kompakt in bEp : Ist nun E ,! Qp bEp vollst�andig, so istB relativ kompakt in E : Die Umkehrungen gelten nicht.b) Ein K�othe-Raum �p(A) ist genau dann Schwartz, wenn gilt:8 k 2 N0 9 k � n 2 N0 : limj!1 aj;kaj;n = 0 :d) Genau dann ist K 2 K(E) sehr kompakt, wenn es C 2 K(E) gibt, sodass K in ECkompakt ist, falls also EK ! EC kompakt ist. Dies ist �aquivalent zur Kompaktheitdes dualen Operators E 0Co ! E 0Ko :e) Die induktive lokalkonvexe Topologie Ti = TifiU� : E 0U� ! E j U 2 U(E)g auf E 0ist ultrabornologisch und st�arker als �(E 0; E) : Zu U 2 U(E) gibt es ein V 2 U(E) ;sodass iV �U� : E 0U� ! E 0V � kompakt ist. Somit induzieren �(E 0; E) und E 0V � die gleicheTopologie auf U� ; und daher stimmen die Topologien �(E 0; E) und Ti auf allengleichstetigen Mengen in E 0 �uberein. Da E vollst�andig ist, ist 
(E 0; E) nach Aufgabe8.5 st�arker als Ti ; und daraus folgt �(E 0; E) = 
(E 0; E) = Ti :Aufgabe 11.19 a) Ein Fundamentlasystem von Normen auf �R(�) ist gegeben durchk x k2t = Pj e2t�j j xj j2 f�ur t < R : Wegen Pj e(s�t)�j < 1 f�ur s < t gilt b�ts 2 S1 ;mittels "Dazwischenschieben\ weiterer Zahlen sogar b�ts 2 S = Sp>0 Sp :c) Nach Aufgabe 11.5 ist H(
) s-nuklear; dies gilt aber nicht f�ur den Raum s :Aufgabe 11.20 a) Es gibt V 2 U(E) ; sodass E 0Uo ! E 0V o nuklear ist. Insbesondereist U� in E 0V o kompakt und metrisierbar, und dies gilt dann auch in E 0� :b) Es ist [0; 1]R � K R ' '(R)0� gleichstetig, aber nicht metrisierbar; die Behauptungfolgt daher aus a).Aufgabe 11.21 Die erste Aussage folgt aus den S�atzen 8.28 und 11.15 b). Ein Ope-rator P 2 L(E(
);H(
)) ' H(
) b
�E 0�(
) mit P� = I ist eine stetige Projektion vonE(
) auf H(
) ; kann wegen Satz 9.34 jedoch nicht existieren.Aufgabe 12.1 Es gibt ein Netz fX
g von Unterr�aumen von X mit d(X
; `r
1) � �und S
 X
 = X : Dazu gibt es Projektoren P
 : X ! X
 mit kP
 k � � und P
x! xf�ur alle x 2 X :Aufgabe 12.2 a) Es ist Le(F 0�; G) ein topologischer Unterraum von Le(F 0�; E) :b) folgt sofort aus a) und Satz 10.17.c) ")\: F�ur u 2 F "G gilt (I " �)u 2 F "E = F b
"E ; und es ist (I b
"�)(I " �)u = 0 :Nach Voraussetzung folgt (I " �)u 2 R(I b
"�) ; also u 2 F b
"G : Die A.E. von G folgtnun aus Satz 10.17. Die Umkehrung "(\ ist klar.Aufgabe 12.3 Es ist I " �0 : L(E; F ) ! L(G;F ) die Restriktionsabbildung (manbeachte Aufgabe 10.19).



Aufgabe 12.4 Es ist P (D) nach Theorem 7.33 eine Quotientenabbildung, da D(
)ultrabornologisch ist (Satz 9.33) und ein Gewebe besitzt (vgl. S. 166). Da D(
)ein Schwartz-Raum ist, ist jede kompakte Menge in D0�(
) sehr kompakt (Aufga-be 11.18 d)). F�ur u 2 Le(F 0�;D0(
)) gibt es also C 2 K(D0(
)) ; sodass u(UF 01 ) inD0(
)C kompakt ist, und mit Aufgabe 8.5 folgt u 2 Le(F 0�;D0(
)C) : Da D(
) nukle-ar ist, gibt es K 2 K(D0(
)) ; sodass iCK : D0(
)C ! D0(
)K nuklear ist. Nach einemResultat von [De Wilde 1978] gibt es L 2 K(D0(
)) mit P (D)L = K ; und mittelsnuklearer Reihenentwicklung von iCK liftet man iCKu zu v 2 Le(F 0�;D0(
)L) :Aufgabe 12.5 F�ur t 2 F 
G � F 
 E und " > 0 schreibt man t = rPj=1 fj 
 xj mitfj 2 F ; xj 2 E und k t kF
�E � rPj=1 k fj k k xj k � " : Es gibt einen Unterraum U vonF mit f1; : : : ; fr 2 U und d(U; `m1 ) � � : Mit Satz 10.26 folgt dannk t kF
�E + " � k t kU
�E � � k t kU
�G � � k t kF
�G :F�ur einen L1 -Raum F 0 ist F ein L1 -Raum und somit F 0 injektiv nach Satz 12.5.Aufgabe 12.6 Es gibt ein Netz fB�g in F(X 0) mit kB� k � � f�ur ein � > 0und B� ! I in L
(X 0) : Es gibt F� 2 F(X) mit B� = F 0� : F�ur L� : L(X; Y ) !K(X; Y ) ; L�(T ) := TF� ; gilt dann kL� k � � und kL�(T )�T k = kB�T 0�T 0 k ! 0f�ur T 2 K(X; Y ) :Aufgabe 12.7 a) De�niere S� : L(G;X 0) ! L(E;X 0) durch S�(T ) := TL� : Dannist kS� k � � ; und nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki gibt es ein Teilnetz mitS
(T ) ! S(T ) punktweise in �(X 0; X) : Dann ist S 2 L(L(G;X 0); L(E;X 0)) einestetige lineare Rechtsinverse von � :b) F�ur P� : L(E;X 0) ! L(Q;X 0) ; P�(T ) := TR� liefert ein Teilnetz wie in a) eineProjektion P : L(E;X 0)! L(Q;X 0) :Aufgabe 12.8 b) F�ur Unterr�aume V � Q mit d(V; `v1) � � gibt es RV 2 L(V;E)mit kRV k � � und �RV y = y f�ur y 2 V :c) Zu t = rPj=1 fj 
 yj 2 F 
 Q w�ahlen wir Vektoren xj 2 E mit �xj = yj : Wegen�(xj�R�yj)! 0 gibt es � mit k �(xj�R�yj) k < � := k t k (Pj k fj k)�1 : F�ur zj 2 Gmit k xj � R�yj � zj k < � setzen wir s := Pj fj 
 (xj � zj) 2 F 
 E : Dann gilt(I 
 �)s = t undk s k � k s�Pj fj 
 R�xj k+ k Pj fj 
R�xj k� supk f 0 k�1 j Pjhfj; f 0i (xj � zj � R�yj) j+ supk f 0 k�1 j Pjhfj; f 0iR�yj j� � Pj k fj k+ kR� k k y k � (1 + �) k t k :Aufgabe 12.9 F�ur u 2 Le(Q0�; F ) gibt es C 2 K(F ) ; sodass u(UQ01 ) in FC kompaktist. Mit Aufgabe 8.5 folgt u 2 Le(Q0�; FC) = FC b
"Q ; und es gibt ein Lifting nachFC b
"E :



Aufgabe 12.10 F�ur f 2 Hv0(
; F ) ist die Menge vf(
) kompakt in F ; daher istdie Abbildung � : Hv0(
; F ) ! Le(F 0�;Hv0(
)) aus (10.1) ein topologischer Isomor-phismus. Wegen � 2 Hv0(
;Hv0(
)0�) ist dieser surjektiv.Aufgabe 12.11 a) folgt leicht aus Satz 12.3.b) Andernfalls ergibt sich mittels a) ein Widerspruch zu Theorem 12.10.Aufgabe 12.12 a) Wegen (34) ist k k0 eine Norm auf E : F�ur x 6= 0 und k 2 N giltkx kkkx kk�1 � Ck kx kk+1kx kk ; und daraus folgt kx kkkx k0 � C kx k2kkx kk ; also (9) mit d = 0 :b) F�ur x 2 [a; b] gilt f(x + h) = f(x) + f 0(x)h + h22 f 00(x + �h) mit � 2 [0; 1] ; alsoj f 0(x) j � 2h k f ksup + h2 k f 00 ksup und k f k21 � C1 k f k0 k f k2 : Nun folgt (34) durchAnwendung auf die Ableitungen von f :c) Man argumentiert wie in b) l�angs Strecken in 
 :Aufgabe 12.13 Anordnung der Taylor-Koe�zienten in eine Reihe �uber N0 liefertH(C n) ' �1(j 1=n) : Dieser Raum hat (DN) und (
) ; und man verwendet Satz 12.23.Es gilt nicht H(C n) ' s ; da s nicht s -nuklear ist (vgl. Aufgabe 11.19).Aufgabe 12.14 a) Zu p 2 N0 gibt es q 2 N0 ; sodass b�pq : bEq ! bEp kompaktist. F�ur n 2 N gibt es endliche Mengen An � E mit Uq � An + 1nUp und o. E.An � An+1 : Wir setzen �p;k(r) := max fk x kk j x 2 Ang f�ur n � 1 < r � n underhalten Uq � �p;k(r)Uk + 1rUp f�ur alle k 2 N0 und r > 0 : Nun w�ahlen wir � > 0wachsend mit supr �p;k(r)�(r) <1 f�ur alle p; k 2 N0 :b) ergibt sich wie auf S. 307.c) Wie in Satz 12.13 ergibt sich aj;k � C �(aj;q) aj;p f�ur einen nuklearen K�othe-Raum�(A) mit (
�) : F�ur ein Gegenbeispiel w�ahlt man aj;1 = 1 und rekursiv aj;k+1 � aj;k ;sodass limj!1 aj;kaj;k+1 �(aj;k) = 0 und 1Pj=0 aj;kaj;k+1 <1 gilt.Aufgabe 12.15 Zu zeigen ist die Surjektivit�at der Abbildung � : u 7! u � �0 vonL(E 0; F ) auf L(E 0; Q) : F�ur v 2 L(Q0; F ) seien H0 := f(vy0;��0y0) 2 F�E 0 j y0 2 Q0gund H := (F�E0)=H0 : Durch (f; x0) ! �0x0 wird eine Surjektion � : H ! G0de�niert, und die Inklusion F ! F � E 0 induziert eine solche � : F ! H : Dieexakte Sequenz 0 �! F ��! H ��! G0 �! 0 splittet nach Theorem 12.16, d. h.es existiert eine Linksinverse P 2 L(H;F ) von � : Die Inklusion E 0 ! F � E 0induziert eine Abbildung 
 : E 0 ! H ; und f�ur u := P
 2 L(E 0; F ) gilt dannu�0 = P
�0 = P�v = v :Aufgabe 12.16 ist eine Umformulierung von Aufgabe 12.15.Aufgabe 12.17 a) Da Theorem 12.18 f�ur die R�aume D(K) gilt, folgt es f�ur D(
)mittels Zerlegung der Eins bzw. Satz 9.32.b) Nach Theorem 12.18 b) gilt Theorem 10.10 f�ur Funktionen mit Werten in D0(
) :



Aufgabe 12.18 Dies gilt f�ur Fr�echetr�aume F ; f�ur F = E 0� mit E 2 (DN) oder auchf�ur F = D0�(
) :Aufgabe 12.19 Zerf�allt jede exakte Sequenz 0 �! s �! E �! Q �! 0 nuklearerFr�echetr�aume, so muss Q 2 (DN) gelten.Zerf�allt jede exakte Sequenz 0 �! G �! E �! Q �! 0 nuklearer Fr�echetr�aume mitQ 2 (DN) ; so muss G 2 (
) gelten.Aufgabe 13.1 a) Nach Aufgabe 10.14 sind die Polynome dicht in A(D) :b) Nach dem Satz von Fej�er sind die Polynome in z und 1z dicht in C(@D) :Aufgabe 13.2 F�ur a 2 A de�niert man La 2 L(A) durch La(x) := ax und dannk a k� := kLa k :Aufgabe 13.3 Auf A� [e] de�niert man in naheliegender Weise eine Multiplikation.Aufgabe 13.4 Man argumentiert wie in Satz 13.19.Aufgabe 13.5 a) Es gibt A 2 J und x0 2 X mit Ax0 = y0 6= 0 : Zu y0 
 x 2 F(X)w�ahlen wir B 2 L(X) mit By0 = x sowie y 2 X mit hy; y0i = 1 und setzen C =y0 
 x0 2 L(X) : Dann gilt y0 
 x = BAC 2 J :b) folgt sofort aus a).Aufgabe 13.7 Es seien �(x) � 
 o�en, f 2 H(
) und D � Gst(C ) mit �(x) �D � D � 
 : Dann gilt �(xn) � D f�ur gro�e n (vgl. [GK], Aufgabe 4.10) undRxn(�)! Rx(�) gleichm�a�ig auf @D :Aufgabe 13.8 Man multipliziert die Reihenentwicklungen.Aufgabe 13.9Mit n = n(f ; 0) ist f(t) homotop zu eint in C(S1; S1) : Dazu schreibenwir f(eit) = ei#(t) f�ur 0 � t � 2� mit o. E. #(0) = 0 und verwenden die HomotopieH(s; eit) = exp(i(snt + (1� s)#(t))) ; 0 � s � 1 :Aufgabe 13.10 b) F�ur a := (�k1) gilt k ak k = 1k! ; also r(a) = 0 und a 2 radA : Diesimpliziert auch x 2 radA f�ur x = Pk�1 xk ak : F�ur ' 2M(A) folgt '(x) = x0 = �0(x)f�ur x 2 A :Aufgabe 13.11 a) Es ist �(z) : M(H1(D)) ! D stetig und wegen (18) surjektiv.F�ur ' 2 M sei � := �(z)(') = '(z) 2 D : F�ur f 2 N(��) gilt f(�) = 0 ; alsof(z) = (z � �)g(z) f�ur ein g 2 H1(D) : Es folgt '(f) = ('(z) � �)'(g) = 0 ; alsoN(��) � N(') und ' = �� : Mit � = �(D) ist somit � = (�(z)j�)�1 : D ! � eineHom�oomorphie.b) ")\: Wegen Pk j�fk(z) j � " > 0 auf � haben die f1; : : : ; fr keine gemeinsameNullstelle auf M ; und man verwendet Theorem 13.12 a)."(\: Es gebe '0 2 Mn� : Zu  2 � gibt es dann f 2 H1 mit '0(f ) = 0 und



j�f ( ) j = 1 : Es folgt j�f (') j � 12 auf einer Umgebung U( ) von  ; und es gibt 1; : : : ;  r 2 � mit � � U( 1)[: : :[U( r) : Mit fk := f k gilt dannPk j�fk(z) j � 12auf � ; also Pk j fk(z) j � 12 auf D : Aus Pk gk fk = 1 folgte jedoch der Widerspruch'0(1) = 0 :Aufgabe 13.12 Zu w 62 K gibt es f 2 (R2n)0 mit j f(w) j > maxK j f(z) j nach (3.42).Mit z = x + iy gilt f(z) = nPj=1(ajxj + bjyj) ; mit cj = aj � ibj ist ef(z) = j h(z) j mith(z) := exp( nPj=1 cjzj) : Es ist Pm(z) := mPk=0 1k! ( nPj=1 cjzj)k ein Polynom in z ; und ausj h(w) j > maxK j h(z) j folgt auch jPm(w) j > maxK jPm(z) j f�ur ein m 2 N :Aufgabe 13.13 Man kann die Funktionen z1; : : : ; zn in C(K) w�ahlen.Aufgabe 13.14 A muss nat�urlich kommutativ sein. Mit � = �(x1; : : : ; xn) sei � 62 b� :Es gibt y1; : : : ; yn 2 A mit Pk yk (�ke � xk) = e : F�ur �0 = �(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn)gilt dann �(�0) = � und �( b�0) � b� ; aber � 62 �( b�0) ; da aus Pk zn+k (�k � zk) = 1auf �0 dies auch auf b�0 folgt. Es gibt also eine Umgebung U(�) mit � 62 �( b�0) f�ur� 2 U(�) : Wir �uberdecken b�n
 mit endlich vielen solcher Umgebungen und notierendie entsprechenden y -Tupel mit (y1; : : : ; ykn) : F�ur �00 = �(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ykn) giltdann �(c�00) � b� \ 
 :Aufgabe 13.15 Auch hier muss A kommutativ sein. Es sei � = �x('0) 2 @�(x)und j� � �x( ) j � 2� > 0 f�ur  2 @Sh(A) : W�ahle � 2 �(x) mit j�� � j < � ; f�ury := (�e�x)�1 ist dann �y = 1���x : Es folgt k�y k � sup fj�y( ) j j  2 @Sh(A)g � 1�im Widerspruch zu j�y('0) j = 1j��� j > 1� :Aufgabe 13.16 Ist k �e k < 1 ; so gibt es x 2 L mit k e�x k < 1 ; und x = e�(e�x)ist invertierbar. O�enbar gilt kT (y)(�x) k � k y k k x k ; also auch kT (y)(�x) k �k y k k �x k : Wegen kT (y)(�e) k = k �y k gilt schlie�lich kT (y) k � k �y k :Aufgabe 13.18 Diese ergeben sich lokal mittels Neumannscher Reihe (vgl. Formel(2)) und global mittels Zerlegung der Eins.Aufgabe 13.19 a) Zur L�osung von T (z)x = y sei zun�achst z 6= 1j f�ur alle j 2 N :Dann ist x1 frei w�ahlbar, und xj f�ur j � 2 ist eindeutig festgelegt. Im Fall z = 1j istxj frei w�ahlbar, x1 = yj ; und die �ubrigen xk sind festgelegt.b) Es sei x : U�(0)nf0g ! ! eine L�osung von T (z)x(z) = y : Dann ist x1(1j ) = 2j�1 ;und die Funktion zr x1(z) ist f�ur alle r 2 N unbeschr�ankt.Mit Satz 9.13 ergibt sich jedoch, dass zu y 2 H(C nf0g) eine L�osung x 2 H(C nf0g)von Tx = y existiert.Aufgabe 14.1 Im �� -Fall sei P : X ! N(T ) ein Projektor. Wir de�nieren einfachF0 : N(T )! Y injektiv mit R(F0) \ R(T ) = f0g und setzen F := F0P :



Im �+ -Fall sei Y = R(T )�tY1 und N1 � N(T ) mit dimN1 = dimY1 : Wir de�nierenF1 : N1 ! Y1 bijektiv und setzen F = F1Q mit einem Projektor Q auf N1 :Aufgabe 14.2 F�ur z 6= 0 gilt T (z)x = 0 , xk = x0z�k f�ur k 2 N ; also nT (z) = 1 :F�ur y 2 ! ist T (z)x = y o�enbar l�osbar, wobei x1 frei w�ahlbar ist.Aufgabe 14.3 a) Es ist (UT )2 = UTUT = UT und (TU)2 = TUTU = TU :b) Es seiN(T ) = N(UT ) : F�ur x 2 X gilt UT (UT�I)x = 0 und daher T (UT � I)x = 0 :Nun sei R(T ) = R(TU) : F�ur x 2 X gibt es y 2 Y mit Tx = TUy ; und es folgt(TU � I)Tx = (TU � I)TUy = 0 :Aufgabe 14.4Man schreibt k(z; �) = k(z; z)+(k(z; �)�k(z; z)) ; nach Voraussetzungbesitzt K einen beschr�ankten Kern.Aufgabe 14.5 a) Es gibt F 2 F(H1; G) mit kT � F k � " ; und man setzt H2 :=N(F ) :b) Es sei k a ksup = j a(z0) j : Zu " > 0 gibt es � > 0 mit j a(z) j � j a(z0) j � "f�ur z 2 U := U�(z0) : Nun sei H1 := L2(U) � L2(S1) : F�ur f 2 H1 gilt dannkMaf k � (k a ksup� ") k f k : F�ur K 2 K(L2(S1)) w�ahlen wir H2 � H1 wie in a); f�urf 2 H2 gilt dann k (Ma +K)f k � (k a ksup � 2") k f k :Aufgabe 14.6 a) Es ist akj = hPMaejjeki = hMaejjPeki = R ��� a(t) ei(j�k)t �dt =ba(k � j) f�ur j; k 2 N0 : Diese Toeplitz-Matrix hat Bandstruktur f�ur a 2 [ek]k2Z :b) �Ahnlich wie in Lemma 14.11 zeigt man Tab � TaTb 2 K(L+2 (S1)) f�ur a; b 2 C(S1) ;daraus folgt sofort "(\. F�ur ")\ vgl. Aufgabe 15.3.c) Wegen Lemma 14.13 a) gen�ugt es, den Fall a = en zu betrachten.d) siehe [Gohberg, Goldberg und Kaashoek 2003], section 3.4.Aufgabe 14.7 a) F�ur f 2 L+2 (S1) ist Ef(reit) = 1Pk=0 bf(k) rk eikt = 1Pk=�1 bf(k) rjk j eikt =R ��� 1Pk=�1 rjk j eik(t�s) f(s) �ds und 1Pk=�1 rjk j eiku = 1 + 2 Re 1Pk=1(reiu)k = 1�r21+r2�2r cosu :b) rechnet man einfach nach.c) Nach a) ist kEf k1 � k f k1 : Nach a), b) und Theorem 2.4 gilt (Ef)r w�! f inL1(S1) und somit k f k1 � supr<1 k (Ef)r k1 � kEf k1 :Aufgabe 14.8 Gilt (23), so kann man aus dem singul�aren Summanden einen endlich-dimensionalen Projektor nach links oder nach rechts ausklammern; die angegebenenFormeln gelten dann mit f(z) = (z�w)p : Aus beiden Formeln folgt (24), und darausergibt sich wiederum (23) mit rkAk <1 f�ur k < 0 :Aufgabe 14.9 Es sei fM(z)gz2
 holomorph. In der Situation von (a) ist dannH(z) :=G(z)P (z0)+(I�P (z0)) nahe z0 invertierbar, und dort gilt P (z) = H(z)P (z0)H(z)�1 :O�enbar gilt (a) ) (b). Gilt (b), so folgt die Holomorphie von fM(z)gz2
 mittelsG(z) := P (z)P (z0) + (I � P (z))(I � P (z0)) nahe z0 :



Aufgabe 14.11 In der Calkin-Algebra existieren Cm - bzw. R(K) -Linksinverse (vgl.Aufgabe 13.18). Nun ist 0 ! K(Y;X) ! L(Y;X) ! Ca(Y;X) ! 0 eine 
 -Sequenzwegen der b.A.E. von X (vgl. S. 297), und daher k�onnen diese nach L(Y;X) geliftetwerden.Aufgabe 14.12 Man betrachtet die Tupel T := (T1; : : : ; Tr) und L := (L1; : : : ; Lr) :Aufgabe 14.13 In der Konstruktion von Theorem 13.28 ist �(T ) = �(A) ; unddiese Menge ist nach dem Beweis von Theorem 14.23 diskret, da A eine holomorphe�r -Funktion ist. Im �� -Fall gilt �(T ) = �(T 0) aufgrund von Satz 14.1.Aufgabe 14.14 Es ist p(�e(T )) = �e(�T ) = f0g (vgl. S. 334), also �e(T ) endlich.Nach Theorem 14.15 ist �(T )n�e(T ) eine in C n�e(T ) diskrete Menge.Aufgabe 14.15 a), b): Auf X �X betrachten wir die Operatoren A : (x; y)! (y; 0)und B : (x; y)! (0; x) : Dann gilt A2 = B2 = 0 ; jedoch sind A +B : (x; y)! (y; x)und AB : (x; y)! (x; 0) keine Riesz-Operatoren.c) F�ur � 2 C gilt �I � T 2 �(X), �I � T 0 2 �(X 0) :Aufgabe 14.16 Es ist An = 12�i R@Ur(�)(� � �)�n�1RS(�) d� und f�ur 0 < r < sgenauso Am = 12�i R@Us(�)(� � �)�m�1RS(�) d� : Mit der Resolventengleichung folgtAnAm = ( 12�i)2 R@Us(�) R@Ur(�)(�� �)�n�1 (� � �)�m�1RS(�)RS(�) d� d�= ( 12�i)2 R@Us(�) R@Ur(�) (���)�n�1 (���)�m�1��� (RS(�)� RS(�)) d� d� :Wegen � 62 U r(�) ist 12�i R@Ur(�) (���)�n�1��� d� = �n (� � �)�n�1 ; und wegen � 2 Us(�)hat man 12�i R@Us(�) (���)�m�1��� d� = (1� �m) (� � �)�m�1 ; und es folgtAnAm = �n+�m�12�i R@Ur(�)(�� �)�n�m�2RS(�) d� = (�n + �m � 1)An+m+1 :Aufgabe 14.17 a) F�ur k > � sei T kx = T �+1Tmx = 0 : Dann ist auch T k�1x =T �Tmx = 0 ; und rekursiv folgt T �x = 0 : Entsprechendes gilt f�ur die Bilder.b), c) l1 Es gilt N(T �) \ R(T �) = f0g : F�ur x 2 N(T �) \ R(T �) gilt x = T �y undT 2�y = T �x = 0 ; also auch x = T �y = 0 :l2 Es ist X = N(T �) + R(T �) : Zu x 2 X gibt es y 2 X mit T �x = T 2�y ; alsox = (x� T �y) + T �y 2 N(T �) +R(T �) :l3 Ist � > � ; so gibt es x 2 N(T �)nN(T �) : Mit x = y + z 2 N(T �) + R(T �) istz 2 N(T �) \ R(T �) = f0g ; und wir erhalten den Widerspruch x 2 N(T �) :Ist � < � ; so gibt es x 2 R(T �)nR(T �) : Mit x = y + z 2 N(T �) + R(T �) isty 2 R(T �) \N(T �) = f0g ; und wir erhalten den Widerspruch x 2 R(T �) :l4 Es ist T (N(T p)) � N(T p+1) = N(T p) und T (R(T p)) = R(T p+1) = R(T p) : F�urx = T py 2 R(T p) mit Tx = 0 gilt y 2 N(T p+1) = N(T p) ; also x = 0 : Somit istT : R(T p)! R(T p) bijektiv.



d) l1 T = S+ auf `2(N0) ; l2 T = S� ; l3 T = S+ � S� :e) Es sei (I � S)2x = 0 und y = (S � I)x : Dann ist (I � S)y = 0 ; also Sy = y : F�urn 2 N gilt Snx = nPk=1(Skx� Sk�1x) + x = nPk=1Sk�1(Sx� x) + x = nPk=1Sk�1y + x ; alsoSnx = ny + x ; wegen kSn k � C muss somit y = 0 gelten.Aufgabe 14.18 Es ist s20;1 = � �p�2 � 1 mit � = 1 + �22 :Aufgabe 14.19 Es gibt einen unter jST j invarianten Unterraum Hn � H mitdimHn = n + 1 ; sodass (�j(jST j))nj=0 eine Eigenwert-Folge f�ur jST j(n) := jST jjHnist. Nun seien ST = V jST j die Polarzerlegung sowie P und Q die orthogonalenProjektionen auf Hn und Gn := T (Hn) : Dann giltnQj=0 sj(ST ) = nQj=0�j(jST j) = nQj=0�j(jST j(n)) = det(PV STP )= det(PV SQ) det(QTP ) = det(jPV SQ j) det(jQTP j)= nQj=0 sj(PV SQ) nQj=0 sj(QTP ) � nQj=0 sj(S) sj(T ) :Aufgabe 14.20 Im Fall p(T ) 6= 0 folgt dies aus Theorem 14.32. Im Fall p(T ) = 0sei o. E. deg p minimal unter allen Polynomen mit dieser Eigenschaft und p(�) =(�� �)q(�) : Dann ist (T � �I)q(T ) = 0 ; also � ein Eigenwert von T :Aufgabe 14.21 Es ist h := � +  � 2 H2(D) ; und wegen jR� j = jR j = 1 f.�u.auf @D ist Rh reell auf @D : Nach Aufgabe 14.7 ist dann h reell auf D und somitkonstant.Aufgabe 14.22 a) Aus AU = UA folgt auch AU�1 = U�1A und dann AMp =MpAf�ur alle p 2 [�k]k2Z : F�ur  := A(1) 2 L2(S1) gilt Ap = AMp(1) =MpA(1) =  p : F�urf 2 L2(S1) w�ahlen wir pn 2 [�k] mit k f � pn k2 ! 0 ; dann folgt auch  pn = Apn !Af =: g in L2(S1) : F�ur c > 0 sei M = f� 2 S1 j j (�) j � cg ; dann giltc2 RM j pn � g j2 d� � RM j j2 j pn � g j2 d� � RS1 j pn � g j2 d�! 0 ;wegen pn ! f in L2 also g =  f f.�u. auf M und dann auch Af = g =  f f.�u. aufS1 : Anwendung auf f = �M liefert kA�M k2 � RM j j2 d� � c2 �(M) = c2 k�M k2 ;also k�M k = 0 f�ur c > kA k : Dies zeigt  2 L1(S1) und k k1 � kA k :b) Es sei P die orthogonale Projektion auf den U reduzierenden Raum V � L2(S1) :Dann gilt PU = UP ; nach a) also P = M f�ur ein  2 L1(S1) : Aus P = P � = P 2folgt  =  =  2 f.�u., also  (�) 2 f0; 1g f.�u. Mit M = f� 2 S1 j  (�) = 0g folgtdann V = ff 2 L2(S1) j f = 0 f.�u. auf Mg :Aufgabe 14.23 a) F�ur x = (xk) 2 `2 ist �(z)x = (zkxk) = Pk xkek zk holomorph,und o�enbar ist k�(z) k � 1 :b) Es ist k �(reit) kSp = (Pk rkp) 1=p = (1� rp)� 1=p !1 f�ur r ! 1 :c) ist klar, ebenso d); die Konvergenz gilt nicht in der Operatornorm.



e) F�ur z 2 D ist �(z) kompakt und somit ind(A+ �(z)) = indA : F�ur � 2 S1 ist �(�)unit�ar und somit ind(A+ �(�)) = 0 :f) Es ist z 2 �(T ) , zn = 12 f�ur ein n 2 N : Es gibt also n Singularit�aten auf denKreisen mit Radien 2� 1=n ; und es ist Pn n (1� 2� 1=n) =1 :Aufgabe 15.1 Dies ergibt sich wie in Satz 13.13.Aufgabe 15.2 Nein, f�ur supp f � [1;1) gilt f �f = 0 :Aufgabe 15.3 a) Es gen�ugt, �k 
 �j 2 T oep(S1) f�ur alle k; j 2 N0 zu zeigen. MitS+ = T� und S� = S�+ ist auch P0 := (I � 1 
 1) = S+S� 2 T oep(S1) ; und damitfolgt �k 
 �j = Sj+ P0 Sk� 2 T oep(S1) :b){d) Man zeigt, dass � : a 7! �(Ta) ein injektiver � -Homomorphismus von C(S1) indie C� -Algebra T oep(S1)=K(L+2 (S1)) ist (vgl. Satz 15.5). Nach Aufgabe 15.5 ist dieserisometrisch und damit auch surjektiv. Nun folgt d) mit � = ��1 : F�ur Einzelheitensei auf [Schr�oder 1997], 4.4 oder [Gohberg, Goldberg und Kaashoek 1993], XXXII.1verwiesen.Aufgabe 15.4 Zu " > 0 w�ahlen wir ein Polynom P mit k f � P ksup � " : F�urQ(�) = P (�)� P (0) gilt dann Q(a) 2 B und k f(a)�Q(a) k � k f �Q ksup � 2" :Aufgabe 15.5 a) O�enbar gilt �(a) � �(�(a)) : Es folgt k�(a) k2 = k�(a�a) k =r(�(a�a)) � r(a�a) = k a�a k = k a k2 :b) Es sind ��	a;	�(a) : C(�(a))! B � -Homomorphismen mit (��	a)(z) = �(a) =	�(a)(z) : Somit folgt � �	a = 	�(a) und �(f(a)) = f(�(a)) :c) Es gebe � 2 �(a)n�(�(a)) : F�ur f 2 C(�(a)) mit f(�) = 1 und f = 0 auf �(�(a))ist f(a) 6= 0 ; aber �(f(a)) = f(�(a)) = 0 im Widerspruch zur Injektivit�at von � :F�ur x 2 A folgt nun k x k2 = r(x�x) = r(�(x�x)) = k�(x) k2 :Aufgabe 15.6 "(a) ) (b): F�ur einen Block B = diag(�; �) ist P (B)x = P (�)x f�uralle Polynome und x nicht zyklisch."(b)) (a): F�ur T = diag(�1; : : : ; �n) und z = (1; : : : ; 1)> ist P (T )z = (P (�1); : : : ; P (�n))>f�ur Polynome P : Mittels Interpolation ist z somit zyklisch."(c) ) (b): F�ur einen Block B = diag(�; �) ist fBg0 = M 2(C ) !"(b)) (c): Sei T = diag(�1; : : : ; �n) : Aus AT = TA folgt dann auch A = diag(�1; : : : ; �n)f�ur geeignete �j 2 C :Aufgabe 15.7 a) F�ur g(z) = Pk ak zk ist e	(g � f) = e	(Pk ak fk) = Pk ak ( e	f)k =g( e	f) :b) folgt aus dem Satz �uber majorisierte Konvergenz.Aufgabe 15.8 siehe [Rudin 1973], 12.20 und 12.21.



Aufgabe 15.9 Nach Aufgabe 15.5 ist ein injektives 	 bereits isometrisch. Nach demLemma von Urysohn gibt es 0 6= h 2 C(K) mit 0 � h � �U ; also 0 � 	(h) �e	(�U) = E	(U) ; ist also E	(U) = 0 ; so ist 	 nicht injektiv. Ist umgekehrt dies derFall, so gibt es 0 6= h 2 C(K) mit 	(h) = 0 : Dann ist auch 	(�hh) = 0 ; und man�ndet U mit 0 � �U � j h j2 ; also E	(U) = e	(�U) = 0 :Aufgabe 15.10 a) folgt aus dem Spektralabbildungssatz f�ur Polynome, vgl. etwa[Werner 2007], VII.1.3, auch f�ur b).c) Die Schwarzschen Ungleichung liefert j hAxjyi j2 � hAxjxi hAyjyi : Mit y = Axfolgt kAx k4 � hAxjxi hA2xjAxi � hAxjxi kA2x k kAx k � hAxjxi kA k kAx k2 :d) F�ur x 2 H ist die Folge (hAnxjxi) wachsend und beschr�ankt, also konvergent. F�urn � m gilt k (Am � An)x k2 � kAm � An k h(Am � An)xjxi aufgrund von c), undwegen kAn k � kB k existiert Ax := limn!1Anx :Aufgabe 15.11 Nach Theorem 15.26 gilt P�Ef�g = E(�)P� : Nach den S�atzen 14.24und 15.29 ist R(Ef�g) = N(�I�A) � R(P�) ; also P�Ef�g = Ef�g : Auf R(Ef�g)?ist die Resolvente RA(�) nahe � holomorph, und (14.33) liefert P�(I � Ef�g) = 0 :Dies zeigt P� = P�Ef�g = Ef�g : F�ur die Laurent-Koe�zienten gilt (vgl. S. 377)A�m = (A� �I)m�1P� = 0 f�ur m � 2 :Aufgabe 15.12 Es gebe einen isolierten Punkt � 2 �(T ) : Dann ist der EigenraumR(Ef�g) hyperinvariant wegen Ef�g 2 fTg00 ; und wegen T 62 [I] ist R(Ef�g) 6= H :Andernfalls gibt es eine o�ene Menge U � C mit U \ �(T ) 6= ; und �(T )nU 6= ; ;und R(E(U)) ist hyperinvariant.Aufgabe 15.13 "(\: Es ist TT � = U jT j2U� = jT j2 = T �T : ")\ ist klar.Aufgabe 15.14 a) Man berechnet �p(S�) = D und �p(S+) = ; : Daraus ergibt sichdann �co(S�) = �co(S+) = @D und �r(S+) = D wegen R(�I � S�) = N(��I � S�)? :b) Wegen jS+ j = I ist S+ = U jS+ j unm�oglich. Weiter ist jS� j = P die orthogonaleProjektion auf [ek]k�1 und jS� j = U�1 S� unm�oglich, da S� surjektiv ist.c) Ein gewichteter Shift T : (x0; x1; x2; : : :) 7! (0; x0; 12x1; 13x2; : : :) :Aufgabe 15.15 siehe etwa [Werner 2007], Satz VII.1.24.Aufgabe 15.16 a) Zu T 2 �0(X) gibt es F 2 F(X) mit T + F 2 GL(X) (vgl.Aufgabe 14.1), und H : s! T + sF verbindet T in �0(X) mit T + F :b) F�ur S; T 2 �n(X) gibt es nach Satz 14.7 Operatoren Lj 2 �(X) und Kj 2 K(X)mit L1S = I � K1 und L2L1 = I � K2 : Dann ist indL1 = �n und L1T 2 �0(X) :Nach a) gibt es eine Homotopie H von L1S nach L1T in �0(X) ; und L2H lieferteine solche von (I�K2)S nach (I�K2)T in �n(X) : Nun verbindet man I�K2 mitI in �0(X) :Aufgabe 16.1 "�\ ist klar, und "�\ folgt aus der Stetigkeit von f :



Aufgabe 16.2 Wegen WE(f) = �(f(A)) ist dies klar f�ur �Bkf ; und die Behauptungfolgt mit k !1 :Aufgabe 16.3 Man wende beide Seiten auf x 2 H an und multipliziere mit y 2 H :Aufgabe 16.4 Man kann A =M� � diagf�j j �j 2 �pg nehmen, wobei M� in L2(�)operiert.Aufgabe 16.6 Es ist �(MP ) = P (Rn) ein abgeschlossenes Intervall. F�ur eine Menge� 2 BN(R) und x 2 Rn gibt es " > 0 mit m(P�1(�)\U"(x)) = 0 : Dazu fasst man Pnahe x als eine Komponente eines Di�eomorphismus auf. Nach S. 432 ist daher dasSpektrum rein absolutstetig. Schlie�lich ist P (D) unit�ar �aquivalent zu MP :Aufgabe 16.7 a) F�ur A := diagf�j j �j 2 Qg ist �p(A) = Q und �(Ap) = �(A) = R :b) Es sei H = L2[0; 2] � C und A(f(x) � �) = (xf(x) � �) : Dann gilt 1 2 �p(A) ;also 1 62 �co(A) ; aber 1 2 �c(A) :c) Es ist �(A) = �(Ap) [ �c(A) und andererseits �(A) = �d(A) [ �e(A) ; somit folgtdie Behauptung aus �d(A) � �p(A) � �(Ap) :Aufgabe 16.8 a) Nach Satz 16.12 (d) gilt (a; b) \ �e(A) = ; ; und mit der MengeM := (a; b) \ �d(A) man hat E(a; b) = P�2M Ef�g :b) ergibt sich aus Satz 16.12 (d) und der Kompaktheit von [a; b] :Aufgabe 16.9 F�ur " > 0 und � := t � i" gilt Re(i�) > 0 ; und die L�osung ist nachFormel (5.8) f�ur f0 2 L1(Rn) \ L2(Rn) gegeben durcheit�f0(x; t) = lim"!0+ ei��f0(x; �) = lim"!0+(4�i�)�n2 RRn exp(� jx�y j24i� ) f0(y) dny :Mit "! 0+ liefert dann der Satz �uber majorisierte Konvergenz die Behauptung. F�urL2 -Anfangsfunktionen f0 ist diese im Sinn von Formel (3.20) zu interpretieren.Aufgabe 16.10 Man hat A = �i ddx :Aufgabe 16.11 "�\ folgt aus dem Beweis von Satz 16.16 d), "�\ aus dem vonTheorem 16.18.Aufgabe 16.12 Es sei P die orthogonale Projektion auf V : Wegen e�itAV � V wirdV von allen eitA reduziert, d. h. es gilt PeitA = eitAP : Nach Satz 16.8 ist PA � APzu zeigen. F�ur x 2 D(A) gilt PAx = P limt!0 1it(eitAx � x) = limt!0 1it(eitAPx� Px) ; alsoPx 2 D(A) und PAx = APx :Aufgabe 16.13 siehe [Reed und Simon 1972], VIII.5.Aufgabe 16.14 F�ur einen Projektor P : H ! N ist der orthogonale Projektor aufN gegeben durch Q = (PP � + (I � P )�(I � P )))�1 PP � : Nach dem Beweis von Satz16.19 gibt es auf P (T ) lokal reell-analytisch von � abh�angende Projektoren P (�) aufN(��I � T �) ; und somit ist Q : P (T )! L(H) reell-analytisch.



Aufgabe 16.15 Wegen kP1 � P2 k < 1 sind die Restriktionen T1 := P1jR(P2) :R(P2) ! R(P1) und T2 := P2jR(P1) : R(P1) ! R(P2) injektiv. Wegen T �1 = T2hat T1 dichtes Bild. Es gibt eine Polarzerlegung T1 = V jT1 j mit einer partiellenIsometrie V : R(jT1 j) ! R(T1) = R(P1) : Mit T1 ist auch jT1 j injektiv und somitR(jT1 j) dicht in R(P2) : Somit ist V : R(P2)! R(P1) unit�ar.Aufgabe 16.16 Im Fall (a; b) = R ist A selbstadjungiert. Die Defekt-Indizes sind
+(A) = 0 und 
�(A) = 1 im Fall (a; b) = (0;1) und 
+(A) = 
�(A) = 1 im Fall�1 < a < b < +1 :Aufgabe 16.17 Man hat A� = L2A�n und N(�iI � A�) = L2N(�iI � A�n) : Diezweite Behauptung folgt daraus mittels der Operatoren �i ddx in L2(0;1) aus Aufgabe16.16.Aufgabe 16.18 vgl. etwa [Meise und Vogt 1992], x 20.Aufgabe 16.19 Es sei T : f 7! �f 00 + V f mit D(T ) = H2(R) \ D(MV ) : WegenTheorem 4.11 ist T symmetrisch, und aus A � T folgt T � T � � A� = A :Aufgabe 16.20 Es ist HA = W 10 (
) und D(A�) = ff 2 L2(
) j Af 2 L2(
)g sowiesogar D(A�) = W2(
) im Fall konstanter Koe�zienten.Aufgabe 16.21 F�ur V (x) = 1 ist �e(HV ) 6= �e(H0) ; und daher ist die Einbettungi : H2(R3) ! L2(R3) nicht kompakt. Es gilt jedoch ��(i) = 0 nach Satz 16.36.Allgemeiner ist i : Hs(Rn) ! L2(Rn) f�ur alle s > 0 nicht kompakt. Dazu w�ahlt maneine orthonormale Folge (ek) in L2(Rn) mit Tr�ager in einer festen kompakten Menge;dann ist (ek) im Raum L2(Rn ; h�is) beschr�ankt. Dies gilt dann auch f�ur die Folge(F�1ek) im Raum Hs(Rn) ; die in L2(Rn) ebenfalls orthonormal ist.Aufgabe 16.22 Dies ist der Fall, wenn P (x; @)S(Rn) � S(Rn) gilt, d. h. wenn dieKoe�zienten langsam wachsend im Sinn von Aufgabe 3.15 sind.



http://www.springer.com/978-3-642-37793-8


