Aufbaukurs Funktionalanalysis und Operatortheorie

Winfried Kaballo

Losung ausgewihlter Aufgaben

Aufgabe 1.1 Man kann || f |2 := > J21 f9(x) |2 da fiir n € Ny nehmen, analog
j=0

|z]? = Z k** |z |2 auf s(N) oder || f |2 := [k, | f(2) [?d\ auf H(Q), K, wie in

(1.3). Ein Fundamentalsystem solcher Halbnormen besitzen alle nuklearen Rdume (vgl.
Satz 11.17).

Aufgabe 1.2 Eine stetige Halbnorm auf C(€2) ist durch eine solche der Form
pk, K C Q kompakt (vgl. S. 7), abschétzbar, also keine Norm. Entsprechendes gilt
auch fiir die Riume w und £(2); diese Rdume sind nicht zu s isomorph.

Aufgabe 1.3 Man hat |z | < C, k=7 fiir k € N. Die Umkehrung ist nicht allgemein
richtig; fiir monoton fallende Folgen x = (z) in [0, 00) gilt jedoch &z}, — 0 und daher
z € s(N).

Aufgabe 1.4 Fiir Folgenrdume E = s,w, (), ¢y liefert

($1,$2,$3,I‘4,$5, .. ) = (($1,$3,$5, .. ')7 (.Z'Q,.’IZ‘4,.’E6, .. ))

eine Isomorphie von E auf E x E. Fiir Funktionenriume wie £ = L,[0,1] ~ L,[a, b]
ist eine solche gegeben durch

LP[072] = f = (f|[0,1} ’ f|[1,2]) € LP[Oa 1] x LP[172]'

Analog folgt auch C[0,1] ~ C[0,1] x C[0,1] wegen C[a,b] ~ Cla,b] x K (vgl. [GK],
Aufgabe 4.11); daraus ergibt sich iibrigens auch C[0, 1] ~ C([0,1] U [2,3]).

Aufgabe 1.5 b) zeigt man wie Satz 1.8.

¢) Fiir eine Folge # = () in s(s) mit 20) = (2} € s liefert Diagonalabzihlung
eine Folge Tz € s, und T : s(s) — s ist ein Isomorphismus.

Aufgabe 1.6 a) folgt aus (22) und Satz 1.7 (fiir n = 1).

b) Es ist 7 : C*[-1,1] — &J.(R) linear und injektiv. Fiir ¢ € &£5 (R) hat man
f = goarccos € C[-1,1]NC>®(—1,1). Esist f' = hoarccos mit h(t) = Su(lg Da
g € E3(R) ungerade ist, gilt ¢'(—m) = ¢'(7) = ¢’(0) = 0, und daher ist h € £5_(R).
Es folgt auch f" € C[-1,1] N C*(—1,1) und rekursiv f € C*®[—1,1]. Offenbar ist
Tf = g. Die Stetigkeit von 7" und 7! rechnet man mit Kettenregel nach; eine
Richtung folgt auch aus dem Graphensatz.



Aufgabe 1.7 a) Man die Isomorphien H(D) ~ A;(j) und H(C) ~ A(j) zu Po-
tenzreihenrdumen (vgl. S. 249).

b) Es ist w’' ~ ¢ der Raum der endlichen Folgen (vgl. S. 155) und etwa

s'~{r = (zp)pen | T €Ny @ supy|ap | k7 < oo}.

Aufgabe 1.8 Dies zeigt man wie in [GK], Satz 3.5.

Aufgabe 1.9 b) = “: Fiir p € H(F) gilt p(a,x,) < Cp || — 0.

,<“: Ist B nicht beschriinkt, so gibt es p € $H(E) und z,, € B mit p(z,) > n?, und
es ist %xn 4 0.

Aufgabe 1.10 Eine beziiglich || ||cm in C*[a,b] beschrénkte Folge hat nach dem
Satz von Arzela-Ascoli eine beziiglich || ||cm-1 konvergente Teilfolge; dann verwendet
man eine Diagonalfolge. Der Raum C(a, b) ist kein Montelraum.

Aufgabe 1.11 a) Es sei J, = [a+ £,b— £]. Esist || |lsup = p1, und fiir ¢ € C.(J,)
gilt po () < Cy || ¢ [|sup mit Cp = || v |z, -

b) ,<“: Fiir ¢ € H(F) gibt es C,, > 0 mit ¢(Ty) < Cy, || ¢ ||sup fiir ¥ € Ce(J,) . Man
wihlt eine der offenen Uberdeckung (D, := int(J,)\J,_2) von [a,b] untergeordnete
stetige Zerlegung der Eins {a,} (vgl. S. 35) sowie v € C(a,b) mit v(x) > 2" C,, auf
D, . Fir ¢ = Z>:1 anp € Ce(a,b) folgt dann

q(Ty) < ¥ q(T(anp)) < n2>310n||an90|lsup < n2>312‘” sup | () [v(t) < pole).

n>1 teD

¢) ,=“: Andernfalls gibt es 0.E. a < z,, T b und ¢, € B mit 6, := | @,(z,) | > 0.
Fiir eine Gewichtsfunktion v mit v(z,) > nd, ' gilt dann p,(¢,) > n.

Eine Cauchy-Folge in C.(a,b) ist beschrinkt, liegt also in einer Stufe C.(.J,,). Nach a)
ist sie eine Cauchy-Folge in C.(J,,) und somit konvergent. Nach dem Satz von Baire
(vgl. das Beispiel b) auf S. 20) kann T nicht metrisierbar sein; es handelt sich um eine
induktive Limes-Topologie, vgl. die Abschnitte 7.3 und 7.4.

Aufgabe 1.12 a) Es sei {p;},en ein wachsendes Fundamentalsystem von Halbnormen
auf E. Mit Cy = sup {pr(z) | * € By} und p;, := C;' gilt dann p;(ppx) < 1 fiir
k > j und x € By, und daher ist |, prBr beschriankt.

b), ¢) Nach a) gibt es pp > 0, sodass die Folge (prx)) beschrinkt ist. Man wéhlt dann
=M =27y

Aufgabe 1.13 Fiir k € N gilt lim ¢(kxy) = 0; es gibt also Indizes ng > ng_; mit

d(kxy,) < % fir n > n,. Die Behauptung folgt nun mit o, := L und vy, := kx, fiir

k
nE <N < Ngyp -

Aufgabe 1.14 siehe etwa [K6the 1966], § 15, 12-14.



Aufgabe 1.15 a) Wire (3 stetig, so wire L;[0, 1] eine Algebra unter punktweiser
Multiplikation.

b) Fiir eine orthonormale Folge gilt e, — 0, aber (e,]e,) = 1.
Aufgabe 1.16 Der lineare Opertor T~! hat abgeschlossenen Graphen.

Aufgabe 1.17 Die getrennte Stetigkeit folgt aus dem Graphensatz, und dann verwen-
det man Satz 1.15.

Aufgabe 2.1 Es ist S. = S, mit x'(z,y) = s(y, x) .

Aufgabe 2.2 a) Nein, man nehme etwa f =1 und ¢ € L;(R) mit [z g(z)dz =0.
b) Es ist (xq * ¢)(z) = [ae(x —y)dy =0 fir c + U CQ oder (z+U)NQ=10.
Aufgabe 2.3 Man definiert p,(f) := || fly, [z, mit (K,) wiein (1.3).

Aufgabe 2.5 Wie in Satz 2.8 erhiilt man (p. * (fn))(x) > 0. Fiir eine geeignete Folge

g; — 0 folgt mit Theorem 2.4 f(x)n(z) = lim (p., * (fn))(x) > 0 fii.,, also f > 0 fii.
j—00

auf K .

Aufgabe 2.6 Fiir K C Q) kompakt sei (¢;) eine Folge in D(K,R) mit || ¢; |lsup — O

Wihle 0 < n € D(R*) mit n =1 auf K. Aus —|| ¢ |lsupm < ¢j < || ¢ llsupn folgt

auch —|[lp; [lsup u(n) < ulp;) < || @jllsupu(n), also u(p;) — 0. Eine Fortsetzung
konstruiert man mittels Satz 2.5 wie in Aufgabe 1.8.

Aufgabe 2.8 Es muss a(0) =1 und a/(0) = ... = a(™(0) = 0 gelten.
Aufgabe 2.9 Fiir ¢ € D[—R, R] und ¢(z) = ¢(0) + zp1(z) hat man

e 2D dr = %, 2T o(a) da
= :FZQO()I_RIz—wdx—l—fR %dl‘
= F2ip(0) arctan £ + [F, 2@ 20 gy
—  Finp(0) + [ pi(z)dx  fir € — 0,

x:l:zs

Aufgabe 2.10 N ist endlichdimensional und somit vollstindig wegen Satz 1.3.
Aufgabe 2.11 a) Fiir p € D(I) ist u'(p) = — lim [,

e—0t

u(z) ¢'(z) dz, und man

|z— a|>e

integriert partiell.

b) Man verwende a) und beachte log |z | = El_i)r(% X{|z|>e} log|z].

Aufgabe 2.12 Es sei a = 0. Wahle n, € D(R") ny(x) = 0 fiir || < 5=, () =1
fir || > ¢ und [9;mp| < Ck gemiB Satz 2.6. Es gilt fBl/k Ojnepfdr — 0 fiir
¢ € D(Q) aufgrund der Holderschen Ungleichung, und die Behauptung folgt mit



k — oo aus [ fOj(mep)dr = — [o gneyp dr . Allgemein bendtigt man n > m + 1 und

n
p—nfm'

Aufgabe 2.14 O.E. sei p =0 und u = 0. Fiir ¢ € D(Q) gilt pxyp — 0 in D(K) mit
K :=supp, und der Satz von Banach-Steinhaus liefert (pguy) (1) = ug(@ry)) — 0.

Aufgabe 2.15 Fiir ¢ € D(R) mit [y (x)dr = 0 setze [(x) = [T (t)dt; dann
ist Ivy € D(R) und (I¢) = ¢. Es folgt R(L) =Dy := {¢ € D(R) | [ ¢(2)dx =0}.

Aufgabe 2.16 Es sei £k = 1. Zu u € D'(R) definiert man w € Dj, durch w(y) =
—u(Iv). Fiir eine Fortsetzung v € D'(R) von w gilt dann v' = u. Weiter ist N(%)
der Raum der Polynome vom Grad < k£ —1; vgl. dazu Satz 5.12.

Aufgabe 2.18 a) Fiir ¢ € D(R) mit 1(0) = 0 liegt Qy(z) := Y2 mit Qy(0) :=
Y'(0) in D(R). Es sei Ny := {¢p € D(R) | ¢(0) = 0}. Zu u € D'(R) definiert man
w € Nj durch w(y) := u(Q). Fiir eine Fortsetzung v € D'(R) von w gilt dann
T-v=u.

b) Es gibt offene Mengen w; mit I = U;w; sowie z; € w; mit f(x) = (x — ;)™ f;(x)
und f;(z) #0 auf w;. Nach a) gibt es v; € D'(w;) mit (z — z;)™v; = fi'u auf w;,
und es gilt v; = vy = f'u auf w; Nwy,. Nun verwendet man Satz 2.10.

Aufgabe 2.19 b) Wiihle ¢, € D(R) mit ¢,(x) =0 fiir v < 227" und @, (z) =1 fiir
x> %2*”; dann ist u(p,) = n, aber || v, |lsuppu = 1 und || ) |lsuppw = 0 fiir j > 1.

Aufgabe 2.20 a) Es sei K :=suppu. Gemif Satz 2.6 wihlen wir x. € D(K3.) mit
Xe = 1 auf K, und supq | D'x.(z)| = O(e7171); dann ist ¢(1 — x.) = 0 nahe K,
also u(¢) = u(x.¢) und

ju()| < € % sup[D*(xe)(z) |

| |<k €2

Aus der Voraussetzung erhalten wir sup,, | D%p(xz)| = O(F+1=1el) also [u(p) | =
O(e) und u(p) =0.

b) Fiir ¢ € E(R") ist p(z) = ¥ 22@za 4 y(2) mit u(y)) = 0 aufgrund von a). Es
o<k

a!

o D)l e ly(ze o
folgt u(p) = 5 ZEu(re) = 3 EZUE) gog(y)
| |<k la|<k

Aufgabe 2.21 Es ist §, ® 0, = d(qp) und dq * 6 = Ogpsp -

Aufgabe 2.23 a) Esist ' « H=0«H' =0+xd=0 und 1 x0'=1"%x0 =0.
Aufgabe 2.24 Die Streifenbedingung (37) ist erfiillt.

Aufgabe 2.25 b) Die Abbildung h — 7, ist stetig von R* nach L,(D(R")): Fiir
v € D(K) gilt 7,0 € D(K) fiir |h| <1, und man hat 0*(p(z) — ¢(z — h)) — 0 fiir
h — 0 gleichméfig auf R* fiir alle « € Nj .

d) Beachten Sie Lemma 2.15.



Aufgabe 2.26 a) Die Stetigkeit folgt aus der Folgerung zu Satz 2.19 und dem Gra-
phensatz, die Translationsinvarianz aus Satz 2.20.

b) Man setzt u(p) := (Up)(0). Wegen (42) ist (u * ¢)(0) = u(@) = (Up)(0), und
ux @ = Ugp ergibt sich aus der Translationsinvarianz. Die Eindeutigkeit folgt aus (42).

¢) Wird auf b) zuriickgefiihrt: Fiir ¢ € D(R") sei g(z) := (1_,UTy)(0) = (UTpp)(x)
fiir x € R*. Die Voraussetzung liefert grad g = 0, also g(x) = g(0) und die Transla-
tionsinvarianz von U .

Aufgabe 3.1 Man beachte [z.(z)™7dx < oo fiir v > n.

Aufgabe 3.2 Wegen 0;| z |* = 2x; ist 0*((x)*(x)) eine endliche Summe von Termen
h(z)(z)" mit h € S(R™).

Aufgabe 3.3 Wihle 0 # ¢ € D[0, 1] und setze p,(x) =2"p(z —n).

Aufgabe 3.4 b) Es sei ¢p € S(R") mit ¢(y) = 0. Nach a) verschwindet auch 7% (z) =
> (z; — y;) TY;(x) in y, und daher gilt Tp(y) = c(y)p(y) fiir alle ¢ € S(R*) und
j=1

y € R* mit einer C*° -Funktion ¢. Wegen (D;c)p = D;T9o—TD;p = 0 ist ¢ konstant.

) de =

Aufgabe 3.5 Es ist [ ( £)3de = 7r und [ ( 'gg

Aufgabe 3.6 Es ist fooo%lf‘dﬁ = 7, und wegen Ooos%ﬁ(f(f) — f(0%))d¢ — 0 ist

lim 5 Smyg f(§)dé = Z £(07). In der Tat hat man f, sin ygfi d¢ — 0 und

Yy—00

S0 sinyé L f ) d¢ — 0 nach Satz 3.4, und es gilt auch [ SRUS g = [ S5 dE — 0.

Aufgabe 3.7 Fiir festes © € R hat man f(x) = I F(€) e7€de . Nun entwickelt man

7r/L
beide Funktionen nach der ONB {/Ze?* €}, ) von Ly[— 7/, 7/r] und verwendet die
Parsevalsche Gleichung.

Aufgabe 3.8 a) folgt aus der Definition (z — 4-)* exp(——) Hi(x) exp(—%).

b) Addition von (31) und (32) liefert 2z hy, = (V + R)hy = /2(k + 1) hyy1 + V' 2k by
und somit 20 Hy, = Hyyy + 2kHy 4.

¢) Mit b) folgt H} = 2kH,,_, = £ (2xHy, — Hp+1) = 2Hy + 2zHj, — 2(k + 1)Hy,, also
(L — 20 L +2k) Hy(x) = 0.

Aufgabe 3. 9 a) Fiir p € C( ) gilt (%%f)(gp) = %%(fgo) =¢' + J}—go, und man hat

d _ d dk
b) Es 152 (—1)ke dexke e — (—21)/9[@962%6—:1:2]162 — (_1)k[6x2/26x2/2%e—x2/26—x2/2]k
(DM = ) 2P = o — e = Hi(a).



Aufgabe 3.10 Klar ist g := Tf € C*(~5,3) . Indukiv folgt
k—1 . _
g(k)(g) — f(k)(tang) cos*%g + -21 hk,j(f) f(J)(tang) 608723715
]:

mit Funktionen hy; € C*®(R). Wegen | tan®(&) f®) (tan &) | < sup,ep |2 f®)(2) | er-
gibt sich | f®)(tan€) | < Cye|€ £ 2| fiir € € (—2,2) und k,¢ € Ny. Dies zeigt
g € D[-3,%] und die Stetigkeit von T : S(R) — D[-7F,F]. Analog erhilt man
die Umkehrabbildung durch 7'g = g o arctan, und deren Stetigkeit folgt aus dem

Graphensatz.
Aufgabe 3.11 Es ist F(e') = /274, .

Aufgabe 3.12 a) Esist f ¢ S'(R), aber g(z) = e” cos(e”) = Lsine” € S'(R).

b) Dies ist genau dann der Fall, wenn es m > 0 und C' > 0 mit |a; | < Ck™ fiir alle
k€N gibt.

Aufgabe 3.13 Es gibt £ € Ny mit |u(p) | < C|| ¢||x fiir ¢ € D(R") mit der in (9)
erklarten Norm.

Aufgabe 3.14 Man argumentiert dhnlich wie in Abschnitt 2.5, vgl. etwa [Rudin 1973],
Theorem 7.19.

Aufgabe 3.15 a) Aus der Abschitzung folgt leicht ¢ - S C S.

b) Aus ¢ -8 C S folgt |p(z)| < C(x)F fiir ein k¥ € Ny. Andernfalls gibt es eine
Folge () mit |xy | > |2p_y |+ 2 und | p(xy) | > (xp)* fiir alle & € Ny. Dann ist

P(z) = k%:%o pr(x —xp) (zp) 7% € S, aber |p(ay)w(zr) | > p(0) > 0.

Wegen 0;¢ - 1 = 0;(py)) — @0;¢ gilt auch 0% - S C S fiir alle @ € Nj, und damit
folgt die behauptete Abschitzung.

c) Ist - S C S, so ist der Multiplikationsoperator M, : S — S stetig aufgrund des
Gaphensatzes. Fiir u € &' ist dann pu : ¢ — u(M, 1)) stetig auf S, also pu € S'.

d) Nun gelte - &' C S'. Da M, : S, — S, stetig ist, folgt ¢ - S C S wie in c¢) wegen
(8)) ~ 8 (vgl. Satz 8.2).

Aufgabe 3.16 a) Fiir £ # 0 gibt es o € K mit Hx(§) = (x0|§) . Damit folgt sofort
Hi(€)+el€] = (xo+ 8é—||§> < Hg. (&) . Die umgekehrte Ungleichung ist klar.

b) Fiir die Einheitskugel von R" gilt Hg = pp .

Aufgabe 3.17 Die erste Aussage ergibt sich sofort aus |e™¢ | = ¢2Im¢ < eAlImCl

Die Umkehrung folgt d&hnlich wie in Theorem 3.9: Mit der Fourier-Transformation auf
Ly(R) setzt man f :=F '(F|g) und zeigt supp f C [—A, A].

Aufgabe 3.18 a) Fiir ¢ € D(R") ist (uxv)(p) = ux* (v*@)(0) = u(v* p); wegen
| =

e &'(R") giltalso | (uxv)(@) | < C Y supg|D*(vxp)|=C supg | D*v* @ |
la|<k | |<k



fiir ein k¥ € Ny und eine kompakte Menge K C R". Wegen D% € S'(R") gilt fiir
¢; = 0 in S(R") auch D g;(x) = (D*),(gj(xr —y)) — 0 lokal gleichmaBig in =,
also (u*v)(¢;) = 0. Somit ist uxv € S'(R").

b) D Zunschst sei u € D(R"). Fiir ¢ € S(R”) mit ¢ € D(R) gilt F(u *v)(e) =
(o 0)() = v(i+ ) = (2) " (i) = (27)" () wegen F(i) = (2m) "= 0
nach (17).

(2) Nun sei u € £'(R"). Fiir ¢ € D(R") gilt dann ¢ * (u*v) = (¢ * u) *v und daher
P -Fluxv)=F(p*u)-0=2r)"@-0-0 nach ).

Aufgabe 3.19 a) Es ist 0 = F(Au)(&) = |£]%U(€), also suppa = 0. Nach dem
Beispiel auf S. 73 folgt @ = P(D)§ = (27)~ "2 F(—P) fiir ein Polynom P .

b) Nach a) ist u ein Polynom, also konstant.

Aufgabe 3.20 Die Voraussetzung lautet | f(z) | < C (2)¥ eAl™m=1 Man hat offenbar
| gs(A\) | < C fiir A € R und berechnet |gs(Re“) | § C fiirt € [0, 7r] und grofle R > 0.
Fiir A = i ist | f(z+iy) | e~ < | g5(i) | (1+5)¥*!, und s — 0 liefert die Behauptung
[f(2)] < Cetltm=l,

Aufgabe 3.21 a) Nach (47) gilt F(v,)(&) = (27)~ 2o (e 2l8)) = Jizi=€” U8 do () =
Jio|=t e~delleleosedy (1) mit o = /(x, ). Dies hiingt nur von | £ | ab. Fiir & = | £ |es ist
a =1 € [0,7] der Breitengrad-Winkel der Kugelkoordinaten, und es folgt F(v;)(§) =
(2m)= %2 82 [T emitlEleos? sing g = (21) =" e? 1 e €l ds = (27) =% At AL

|1
b) Es ist @ (€) = & 1(€)

Aufgabe 3.22 a) Man verwendet die Cauchy-Formel fiir die Taylor-Koeffizienten.

b) Aus | f(2) ]| < C (2)k el ™21 folgt f =4 fiir u € &'(R") mit suppu C U.(0) nach
Theorem 3.10. Mit € — 0 folgt suppu = {0} und u = P(D)d nach Aufgabe 2.20 oder
dem a) verwendenden Argument auf S. 73.

Aufgabe 4.1 a) Wegen f*)(z) = (1f (),2+1 mit Polynomen @y vom Grad < k + 1
gilt f € WH(R) fiir alle k € N, . Natiirlich ist f & £,(R).

b) Mit (3.8) oder Satz 4.7 gilt x(_1,) € H*(R) & s < 3. Wegen £ H(E) = (2m)~
und 1 =27 -6 gilt H,1 ¢ H*(R) fiir alle s € R.

Aufgabe 4.2 Es ist | grad f(z) | = m-

Aufgabe 4.3 Es seien f € C%(Q) mit || fllgon < 1, w C Q relativ kompakt und
h # 0 so klein, dass A" f(z) := 5 (f(z + he;) — f(x)) auf w definiert ist. Es gibt eine

Folge hj, — 0 mit Ah’“f—>g in Lo (w). Es folgen || g|lr., <1 und 0;f = ¢ auf w,
also 0,f € L (Q) und Ngllrow <1.

Aufgabe 4.4 a) Es ist ¢'o f € Loo(€2) und f' € L,(Q), also (¢’ o f)o f' € L,(Q).



Wegen | g(u) | < ]g(0) |+ C|u]| folgt auch go f € L,(Q2). Die Kettenregel ergibt sich
durch Approximation von f mittels Satz 4.2.

Aufgabe 4.5 Fiir 0 < s <1 gilt W;(Q2) < L,(€2), und daher hat eine Cauchy-Folge
eine fast {iberall konvergente Teilfolge. Deren Limes ist auch ihr Grenzwert in W; ()
aufgrund des Lemmas von Fatou.

Aufgabe 4.6 Beachten Sie Formel (3.16).

Aufgabe 4.7 b) Wegen Satz 4.1 kénnen wir 0. E. 0 < s < 1 annehmen.

||Th*f_f||p; _ fRn fRn | (f(z—h)—f(z)— fly—P)+f(y) [P dz dy — 0

|z—y[rtrs

fiir h — 0 aufgrund von Satz 4.3 in L,(R™ x R").

a) Bs ist (p: x [ — f)(x) = [, <. pe(2)(f(z — 2) — f(x))dz. Nach der Hélderschen
Ungleichung ist | [ p.(2)u(z) dz P < [ p.(2)| u(2) |P dz, und damit folgt

| ), . eI @=2)= (@)= Fy=2)+1 (v)) d= P

||p€*f—f||p; = fR" fR” —= |x_y‘n+ps dl‘dy
< e e(2) Jign fign LERLDTWEITONE 1 gy a2
< supy,|<e Jre Jre ‘(f(x_z)_{fc,);‘{z(igz)Jrf(y)) " dxdydz — 0

fiir ¢ — 0 aufgrund von b) bzw. Satz 4.3.

Aufgabe 4.8 a) Wegen Satz S. 78 konnen wir wieder 0 < s < 1 annehmen. Es ist

< fo otz \a; y|r|Ler|p{ dxderfoQ‘g ‘i'j;(‘nﬂ,s ‘dxdy

Das zweite Integral ist < || g ||, || f ||Ws ; das erste zerlegen wir:

f|x—y\<1 “’(””)|;$TZ"LP+‘£(’”’ . d(z,y) < [g] f|z|<1 \z|n+‘1p(s—1) Jol fly+2) [Pdydz
< Ci(n,p ) gl N FIIZ,
flwfy\zl \g(a:)|;g_(z)‘f+\p{(z) P d(z,y) ? | g ||§up 251 o |T}+p5 Jol fly+2)|Pdydz

VARVAN

OQ(TL,p, ) || g ||sup || f 7

Ly

b) Im Fall 0 < s < 1 gilt aufgrund von a)
1f=fillwg = 1A =02G)f lwsm,0y < ClF lwg@z, o) = 0-

Aufgabe 4.9 a), b) Mittels der Aufgaben 4.7 und 4.8 ergibt sich dies wie in den
Sétzen 4.2 und 4.4.

b)z.B. Q=C\({e" 't |t >0} u{0}).



Aufgabe 4.10 Fiir p = £, ¢ = 1 und v € H5(R") gilt ((§)*" |a(§) |))* € L,(R")
und ((€)* (&) [*)® € Ly(R"), und wegen t = ra + sb folgt die Behauptung aus der
Hélderschen Ungleichung.

Aufgabe 4.11 In Satz 4.9 integriere man die g, analog zu Formel (8).
Aufgabe 4.12 Fiir u = 33|, |<; D*fo und ¢ € D(Q) gilt

o) = | % oo (DY pdr] < (3 I1falli) s o -

\ la|<k

Durch g — ((—D)*g)|aj<x Wird eine Isometrie von Wy (Q) in [1|,<x Lp(€2) definiert,
und u € WEy(Q)" lisst sich nach Hahn-Banach zu u € (1) o< Lp(Q))' = [T} 0 <k Lqg(2)
fortsetzen.

Aufgabe 4.13 Nein.

Aufgabe 4.14 b) Fiir u € H*!°°(Q) und ¢ € D(2) wihlt man n € D(Q) mit ny = p;
dann ist nu € H*(R") und ||u —nul|, =0.

¢) HoP(Q) ~ H7#(Q) = H*(R") N E'(Q) .

Aufgabe 4.15 a) Fiir f € Ly(R") hat man
Tf = NF@-FHAf) = 2m) N (= (A7), also

Tf(z) = (@) fou ¥z —y) (v) 7 f(y)dy = fon k(z,y) f(y)dy mit
k(z,y) = Jen (@) (y) = e 02 (2)dz

= Jan{x)' (y)~* (y — )72 V75 (1 = A)P(2)dz
aufgrund partieller Integration fiir alle p € N. Mit Lemma 4.12 folgt
[k(z,y) | < Clr, ) {y — o)l (z)" =,
und fiir geniigend grofe p ergibt sich k € Ly(R**) wegen t —s < —2.
b) folgt aus a) wie in Satz 4.14.
Aufgabe 4.16 c) vgl. Aufgabe 4.15 b) und Satz 11.4.

Aufgabe 4.17 Man berechnet Eyp(z) = ¢(—x), Eip(z) = 3p(—z) — 2¢p(—22) und
Eyp(w) = 6p(—x) — 8p(=27) + 3p(—3x).

— ~ —

Aufgabe 5.1 Nach (4) ist S(t) f(€) = f(€)e=!€F" und 2S(t) f(€) = —a| €[> F(E)e~El

Man verwende den Satz iiber majorisierte Konvergenz.
Aufgabe 5.2 Fiir ¢' := FG" gilt Fg' = G* nach (7). Mit (3.6) und (3.5) folgt
Jan @ &9 g'(€) dE = [ TS (€) '(€) dE = Jin T2 (€) 9'(6) dE

= Jur fl&+ &) G'(§) dE
= Jer [z =& GUE S = (f +G')(x).



Nun verwendet man Satz 5.1 a) und Theorem 2.4 b).
Aufgabe 5.3 u(z,t) = (Ewyp x g)(x,t) + S(t) f(z) .

Aufgabe 5.4 a) Fiir ¢ € D(R,R?) gilt E'(p) = —E(¢') = — [ et/ (x)dx =
p(0) + J5~ Aetop(z) dx .

b) Fir ¢ € D(R) gilt P()(Ho)() = Hg(P(—=%)¢) = [5° g(x) P(—f)p(x) do =
©(0) aufgrund partieller Integration.

Aufgabe 5.5 Nach Aufgabe 2.18 gibt es u € D'(R) mit P(£) -u = (27)~"2. Es sei
|P(&)| > 1 fiir || > A, und wir wihlen n € D(R) mit n(§) =1 fiir || < A. Dann
gilt nu € &'(R) und (1 —n)u € Loo(R), alsou € 8'(R). Fiir £ := F~'u € §'(R) gilt

dann P(—iL)E =94.

Aufgabe 5.6 H(z) ® 0, und 6, ® H(y).

Aufgabe 5.7 Fiir ¢ € D(R?) gilt

(0 Ew — * 0, Ew)(9) = Ew (0f¢ —c?029) = [po Bw (0} — ¢ 02p) d*(x, 1)
20 J2o IT5y, 02 p(w,t) dt du — § [5° [2, Dop(w, t) du dt

C

— 5= %% e, ) da — & [5° (Duplct, t) — Duip(—ct, 1)) dt
—%( I % Op(w, 2) do + [5° cOpp(ct, t) dt)

_%( fOoo % Btgo(—x, %) dx — fOoo C@IQO(—Ct, t) dt)

—% 1o (Owp(eu, u) + c Opp(cu,u)) du

—3 167 (Op(—cu, u) — cOpp(—cu, u)) du

—2 0% L p(cu,u) du— § [5° 4£o(—cu, u) du

59(0,0) 4+ 5¢(0,0) = ©(0,0).

Aufgabe 5.8 Es ist Rp(&,7) := [¢ [T p(x,t) dt du eine stetige lineare Rechtsinverse
zu 0¢0; : E(R?) — E(R?).

Aufgabe 5.9 Fiir ¢ € S(R*) ist E(¢) = & [ v (¢") %, und Aufgabe 3.21 liefert

T

E(fazqvb) = ﬁ fOOO Ut(fwwt) % = ﬁ fOOO fazvt(wt) % = fOOO fRC" Sir|l?|£| lb(fa t)df dt. Es fOlgt

(0F = ME(Fov) =

Aufgabe 5.10 Es ist B(x,t) = H(t) exp(—i(n —2)T) (47t)~ " exp(— &

E((0F = A)Fu)) = B(F.(0 +1€1))

Jes J5° L DR (6, 1) + | € P (6, 1) dtdg

Jis 5o (1€ | sint €] - (&, ) — cost] €| - Ob(€, 1)) ditds
— Jrs Jo© Op(cost[ €] - (&, 1)) dtd

Jes ¥(&,0))d = Fpp(0,0) = 6(F,)) .

2

) eine Fun-

damentallosung in D'(R™) . Diese ist singulir auf der Hyperebene {(z,t) | t = 0}; der
Schrédinger-Operator ist also nicht hypoelliptisch.



Aufgabe 5.11 Aus P(D)v =0 folgt P(£)v(§) =0, also v =0, da v analytisch ist.

Aufgabe 5.13 Nein: Fiir einen Weg (t) = a(t)¢ +i6(t)n von P nach @ in II} gibt
es 7 € R mit f(7) =0.

Aufgabe 5.14 Fiir deg P = m gilt P(§) ~ (&)™

Aufgabe 5.15 Fiir u € C.(2) und kleine ¢ > 0 gilt p. x u, p. x f € D(Q), und fiir
x €  gilt im klassischen Sinn

9ji(pe xu)(x) = [rnuly)Ofp(xr —y)dy = — [gnuly) ¥ p(x —y)dy
= Jou fW) pe(z —y)dy = (p-* f)(x).

Mit € — 0 folgt die Behauptung aus Theorem 2.4.

Aufgabe 5.17 Den Gevrey-Fall zeigt man wie in Satz 5.14, den reell-analytischen
ebenso unter Verwendung des Satzes von Cauchy-Kovalevska, vgl. [Treves 1975], sec-
tion 3.

Aufgabe 5.18 a) Es geniigt, | ¢||?, < 2[9;¢ 3, fir ¢ € D(Q) zu zeigen. Fiir
j =n und a, = inf{z, € R | (', 2,) # 0} hat man ¢(z',x,) =0 fir z,, < a,, und
Tp > a, +d; fira, <z, <a, +d gilt
o', xn) = [ Oup(a,t)dt, also
[ (@, 2a) P S (0 = an) Jor ™ | Oup(a’ ) P dt;

Qn

Integration iiber x,, und dann iiber ' liefert daher

Jot ) (ol ) Pde, <L [0 Qp(al t) 2 dt
Jolp@) Pde < L fo|0up(a)[?da.

b) Nach Satz 5.21 und a) gilt (Au|u)r, = Da(u) > 2| u ||}, firue Wy(Q).

Aufgabe 5.19 a) Fiir u € W (Q) ist D(¢;,u) = )\;/2 (¢;,u)r, nach (58). Gilt umge-
kehrt 3° N | (u, d5)1, | < 00, so konvergiert die Entwicklung (57) in W ().
7=0

b) Esist R(K) ={Kf | f€ Ly} ={ueWi(Q) | Au € Ly(Q)}, und mit a) folgt
auch R(K) = {u € Ly() | j;o)\f | (u, ¢ )p, |> < 00} .

C) Fiir f S LZ(Q) ist (A — A I)’LL - Z()\ = A )(U ¢Z>Lz¢l - <f7¢z>Lz¢z - f
genau dann losbar, wenn ( f, ¢; )1, = 0 fur alle i € Ny mit \; = )\ gllt

d) Ein Separationsansatz u(z,t) = f(x)g(t) liefert f(z)j(t) + 2Af(z)g(t) = 0, al-
so §(t) + Ag(t) = 0 fiir einen Eigenwert A € R von ¢?Af = \f, f € W} (Q). Die
Behauptung folgt nun durch Entwicklung der Anfangsdaten F' und G nach den Ei-
genfunktionen dieses Randwertproblems.



e) Fiir (0; + aA,)u =0 mit u € Wy () und u(x,0) = F(x) auf Q verfihrt man wie
in d). Man erhélt nun ¢(¢) + Ag(¢f) = 0 und eine Losung u(z,t) = § vje Nt g;(x) .
=0

Aufgabe 6.1 Aus % | gk ||, < oo folgt § | gx(t) |” < oo f.i nach dem Satz von B.
k=1 k=1

Levi. Fiir g(¢) := kz;l gi(t) fi. gilt || g — kz;l Tk

L, — 0 nach dem Lemma von Fatou.

Aufgabe 6.2 a) Die Hilfsfunktion h : ¢ — ;55 aus (1.12) ist monoton wachsend.

b) Satz iiber majorisierte Konvergenz.

¢) Fir f > 0 sei f,(t) :== max{f(t),n}. Dann gilt f,, € Loo(x) und f,, — f punkt-
weise, also in M (u) nach b).

d) = Auf Ay(e) = {t € Q| | fu(t)| > €} gilt ZLUL > = und daraus folgt
(An(2)) < 2 6(fa) = 0.

= B st [y o) 159 dp < p(An(e) und fou a0 12585 dp < 2 p(Q).

e) wird wie in Aufgabe 6.1 gezeigt: Aus E Lol o folgt auch Z | gr(t) | < 0.
k=1

1+ gr () |
) Fir f € LT(N) ist ¢(f) < fﬂ(1+|(;()t‘)|)
auf L,.[0,1] nach Satz 6.5, also u = 0 wegen c).

L, - Firu e M[0,1) gilt u=0

Aufgabe 6.3 Nein: Fiir eine Quotientenabbildung o : ¢; — /¢y lassen sich schwache
Nullfolgen in /5 wegen des Satzes von Schur 9.37 nicht zu solchen in ¢; liften. Es ist
auch o : ¢ — (5 eine Quotientenabbildung nach Aufgabe 8.15 und Satz 8.2.

Aufgabe 6. 5 Es sei (24)aca ein Cauchy-Netz. Zu n € N gibt es v, > 7,1 in A mit
d(zq,25) < + fiir o, > 7, . Dann ist (z,,) eine Cauchy-Folge, und ihr Limes ist
auch der lees des Netzes (Zo)aca -

Aufgabe 6.6 Eine Vervollstdndigung von E ist ein vollstdndiger topologischer Vek-
torraum E sodass E zu einem dichten Unterraum von E linear isomorph ist. Die
Elndeutlgkelt bis auf Isomorphie folgt mittels Aufgabe 1.8.

Die Existenz von E ist klar fiir metrisierbare Riume E. Wie auf S. 151 ist ein belie-
biger topologischer Vektorraum zu einem Unterraum eines Produktes metrisierbarer
Réume isomorph. Eine Beschreibung von E im lokalkonvexen Fall liefert Satz 8.16.

Aufgabe 6.7 ist klar fiir metrisierbare Rdume F; im allgemeinen Fall realisiert man
E als Unterraum eines Produktes metrisierbarer Rdume. Einen kurzen Beweis von
»<=“ mittels Ultrafilter findet man etwa in [Jarchow 1981], section 3.5.

Aufgabe 6.8 ,(c) = (d)“: Andernfalls gibt eszu x € E und V € U(E) einy € V
mit u(y) = u(x). Somitist z:=2—y € N(u) und x —z € V', also N(u) dicht in E .
Die Implikationen ,,(a) = (b) = (¢)“ und ,,(d) = (a)* sind klar.



Aufgabe 6.9 Fiir eine Nullfolge (x,) in E gilt x, = @, y, mit a;, = 0 in R und
yn — 0 in E. Daraus folgt T'(x,) = @, T (y,) — 0 in F.

Aufgabe 6.10 ergibt sich wie im Fall r = s =1 (vgl. [GK], Abschnitt 3.1).

Aufgabe 6.11 ergibt sich wie im Fall » = 1 (vgl. Abschnitt 13.1 sowie [GK], Ab-
schnitte 4.1 und 4.3).

Aufgabe 6.13 Nein, man setze etwa T, =T + ~1 fiir ein 7 € K(X).

Aufgabe 7.2 Fiir a € A findet man induktiv a, € A und b, € B mit

a =b+ia =b+gb+ia = - = k¥12k{1bk+2%an fir n € N.

Es gilt 5z a, — 0 in E, und Y. 5 b, konvergiert in Ep gegen b € 2B" C 3B.
k>1

Aufgabe 7.3 Fiir die Einschrinkung von 2’ € (Ey) auf E gilt | (z]2') | < Cpy(z),

also 2’ € E}. . Die Umkehrung ist auch klar.

Aufgabe 7.4 b) Es folgt die Injektivitdt von 7', die Surjektivitét i. A. nicht (vgl. die
Abschnitte 9.3 und 12.5).

Aufgabe 7.5 b) Fiir p € H(E) ist poiy € H(EL), also p(igry) < pr(xy) fir ein
pr € H(Ey). Fir o = (z;) = X, 405 € £ folgt p(x) < 3, pija;) < X;pj(x;). Die
Umkehrung ist klar. Im allgemeinen Fall kombiniert man (13) mit (12).

Aufgabe 7.6 Ein Banachraum mit seiner schwachen Topologie.

Aufgabe 7.7 a) Es gibt B € B(E) mit r,x, € B fiir alle n € N, und damit folgt
L(rpw,) — 0 in Ep.

_rn

b) ergibt sich aus a) und Aufgabe 1.13.

¢) ,=“ Wird B € B(E) von A nicht absorbiert, so gibt es b, € B mit -5b, & A.
Dann wird die lokale Nullfolge (£b,) von A nicht absorbiert.

Ty

Aufgabe 7.8 a) In Aufgabe 7.7 a) ist jetzt K := I'{r,z,} eine kompakte Kugel.
b) folgt aus a), ¢) dann wie in Aufgabe 7.7 c).

Aufgabe 7.9 Es seien F = ind(Ey,ix) und 0 : E — @ eine Quotientenabbildung.

Dann triagt @@ die induktive lokalkonvexe Topologie des Systems {oi : Er, — Q}ren -
k k

Wir definieren Fj := @ E; und v, := @ oi, € L(F}, Q). Fiir die Quotientenrdume
j=1 j=1

Qr = vi(F) = Fh/N(vy) gilt Qp € Qpy1, die Inklusionen Q) — Quir sind stetig,
und es ist ) = ind; Q.

Aufgabe 7.10 a) Wir bezeichnen Einheitskugeln in £ mit U, solche in G mit V.
Wegen p < p < q auf G ist V, CV, CV,. Fir U := ['(U, UV,) NU, gilt dann



U, CU CU,, und wir setzen r := py .
b) Einheitskugeln in @ bezeichnen wir mit W . Es ist o(U,) = W5z C W, C W5 =
o(U,), und wir setzen U := o *(W,) N U, sowie r = py .

Aufgabe 7.11 Man identifiziert v € Dj(2) mit dem Tupel (ul,) € proj; Dy(K;)
und benutzt die Regularitit des induktiven Limes D(2) = ind; D(Kj) .

Aufgabe 7.12 ergibt sich aus Theorem 7.20.

Aufgabe 7.13 Nein; andernfalls wire ¢ ein Fréchetraum im Widerspruch zum Satz
von Baire.

Aufgabe 7.14 ergibt sich aus Theorem 7.20.
Aufgabe 7.15 ergibt sich ebenfalls aus Theorem 7.20.

Aufgabe 7.16 a) ist klar, b) folgt mittels a) wie in Abschnitt 7.5, und auch ¢) ergibt
sich wie dort.

Aufgabe 7.17 a) Fiir Banachrdume E kann man in Beweisteil ) von Theorem 7.22
jetzt an Stelle von U auch C,, ,, nehmen.

.....

b) folgt aus a) und der Konstruktion eines strikten Gewebes auf F' = ind; F};: Mit

.....

Aufgabe 8.1 b) Fiir N := T (U, M) "

(N; M;)° = °(N°) =N

gilt °N = °(U; M7) =N, °(M), also

Aufgabe 8.2 = “: Fiir yp € F, ist Ty, € E auf (Ey,0(E, F})) stetig, und Satz
8.2 liefert 7>y, € F7.

Aufgabe 8.3 a) Aus T(A) C B folgt B° C T(A)° = T'"*(A°) nach (13), und daraus
folgt T"(B°) C A°. Ist B absolutkonvex und o(Es,, F3) -abgeschlossen, so folgt daraus
T"(°(A°)) C °(B°) = B, also auch die Umkehrung 7'(4) C B.

b) ergibt sich sofort aus a).

c) Wegen der Symmetrie geniigt es, ,,<=“ zu zeigen: Fiir A € &; und C € &, gibt es
eine endliche Menge M C F; mit T'(C) C M + %AO . Nach Satz 8.8 ist A priakompakt
in o(Ey, Fy); es gibt also ay,...,a, € A mit A C U;(a; + 1 °M). Daraus folgen
ACUlaj+3(°MnNA)) und T(A) CU;(Ta;+3T(°M N A)), und die Behauptung
ergibt sich dann aus 1 T(°M N A)) C °C:

Firy € C gilt 'y = m+ 32’ mitm € M und 2’ € A°; fiir x €> M N A folgt daher
(T, y') | = [{2, T} | < [{x,m) |+ 5 [{z,2) | < 5 <2

Aufgabe 8.4 ,«<“: Fir z € E™ sei N, = {a/ € E' | («/,2) = a}. Ist nun z|,.
fir alle U € U(E) o(E', E)-stetig, so sind alle NyNU° o(E', E) -abgeschlossen. Nach




Voraussetzung trifft dies dann auch auf Ny zu, und nach Aufgabe 6.8 ist dann z selbst
o(E', E) -stetig. Nun verwendet man Satz 8.17.

,= 1 Esist H= N, fiir ein 2 € E'*. Nach Satz 8.17 ist zu zeigen, dass z|;. fiir alle
U e U(E) o(E' E)-stetig ist, und wegen (z',z) — (¢, z) = 2 (x';y,,z> geniigt es, dies
in 0 zu zeigen. Andernfalls gibt es M C U° mit 0 € M~ und (2/,2) = p # 0 fiir alle
' € M. Mit N, N U° ist aber auch N, NU° o(E', E)-abgeschlossen, und wir haben

einen Widerspruch.

Aufgabe 8.5 Es sei T eine solche lokalkonvexe Topologie auf E'. Nach Satz 8.17 gilt
dann (E', %) = E, also ¥ = T(S) fiir eine Bornologie & auf F'. Nach Aufgabe 8.3¢)
sind die Mengen in & prikompakt in E'.

Aufgabe 8.6 Fiir eienen folgenvollstéindigen Raum E definieren wir T € L(¢;, E)
durch T'(\,) :== X Apxy, . Mit der Einheitskugel B von ¢; ist zu zeigen, dass T'(B)
=1

in E abgeschlossen ist. Nun gilt 7"y = ((xpn,y")) fir y' € E' und somit T"(E’) C
co. Nach Aufgabe 8.2 ist daher T : (¢1,0(¢1,¢p)) — (E,0(E,E")) stetig, und nach
Theorem 8.6 ist T'(B) schwach kompakt in E'.

Aufgabe 8.7 a) Fiir y' € E' gilt | ((2;),y) | < sup;capj(x;) mit einer endlichen
Indexmenge A C J und p; € H(Ej;). Dies zeigt y' = @jcay; mit y; € £} .

b) Fir W € Q(E') gilt m;(W) € W(E;) und W C @jcm;(W) fiir eine endliche
Indexmenge A C J.

c) Fir K € R(£) gilt 7;(K) € &(F;) und K C [[;c, m;(K). Entsprechendes gilt
nicht fiir endliche Mengen. In der Tat kann etwa die ¢, -Norm auf ¢ = @,cy K nicht
durch eine Halbnorm der schwachen Topologie o(¢,w) abgeschiitzt werden.

Aufgabe 8.8 a) Mit U} (0) ist auch U (0) = U, (0) schwach kompakt.

b) Man kann o. E. die Separabilitit von £ annehmen und dann Satz 1.4 verwenden.
Aufgabe 8.9 Etwa E“ fiir einen reflexiven Banachraum E .

Aufgabe 8.10 a) Fiir U € U(F) ist die Menge {7"(U°) | T € G} in F' gleichstetig
aufgrund von (11). Nun verwendet man Aufgabe 8.3 a).

b) folgt sofort aus a).

c¢) Eine Cauchy-Folge in Lg(F, E) ist nach b) gleichstetig, und ihr punktweiser Limes
existiert.

d) Eine Cauchy-Folge in L,(F,E) ist nach Satz 7.8 in Lg(F, E) beschrinkt, also
ebenfalls gleichstetig.

Aufgabe 8.11 Zu V;, € U(E) gibt es Uy € U(F) mit T(Ug) C Vj. Nach Aufgabe
1.12a) gibt es p, > 0, sodass Uy prU; im Fréchetraum Fj beschrénkt ist. Nach (11)
ist diese Menge gleichstetig; es gibt also U € U(E) mit p,Ug C U® fiir alle k. Es folgt
UCp,'U, und T(U) C p, 'V, fiir alle k € N, d.h. T(U) ist beschrinkt.



Ein metrisierbarer (DF') -Raum ist also bereits normierbar.

Aufgabe 8.12 Mit einem Fundamentalsystem {B; C By C ...} beschrinkter Mengen

.....

Aufgabe 8.13 Nein, da man nicht weif}, ob die Mengen C,, abgeschlossen sind.

Aufgabe 8.14 a) Fiir S € &, ist //(S°) offen; es gibt also T € &y mit 7° C //(S°)
und SNG C °(/(S°) C °(T°)=T.
)

b) Fiir § € &, ist T := SNG € &y, und es gilt (17)° = (SNG)° = TSP U Go) ") =
$5°+ GOQ(GI) , daja (E',%(6,)) = FE gilt. Da S° eine T(6;) -Nullumgebung in £’

ist, folgt weiter S° + Gog(Gl) CS°+G°+8°C2(5°+G°), also («I)° C S°+G°
und 7° C /((«T)°) C J/(S°).

Aufgabe 8.15 folgt aus Satz 8.24 und Aufgabe 8.14.

Aufgabe 8.16 a) Es ist G; ein Fréchetraum. Zu einer Nullfolge (7,) in G gibt es
nach Aufgabe 1.13 Nullfolgen (a,) in R und (y,) in G mit z;, = o, y, . Wegen
(11) ist die Menge {y/,} in G’ gleichstetig, und der Satz von Hahn-Banach liefert eine
gleichstetige Menge {n’} in E’ mit /(n,) =y, fiir n € N. Es folgt & :=a;'n, — 0

in £ und somit z;, = /¢, — 0 in der Quotiententopologie /'(E}) auf G'.
b) Wir kénnen G = F annehmen. Dann ist /' bijektiv, und wir verwenden a).
¢) folgt aus b) mit £ = G

d) Die Raume C™(2) sind quasivollstéindig, die die induktiven Limiten regulir sind
(vgl. Aufgabe 7.14).

Aufgabe 8.17 = “ ergibt sich durch Induktion iiber r.

Aufgabe 8.18 Wegen der Reflexivitit von X und Satz 8.32 ist Uy der schwache
Abschluss von co(d,U x), aufgrund der Folgerung zu Theorem 8.29 sogar der Norm-
Abschluss.

Aufgabe 8.19 a) Fiir X = /(, ist .U = {(zx) | |z | = 1 fiir alle k}, fir X = ¢, ist
0.U = {agey, | |ax | =1 fiir alle k}, fiir X = Ly[a,b] und X = K(H) ist .U =0.

b) ergibt sich fiir X = ¢; mittels a).

¢) Esseien v € U, yy,...,y, € lo und G := [y1,...,y,]. Wir withlen o > 0, sodass
z = Pgr + oI — Pg)z die Norm 1 hat; dann ist z € 9,U und (z — z]y;) = 0 fiir
j=1,...,r.

Aufgabe 8.20 Es ist f : = = (z;) — % eine stetige Linearform auf ¢;; durch

zj
T : (xg,x1,...) = (—f(x),x0,21,...) wird ein Isomorphismus von ¢; auf Y definiert.
Fiir € 0.Uy muss |z;| = 0 oder |z;| =1 fiir alle j gelten; wegen ||z || = 1 und
f(z) =0 ist dies unmdoglich.



Aufgabe 8.21 a) Es sei z € 0.(coK). Fir U € U(E) gibt es xy,...,2, € K
mit K C U;(z; + U). Mit den kompakten Mengen K; := co(K N (z; +U)) gilt

co K = co(U; Kj;). Daher gilt z = Za]z] mit z; € K; und «o; > 0, Za] =1.
=

Nach Aufgabe 8.17 gibt es j mit z = z; € K; C K +U . Somit ist z € K also auch

z € 0.K .

b) Es ist TK = coL mit der kompakten Menge L := U{aK | |a| = 1}. Nun sei
y € 9,(K). Nach a) gilt dann y € L, also y = az fiir ein z € .K und ein o € C
mit || =1.

Aufgabe 8.22 a) ,O“: Die Menge W := {p € C(T) | p > 0 und ||p|| = 1} ist
kompakt und Extremalmenge von U ; es geniigt daher, §, € .W zu zeigen. Dazu sei
8 = L(py + p2) mit yy, € W Fiir f € O(T) mit f(t) =0 gilt f = f — fo mit f; >0
und f;(t) = 0. Aus 6,(f;) = 0 folgt dann p,(f;) = 0 wegen pi(f;) > 0, also auch
pi(f) = 0. Dies impliziert py = py = d; .

,C“ Fiir M := {6, | t € M} gilt U = (°M)° =T M, und man verwendet Aufgabe
8.21 D).

b) ,= ¢ wurde in [GK], Satz 2.8 gezeigt. ,<=“: Esist 0 : T — (M, o(C(T)',C(T)))
eine Homoomorphie, und dieser Raum ist metrisierbar aufgrund der Sitze 1.4 und 1.1.
¢) ,<“: Eine Isometrie u : C(T,R) — C(S,R) induziert nach a) eine Homdomorphie
u' i Mg — My oder o' : Mg — —My .

Aufgabe 8.23 folgt sofort aus dem Satz von Stone-Weierstrafl.

Aufgabe 9.1 a) ist klar (vgl. [GK], Satz 13.1), b) folgt sofort aus a).

Aufgabe 9.2 a) T ist genau dann abschlieB8bar, falls fiir ein Netz (x,) in D(T") mit
Zo — 0 in F und Tx, — y in F stets y = 0 folgt.

b) vgl. [GK], Satz 13.6.

Aufgabe 9.3 Es ist (34) < (11) klar. Fiir Banachrdume bedeuten diese Bedingungen
Ty || <1=||y'|| < p fiirein p> 0, also ||y || < p|| Ty || fiir alle y' € D(T") .

Aufgabe 9.4 = “: Es gibt ein wachsendes Fundamentalsystem {p,,} von Halbnormen
auf B mit B}, # Ej, . Man wihlt z;, € £}, \E, und verwendet Satz 9.11.

Pn+1

Aufgabe 9.5 a) Mit den Basisfunktionen {e®**},c; von & (R) sind die Matrix-
Elemente gegeben durch a;, = (ik)’ fir k € Z und j € Ny .

b) Durch 3 : f + (0%f(0))acny wird eine Surjektion (3 : £ (R") — w™ ~ w definiert.

Aufgabe 9.6 Beim Satz von Borel sind die exakten Zeilen in Theorem 9.14 gegeben
durch 0 — G, — C3.(R) = K"*! — 0 mit o, : f — (f*(0))o<k<n - Zu zeigen
ist die Dichtheit von Gp11 in G,,. Zu f € G, und € > 0 gibt es h € &5, (R) mit
| f = hller < &, insbesondere auch |A*¥)(0)| < e fiir K = 0,...,n. Nun wihlt man



N € Exr(R) mit ng(x) = Ik—lf fir x nahe 0 und || 9 |le» < C fiir 0 < k < n sowie
n41

| AFD0) || pst ||en < €. Fiir g(x) == h(z) — 3 ¥ (0)n(2) gilt dann g € G, und
k=0

|h—glles < (Cn+1)e.

Beim Interpolationssatz verfihrt man so &hnlich und verwendet dabei den Approxi-

mationssatz von Runge (vgl. S. 330) und endliche Interpolation.

Aufgabe 9.7 siche [Hormander 1964], section 3.4.

Aufgabe 9.8 siche [Hormander 1964], sections 3.4 und 3.5.

Aufgabe 9.9 Auf den surjektiven Operator P(D) € L(Dp(py, H*'*°(£2)) wendet man
Satz 9.28 an.

Aufgabe 9.10 Nach (7.13) und Satz 9.32 ist ein Fundamentalsystem auf D(Q2) gege-
ben durch {p;(p) = ¥ ¥ supg |07(a;(z)e(2)) [}

J=0|B|<r;
Aufgabe 9.11 Fiir ¢ € R betrachtet man H := {£ € R* | ({|n) > ¢} und H, :=
{€ € R | {¢|n) < ¢}; dann hat P(D) € L(E(HY)) Inverse RE € L(E(HZE)). Fiir
¢ >0 sei {a*,a"} eine der Uberdeckung H*, U H, untergeordnete C*°-ZdE; dann
definiert man R € L(E(R")) durch R(y) := RT (aTp)+ R, (" ¢).

Aufgabe 9.12 Dies zeigt man wie Satz 9.34.
Aufgabe 9.13 siche [GK], Satz 9.18.

Aufgabe 9.14 Die Bilder der Einheitsvektoren bilden eine beschrinkte Menge in @),
die zu einer solchen in E zu liften sind. Fiir Fréchetrdume F ist dies moglich, wenn

() ein Montelraum ist (Satz 8.27) oder wenn G quasinormabel ist (vgl. [Meise und
Vogt 1992], Satz 26.17).

Aufgabe 9.15 siehe [GK], Satz 10.12; dort wird in der Tat Isometrie bewiesen.

Aufgabe 9.16 a) Man definiert Ty : F' — (o (U°) durch Tyz := ((z,2"))yepe und
erhélt eine Isomorphie T' = (Ty)ycyry von F in [[yeyp) loo(U°) -

b) Der Produktraum in a) ist injektiv.

c¢) Ein Banachraum F' ist isometrisch zu einem Unterraum des P -Raums ¢, (U°) .

Aufgabe 9.17 a) Es gilt genau dann f < g in L(Q2), wenn [, fodu < [q gedp fir
alle 0 < ¢ € Li(2) ist. Fiir eine Menge M C L (2) mit f < g fiir alle f € M setzt
man (g, 5) 1= sup e Jo fodp fiir 0 < ¢ € Li(Q2) und setzt s zu einer Linearform in
Li(Q) = Loo(2) fort. Man kann auch dhnlich wie im Beweis von Satz 9.35 argumen-
tieren.

b) ,@D = (2)“: Fiir eine Menge M C C(K) mit f < g fiir alle f € M setzt man
h(x) := suppepg f(z) und dann s(x) := inf {t(x) | h <t € C(K)}. Dann ist h nach
unten und s nach oben halbstetig, und die Voraussetzung iiber K impliziert die Ste-



tigkeit von s.
@ = (@)« ergibt sich wie im Beweis des Satzes von Hahn-Banach.

,3) = (D¢ Es gibt eine Projektion P : /oo (K) — C(K) mit || P|| = 1, und diese
ist positiv, d.h. es ist Pf > 0 fiir f > 0. Fiir eine offene Menge U C K ergibt sich
xz = P(xv) € C(K), und U ist offen.

Aufgabe 9.18 Andernfalls gibt es verschiedene Punkte =, € K mitx, — = in K. Es
seien U,, (x,) zueinander disjunkte offene Kugeln. Dann ist D := {J, U.,, (z2,) offen
und # € D, D also nicht offen.

Aufgabe 10.1 Einer linearen Abbildung u € L.(F), E) entspricht die Bilinearform
B e B(EL,F.), B(z',y') := (uy',2') .

Aufgabe 10.2 ,C“: EsseiT € XeVY = L.(Y/,X). Da Uy in Y] kompakt ist, gilt
T e K(Y',X). Weiter ist 7" : X/ — Y stetig und daher auch T =T7":Y] — X°.
L2 Fir T € L(Y],X7) ist T : X!, — Y7 stetig, und wegen 7" € K(Y', X) und
|77 || = sup {| ("', ") [ | ly"]] < 1} = sup{[{Ty",«)| | [|¢'[] < 1} ist auch
T': X =Y stetig. Nun folgt 7 € X Y aus Satz 10.3.

Aufgabe 10.3 Dies folgt aus dem letzten Satz von Abschnitt 8.1. Weiter ist (o, (M, F)
der Raum der F'-wertigen Funktionen auf M mit prikompaktem Bild.

Aufgabe 10.4 a) Die erste Aussage folgt wieder aus dem Prinzip der gleichmifigen
Beschrénktheit bzw. dem letzten Satz von Abschnitt 8.1. Fiir die weiteren Aussagen
sollte F' vollstindig sein; man argumentiert dann wie in Satz 10.1.

b) Es st Ag(K,F) = {f € A*(K, F) | {£5208 | s # t} ist priikompakt in F'} und

et — et 3 f()—f1) _ /
MN(K,F)={f e AN(K,F) | d(!}t)m_m e = 0bzgl o(F, F)}.
Aufgabe 10.5 Es ist we F = L (F!,w) ~ ((F')) ~ F™ und w hat die A.E.
Aufgabe 10.6 Man definiert S(R™, F') als Raum aller Funktionen ¢ € E(R", F)) mit

VgeH(F)VEkeNy : qv):= sup sup(z)*q(D%(x)) < oo.

|a|<k zeR™

Dann ist S(R", F') = S,(R", F) nach dem letzten Satz von Abschnitt 8.1. Da S(R")
ein Montelraum ist, folgt S,(R", F') = Sx(R", F') aus Satz 10.6, und fiir vollstindige
Réume F' verwendet man Satz 10.5. Die letzte Aussage folgt dann mit (17).

Aufgabe 10.7 Man argumentiert wie in Abschnitt 10.1. Analoges gilt nicht fiir C™ -
Funktionen im Fall m € N, so ist etwa C'(R)®.C'(R) der Raum der Funktionen
f € CYR?), fiir die auch die gemischte zweite Ableitung 0,0, f stetig auf R* existiert.

Aufgabe 10.8 a) Es sei {p;}jen ein wachsendes Fundamentalsystem von Halbnor-
men auf £ mit den Quotienten-Halbnormen {p;},en auf Q. Fiir y = (yx) € s(Ny, Q)



und j € N withlen wir Zahlen n; > n;_; € N mit &7 p;(yx) < 277 fiir k > n;.
Dann wéhlen wir Vektoren x), € E mit mzy =y, fir & € Z" und pj(zr) < 2p;(yk)
fir n; < k < nj31. Dann gilt k2 — 0 in F fiir & — oo und alle j € N, also
x = (vg) € s(Np, E).

b) Nach a) und Satz 10.8 kann man periodische C* -Funktionen liften. Nun sei {U;}
eine lokalendliche Uberdeckung von €2 durch offene Kugeln und {a;} eine unterge-
ordnete C* -Zerlegung der Eins. Fiir f € £(2, Q) betrachten wir «;f € D(U;,Q) als
2m{ -periodische Funktion und konstruieren dazu ein Lifting g; € £2r(R*, E). Nun
wihlen wir n; € D(U;) mit njo; = oy. Fiir fY := ¥;n;9; € £(Q, E) gilt dann
rfY =¥ nimg; =X njaf =Y af = f.

Aufgabe 10.10 Es gibt a € H(2) mit ag € H(2, Q). Mittels Satz 10.14 liftet man
ag nach E und dividiert wieder durch «.

Aufgabe 10.11 a) Man setzt px(f)? := [x | f(2) [*d fiir kompakte K C Q; mittels
Cauchy-Formel ergibt sich supy | f(2) | < Cepk.(f) fiir f € H(Q) und klelne e>0.
Nun verwendet man Satz 10.18.

b) Es sei {Q, }nen eine relativ kompakte Ausschopfung von 2 wie in (1.2). Aus a) un
dem Approximationssatz von Runge folgt die Dichtheit von #(2, F') in H(%Q,, F) fiir
n € N. Daher kann man wie in Satz 9.15 verfahren.

Aufgabe 10.12 ergibt sich aus den Sétzen 10.17 und 10.9: Fiir einen Banachraum F'
ist C™(Q) @ F dicht in C™(Q)e F ~ C™({), F).

Aufgabe 10.13 a) Esist A(K, F) ={f € C(K,F) ~C(K)e F | \(f)(F') C A(K)} ~
A(K)e F aufgrund von Satz 10.11. Weiter wird die e-Topologie auf R(K) ® F
von R(K, F) induziert. Fir f € H(K,F) gibt es eine Umgebung U von K mit
f € H(UF) ~HU)R.F, und daher lisst f sich durch Funktionen in H(U) ® F
approximieren. Somit ist R(K) ® F' dicht in R(K, F).

b) Fiir f € A(D,F),0<7r <1 und f.(2) := f(rz) gilt f, € H(D, F), und man hat
lf—fillg—0 firr—1.

c) folgt nun aus a) und Satz 10.17.
Aufgabe 10.14 a) Die Cesaro-Mittel (vgl. [GK], Abschnitt 5.1) definieren lineare

Operatoren o, : A(D) — [1,2,...,2"] € A(D) mit ||o,| < 1, und der Satz von
Fejér liefert || f — o, (f) || — 0 fl'ir n— 0o.

b) Mit Operatoren wie im Beweis von Satz 9.35 argumentiert man #hnlich wie im
Beweis von Satz 10.16 b), vgl. etwa [Jarchow 1981], 18.5.

Aufgabe 10.15 \,(4) ~{y=(y;) | Tk e Ny : |yl = (Z a;f

y;|7) e < oo} fiir
1 < p < oo und entsprechend fiir ¢;(A)" und ¢o(A)".

Aufgabe 10.16 ,<“: Es ist {x,} linear unabhingig, und durch Pm(% ;) =
i=1



m

> ajz; werden Projektionen P, : [z,] = [Tn]n<m mit || Py || < C definiert. Diese

j=1 =

setzt man zu Projektionen P, : X — [2,]u<, fort, und wegen li£11 P,x = z fiir
- m oo

x € [z,] gilt dies auch fiir alle z € X .

Fiir ,= “ zeigt man, dass der Raum ([z,],|| [|*) vollstindig ist und verwendet dann
den Graphensatz, vgl. etwa [Albiac und Kalton 2006], section 1.1.

Aufgabe 10.17 a) Der Raum [x,],en enthélt alle charakteristischen Funktionen von
Intervallen [j27%, (j41)27%] und ist daher dicht in L,[0,1]. Weiter gilt die Bedingung
aus Aufgabe 10.16 mit C' = 1 zunéchst fir n = m + 1 und dann fiir alle n > m;
dabei benutzt man die elementare Abschétzung | a+bP+]|a—0P>2]alf.

b) Der Raum [¢,|,en enthilt alle stetigen stiickweise linearen Funktionen auf [0, 1]
mit ,Knicken“ in den Punkten j2°% und ist daher dicht in C[0,1]. Die Bedingung
aus Aufgabe 10.16 gilt wieder mit C' = 1 zunéchst fiir n = m + 1 und dann fiir alle
n>m.

Aufgabe 10.18 Es seien P : E — G eine stetige Projektion und Y ein Banachraum.
ZuuecGeY C EeY gibt es ein Netz vy, in £ ® Y mit v, — u. Dann gilt offenbar
(P@v, e G®Y und (P®I)vy, = (Pel)u=u.

Aufgabe 10.19 (E!)!. = E bedeutet, dass jede absolutkonvexe k(E’, F)-kompakte
Menge in E’ gleichstetig ist; dies ist der Fall fiir Mackey-Rédume. Nach Satz 10.17 ist
die A.E. von E &quivalent zur Dichtheit von £ ® E/, in Ec E},, im Fall (E]),, = F
also auch zu der von Ej . Fiir Montelrdume gilt £}, = Ej;.

Aufgabe 10.20 siehe etwa [Jarchow 1981], 16.3 und 15.4.

Aufgabe 10.21 Lemma 10.19 liefert die in Satz 8.16 benotigte Dichtheitsaussage, da
die Polaren U° absolutkonvex und schwach*-kompakt sind.

Aufgabe 10.22 a) Wir wéhlen z; = %ej mit den Einheitsvektoren e; von ¢,. Fiir
o' = (z}) € £, gilt % | (zj,2") | = OO 1 |3:] | < oo nach der Holderschen Ungleichung.
j=1

b) Eine Familie z : I — E heif}t summierbar, Notation: = € ¢,{I,E}, wenn es zu
e >0 und p € H(E) eine endliche Indexmenge I, € €(I) gibt, sodass fiir I' € &(I)
mit I' N Iy = 0 stets p(Xiep z;) < e gilt.

Fir z € (,{I, E} zeigt man die Stetigkeit von A(z) : El. — ¢,(I) mittels Aufgabe 8.5.
Durch A : z — A(z) wird ¢,{I, E} mit einem Unterraum von ¢;(I)e E identifiziert,

und die induzierte Topologie ist durch die Halbnormen ¢,(z) := sup X | (z;,2') |,
z'eUp iel

p € N(E), gegeben. Fiir u € ¢,(I) e E definiert man z; := u'(0;) fiir i € I und erhélt
xz € (1{I,E} sowie A\(z) = u; somit ist A auch surjektiv.

Die Aussage iiber absolutsummierbare Familien ist ein Spezialfall von Satz 10.26.

Aufgabe 10.23 ergibt sich wie im skalaren Fall Y,, = K fiir alle n € N (vgl. [GK],



Abschnitt 9.4).

Aufgabe 10.24 Fiir = € (,[0,1] gilt >cp0.17 | (zles) |* < 0o, also (f(t)]x) # 0 nur fiir
abzdhlbar viele t € [0,1]. Da die Werte von f nicht f.i. in einem separablen Teilraum
von l5[0,1] liegen, ist f nicht messbar.

Aufgabe 10.25 a) Man verfihrt wie im skalaren Fall (vgl. [GK], Satz A.3.14).
b) folgt aus dem Theorem 9.29 von Bartle und Graves.

Aufgabe 10.26 a) Es sei t = Y, & ®m =0 in H® G ~ L(G,H). Firy € G
folgt dann Y, (y|nk) & = t(y) = 0 und somit auch >, (x|&) (y|nk) = (z|t(y)) = 0 fiir
xr € H. Somit ist das Produkt wohldefiniert; es ist auch definit: Ist t € H ® G mit
(t|t) = 0, so schreiben wir t = 3=, ; ¢;j ¢; ® f; mit orthonormalen Vektoren {e;} in H
und f; in G und erhalten 3, ;| ¢;;[* = 0.

b) Offenbar ist {e; ® f;} ein Orthonormalsystem in H®,G , und Fourier-Entwicklung
c) Es seien {f;} und {e;} Orthonormalbasen der Rdume Ly(€2) und H . Fiir Tensoren
b= fi(s)®ei € Ly(Q)@H gilt || t[|5 =X, [¢;i |* = Jo [|£(s) |7 dpe, und daher
induziert Ly(2, H) auf Ly(2) ® H die Norm || ||2. Nach b) ist Ly(Q2) ® H dicht in
Lo(€2, H) . Die andere Aussage ergibt sich genauso.

d) Man hat f(t) = %, fi)e; mit fi(t) = (f(0)]es) wnd (k) = 7 f(0)e Har =
S ilh) e, also S| F(R) 2 = S| Filh) 2 = So 70 | £(0) Pt = 7, | £(2) P

Aufgabe 10.27 Fiir 1 < p < oo und t; — t gilt ¢(¢; +s) — ¢(t +s) in L, nach

~

Aufgabe 2.7. Bs ist f(k) = [T_o(t + s) e *dt = [T_¢(u) e *udt e'*s = (k) e™* | und

~

es gilt Y || (k) ||* < oo nur fiir p > 2.

Aufgabe 11.1 Fiir T € S,(X,Y) und ¢ > 0 gibt esm € N mit ioj a;(T)? < eP. Es
j=m+1

2m
folgt m oo, (T)? < Y. o;(T)? < &P, und wir wihlen F' € F(X,Y) mit rk F' < 2m
j=m+1
und m || T — F ||P < eP. Es folgt agpmik (T — F) < ap(T) + agm(F) = ax(T) und somit

o0 3m o0
Yo (T-—FPS Y o(T—FP+ Y apT)P<@Bm+1)||T—F|P+eP <5eP.
=0 =0 k=m-+1
Aufgabe 11.2 a) ,=“: Zue > 0 gibt es P = P2 € L(X) mit rk P < oo und
[T npy | < €. Zud = min{g77, 1} > 0 gibt es zy,...,2, € U = Uy(0), sodass
{Pz,,...,Pz,.} ein ¢-Netz von P(U) ist. Dann ist {Tzy,...,T,} ein 4e-Netz von
TO).

p="“rZue > 0 gibt es ein e-Netz {Txy,...,Tz,} von T(U). Nun wihlen wir
y; € Y mit ||yif| =1 und [Tz, || = [(Txj,y;) | = [(2;,T'y;)|. Fiir den Raum
N :=j_, N(T"y}) gilt codim N < r, und fiir z € UNN gibt es ein j € {1,...,7}
mit [Tz || <e+[|Ta;|| < e+ | (Tajly;) | < e+ [ ((Ta; = Ta)ly;) | < 2.



b) Nach Definition ist ¢;(7') unabhéngig von einer , Erweiterung® des Zielraums.

c) Fiirig : 61 — ¢o ist a;(ip) <||ip|| <1 fiir j > 0. Fiir F € F(l1,¢) und € > 0 gibt
es ein e-Netz {y1,...,y,.} von ig(U). Mit y; = (¥ir)ren, gibt esn € N mit |y, | < ¢
firi =1,...,n. Wir wihlen ¢ mit || Fe,, —y,|| < € fiir den n-ten Einheitsvektor und
erhalten || iy — F || > ||e, — Fen || > |len —yel| —e > |1 —ym | —e > 1 —2¢.

Mit e := (1,1,1,...) € lo = ¢} definicren wir F} := e ® e € L({;,ls). Dann ist
rk Fi =1, und fiir ios : {1 = lo gilt @(ico) < ||ioe — Fi || = 5 fiir j > 1. Nun sei
F € L(ly,ls) mit v = ||io — F || < 1. Mit Fe; = (yix) gilt dann |y, — yax | < 7,
fiiri £k also || Fe; — Feg || > |yie — Yk | = |1 — vie — (1 — yge) | > 1 — 2. Somit ist
F(U) nicht prikompakt, und es gilt F' ¢ F ({1, ls) -

Aufgabe 11.3 a) Fiir F' € L(X,Y) mitrk F < j ist codim N(F) < j und || T|yp) | =
| (T = F) |y | < 1T = FIf; also ¢;(T) < | T = F|.

b) Fiir Hilbertrdume X vgl. [GK], Satz 12.12. Nun seien Y ein P; -Raum, £ > 0 und
X; € X mit codimX; = j und || T|Xj | < (1+¢)c;(T). Es gibt eine Fortsetzung
S € L(X,Y) von Ty mit [| S| < (1+¢)¢;(T). Dann ist rk(I'— 5) < j, und es
gilt a;(T) < | T = (T = S5) | < (1 +2) 5(T) .

c) vgl. [GK], S. 179, dann ¢;(T") = ¢;(:T) = o; (T .

d) Es sei Y ein P -Raum. Fiir T € K(X,Y) gilt ¢;(T) — 0 nach Aufgabe 11.2 a),
also auch «;(7) — 0 nach b). Nun verwendet man Satz 10.20.

(s)}i JEN eine ONB von

Aufgabe 11.4 Fiir eine ONB {¢;};cny von Lo(2) ist {el( )e;
i | R 5) [P <

Ly(€2%), und es folgt X || Sei [|* = i ;| (Seile;) |* =

Aufgabe 11.5 a) Fir x € H und ¢t € K gilt Txz(t) = (Txz,6;) = (z,T'6,) =
(2]j;*T"6;) mit der kanonischen Isometrie j; : H — H'. Fiir eine Orthonormal-

basis {e;};c; von H gilt daher fiir jede endliche Indexmenge I' C I: gj |7 Te; ||* =
i=1

S | Tet) Pdt =[x 2 [ Ceirju T'0) [dt < [ic || u'T'0: |2 dt < ME) | T'|I* =
MK) || T||? aufgrund der Besselschen Ungleichung.

b) Nach der Losung von Aufgabe 10.11 a) ist eine Cauchy-Folge in A?(2) auch eine
solche in #H(£2).

¢) Nach der Losung von Aufgabe 10.11 a) ist p € L(A%*(Q),C(w)), nach a) also
p € Sa(A%(Q), Lr(@)) -

d) folgt mit Satz 11.2c) durch ,Dazwischenschieben* weiterer relativ kompakter offe-
ner Mengen.

Aufgabe 11.6 a) Es ist v(:) > ||i¢|| =1. Mit M = {y = (y;) € R* | y; = £1} gilt
i=2" Y,y ®y und somit v(i) < 1.

b) Mit A, == (A1,..., A, 0,0,...) gilt v(Dy,) < sup;.,|A;| wegen a). Ebenso folgt
v(Dy, —Dy,,) < Sup,,cjc, | Aj] flirm <n, und (D,,) ist Cauchy-Folge in N ({1, ().



Wegen der Vollstindigkeit dieses Raumes folgt Dy = lim Dy, € N(l1,0y) und
V(D)) < || Al|sup- Umgekehrt ist v(Dy) > || Dx|| = || Alsup -

Aufgabe 11.7 < Mit 2} = (aji)r € loo = 0} gilt offenbar T = 3, 7% ® e; und
v(T) < Zjll 2 el = X supy [ aje |-

= lue>0seiT =3, y;-®yj mit 3 || y}- Iy ll <v(T)+e. Mit y; = (k) € loo
und y; = (njx) € O gilt Te = 3,5, §ewr Xenjeee) = Xo(Xk X5 Ejk Nje Tk) €0 =
2o(Xk aor wr) e und Ypsupy fae | < o[l vp [ | yell < v(T) + €.

Aufgabe 11.8 Es seien 7' = 3,2, ® y; € N(X,Y) und S = ¥, 5. ® 2z € N(Y, Z)

mit (|25 ), (v l])s ([ell)s ([2e]]) € €2. Wir definieren dann Operatoren A €

L(X,ly),B € L({,Z) und M € L(f) durch Ax := ({(x,2}));, B(G)k := Xk Ck 2k
und die Matrix ((y;,y;))jr- Dann gilt ST = BMA, und wegen >, | (5,4 ) [* <
il 117 e lyi [ < oo ist M € Sy(fs).

Aufgabe 11.9 Zue > 0 sei T'= Y; i ®@y; mit 3, || 27 || || y; [| < v(T) +e. Man setzt
dann 2} € G" mit dem Satz von Hahn-Banach zu 2, € X" mit ||z} || = || 2} || fort.

Aufgabe 11.10 c¢) Mit ¢; == ||z}, || || yx || ist o;(T) < % ¢ und 0.E. (¢) fallend. Es
i=k

1

gilt ke — 0, also ¢, < Mk ¥ und aj(T) < Mj* 7.
Aufgabe 11.11 ergibt sich sofort aus Formel (35).

Aufgabe 11.12 Die letzte Gleichung ist i. A. falsch, da fiir v(F) das Infimum {iber
alle auch unendlichen Darstellungen des Operators F' gebildet werden muss.

Aufgabe 11.13 siehe [Lindenstrauff und Tzafriri 1977], 1.e.8.
Aufgabe 11.14 siehe etwa [Meise und Vogt 1992], 16.24 und 16.26.

Aufgabe 11.15 a) Man ,multipliziert“ die beiden nuklearen Reihenentwicklungen.

b) Firpe H(E),qeHF) undr=pQ,q€ HE®: F) gilt (E®, F), =E,QF,.
Nach a) ist E®,F nuklear, und dies gilt dann auch fiir dessen Unterraum E¢ F..

Aufgabe 11.16 a) Es gibt ¢ € H(E), sodass pb : E, — E, nuklear ist. Fiir z € E
gilt also ppz = Y jen{pe®, ;)& in By, also Ej, C [§]5cy -
b) Nach Satz 7.9 und a) ist E < [[,cy E,, separabel.

Aufgabe 11.17 a) Es ist Sz = X; 5; (w|e;) f; mit Orthonormalsystemen {e;} in
H und {f;} in G und ;55 < co. Fiir 1 < p < 2 setzen wir Ayz = (s; (z]e;))
und B,(§;) = ;& fj, fiir p > 2 und p = 0 statt dessen A,z := ((z]e;)) und
By(&5) = 25858 [ -

b) Zu ¢ € &(E) gibt es ¢ < r € G(E) mit p? € Syo(E,, E,); mit dem in a) dazu
konstruierten Operator setzt man dann ¢,(z) := || Apprz || fir v € E.



Aufgabe 11.18 a) Es seien £ ein Schwartzraum und B € B(£). Dann sind alle
peB beschrinkt, also alle p, B kompakt in E, . Ist nun E < [, E, vollstéindig, so ist
B relativ kompakt in £'. Die Umkehrungen gelten nicht.

b) Ein Kéthe-Raum A (A) ist genau dann Schwartz, wenn gilt:

VEeNy Ik<nelNy : lim 2+ = 0.
j—o0 %imn
d) Genau dann ist K € K(F) sehr kompakt, wenn es C' € K(F) gibt, sodass K in E¢
kompakt ist, falls also Ex — E¢ kompakt ist. Dies ist dquivalent zur Kompaktheit
des dualen Operators E¢. — El. .
e) Die induktive lokalkonvexe Topologie ' = X' {iyo : Eije — E | U € U(E)} auf E'
ist ultrabornologisch und stirker als (E', E). Zu U € U(E) gibt es ein V € U(E),
sodass i}je : Elje — El kompakt ist. Somit induzieren o(E’, E) und Ef. die gleiche
Topologie auf U®, und daher stimmen die Topologien o(E’, E) und ¥ auf allen

gleichstetigen Mengen in E' iiberein. Da E' vollsténdig ist, ist 7(E£’, /) nach Aufgabe
8.5 stérker als ¥, und daraus folgt (E',E) =v(E',E) =%".

Aufgabe 11.19 a) Ein Fundamentlasystem von Normen auf Ag(«) ist gegeben durch
|27 = X €% |z; | fiir t < R. Wegen ¥;e79% < oo fiir s < ¢ gilt p! € Sy,
mittels ,, Dazwischenschieben® weiterer Zahlen sogar p} € S = U,505p -

c¢) Nach Aufgabe 11.5 ist H(€2) s-nuklear; dies gilt aber nicht fiir den Raum s.

Aufgabe 11.20 a) Es gibt V' € U(E), sodass Ej,, — E},., nuklear ist. Insbesondere
ist U° in Fj, kompakt und metrisierbar, und dies gilt dann auch in E;,

b) Es ist [0,1]% C K* ~ (R)} gleichstetig, aber nicht metrisierbar; die Behauptung
folgt daher aus a).

Aufgabe 11.21 Die erste Aussage folgt aus den Sétzen 8.28 und 11.15 b). Ein Ope-
rator P € L(E(Q),H(Q)) ~ H(Q)®,E5(Q) mit Po= 1T ist eine stetige Projektion von
E(Q) auf H(Q2), kann wegen Satz 9.34 jedoch nicht existieren.

Aufgabe 12.1 Es gibt ein Netz {X,} von Unterrdumen von X mit d(X,,¢3) < A

und U, X, = X . Dazu gibt es Projektoren P, : X — X, mit || P, || < A und Py — x
fiir allex € X .

Aufgabe 12.2 a) Es ist L.(F),G) ein topologischer Unterraum von L.(F), E) .

b) folgt sofort aus a) und Satz 10.17.

¢) y=“ Firue FeG gilt Ie)u€ FeE=F®.E, und es ist (I®.0)(Ic1)u=0.
Nach Voraussetzung folgt (I &t)u € R(I®.t), also u € F®.G . Die A.E. von G folgt
nun aus Satz 10.17. Die Umkehrung ,, <= “ ist klar.

Aufgabe 12.3 Es ist Ie/ : L(E,F) — L(G,F) die Restriktionsabbildung (man
beachte Aufgabe 10.19).



Aufgabe 12.4 Es ist P(D) nach Theorem 7.33 eine Quotientenabbildung, da D(2)
ultrabornologisch ist (Satz 9.33) und ein Gewebe besitzt (vgl. S. 166). Da D()
ein Schwartz-Raum ist, ist jede kompakte Menge in Dj(2) sehr kompakt (Aufga-
be 11.18d)). Fiir u € L.(F.,D'(2)) gibt es also C' € K(D'(?)), sodass u(Uf,) in
D'(Q)¢ kompakt ist, und mit Aufgabe 8.5 folgt u € L.(F), D'(?)¢). Da D(2) nukle-
ar ist, gibt es K € R(D'(Q?)), sodass ick : D'(Q)c — D'(Q) k nuklear ist. Nach einem
Resultat von [De Wilde 1978] gibt es L € K(D'(2)) mit P(D)L = K, und mittels
nuklearer Reihenentwicklung von icg liftet man icgu zu v € Lo(F.,D'(Q)z) .

Aufgabe 125 Firt € F® G C F® E und € > 0 schreibt man t = ZT: f; ® x; mit
j=1

fieF,z;€e Eund ||t|pg,e > Zr: | filll| ;]| —¢. Es gibt einen Unterraum U von
7=1
F mit fi,..., f, € U und d(U, ¢7") < A. Mit Satz 10.26 folgt dann

|tllro.e +e = [[tllve.e = Al tllve.a = Allt||Fe.c-

Fiir einen L, -Raum F’ ist F' ein £;-Raum und somit F" injektiv nach Satz 12.5.

Aufgabe 12.6 Es gibt ein Netz {B,} in F(X') mit || B, || < A fiir ein A > 0
und B, — [ in L,(X'). Es gibt F, € F(X) mit B, = F,. Fir L, : L(X,Y) —
K(X,Y), Lo(T) :==TF,, giltdann || L, || < A und || Lo (T)-T || = || B.LT'"-T"|| = 0
fir T € K(X,Y).

Aufgabe 12.7 a) Definiere S, : L(G,X') — L(E,X') durch S,(T) := TL,. Dann
ist || Sa|| < A, und nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki gibt es ein Teilnetz mit
S,(T') — S(T) punktweise in o(X’, X). Dann ist S € L(L(G,X'), L(E, X')) eine
stetige lineare Rechtsinverse von p.

b) Fiir P, : L(E,X') — L(Q,X'"), P,(T) := TR, liefert ein Teilnetz wie in a) eine
Projektion P : L(E, X") — L(Q, X') .

Aufgabe 12.8 b) Fiir Unterrdume V' C @ mit d(V,¢)) < X gibt es Ry € L(V, E)
mit ||Ry || <A und oRyy =y firye V.

c) Zut = ZT: fi ®y; € F®Q wihlen wir Vektoren x; € E mit ox; = y;. Wegen
j=1
o(xj—Ray;) — 0 gibt es @ mit [ o(z;—Ray;) | <n = ||t|| ([ f;1)". Firz; € G
mit || x; — Rayj — 25 || < 1 setzen wir s := 3, f; ® (v; — z;) € F® E. Dann gilt
(I®o)s =t und
sl s =%, fi ® Raw; || + 1| X; f; ® Raw; ||
sup | 3;(f5, [') (zj — 2z — Rays) |+ sup | 3;(f;, [') Rayj |

i<t i<t

< S+ Ryl < W+ A)[[2]

IAINA

Aufgabe 12.9 Fiir u € L.(Q’, F') gibt es C € K(F), sodass u(U?,) in Fo kompakt
ist. Mit Aufgabe 8.5 folgt u € L.(Q., Fo) = Fe®.Q, und es gibt ein Lifting nach
Fe®.F.



Aufgabe 12.10 Fiir f € Huvo(2, F) ist die Menge vf(Q2) kompakt in F'; daher ist
die Abbildung A : Hvo(Q2, F') — Le(F), Hvo(£2)) aus (10.1) ein topologischer Isomor-
phismus. Wegen § € Huy (2, Hvo(£2)),) ist dieser surjektiv.

K

Aufgabe 12.11 a) folgt leicht aus Satz 12.3.
b) Andernfalls ergibt sich mittels a) ein Widerspruch zu Theorem 12.10.

Aufgabe 12.12 a) Wegen (34) ist || ||p eine Norm auf E. Fiir z # 0 und k € N gilt
Lol < ¢y Ll und daraus folgt 21 < € hibe also (9) mit d = 0.

lellk-1 — Iz o lelle

b) Fir = € [a,b] gilt f(x +h) = f(z) + f'(z)h + h;f”(x + 6h) mit 6 € [0,1], also
[ F'@) [ < Z0F llsup + 511" Nlsup und |17 < Coll fllo | f]l2- Nun folgt (34) durch
Anwendung auf die Ableitungen von f.

¢) Man argumentiert wie in b) lings Strecken in .

Aufgabe 12.13 Anordnung der Taylor-Koeffizienten in eine Reihe iiber Ny liefert
H(C") ~ Ay(j ) . Dieser Raum hat (DN) und (£2), und man verwendet Satz 12.23.
Es gilt nicht H(C") ~ s, da s nicht s-nuklear ist (vgl. Aufgabe 11.19).

Aufgabe 12.14 a) Zu p € Ny gibt es ¢ € Ny, sodass Py Eq — Ep kompakt
ist. Fiir n € N gibt es endliche Mengen A, C E mit U, C A, + %Up und o. E.
A, C A, Wir setzen ¢, i(r) == max{||z||x | v € A,} firn—1 <7 < n und
erhalten U, C ¢, (r)Uy + +U, fiir alle k € Ny und 7 > 0. Nun wiihlen wir ¢ > 0

4’28(;) < oo fiir alle p,k € Ny .

b) ergibt sich wie auf S. 307.

c) Wie in Satz 12.13 ergibt sich a;; < C ¢(a;4) aj, fiir einen nuklearen Kothe-Raum
A(A) mit (Qp). Fiir ein Gegenbeispiel wihlt man a;; = 1 und rekursiv a;z11 > a;,

. o0 . .
sodass lim —2% ¢(a;x) =0 und Y L < oo gilt.
j—o0 %j,k+1 ’ j=0 ik+1

wachsend mit sup,

Aufgabe 12.15 Zu zeigen ist die Surjektivitit der Abbildung p : v — w o ¢’ von
L(E',F) auf L(E',Q) . Firv € L(Q', F) seien Hy := {(vy/,—0'y') € FXE' |y € Q'}
und H := (FXE/)/HO. Durch (f,2') — 2’ wird eine Surjektion § : H — G
definiert, und die Inklusion F' — F' x E’ induziert eine solche o« : F — H . Die

exakte Sequenz 0 — F 5 H Sya o0 splittet nach Theorem 12.16, d.h.
es existiert eine Linksinverse P € L(H,F) von «. Die Inklusion E' — F x E'
induziert eine Abbildung v : E' — H, und fiir v := Py € L(E',F) gilt dann
uo' = Pyo' = Pav =v.

Aufgabe 12.16 ist eine Umformulierung von Aufgabe 12.15.

Aufgabe 12.17 a) Da Theorem 12.18 fiir die Réume D(K) gilt, folgt es fiir D()
mittels Zerlegung der Eins bzw. Satz 9.32.

b) Nach Theorem 12.18 b) gilt Theorem 10.10 fiir Funktionen mit Werten in D'(2) .



Aufgabe 12.18 Dies gilt fiir Fréchetrdume F', fiir F' = Ej mit £ € (DN) oder auch
fiir ' = Dj(12) .

Aufgabe 12.19 Zerfillt jede exakte Sequenz 0 — s — E — ) — 0 nuklearer
Fréchetrdume, so muss ) € (DN) gelten.

Zertillt jede exakte Sequenz 0 — G — E — () — 0 nuklearer Fréchetrdume mit
Q € (DN), so muss G € (1) gelten.

Aufgabe 13.1 a) Nach Aufgabe 10.14 sind die Polynome dicht in A(D).
b) Nach dem Satz von Fejér sind die Polynome in z und % dicht in C(0D).

Aufgabe 13.2 Fiir a € A definiert man L, € L(A) durch L,(z) := az und dann
lall =l Lall-

Aufgabe 13.3 Auf A@® [e] definiert man in naheliegender Weise eine Multiplikation.
Aufgabe 13.4 Man argumentiert wie in Satz 13.19.

Aufgabe 13.5 a) Es gibt A € J und xp € X mit Azg=yo #0. Zu y @ x € F(X)
wihlen wir B € L(X) mit Byy = = sowie y € X mit (y,v') = 1 und setzen C' =
Yy ®x9 € L(X). Dann gilt y @ z = BAC € J.

b) folgt sofort aus a).

Aufgabe 13.7 Es seien o(z) C Q offen, f € H(2) und D C Gu(C) mit o(x) C
D C D C Q. Dann gilt o(x,) € D fiir groBe n (vgl. [GK], Aufgabe 4.10) und
R, (\) — R;(\) gleichmiBig auf 0D .

Aufgabe 13.8 Man multipliziert die Reihenentwicklungen.

Aufgabe 13.9 Mit n = n(f;0) ist f(¢) homotop zu €™ in C(S*, S'). Dazu schreiben
wir f(e') = e?® fiir 0 < ¢t < 27 mit 0. E. ¥(0) = 0 und verwenden die Homotopie
H(s,e") =exp(i(snt + (1 — s)9(t))), 0< s < 1.

Aufgabe 13.10 b) Fiir a := (631) gilt || a* || = 7, also 7(a) = 0 und a € rad A. Dies
impliziert auch z € rad A fiir x = Y5, 2 a® . Fiir ¢ € M(A) folgt p(x) = 20 = do(x)
firv e A. -

Aufgabe 13.11 a) Es ist ['(2) : M(H>®(D)) — D stetig und wegen (18) surjektiv.
Fir ¢ € 9 sei A := ['(2)(p) = ¢(2) € D. Fir f € N(J,)) gilt f(\) = 0, also
f(z) = (2 — A)g(z) fir ein g € H*®(D). Es folgt o(f) = (p(z) — N)p(g) = 0, also
N(8)) € N(p) und ¢ = 5. Mit A = §(D) ist somit 6 = (I'(z)[,) ' : D — A eine
Homo6omorphie.

b) ,= “: Wegen >, |I'fe(2)| > € > 0 auf A haben die fi,..., f, keine gemeinsame
Nullstelle auf 9t, und man verwendet Theorem 13.12 a).

,<“: Es gebe ¢o € M\A. Zu ¢p € A gibt es dann fy, € H™ mit @o(fy) = 0 und



|Dfp(¥)| =1. Esfolgt | fy(¢) | > % auf einer Umgebung U(¢) von 1, und es gibt
U1yl € A mit A CU(W)U...UU(¢y) . Mit fi = fy, gilt dann 3 [T fe(2) | > %
auf A, also Y| fe(z)| > 5 auf D. Aus Y4 gx fe = 1 folgte jedoch der Widerspruch

Aufgabe 13.12 Zuw ¢ K gibtes f € (R*") mit | f(w) | > maxg | f(z) | nach (3.42).
Mit 2 = x + iy gilt f(2) = 2 (ajz; + bjy;); mit ¢; = a; —ib; ist e/ = | h(z)| mit

h(z) := exp(i cjzj). Esist Pp(z) = g & (i ¢jz;)* ein Polynom in z, und aus
i=1 k=0 " j=1

| h(w) | > maxg | h(2) | folgt auch | P, (w)| > maxg | Py,(z) | fiir ein m € N.
Aufgabe 13.13 Man kann die Funktionen 21,...,2, in C(K) wihlen.

Aufgabe 13.14 A muss natiirlich kommutativ sein. Mit 0 = o(z1,...,2,) sei A € 5.
Es gibt y1,...,yn € A mit > pyr (e —x) = e. Fir o' = o(x1, ..., Tn, Y1, -+, Yn)
gilt dann 7(0') = o und 7(c’') C &, aber A & 7(0"), da aus Xy znpr (A — 2¢) = 1
auf o’ dies auch auf ¢ folgt. Es gibt also eine Umgebung U(\) mit p ¢ n(o’) fiir
p € U(N). Wir iiberdecken 6\ mit endlich vielen solcher Umgebungen und notieren
die entsprechenden y-Tupel mit (yi, ..., yg,) . Fiir 0" =o(xy, ..., 2n, Y1, -+, Ykn) gilt

—

dann 7(0”) CoNQ.

Aufgabe 13.15 Auch hier muss A kommutativ sein. Es sei A = I'z(py) € 0o(x)
und | A —Tz(y) | > 26 > 0 fiir ¢ € 9s,(A). Wihle p € p(x) mit [p— A| < d; fiir
y:= (ue—x)~! ist dann Ty = ﬁ Es folgt || Ty || < sup {|Ty(¢) || ¢ € dsn(A)} < 5
im Widerspruch zu | Ty(yo) | = \u—iM > 3.
Aufgabe 13.16 Ist ||oe|| <1, sogibtesz € £ mit ||[e—z || <1, undz =e—(e—x)
ist invertierbar. Offenbar gilt ||T(y)(cz) || < ||y||[|z]|, also auch ||T(y)(cz)| <
lylllloz . Wegen || T(y)(oe) || = || oyl gilt schlieBlich || T(y) || = [[oy |

Aufgabe 13.18 Diese ergeben sich lokal mittels Neumannscher Reihe (vgl. Formel
(2)) und global mittels Zerlegung der Eins.

Aufgabe 13.19 a) Zur Losung von T'(z)x = y sei zunéchst z # % fiir alle j € N.
Dann ist z; frei wéhlbar, und z; fiir j > 2 ist eindeutig festgelegt. Im Fall z = % ist
x; frei wihlbar, z1 = y;, und die {ibrigen z; sind festgelegt.

b) Es sei x : Us(0)\{0} — w eine Losung von T'(z)z(z) = y. Dann ist xl(%) =291
und die Funktion z" x1(2) ist fiir alle » € N unbeschréinkt.

Mit Satz 9.13 ergibt sich jedoch, dass zu y € H(C\{0}) eine Losung x € H(C\{0})
von T'r = y existiert.

Aufgabe 14.1 Im ¢ -Fall sei P : X — N(T') ein Projektor. Wir definieren einfach
Fy: N(T) = Y injektiv mit R(Fy) N R(T) = {0} und setzen F := FyP.



Im & -Fallsei Y = R(T)®,;Y; und N; C N(T') mit dim N; = dimY; . Wir definieren
Fy : N; — Y] bijektiv und setzen F' = F|() mit einem Projektor ) auf NV .

Aufgabe 14.2 Fiir z # 0 gilt T'(2)x =0 & xp = 292 * fiir k € N, also np(z) = 1.
Fiir y € w ist T(z)x = y offenbar losbar, wobei x; frei wéhlbar ist.

Aufgabe 14.3 a) Es ist (UT)> =UTUT =UT und (TU)* =TUTU =TU .

b) Essei N(I') = N(UT) . Fiiraw € X gilt UT(UT—I)z = 0 und daher T(UT — )z = 0.
Nun sei R(T) = R(TU). Firxz € X gibt es y € Y mit Tz = TUy, und es folgt
(TU — )Tz = (TU — )TUy = 0.

Aufgabe 14.4 Man schreibt k(z, () = k(z, 2)+ (k(z,() —k(z, 2)) ; nach Voraussetzung
besitzt K einen beschrénkten Kern.

Aufgabe 14.5 a) Es gibt F' € F(H,,G) mit ||T — F || < ¢, und man setzt Hy :=
N(F).

b) Es sei ||allsuyp = |a(20)]|. Zue > 0 gibt es 6 > 0 mit |a(z)| > |a(z)| — ¢
fir 2 € U := Us(z). Nun sei Hy := Ly(U) C Ly(S"). Fiir f € H, gilt dann
| Mofll > (allsup—¢) ]l f- Fiir K € K(Ly(S")) wihlen wir H, C H; wie in a); fiir
f € Hy gilt dann || (My + K)f || = ([l @ flsup — 2) || £ ] -

Aufgabe 14.6 a) Es ist ay; = (PMgejler) = (Mgej|Pey) = [T a(t) e Pt =
a(k — j) fiir j, k € Ny . Diese Toeplitz-Matrix hat Bandstruktur fiir a € [ex]rez -

b) Ahnlich wie in Lemma 14.11 zeigt man T, — T, T, € K (L3 (S")) fiir a,b € C(S");
daraus folgt sofort ,,<=“. Fiir ,= “ vgl. Aufgabe 15.3.

c) Wegen Lemma 14.13 a) geniigt es, den Fall a = e,, zu betrachten.
d) siehe [Gohberg, Goldberg und Kaashoek 2003], section 3.4.

Aufgabe 14.7 a) Fiir f € LF(SY) ist Ef(re) = 3> (k) rk e = 5 F(k)rlkl ekt =
k=0 k=—00

/. % rlkl ik(t=5) f(§)ds und § FlElgibu — 1 49 Re %03 (reimyk = —
k=—o00 k=1

1+r2—2rcosu °
k=—o00
b) rechnet man einfach nach.

¢ ach a) 1st o < s - Nach a un eorem 2. 11t r—*> in
) Nach a) ist || Ef || | flls- Nach a), b) und Th 2.4 gilt (Ef), = f

Loo(S") und somit || f[loc < sup, <y [ (Ef)r oo <N Efloo -

Aufgabe 14.8 Gilt (23), so kann man aus dem singuldren Summanden einen endlich-
dimensionalen Projektor nach links oder nach rechts ausklammern; die angegebenen
Formeln gelten dann mit f(z) = (z —w)?. Aus beiden Formeln folgt (24), und daraus
ergibt sich wiederum (23) mit rk A, < oo fiir £ < 0.

Aufgabe 14.9 Es sei { M (z)}.cq holomorph. In der Situation von (a) ist dann H(z) :=
G(2)P(20)+ (I —P(20)) nahe z, invertierbar, und dort gilt P(z) = H(2)P(z)H(z)™".
Offenbar gilt (a) = (b). Gilt (b), so folgt die Holomorphie von {M(z)},cq mittels
G(z) == P(2)P(20) + (I — P(2))(I — P(zp)) nahe z.



Aufgabe 14.11 In der Calkin-Algebra existieren C"™ - bzw. R(K) -Linksinverse (vgl.
Aufgabe 13.18). Nun ist 0 - K (Y, X) — L(Y, X) — Ca(Y,X) — 0 eine ®-Sequenz
wegen der b.A.E. von X (vgl. S. 297), und daher kénnen diese nach L(Y, X)) geliftet
werden.

Aufgabe 14.12 Man betrachtet die Tupel T := (T1,...,7,) und L := (Ly,...,L;).

Aufgabe 14.13 In der Konstruktion von Theorem 13.28 ist (7)) = X(A), und
diese Menge ist nach dem Beweis von Theorem 14.23 diskret, da A eine holomorphe
®" -Funktion ist. Im &~ -Fall gilt ¥(7") = 3(7") aufgrund von Satz 14.1.

Aufgabe 14.14 Es ist p(o.(T)) = o.(nT) = {0} (vgl. S. 334), also 0.(T) endlich.
Nach Theorem 14.15 ist 0(7')\oe(T") eine in C\o,(7") diskrete Menge.

Aufgabe 14.15 a), b): Auf X & X betrachten wir die Operatoren A : (z,y) — (y,0)
und B : (x,y) — (0,2) . Dann gilt A> = B> =0, jedoch sind A+ B : (z,y) — (y,x)
und AB : (z,y) — (x,0) keine Riesz- Operatoren.

¢) Fiir A€ C gilt \[ — T € &(X) & M — T' € &(X).
Aufgabe 14.16 Es ist A, = ;- Jov, oy — )"  Rg(A) d\ und fiir 0 < r < s
genauso A, = 5 Sovy g (T — )™ ! RS(T) dr . Mit der Resolventengleichung folgt
AnAm = (35 Jovaw JovnyA =) 7" (7 = )7 Rs(N) Rs(7) dAdr
= ()2 Jovugw Jovn g S5 (Rs(7) — Rs())) dAdr.

Wegen 7 € U, (1) 8t 55 Jou, % d\ =0, (1 — p)™" ", und wegen \ € U,(p)
hat man 3 [y, % dr = (1= nm) (1 —A)7™ ! und es folgt

Ap Ay = Bodind f A=) 2 Rg(A) AN = (0o + i — 1) Apsmas -

Aufgabe 14.17 a) Fiir k > « sei TFz = T*"'T™g = 0. Dann ist auch 7% 'x =
TT™xr =0, und rekursiv folgt T%r = 0. Entsprechendes gilt fiir die Bilder.

¢) @ Es gilt N(T*) N R(T*) = {0} : Fiir 2 € N(T*) N R(T*) gilt x = T und
T?y =T% =0, alsoauch x = T% = 0.
(@) Esist X = N(T?) + R(T%): Zu v € X gibt es y € X mit T%2 = Ty, also
v= (v —T%%)+T° € N(T°) + R(T°).
3 Ist a > §, so gibt es € N(T*)\N(T%). Mit x = y + 2z € N(T°) + R(T?) ist
z € N(T*) N R(T*) = {0}, und wir erhalten den Widerspruch = € N(1?).
Ist « < &, so gibt es € R(TY)\R(T?). Mit * = y + 2z € N(T%) + R(T?) ist
y € R(T*)N N(T*) = {0}, und wir erhalten den Widerspruch x € R(T°).
@ Es ist T(N(T?)) C N(T**') = N(T?) und T(R(T?)) = R(T**') = R(T?). Fiir
r =Ty € R(TP) mit Tz = 0 gilt y € N(TP*) = N(TP), also z = 0. Somit ist
T : R(T?) — R(T*) bijektiv.



A D T=8 auef L(Ny), @ T=5,3T=S,95_.
)Esse1(I—S)x—0 und y = (S — I)a: Dannist([ Sy =0, alsoSy—y Fiir
neN giltS”x—Z(S”g — Gk=t )+:1¢—ZS”g 'Sz — )+:c—ZSk Yy 4z, also
Sty =ny+uz; wegen | s <C musssomlty—() gelten.

Aufgabe 14.18 Esist 5§, = v+ 22 -1 mit v =1+ “7

Aufgabe 14.19 Es gibt einen unter | ST | invarianten Unterraum H, C H mit
dim H,, = n+ 1, sodass (A;(| ST |))j_, eine Eigenwert-Folge fiir | ST ) = | ST ||
ist. Nun seien ST = V|ST| die Polarzerlegung sowie P und @) die orthogonalen
Projektionen auf H,, und G,, := T(H,). Dann gilt

[15,(ST) = T N(ST]) = I1XN(ST|™) = det(PVSTP)
= det(PVSQ) det(QTP) = det(| PVSQ|) det(| QTP )

= 11 5(PVSQ) [T 5,(QTP) < TI 5(S)s,(T).
7=0 7=0 7=0

Aufgabe 14.20 Im Fall p(T) # 0 folgt dies aus Theorem 14.32. Im Fall p(T) =
sei 0.E. degp minimal unter allen Polynomen mit dieser Eigenschaft und p(\)
(A —u)g(A). Dann ist (T' — ul)g(T) = 0, also p ein Eigenwert von 7.

0

Aufgabe 14.21 Es ist h = £ +% € H?*(D), und wegen |Rp| = |Ry| = 1 fiii.
auf 0D ist Rh reell auf 8D. Nach Aufgabe 14.7 ist dann h reell auf D und somit
konstant.

Aufgabe 14.22 a) Aus AU = UA folgt auch AU~ = U~'A und dann AM, = MpA
fiir alle p € [(¥|gez . Fiir ¢ := A(1) € Ly(S') gilt Ap = AM,(1) = M,A(1) = ¢p. Fiir
f € Ly(S') wihlen wir p, € [¢¥] mit || f — p, ||2 = 0; dann folgt auch ¢p, = Ap, —
Af =:g in Ly(SY). Fiir ¢ > 0 sei M = {¢ € S* | |4(¢) | > ¢}; dann gilt

@y lpn— 2PN < [y 0P [pa— 2PN < fo|tpa—gPdr—0,

wegen p, — f in Ly also g = ¢ f f.ii. auf M und dann auch Af = g = ¢ f f.ii. auf
St. Anwendung auf f =y liefert || Axar || > [y [0 2 dN > ENM) = 2 || xar||?,
also || xar || =0 fiir ¢ > || A||. Dies zeigt ¢ € Loo(S*) und [ ¢ | < || Al

b) Es sei P die orthogonale Projektion auf den U reduzierenden Raum V C Ly(S!) .
Dann gilt PU = UP, nach a) also P = M, fiir ein ¢) € Loo(S'). Aus P = P* = P?
folgt 1 = v = ¢? f.ii., also ¥(¢) € {0,1} fii. Mit M = {¢ € S' | ¥(¢) = 0} folgt
dann V = {f € Ly(S") | f =0 f.ii. auf M}.

Aufgabe 14.23 a) Fiir x = (x3) € {y ist A(2)z = (2F2,) = ¥4 wrer 25 holomorph,
und offenbar ist || A(2) || < 1.
b) Es ist || 6(re't) ||s, = (Zgr*?) 7 = (1 —rP)="% — oo fiirr — 1.

c) ist klar, ebenso d); die Konvergenz gilt nicht in der Operatornorm.



e) Fiir z € D ist §(2) kompakt und somit ind(A+4d(z)) =ind A. Fiir ¢ € S* ist §(¢)
unitér und somit ind(A + §(¢)) =0.

f) Es ist z € ©(T) < 2" = L fiir ein n € N. Es gibt also n Singularitéiten auf den
Kreisen mit Radien 2=/, und es ist ¥, n (1 — 27 7) = 00

Aufgabe 15.1 Dies ergibt sich wie in Satz 13.13.
Aufgabe 15.2 Nein, fiir supp f C [1,00) gilt f*f =0.

Aufgabe 15.3 a) Es geniigt, (¥ ® (7 € Toep(S?) fiir alle k,j € Ny zu zeigen. Mit
Sy =T, und S_ = 5% ist auch Py := (I —1®1) = 5.5_ € Toep(S'), und damit
folgt ¢* @ ¢4 = S Py S* € Toep(S).

b)-d) Man zeigt, dass © : a — 7(T,) ein injektiver x -Homomorphismus von C(S*) in
die C* -Algebra ’Toep(Sl)/K(L;(Sl)) ist (vgl. Satz 15.5). Nach Aufgabe 15.5 ist dieser
isometrisch und damit auch surjektiv. Nun folgt d) mit o = ©~'. Fiir Einzelheiten

sei auf [Schroder 1997], 4.4 oder [Gohberg, Goldberg und Kaashoek 1993], XXXII.1
verwiesen.

Aufgabe 15.4 Zu ¢ > 0 wihlen wir ein Polynom P mit || f — Plleyp < . Fiir
Q(A\) = P(\) — P(0) gilt dann Q(a) € B und || f(a) — Qa) || < || f — Q||sup < 2¢.
Aufgabe 15.5 a) Offenbar gilt p(a) C p(©(a)). Es folgt ||©(a) ||? = ||O(a*a) | =
r(©(a*a)) < r(a*a) = [[aall = [[al].

b) Es sind ©oW,, Vg, : C(0(a)) — B *-Homomorphismen mit (©oV,)(z) = O(a) =
Vo(e)(2) . Somit folgt © o W, = Ve, und O(f(a)) = f(O(a)).

c¢) Es gebe A € o(a)\o(O(a)). Fiir f € C(o(a)) mit f(A\) =1 und f =0 auf 0(O(a))

ist f(a) # 0, aber O(f(a)) = f(O(a)) = 0 im Widerspruch zur Injektivitit von ©.
Fiir z € A folgt nun ||z ||*> = r(z*z) = r(O(z*z)) = || O(x) ||*-

Aufgabe 15.6 ,(a) = (b): Fiir einen Block B = diag(\, ) ist P(B)x = P(\)x fiir
alle Polynome und x nicht zyklisch.

,(b) = (a): Fiir T = diag(\y,...,A\y) und z = (1,...,1) " ist P(T)z = (P(\1), ..., P(A\n)) T
fiir Polynome P . Mittels Interpolation ist z somit zyklisch.

»(c) = (b): Fiir einen Block B = diag(\, ) ist {B} =M, (C) !

»(b) = (¢): Sei T = diag(\1, ..., Ay) . Aus AT = T A folgt dann auch A = diag(ay, ..., a,)
fiir geeignete a; € C.

Aufgabe 15.7 a) Fiir g(z) = Yy ar 2% ist U(go f) = U(Tgar f*) = Spar (Tf)F =
9(vf).

b) folgt aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz.

Aufgabe 15.8 siche [Rudin 1973], 12.20 und 12.21.



Aufgabe 15.9 Nach Aufgabe 15.5 ist ein injektives ¥ bereits isometrisch. Nach dem
Lemma von Urysohn gibt es 0 # h € C(K) mit 0 < h < xy, also 0 < U(h) <
U(xy) = Ey(U); ist also By (U) =0, so ist ¥ nicht injektiv. Ist umgekehrt dies der
Fall, so gibt es 0 # h € C(K) mit U(h) = 0. Dann ist auch ¥(hh) = 0, und man
findet U mit 0 < xp < |h|?, also Ey(U) = ¥(xy) =0.

Aufgabe 15.10 a) folgt aus dem Spektralabbildungssatz fiir Polynome, vgl. etwa
[Werner 2007], VII.1.3, auch fiir b).

c¢) Die Schwarzschen Ungleichung liefert | (Az|y) |*? < (Az|z) (Ayly). Mit y = Ax
folgt [| Az ||* < (Az|z) (A%z|Az) < (Az|x) | A%z [|[] Az || < (Az|z) [ All]] Az ||*.

d) Fiir x € H ist die Folge ((A,x|z)) wachsend und beschrinkt, also konvergent. Fiir
n < m git || (An — Az |)* < || An — A || (A, — Ay)z|z) aufgrund von c¢), und
wegen || A, || < || B]| existiert Az := lim Ay

Aufgabe 15.11 Nach Theorem 15.26 gilt P,E{u} = E(p)P,. Nach den Sétzen 14.24
und 15.29 ist R(E{u}) = N(ul—A) C R(P,), also P,E{u} = E{u}. Auf R(E{u})*
ist die Resolvente R4(A) nahe p holomorph, und (14.33) liefert P,(I — E{u}) = 0.
Dies zeigt P, = P,E{p} = E{pu}. Fiir die Laurent-Koeffizienten gilt (vgl. S. 377)
A =A-pl)™ P, =0 firm>2.

Aufgabe 15.12 Es gebe einen isolierten Punkt x4 € o(7"). Dann ist der Eigenraum
R(E{u}) hyperinvariant wegen E{u} € {T'}", und wegen T & [I] ist R(E{u}) # H .
Andernfalls gibt es eine offene Menge U C C mit U No(T) # @ und o(T)\U # 0,
und R(E(U)) ist hyperinvariant.

Aufgabe 15.13 |« “: Esist TT* = U|T 2U* = |T|* = T*T. ,= “ ist klar.

Aufgabe 15.14 a) Man berechnet 0,(S_) = D und 0,(S;) = (). Daraus ergibt sich
dann 0., (S_) = 06 (S+) = 0D und 0,(S;) = D wegen R\ — Sy) = N(M — S¢)*.
b) Wegen | S, | =1 ist Sy = U | S; | unméglich. Weiter ist | S_ | = P die orthogonale
Projektion auf [ex]g>; und |S_ | =U~'S_ unmdglich, da S surjektiv ist.

¢) Ein gewichteter Shift T": (zg, 1, z2,...) — (0, xq, %xl, %xg, ).
Aufgabe 15.15 siehe etwa [Werner 2007], Satz VII.1.24.

Aufgabe 15.16 a) Zu T € ®y(X) gibt es F € F(X) mit T+ F € GL(X) (vgl
Aufgabe 14.1), und H : s — T + sF verbindet T' in ®((X) mit T+ F'.

b) Fiir S,T € ®,(X) gibt es nach Satz 14.7 Operatoren L; € ®(X) und K; € K(X)
mit 1S =1 — K; und LyL; = I — K. Dann ist ind L1 = —n und LT € ®y(X).
Nach a) gibt es eine Homotopie H von L;S nach L;T in ®(X), und LoH liefert
eine solche von (I — K3)S nach (I — K3)T in ®,(X). Nun verbindet man I — K, mit
[ in @(X).

Aufgabe 16.1 ,C “ ist klar, und ,,D “ folgt aus der Stetigkeit von f.



Aufgabe 16.2 Wegen Wi (f) = o(f(A)) ist dies klar fiir xp, f, und die Behauptung
folgt mit £ — oco.

Aufgabe 16.3 Man wende beide Seiten auf x € H an und multipliziere mit y € H .

Aufgabe 16.4 Man kann A = M, @ diag{); | \; € 0,} nehmen, wobei M) in Ls(0)
operiert.

Aufgabe 16.6 Es ist 0(Mp) = P(R") ein abgeschlossenes Intervall. Fiir eine Menge
n € By(R) und z € R* gibt es € > 0 mit m(P~'(n)NU.(z)) = 0. Dazu fasst man P
nahe x als eine Komponente eines Diffeomorphismus auf. Nach S. 432 ist daher das
Spektrum rein absolutstetig. SchlieBlich ist P(D) unitér dquivalent zu Mp .

Aufgabe 16.7 a) Fiir A := diag{\; | \; € Q} ist 0,(4) = Q und 0(4,) = o(A4) =R.
b) Es sei H = L5[0,2] ® C und A(f(zr) @ @) = (zf(z) @ o). Dann gilt 1 € 0,(A),
also 1 & 0.,(A), aber 1 € 0.(A).

c¢) Es ist 0(A) = 0(A4,) Uo.(A) und andererseits 0(A) = o4(A) U o.(A); somit folgt
die Behauptung aus o4(A) C 0,(A) C 0(4,).

Aufgabe 16.8 a) Nach Satz 16.12 (d) gilt (a,b) No.(A) = 0, und mit der Menge
M := (a,b) No4(A) man hat E(a,b) = > car E{A\}.

b) ergibt sich aus Satz 16.12 (d) und der Kompaktheit von |[a, b] .

Aufgabe 16.9 Fiir ¢ > 0 und 7 := ¢ — ie gilt Re(it) > 0, und die Losung ist nach
Formel (5.8) fir fy € L1(R") N Ly(R™) gegeben durch

e fo(z,t) = lim €™ fo(z,7) = lim (4miT)™2 [ exp(— |x4y‘2) foly) d"
=0t =0+ e
Mit € — 0" liefert dann der Satz iiber majorisierte Konvergenz die Behauptung. Fiir
Lo -Anfangsfunktionen fy ist diese im Sinn von Formel (3.20) zu interpretieren.

Aufgabe 16.10 Man hat A = —7,% .

Aufgabe 16.11 ,C“ folgt aus dem Beweis von Satz 16.16 d), ,0“ aus dem von
Theorem 16.18.

Aufgabe 16.12 Es sei P die orthogonale Projektion auf V. Wegen e**4V C V' wird
V' von allen €4 reduziert, d.h. es gilt Pe?4 = ¢ P . Nach Satz 16.8 ist PA C AP
zu zeigen. Fiir x € D(A) gilt PAx = th =(e"r —x) = hr% (e Pz — Px), also

Pz € D(A) und PAz = APx.
Aufgabe 16.13 siehe [Reed und Simon 1972], VIIL5.

Aufgabe 16.14 Fiir einen Projektor P : H — N ist der orthogonale Projektor auf
N gegeben durch Q = (PP*+ (I — P)*(I — P)))~' PP*. Nach dem Beweis von Satz
16.19 gibt es auf P(7") lokal reell-analytisch von A abhingende Projektoren P()\) auf
N(M —T*), und somit ist Q : P(T) — L(H) reell-analytisch.



Aufgabe 16.15 Wegen || 1 — || < 1 sind die Restriktionen 77 := Pipp, :
R(PQ) — R(Pl) und T = P2|R(P1) : R(Pl) — R(PQ) IIlJekth Wegen Tl* =15
hat 77 dichtes Bild. Es gibt eine Polarzerlegung 77 = V |77 | mit einer partiellen
Isometrie V : R(|T1|) — R(T\) = R(P,). Mit Ty ist auch |7} | injektiv und somit
R(|Ty|) dicht in R(P,). Somit ist V' : R(P,) — R(P;) unitér.

Aufgabe 16.16 Im Fall (a,b) = R ist A selbstadjungiert. Die Defekt-Indizes sind
Y+(A) =0 und v_(A) =1 im Fall (a,b) = (0,00) und v;(A) = 7-(A) =1 im Fall
—o0o<a<b<+o00.

Aufgabe 16.17 Man hat A* = @, A} und N(Fil — A*) = @, N(Fil — A:). Die
zweite Behauptung folgt daraus mittels der Operatoren ii% in Ly(0,00) aus Aufgabe
16.16.

Aufgabe 16.18 vgl. etwa [Meise und Vogt 1992], § 20.

Aufgabe 16.19 Es sei T : f — —f" + Vf mit D(T) = H*(R) N D(My). Wegen
Theorem 4.11 ist 7' symmetrisch, und aus A C T folgt T C T* C A* = A.

Aufgabe 16.20 Es ist Hy = W3 () und D(A*) = {f € Ly(Q) | Af € Ly(Q)} sowie
sogar D(A*) = W,(2) im Fall konstanter Koeffizienten.

Aufgabe 16.21 Fiir V(z) =1 ist 0.(Hv) # 0.(Ho), und daher ist die Einbettung
i : HX(R®) — Lo(R®) nicht kompakt. Es gilt jedoch Ba(i) = 0 nach Satz 16.36.
Allgemeiner ist i : H*(R") — Ly(R") fiir alle s > 0 nicht kompakt. Dazu wihlt man
eine orthonormale Folge (e;) in Lo(R™) mit Tréiger in einer festen kompakten Menge;
dann ist (eg) im Raum Lo(R", (£)*) beschrinkt. Dies gilt dann auch fiir die Folge
(F~'e) im Raum H*(R"), die in Ly(R") ebenfalls orthonormal ist.

Aufgabe 16.22 Dies ist der Fall, wenn P(z,0)S(R") C S(R") gilt, d.h. wenn die
Koeffizienten langsam wachsend im Sinn von Aufgabe 3.15 sind.
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