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Im zweiten Teil des Buches untersuchen wir Gleichungen Tx = y, die durch lineare
Operatoren zwischen lokalkonvexren Rdumen gegeben sind. In einer Reihe interessanter
Situationen entwickeln wir Kriterien fiir die normale Aufiésbarkeit der Gleichung, spe-
ziell fiir die Surjektivitit des Operators T sowie fiir die Existenz eines stetigen linearen

Losungsoperators.

Das Konzept eines lokalkonvexen Raumes geht auf J. von Neumann (1935) zuriick; es
basiert auf der seit 1920 von S. Banach und anderen entwickelten Theorie der nor-
mierten Rdume, der von J. von Neumann 1929 eingefiihrten schwachen Topologie auf
Hilbertrdumen und auf Untersuchungen von G. Kéthe und O. Toeplitz (1934) iiber
Folgenrdume. In den folgenden 15 Jahren wurden die Grundlagen der Dualitdtstheorie
u.a. von J. Dieudonné, G. Kéthe und G.W. Mackey entwickelt; in den Jahren 1950-
1955 erhielt die Theorie wesentliche Impulse von L. Schwartz in Verbindung mit der
Theorie der Distributionen und von A. Grothendieck, der u. a. die Theorie der topolo-

gischen Tensorprodukte und der nuklearen Rdume entwickelte.

In Kapitel 6 stellen wir grundlegende Konzepte und Resultate iiber topologische Vek-
torrdume vor. Fiir lokalkonvere Rdume studieren wir anschlieSend in Kapitel 7 projek-
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tive und induktive Konstruktionen und gehen noch einmal auf die fundamentalen Prin-
zipien der Funktionalanalysis ein. Insbesondere behandeln wir eine allgemeine Fassung
des Satzes von der offenen Abbildung und des Satzes vom abgeschlossenen Graphen,
die auf M. De Wilde (1967) zuriickgeht.

Fiir die Untersuchung lokalkonvexer Raume ist das Zusammenspiel von Raum und
Dualraum sehr wichtig. In Kapitel 8 untersuchen wir polare lokalkonvexe Topologien,
charakterisieren reflezive Riume und gehen auf (DF) -Rdume ein, eine zu metrisierba-
ren Rdumen ,,duale®“ Klasse lokalkonvexer Raume. Schliellich zeigen wir den Satz von
Krein-Milman iiber Eztremalpunkte kompakter konvexer Mengen und folgern daraus
den Approximationssatz von Stone-Weierstrafs.

In Kapitel 9 untersuchen wir dicht definierte abgeschlossene lineare Operatoren zwi-
schen Fréchetrdumen. Wir konstruieren duale Operatoren und beweisen den Satz vom
abgeschlossenen Wertebereich. Es folgen semi-globale Kriterien fir normale Auflésbar-
keit und Surjektivitit sowie die ,Mittag-Leffler-Methode“ zum Nachweis von Surjek-
tivitdt. Wir geben verschiedene konkrete Anwendungen, insbesondere auf die globale
Losbarkeit partieller Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Weiter zei-
gen wir, dass eine Surjektion o € L(FE, Q) von Fréchetriumen stets eine stetige Rechts-
inverse besitzt und diskutieren die Frage, wann sogar eine stetige lineare Rechtsinverse
existiert. Dies ist dazu dquivalent, dass der Kern G = N(o) von o in E komplemen-
tiert ist bzw. dass die kurze exakte Sequenz

0—G-5E-ZQ—0 (S)

zerfillt oder splittet.

Die Frage nach Parameterabhingigkeiten von Losungen linearer Gleichungen fiihrt auf
die Untersuchung von Vektorfunktionen. In vielen Féllen kann ein Raum G(Q, F')
F -wertiger Funktionen auf einer Menge ) mit einem vollstindigen Tensorprodukt
G() ® F des entsprechenden Raumes skalarer Funktionen mit F identifiziert werden.
In Kapitel 10 behandeln wir e -Produkte sowie € - und w -Tensorprodukte und gehen
auf die Approximationseigenschaft lokalkonvexer Réume ein. Wir integrieren Vektor-
funktionen und zeigen grundlegende Resultate iiber holomorphe Vektorfunktionen, die
wir fiir die Spektraltheorie linearer Operatoren in Teil IIT des Buches benétigen.

Eine wichtige Klasse lokalkonvexer Rdume sind die nuklearen Rdume, fiir die € - und 7 -
Tensorprodukt mit jedem anderen lokalkonvexen Raum iibereinstimmen. Viele Rdume
von Funktionen und Distributionen, etwa 2 (), £(2), 2(Q), S(R™) und ihre star-
ken Dualrdume, sind nuklear. Nuklearitéit bedeutet die Zugehorigkeit der verbindenden
kanonischen Abbildungen zwischen lokalen Banachrdumen zu einem geeigneten Ope-
ratorideal. Kapitel 11 beginnt daher mit einer Untersuchung approximierbarer und
nuklearer Operatoren; interessante Beispiele sind Integraloperatoren. Auf dem Raum
N(X) der nuklearen Operatoren ldsst sich genau dann eine Spur definieren, wenn der
Banachraum X die Approzximationseigenschaft hat.
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Die Frage nach Parameterabhingigkeiten von Losungen linearer Gleichungen kann
nun folgendermaflen als Lifting-Problem formuliert werden: Wann ist fiir eine Surjek-
tion ¢ € L(E,Q) von Fréchetriumen auch I®oc : F® E — F®Q surjektiv? Fiir
Fréchetrdume F und m-Tensorprodukte ist dies nach A. Grothendieck (1955) stets
der Fall (Satz 10.24). In Kapitel 12 zeigen wir, dass fiir €-Tensorprodukte und Ba-
nachrdume das Problem eng mit der Struktur ihrer endlichdimensionalen Teilrdume,
also dem von J. Lindenstrauffund A. Pelczyniski 1968 eingefithrten Konzept der %), -
Rdume zusammenhédngt. Natiirlich ist das Lifting-Problem lésbar, wenn die Sequenz
(S) zerfillt; im Banachraum-Fall geniigt aber auch das Zerfallen der dualen Sequenz
(s).

Fiir nukleare Fréchetrdume F héngt die Frage nach der Surjektivitdt der Abbildung
I®o: Fj ®E — Fj®Q eng mit einer Strukturtheorie solcher Riume zusammen, die
ab etwa 1975 von D. Vogt entwickelt wurde. Eine kurze exakte Sequenz (S) splittet,
falls Q eine dominierende Norm besitzt (Eigenschaft (DN)) und G eine weitere, recht
schwache Eigenschaft (€2) hat. Diese Eigenschaften charakterisieren die Unterrdume
und die Quotientenriume des Raumes s der schnell fallenden Folgen; obige Abbildung
I®o: F4®E — Fy®Q ist surjektiv, falls F eine dominierende Norm und G die
Eigenschaft (£2) hat.

6 Topologische Vektorraume

Frage: Gilt der Satz von Hahn-Banach fiir stetige Linearformen auf (F') -normierten
Raumen?

Die Kombination von Konzepten und Resultaten der Linearen Algebra mit solchen
der Analysis und der Topologie fithrt zum Konzept eines topologischen Vektorraums,
das auf A.N. Kolmogorov (1934) und J. von Neumann (1935) zuriickgeht. Eine lineare
Topologie auf einem Vektorraum ist eine solche, beziiglich der Addition und Skalar-
multiplikation stetig sind; sie ist stets uniformisierbar.

Lineare Topologien kénnen durch (F') -Halbnormen erzeugt werden; in Abschnitt 6.1
stellen wir spezielle Nullumgebungsbasen sowie grundlegende topologische, unifor-
me und linear-topologische Konzepte vor. Ein lokalbeschrinkter Raum E besitzt ei-
ne beschrinkte kreisformige Nullumgebung. Wir zeigen in Abschnitt 6.2, dass deren
Minkowski-Funktional eine Quasi-Norm auf E liefert und dass jede Quasi-Norm fiir
ein geeignetes 0 < r < 1 zur r-ten Potenz einer r -Norm &quivalent ist.
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6.1 Lineare Topologien

Wir untersuchen Vektorrdume mit Topologien, die mit den algebraischen Operationen
vertrdiglich sind:

Definition. FEin topologischer Vektorraum ist ein Vektorraum E mit einer Topologie
T, fiir die die Abbildungen + : E X E — F und - : K x F — E stetig sind; T heifit
dann lineare Topologie auf E .

Auf einem topologischen Vektorraum FE sind alle Translationen ¢ +— x +a (a € E
fest) und Homothetien z — Az (0 # X € K fest) nach Definition Homdomorphien.
Die Topologie T ist translationsinvariant und durch das System $ = U(E) der Null-
umgebungen festgelegt: Es ist a + 4 das System der Umgebungen eines Elements
a € E. Die Stetigkeit der algebraischen Operationen bedeutet die Existenz spezieller
Nullumgebungsbasen:

Absorbierende und kreisférmige Mengen. Es sei E¥ ein Vektorraum.

a) Eine Menge M C E heifit absorbierend, falls gilt
VeeEJp>0VAeK : [A|<p = XzeM. (1)

b) Eine Menge W C E heift kreisformig, falls fir |\| <1 und z € W auch Az € W
gilt.

¢) Eine Menge A C F ist genau dann absolutkonvez, wenn sie konvex und kreisférmig
ist. Ist in der Tat A konvex und kreisféormig und sind z,y € A und «,8 € K mit
la|+ 8] <1, so folgt auch ax + By € A. Fiir « = 0 oder 8 = 0 ist das klar und

folgt andernfalls aus

||

ax+By = (el +181) (i F7a7e + ralftsrrary)
Umgekehrt ist eine absolutkonvexe Menge natiirlich konvex und kreisformig.

Satz 6.1
Es sei E ein topologischer Vektorraum.

a) Jede Nullumgebung U € U(E) ist absorbierend.

b) Zu U € U(E) gibt esV e WE) mit V+V CU.

c) Zu U € M(E) gibt es ein abgeschlossenes kreisformiges W € U(E) mit W C U .
BEWEIS. a) Fiir € E folgt (1) aus der (getrennten) Stetigkeit der Skalarmultiplika-
tion in (0,z) e Kx E.

b) Die Stetigkeit der Addition in (0,0) € E x E liefert Nullumgebungen Vi, V> € U(FE)
mit Vi + V2 CU. Fir V:=VinNnVe € U(F) gilt dann V4V CU.
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c) Zu U € YU(E) wihlen wir V € U(E) mit V +V C U gemiB b) und setzen
D = N{aV | |a| > 1} C V. Da die Skalarmultiplikation in (0,0) stetig ist, gibt
es p >0 und Dy € Y(E) mit AD; C V fiir [A| < p, also pD1 = a£D; C aV
fir |a| > 1. Dies zeigt pD1 € D und somit D € Y(F). Nun seien x € D und
0<[A<1. Fir[a|>1istauch [§]|>1, alsoz € $V und Az € aV. Dies zeigt
Ar € D, und somit ist D kreisformig. Die Menge W := D € U(FE) ist abgeschlossen
und kreisformig, und man hat W C D+ D CV +V CU. O

Insbesondere hat also FE eine Nullumgebungsbasis aus abgeschlossenen kreisférmigen
Mengen. Es gilt die folgende Umkehrung von Satz 6.1:

Satz 6.2
Es seien E ein Vektorraum tber K und U ein System von kreisformigen absorbieren-
den Mengen in E mit

VU, U;€eU3VEU : VCU NUs, (2)

VUEU3IVeEU : V4V CU. (3)

Dann bilden die Systeme {U(a) := a + U | a € E} Umgebungsbasen einer linearen
Topologie T auf E .

BEWEIS. a) Wir nennen eine Menge D C E offen, falls zu jedem a € D ein U € U mit
a+U C D existiert; wegen (2) liefert dies eine Topologie ¥ auf E'. Fiir U € U wihlen
wir V € U gemif(3). Fir x € a4+ V gilt dann z +V C a + U ; somit ist a + U eine
% -Umgebung von x, und daher bilden die Systeme {U(a) | a € E} Umgebungsbasen
von T.

b) Die ¥ -Stetigkeit der Addition folgt sofort aus (3). Wir zeigen die Stetigkeit der
Skalarmultiplikation in (a,z) € K x E: Zu U € U gibt es nach (3) ein W € U mit
W+ W4+ W CU. Fir a = 0 setzen wir V := W, und fiir « # 0 wihlen wir
E € N mit k > |«|. Wiederum nach (3) gibt es V € U, sodass die k-fache Summe
V+.---+V in W liegt. Es folgt K&V CV +---+V C W und dann auch oV C W |
da ja W kreisformig ist. Da W auch absorbierend ist, gibt es 0 < p < 1 mit Ax € W
fiir | A| < p. Fiir diese A\ folgt schlieBlich

(a+N)(z+V)Carx+AXz+aVH+ANV Car+W+W4+W Cax+U. O

(F)-Halbnormen und r-Halbnormen. a) Fiir ein gerichtetes System F von (F)-
Halbnormen auf E (vgl. S. 9) wird durch

U:i= {Up.={z€E|¢x)<e}|pelF,e>0} (4)

gemifSatz 6.2 eine Nullumgebungsbasis einer linearen Topologie T auf F aus (ab-
sorbierenden und) kreisféormigen Mengen definiert. Diese ist genau dann Hausdorffsch,
wenn es zu z # 0 ein ¢ € F mit ¢(x) > 0 gibt. Besteht F aus einer (F)-Norm, so ist
T metrisierbar (vgl. S. 11).



138 6 Topologische Vektorraume

b) Eine (F)-Halbnorm bzw. (F)-Norm auf E heit r -Halbnorm bzw. r -Norm fiir
0<r<1, falls

dlaz) = |a|"¢(x) fir a €K und z€ F (5)

gilt. Ein Vektorraum E unter einer r-Norm || || heifit 7 -normierter Raum; er heif3t
r -Banachraum, falls er vollsténdig ist. Ein topologischer Vektorraum heifit lokal 7 -
konvez, falls seine Topologie durch ein gerichtetes System von r-Halbnormen geméfl
a) erzeugt werden kann; im Fall » = 1 erhélt man lokalkonveze Rdume, die schon in
Abschnitt 1.2 eingefiihrt wurden.

¢) Jede lineare Topologie lisst sich durch ein gerichtetes System von (F)-Halbnormen
gemif a) erzeugen, jede metrisierbare lineare Topologie durch eine (F)-Norm. Wir
benétigen diese Resultate hier nicht und verweisen auf [Jarchow 1981], Abschnitte 2.7
und 2.8, oder [Rudin 1973], Theorem 1.24. Im lokalkonvezen Fall beweisen wir die
beiden Aussagen in Satz 7.1 und Satz 1.1.

Beispiele. a) Es sei o ein positives Maf} auf einer o -Algebra X in einer Menge Q.
Fiir 0 < r <1 definieren wir den r-halbnormierten Raum

Lr(p):= {f:Q—=K| fist ¥ —messbar und || f ||z, := [, |f|" dp < oo}

und erhalten einen r-normierten Raum L,(u) = ET(/‘)[/\/ von Aquivalenzklassen
modulo Nullfunktionen.

b) Mit dem ZéhlmaB auf N erhalten wir den r-normierten Folgenraum
o0
b= {r = ()72 | ]l = Zl |25 [" < oo}
j=

¢) Nun gelte () < co. Auf dem Raum M(Q2) der messbaren Funktionen auf Q wird
durch

0(f) = Jo TSk dutt) (6)
eine (F)-Norm definiert. Diese induziert die stochastische Konvergenz bzw. die Kon-
vergenz dem Mafle nach auf Q (vgl. Aufgabe 6.2).

Unterrdaume und Quotientenrdume. Gegeben seien ein topologischer Vektorraum FE |
ein Unterraum G C F und der entsprechende Quotientenraum @ = E/G.

a) Mit der Nullumgebungsbasis {UNG | U € (E)} wird G ein topologischer Vek-
torraum.

b) Es sei 0 : E — @ die Quotientenabbildung. Der Quotient @ ist ein topologischer
Vektorraum mit der Nullumgebungsbasis {o(U) | U € U(E)}. Er ist genau dann se-
pariert, wenn G in E abgeschlossen ist. o bildet offene Mengen von E auf offene
Mengen von @) ab, und @ trigt die feinste lineare Topologie, fiir die o stetig ist (vgl.
Abschnitt 7.3).
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¢) Quotienten vollstédndiger topologischer Vektorrdume sind auch im lokalkonvexen Fall
i. A. nicht vollsténdig, vgl. etwa [Kothe 1966], § 31.6. Es gilt jedoch:

Satz 6.3
Es sei G C E ein abgeschlossener Unterraum eines (F') -Raumes E. Dann ist auch

Q= E/G ein (F) -Raum.
BEWEIS. Wegen Satz 6.1 gibt es eine Nullumgebungsbasis U1 O Uz O ... von E

mit Uy + Uy C Ug—1 fir alle & > 2. Fiir eine Cauchy-Folge (y,) in @ gibt es
Indizes np > ng—1 mit yp — yn, € o(Uk) fiir n > ng. Fir n € N wihlen wir

Tp € E mit oxp, = yp und xy, — xp, € Ur fir ni < n < no,xyp — xp, € Uz

fir ngo < n < nz, usw. Fir £ < £ und ny < n < nggq gilt 2 — zp, € Uy,

Tn — Ty, = (Xn — @ny) + (@ny — Tnyy) EUe+Up CUp1,y... yZn — Tpy, € Uy

Somit ist (zr) eine Cauchy-Folge in E. Nach Voraussetzung existiert z = lim s, ,

und es folgt lim y, = ox. e %
n— oo

Der Beweis von Satz 6.3 liefert auch sofort:

Satz 6.4

Es sei Q Quotientenraum eines (F') -Raumes E und o : E — @Q die Quotientenabbil-
dung. Zu einer Nullfolge yn, — 0 in Q gibt es dann eine Nullfolge xn, — 0 in E mit
Yn = 0Ty fir allen € N.

Beschrinkte Mengen. Es sei E ein topologischer Vektorraum.

a) Eine Menge B C E heifit beschrinkt, wenn sie von jeder Nullumgebung absorbiert
wird, wenn es also zu U € U(FE) ein p > 0 mit pB C U gibt. Mit 8B = B(FE) bezeich-
nen wir das System aller beschrénkten Teilmengen von E .

b) Fiir offene Nullumgebungen U € U(E) gilt £ = J, nU; kompakte Mengen sind
daher beschrankt.

c) Eine Menge B C E ist genau dann beschrinkt, wenn fiir jede Folge (x,) in B und
jede Nullfolge (ap) in K stets apzn, — 0 in E gilt.

d) Fiir beschrinkte Mengen A,B C E und A € K sind auch die Mengen \A, A,
AU B, A+ B sowie die kreisférmige Hiille von A beschrénkt.

e) Fiir einen lokalkonvexen Raum E stimmt der soeben eingefiihrte Beschrinktheitsbe-
griff mit dem auf S. 11 diskutierten iiberein. In diesem Fall ist auch die konvexe Hiille
einer beschrankten Menge beschrinkt. Dies gilt micht in allgemeinen topologischen
Vektorrdumen:

Beispiel. Fiir 0 < r < 1 betrachten wir die beschriankte Menge der ,,Einheitsvekto-
ren“ M := {ex = (0k;)en | kK € N} im Folgenraum ¢, . Wegen

[+ > exllr = % -n firalle neN

n
k=1
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ist die konvexe Hiille co M der Menge M nicht beschriankt.

Wir gehen nun auf einige uniforme Begriffe ein (vgl. [Kéthe 1966], § 5, oder [Schubert
1969], Teil IT). Eine lineare Topologie auf einem Vektorraum E wird durch die uniforme
Struktur induziert, deren Nachbarschaften gegeben sind durch

N(E) = {N(U)={(z,y) €E |z —yeU}|UecUE)}.

Vollstandigkeitsbegriffe. FEs sei E ein topologischer Vektorraum.
a) Ein Netz (z4)aca in E heiit Cauchy-Netz, falls gilt:

VUeMWE)IyveAVa,B>y : za—2g€U. (7)
b) Eine Menge M C E heifit vollstindig, wenn jedes Cauchy-Netz aus M in M

konvergiert.

¢) Eine Cauchy-Folge ist stets beschrénkt, fiir ein Cauchy-Netz ist dies i. A. nicht der
Fall. Eine Menge M C E heif3t quasivollstindig, wenn jedes beschrdnkte Cauchy-Netz
aus M in M konvergiert. Quasivollstéindige Mengen sind also auch folgenvollstindig.

d) Eine metrisierbare Menge M C E ist genau dann vollstédndig im Sinne von b), wenn
jede Cauchy-Folge in M konvergiert, vgl. Aufgabe 6.5.

Prakompakte Mengen in topologischen Vektorrdumen werden wie im lokalkonvexen
Fall definiert (vgl. S. 12). Es gelten alle dort gemachten Aussagen mit der Ausnahme,
dass die konvexe Hiille einer prikompakten Menge i. A. nicht priakompakt sein muss.

Lineare Abbildungen. a) Es seien F, F' topologische Vektorrdume und 7' : £ — F
eine lineare Abbildung. Analog zu Satz 1.2 sind dquivalent:

O VUeWF)IVeWE) : T(V)CU.
@ T ist gleichmifig stetig auf E
® T ist in einem Punkt a € E stetig.

b) Mit L(FE, F') wird der Raum der stetigen linearen Operatoren von E nach F' be-
zeichnet; B’ = L(E,K) ist der Dualraum von E .

¢) Es sei 2 ein System von Teilmengen von E . Ein linearer Operator T': E — F heif}t
A -beschrinkt, wenn fiir alle A € 2 die Bildmenge T(A) in F beschrinkt ist. Stetige
lineare Operatoren sind B(FE) -beschrinkt; fiir metrisierbare Rdume E gilt auch die
Umkehrung dieser Aussage (vgl. Aufgabe 6.9).

Beispiele. a) Jede beschrankte Folge y = (y;) € foo definiert fiir 0 < r <1 durch
(Jy)(x) = 3 zjy; fir x=(z;) €Lr,
j=0

eine stetige Linearform auf dem Folgenraum ¢, , fiir die | (Jy)(z) | < ||y |loo || z || gilt.
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b) Umgekehrt sei nun f : £, — K eine stetige Linearform und || f|| = sup |f(z)].
[z |l-<
Mit den ,Einheitsvektoren® e; := (djk)ken, setzen wir y; := f(e;) und erhalten

sofort |y; | < || f || fir alle j, also y := (y;) € loo und ||y |leo < || f|. Fiir eine Folge
o0

x = (x;) € Ly gilt x = > zje;, und wir erhalten
§=0

f@) = (5 me) = > w5y = (Jy)@).
3=0 §=0

Es gilt also die Isometrie £ =2 (.

c) Insbesondere trennt der Dualraum von ¢, die Punkte des r-Banachraums ¢,., d.h.
fiir 0 # x € £, gibt es eine stetige Linearform f € £, mit f(z) #0.

Andererseits hat man das folgende Resultat von M.M. Day (1940):

Satz 6.5
Fir0<r <1 gilt L.[0,1] = {0}.

BEWEIS. a) Es gebe u € L.[0,1] und f € L.[0,1] mit |u(f)] > 1. Dle Funktlon
@iy [V f(x)| dx ist stetig, und daher gilt [ | f(z)|" dz = 3 f "dx fir
n L,

ein 0 < ¢ < 1. Fiir die Funktionen g := xjo,¢f und h := x(c1)f i [0, 1] gllt dann

f=g+h und |gle, = lIale, = 5lflc, -

Bs folgt 1 < |u(f)| <|u(g) |+ |u(h)| und somit |u(g)| > 5 oder [u(h)| > 3.

b) Wir setzen f1 := 2g oder fi := 2h und erhalten in jedem Fall |u(f1)| > 1 und
I fille, =27 lgllz, = 27| fllz, . Nun fahren wir so fort und erhalten eine Folge
(fn) in Lr[0,1] mit |u(fn)] > 1 firalle n € N und || fo ||z, = 2"V || £z, — 0
fir n — oo. Das ist ein Widerspruch zur Stetigkeit von u . %

r

Der Satz von Hahn-Banach gilt also i. A. nicht in r -normierten Rdumen fiir r < 1. Aus
diesem Grunde werden wir uns ab Kapitel 7 auf lokalkonvere Raume konzentrieren.

6.2 Lokalbeschrankte Raume und Quasi-Normen

Nach einem auf S. 12 erwihnten Satz von A.N. Kolmogorov (1934) ist ein separier-
ter lokalkonvexrer Raum bereits dann normierbar, wenn er eine beschrdankte Nullum-
gebung besitzt. Ein separierter topologischer Vektorraum FE mit dieser Eigenschaft
heiflt lokalbeschrinkt. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass lokalbeschrinkte Rdume
quasi-normierbar und fiir ein geeignetes 0 < r < 1 auch r -normierbar sind.
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Quasi-Halbnormen. a) Eine Quasi-Halbnorm auf einem Vektorraum FE ist eine
Abbildung ¢ : E — [0,00), die

glax) = |alq(z) fir a €K und z€ E (8)
und an Stelle der Dreiecks-Ungleichung die schwichere Bedingung
3C=1VryekE : qlz+y) < Cla(z) +q(y)) (9)

erfiillt. Ein gerichtetes System von Quasi-Halbnormen auf E definiert wie in (4) eine

lineare Topologie auf E'.

b) Eine Quasi-Norm auf E ist eine Quasi-Halbnorm, die zusétzlich g(z) > 0 fiir x # 0
erfiillt. Ein Vektorraum F unter einer Quasi-Norm ¢ heiflt quasi-normierter Raum; er

heit Quasi-Banachraum, wenn er vollstandig ist.

Satz 6.6
FEin topologischer Vektorraum E ist genau dann lokalbeschrdnkt, wenn er quasi-

normierbar ist.

BEWEIS. ,,<= “: Die Topologie von E sei durch eine Quasi-Norm ¢ induziert. Dann bil-
den die ,Kugeln“ U,,. := {z € E | q(z) < ¢} eine Nullumgebungsbasis der Topologie
von E, und diese sind wegen (8) beschrankt.

»,= “:a) Nach Satz 6.1 gibt es eine kreisformige beschrinkte Nullumgebung U € LU(F) .
Zu 'V € M(E) gibt es j € N mit U C jV, und daher ist U := {%U | £ € N} eine
Nullumgebungsbasis von E. Das Minkowski-Funktional oder Eichfunktional

pu(z) = inf{t >0 |2ze€tU}, z€F, (10)

von U definiert eine Quasi-Norm auf E:

b) Offenbar ist py > 0. Die absolute Homogenitdt (8) folgt aus der Kreisformigkeit
von U . Nach Satz 6.1b) gibt es k € N mit %U—F%U CU. Firz,y € E mit py(z) <t
und py(y) < s gilt dann

+ _
‘f—&-g - t—f—s%+tis% e U+U g kU’ (11)

und daraus folgt py(x +y) < k (pu(x) + pu(y)). SchlieBlich gelte py(z) = 0. Dann
folgt = € %U fiir alle %U € U und somit x = 0, da E nach Definition des Begriffs
»lokalbeschrankt* ein Hausdorff-Raum ist.
¢) Offenbar gilt

UCUp ={zek|py()<1} C U, (12)

und daher induziert die Quasi-Norm py die Topologie von E . O
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Fiir eine r-Halbnorm ¢ auf einem Vektorraum E wird durch g(z) = ¢(z) "/ eine
Quasi-Halbnorm mit C' = 2-"1in (9) definiert. Umgekehrt sei ¢ eine Quasi-Halbnorm
auf E mit der Konstanten C' > 1 in (9). Definiert man dann 0 < r < 1 durch
21 = C', so gibt es eine r-Halbnorm ¢ auf X, sodass gbl/T zu q dquivalent ist.
Dieses Resultat stammt von T. Aoki (1942) und S. Rolewicz (1957):

Satz 6.7
Es sei q eine Quasi-Halbnorm auf einem Vektorraum E | sodass (9) mit C > 1 gilt.

Weiter sei 0 < r <1 durch 2rl=C definiert. Durch

n

Ba) = f {3 a(e;)" | neN, 2, € B, = 3 25} (13)

Jj=1 Jj=1

wird eine r -Halbnorm auf E definiert, sodass die Abschitzung
p(z) < q(z)" < 24(2), z€E, (14)
gilt. Ist q eine Quasi-Norm, so ist ¢ eine r -Norm auf E .

BEWEIS. a) Offenbar wird in (13) eine r-Halbnorm auf F mit ¢(z) < g(x)” definiert.
Zum Beweis der zweiten Ungleichung in (14) beachten wir zuniichst:

b) Fiir zwei Vektoren y,z € E mit ¢(y)" < a und ¢(z)" < a gilt
gy +2)" < (Clay) +4(2) < C(ar +a7)" < C"2a = 2a.

c) Nun sei z = > z; mit x; € E. Zu zeigen ist ¢(z)" < 2 Y ¢(x;)", und dazu
- =

Jj=1
geniigt der Nachweis der Implikation

> a(w) <3 = a@) <1. (15)

n
Dazu definieren wir k; € N mittels 2771 < g(z;)" < 27%; dann ist 21 2 ki1 < %
j:

n
und somit > 27K < 1.
j=1
Nun sei k := max k;j. Zwei Vektoren x; und z; mit k; = k; = k fassen wir gemaf
b) zu einem Vektor z; + z; zusammen, fiir den dann g(z; + x;)" < 27 %" gilt. Tst
die Anzahl dieser Vektoren ungerade, so lassen wir einen dieser Vektoren ungeéndert.
Damit erhalten wir eine Zerlegung = = > x; mit g(z})" < 2% und > 27k <1
Jj=1 j=1
sowie max k7 =k — 1. So fortfahrend erhalten wir schlieflich ¢(x)"” < 1. Damit sind
(15) und (14) bewiesen.

d) Ist nun g eine Quasi-Norm auf E |, so folgt aus ¢(x) = 0 auch ¢(z) = 0 und somit
z = 0; dann ist also ¢ eine r-Norm auf E. O

Interessante Beispiele von Quasi-Banachrdumen liefern Operatorideale, vgl. dazu [GK],
12.5 und Kapitel 11.
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6.3 Aufgaben

Aufgabe 6.1
Zeigen Sie die Vollstédndigkeit der Rdume L, (u) fur 0 <r < 1.

Aufgabe 6.2

a) Es sei p ein endliches MaB auf Q. Verifizieren Sie, dass durch (5) eine (F)-Norm
auf dem Raum M (p) der messbaren Funktionen auf 2 definiert wird.

b) Zeigen Sie fiir eine Folge (fn) in M(u): fr — 0 p-fast iiberall = ¢(fn) — 0.

c) Zeigen Sie, dass Loo(p) in M(u) dicht ist.

d) Zeigen Sie fiir eine Folge (fn) in M(p):

B(fa) =0 & Ve>0: lim p{teQ||falt) = f(B)] > e} =0.

e) Beweisen Sie die Vollstindigkeit des topologischen Vektorraums M (u) .

f) Zeigen Sie, dass Ly (p) fiir 0 < r < oo stetig in M(u) eingebettet ist und schliefen
Sie M(pn)" = {0}.

Aufgabe 6.3
Fiithren Sie den Beweis von Satz 6.4 aus. Gilt dessen Aussage auch fiir Quotientenrdume

beliebiger topologischer Vektorraume ?

Aufgabe 6.4
Verifizieren Sie die Aussagen iiber beschrinkte Mengen und prikompakte Mengen ab

S. 139.

Aufgabe 6.5
Zeigen Sie, dass in einem vollstdndigen metrischen Raum jedes Cauchy-Netz konver-

giert.

Aufgabe 6.6
Definieren Sie den Begriff ,, Vervollstandigung® eines topologischen Vektorraums und
zeigen Sie, dass eine solche bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 6.7
Es sei E ein topologischer Vektorraum. Zeigen Sie, dass eine Menge A C E genau
dann kompakt ist, wenn sie prakompakt und vollstéandig ist.

Aufgabe 6.8

Es seien E ein topologischer Vektorraum und 0 # u : £ — K linear. Zeigen Sie die
Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) w ist stetig.

(b) Der Kern N(u) ist abgeschlossen.
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(¢) Der Kern N(u) ist nicht dicht in E.

(d) w ist auf einer Nullumgebung von E beschrinkt.

Aufgabe 6.9

Es seien E, F' topologische Vektorrdume, E metrisierbar und 7' : E — F eine lineare
Abbildung, die Nullfolgen in beschrankte Mengen abbildet. Zeigen Sie, dass T' stetig
ist.

HiNnwEIs. Beachten Sie Aufgabe 1.13.

Aufgabe 6.10
Es seien 0 < r,s < 1, X ein r-normierter Raum und Y ein s-normierter Raum.

Zeigen Sie:

a) Durch | T'||s = sup |[Tx|ls wird eine s-Norm auf L(X,Y’) definiert.
<1

b) Ist Y vollstindig, so gilt dies auch fiir L(X,Y). Insbesondere ist der Dualraum
X' = L(X,K) von X ein Banachraum.

c) Es seien X’ # {0} und L(X,Y) vollstindig. Zeigen Sie, dass Y vollstindig ist.

Aufgabe 6.11
Es seien 0 < r <1 und X ein r-Banachraum. Zeigen Sie:

a) Fiir S € L(X) mit || S» <1 existiert (I —S)™' € L(X).
b) Die Gruppe GL(X) der invertierbaren Operatoren auf X ist offen, und die Inversion
T — T7' auf GL(X) ist stetig.

Aufgabe 6.12

a) Es seilen 0 < r < 1,0 : X — @ eine Quotientenabbildung von r-Banachrdumen
und T' € L(¢,,Q). Konstruieren Sie ein Lifting TV € L({,,X) von T, fiir das also
oTV =T gilt.

b) Folgern Sie, dass jede Surjektion o € L(X,¢,) rechtsinvertierbar ist.

c) Zeigen Sie, dass es zu jedem separablen r-Banachraum @ eine Quotientenabbildung

o€ L, Q) gibt.
HiNwELS. Fiir den Fall » = 1 siehe [GK], Aufgabe 9.16 und Satz 10.12.

Aufgabe 6.13
Es seien X ein Banachraum und A > 1. Zeigen Sie, dass durch

oT):= ||T| fir TeK(X) und ¢T):= A|T| firx T¢K(X)

eine Quasi-Norm auf L(X) definiert wird. Gilt ¢(T" — Tn) — 0 = q(Tn) — q(T) ?
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7 Lokalkonvexe Raume

Fragen: 1. Es sei E ein Fréchetraum, z. B. E = S(R"™). Ist der Dualraum G = Ej
vollstindig? Ist jede schwach*-beschrinkte Menge in G’ gleichstetig?

2. ks seien E, F Fréchetrdume und T : E,g — Flé eine abgeschlossene lineare Abbil-
dung. Ist T stetig?

ADb jetzt untersuchen wir nur noch lokalkonvexe topologische Vektorrdume. In diesem
Rahmen kommen wir noch einmal auf wesentliche Prinzipien der Funktionalanalysis
zuriick und stellen projektive und induktive Konstruktionen vor. Wir beginnen mit
dem Prinzip der gleichmajfigen Beschrinktheit und dem Satz von Banach-Steinhaus,
die genau im Fall tonnelierter Definitionsbereiche gelten.

In Abschnitt 7.2 diskutieren wir projektive Topologien auf lokalkonvexen Riumen, ins-
besondere Produkttopologien, schwache Topologien, lokale Banachrdume und projektive
Limiten. Dual dazu untersuchen wir im néchsten Abschnitt induktive lokalkonvexe To-
pologien, insbesondere direkte Summen und Quotientenrdume. Raume, die eine induk-
tive lokalkonvexe Topologie normierter Rdume bzw. von Banachrdumen tragen, heiflen
bornologisch bzw. ultrabornologisch. Dies ist der Fall fir (LF) -Rédume, abzéhlbare in-
duktive Limiten von Fréchetrdumen, die wir in Abschnitt 7.4 untersuchen. Wichtige
Beispiele sind Rdume Z(Q2) von Testfunktionen oder Rdume 7 (K) von Keimen ho-

lomorpher Funktionen.

Es gibt verschiedene Versionen des Satzes von der offenen Abbildung und des Satzes
vom abgeschlossenen Graphen im Rahmen lokalkonvexer Rdume. Nach A. Grothen-
dieck (1954) gilt der Graphensatz fiir abgeschlossene lineare Abbildungen v : £ — F',
wenn F ultrabornologisch und F' ein (LF')-Raum ist. Nach M. De Wilde (1967) kann
man allgemeiner fiir F' Rdume mit Gewebe zulassen; dies ist das Thema von Abschnitt
7.5. Fréchetrdume und ihre starken Dualrdume besitzen Gewebe, und die Klasse dieser
R&ume ist abgeschlossen gegen abzéhlbare projektive und induktive Konstruktionen.

Lokalkonvexe Radume wurden auf S. 8 als diejenigen topologischen Vektorrdume ein-
gefiihrt, deren Topologie sich wie in (6.4) durch ein gerichtetes System von Halbnormen
definieren ldsst. Eine dquivalente Definition der lokalen Konvexitét ergibt sich aus:

Satz 7.1
FEin topologischer Vektorraum E ist genau dann lokalkonvex, wenn er eine Nullumge-

bungsbasis aus konvexen Mengen besitzt.

BEWEIS. ,,= “: Die Topologie von E sei durch das gerichtete System H von Halb-
normen definiert. Die abgeschlossenen ,, e -Kugeln“ {Up. | p € H, e > 0} (vgl. S. 8)
bilden dann eine Nullumgebungsbasis aus sogar absolutkonvexen Mengen.

»<=“: Umgekehrt besitze E eine Nullumgebungsbasis V aus konveren Mengen. Fiir
V €V ist dann wie im Beweis von Satz 6.1c¢) die Menge U := ({aV | |a| > 1} ei-
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ne konvexe und kreisformige Nullumgebung, also absolutkonvex; somit besitzt E eine
Nullumgebungsbasis U aus absolutkonvexen Mengen. Fiir U € U ist nach dem Beweis
von Satz 6.6, insbesondere nach der Rechnung in (6.11), das Minkowski- Funktional ptr
geméB (6.10) eine Halbnorm auf E', und wegen (6.12) wird die Topologie von E durch
das gerichtete System H(U) = {py | U € U} von Halbnormen definiert. O

Konventionen. a) Fiir einen lokalkonvexen Raum E setzen wir stets die Hausdorff-
FEigenschaft voraus, falls nichts anderes gesagt wird.

b) Mit U oder U(E) bezeichnen wir immer eine Nullumgebungsbasis aus absolutkon-
vexen abgeschlossenen Mengen von E'; M(E) bezeichnet das System aller Nullumge-

bungen von E'.

7.1 Das Prinzip der gleichmaBigen Beschranktheit

Wir wollen nun das Prinzip der gleichmdafigen Beschrdinktheit fiir moglichst allgemeine
lokalkonvexe Rdume zeigen. Die Analyse des Beweises von Theorem 1.13 fithrt auf den
folgenden Begriff, der auf G.W. Mackey (1946) zuriickgeht:

Tonnen und tonnelierte Rdume. Es sei F ein lokalkonvexer Raum. Eine Tonne ist
eine absolutkonvexe, absorbierende und abgeschlossene Menge A C E'. Der Raum E
heifit tonneliert, falls jede Tonne in F eine Nullumgebung ist.

Wir formulieren nun ein einfaches Lemma, das im Folgenden &fter verwendet wird (vgl.
auch die Beweise von Theorem 1.13 und Lemma 1.19):

Lemma 7.2
Es seien E ein lokalkonvexer Raum und A C E absolutkonvex. Besitzt A einen inneren

Punkt, so ist A eine Nullumgebung.

BEWEIS. Es gibt € A und U € U(E) mit x + U C A, und daraus folgt sofort
U=(@x+U)—zCA—-AC2A. O

Satz 7.3
FEin lokalkonverer Raum wvon zweiter Kategorie ist tomneliert. Insbesondere sind
Fréchetrdume tonneliert.

o0
BEWEIS. Fiir eine Tonne A C F ist E = |J kA; da E von zweiter Kategorie ist, gibt

k=1
es ein n € N mit int(nA) = int(nA) # 0. Nach Lemma 7.2 ist A eine Nullumgebung
und F tonneliert. Die letzte Aussage folgt dann aus dem Satz von Baire 1.12. %

Es gibt wichtige tonnelierte Rdume, die nicht metrisierbar sind, z.B. die Rdume
E5(Q2), S5(R™), 2(2) oder Z5(Q2), vgl. dazu Abschnitt 7.3 und Kapitel 8. Einen ton-
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nelierten, aber unvollstindigen normierten Raum findet man in [Kéthe 1966], S. 372.

Theorem 7.4 (Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit)
Es seien E, F lokalkonvexe Riume und G C L(E,F) punktweise, d. h. in Ls(E, F)
beschriankt. Ist £ tonneliert, so ist G gleichstetig.

Bewers. Fir V € U(F) ist U := (g T~1(V) eine absolutkonvexe und abgeschlosse-
ne Teilmenge von E. Fiir z € E ist die Menge {Txz | T € G} in F nach Voraussetzung
beschrénkt; es gibt also p > 0 mit Tz € pV fiir alle T' € G. Dies zeigt = € pU ; folg-
lich ist U auch absorbierend und somit eine Tonne. Da E tonneliert ist, ist U eine
Nullumgebung von F, und Bedingung (1.19) ist erfiillt. %

Wir werden in Satz 8.5 auf S. 173 zeigen, dass die Tonneliertheit von E fiir die Giiltig-
keit des Prinzips der gleichméfligen Beschranktheit auch notwendig ist.

Satz 7.5 (Banach-Steinhaus)
Es seien E ein tonnelierter Raum und F ein lokalkonvexer Raum. Fir ein (punktwei-
se) beschriinktes Netz (Tn) in Lo (E, F) existiere der Limes

Tzr:= limTyx (1)
fir alle x € E. Dann gilt T € L(E,F), und man hat To — T in Ly (E, F).

BEWEIS. Durch (1) wird ein linearer Operator T : E — F definiert. Nach Theorem
7.4 ist die Menge G := {Tw} in L(E, F) gleichstetig; mittels (1.18) folgt daraus sofort
auch die Stetigkeit von T'. Die letzte Aussage ergibt sich dann aus Satz 1.4. O

Folgerung. Es seien E tonneliert, & eine Bornologie auf £ (vgl. S. 15) und F' qua-
stwollstindig. Dann ist der Raum L (E, F) quasivollstindig. Insbesondere sind die
Dualriume Eg tonnelierter Riume quasivollstindig.

Wir gehen nun auf Konsequenzen aus dem Prinzip der gleichméfligen Beschrianktheit
ein, die im Folgenden eine wichtige Rolle spielen. Grundlegende Konzepte sind:

Beschrinkte Kugeln und Banach-Kugeln. a) Essei E ein lokalkonvexer Raum. Unter
einer Kugel in FE verstehen wir eine absolutkonvexe Menge B C E'. Diese ist in dem
Vektorraum Ep := [B] absorbierend, und || ||p := pp liefert eine Halbnorm auf Ep .
b) Ist B beschrinkt, so gilt p(x) < Cp || z||p fiir z € Ep und jede stetige Halbnorm
p auf E'; man hat also die stetige Einbettung Ep — E. Somit ist || ||p eine Norm
auf Ep, da E ein Hausdorff-Raum ist. Mit B(E) bezeichnen wir das System aller
beschrankten Kugeln in E.

c) Eine Kugel B € B(E) heifit Banach-Kugel, falls Ep vollstindig ist. Mit @(E)
bezeichnen wir das System aller Banach-Kugeln in F .
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Satz 7.6
a) Eine folgenvollstandige Kugel B € B(E) ist eine Banach-Kugel.

b) Eine kompakte Kugel B € B(E) ist eine Banach-Kugel.

BEWEIS. a) Fiir eine Cauchy-Folge (x5,) im normierten Raum Ep gibt es p > 0 mit

|zn ||l < p fir alle n € N. Wegen Ep — E ist (zn) auch eine Cauchy-Folge in

pB beziiglich T(F), und somit existiert z = lim z, € pB. Aufgrund der Cauchy-
n—oo

Bedingung in Ep gibt es zu e > 0 ein ng € N mit z,, — x, € eB fiir n,m > ng. Mit
m — oo folgt auch z, —x € eB fiir n > ng, also |z —xn ||z — 0.

b) ist ein Spezialfall von a). O

Lemma 7.7
Es seien E ein lokalkonvexer Raum, A C E eine Tonne und B € B(FE). Dann wird
B wvon A absorbiert, es gibt also p >0 mit B C pA.

BEWEIS. Dies folgt aus Satz 7.3, da AN Ep eine Tonne im Banachraum Ep ist. ¢
Satz 7.8

Es seien E, F lokalkonvere Riume und G C Lys(E, F) beschrinkt.

a) Fiir jede Banach-Kugel B € I@(E) ist dann |J{T(B) | T € G} in F beschrinkt.
b) Ist E folgenvollstindig, so ist G in Lg(E, F) beschrinkt.

BEWEIS. a) Es sei V' € U(F). Wie im Beweis von Theorem 7.4 ist A := (g T-YV)

eine Tonne in F. Nach Lemma 7.7 gibt es p > 0 mit B C pA, also T(B) C pV fiir
alle T € G.

b) Fiir folgenvollsténdige Rdume E gilt B(E) = I@(E) nach Satz 7.6. O

Folgerung. Fiir einen folgenvollstdndigen lokalkonvexen Raum FE ist jede schwach
beschriinkte Menge in E’ stark beschriinkt.

7.2 Projektive Topologien

Lokalkonvexe Réume kénnen (unter geeigneten Bedingungen) aus Banachrdumen kon-
struiert werden. In diesem Abschnitt untersuchen wir projektive, im néchsten dann
induktive Konstruktionen.

Projektive Systeme und Topologien. a) Es seien J eine Indexmenge, (E;,%;) lokal-
konvexe Rédume, E ein Vektorraum und u; : E — E; linear, sodass zu 0 # x € E ein
J € J mit u;j(x) # 0 existiert. Die projektive Topologie T¥ = TP{u; : E — Ej;}jecs
des projektiven Systems {u; : E — Ej}jey auf E ist die grébste Topologie auf E,
beziiglich der alle u; stetig sind.
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b) Es ist ¥ das Supremum der Topologien uj_l(‘zj) ; eine Umgebungsbasis von x € E
ist gegeben durch alle endlichen Durchschnitte der Mengen uj_l(V]), wobei V; eine
Umgebung von u;(x) ist. Da die u; linear sind, ist ¥ translationsinvariant mit Null-

umgebungsbasis

U = UE) = {g/u;l(Uj) | J CJ endlich, U; € U(E;)}. (2)

Nach Satz 7.1 ist TP lokalkonvex. Mit allen T; ist auch ¥ Hausdorffsch.

¢) Ein Fundamentalsystem von Halbnormen auf E ist gegeben durch

H = H(E) = {sup (pjou;)|J CJ endlich, p; € H(E;)}. (3)
JjeJ’

d) Fiir einen topologischen Raum M ist eine Abbildung f : M — E genau dann
stetig, wenn alle Abbildungen u; o f : M — Ej; stetig sind.

Wir stellen nun einige Beispiele projektiver Topologien vor:

Unterraume. Es seien E ein lokalkonvexer Raum, G C E ein Unterraum von E und
i : G — FE die Inklusion. Die projektive Topologie ¥%{i : G — FE} ist die von FE
induzierte Topologie auf G'.

Schwache Topologien. Es sei E ein lokalkonvexer Raum. Aufgrund des Satzes von
Hahn-Banach ist {z' : E — K}, cg/ ein projektives System; die davon erzeugte pro-
jektive Topologie o(E,E’) := ¥P{z’ : E — K}uwecr heilt schwache Topologie auf
E . Sie induziert die fiir normierte Riume in [GK], Kapitel 10 behandelte schwache
Konwvergenz von Folgen.

Kartesische Produkte. a) Es seien E; lokalkonvexe Rdume und F = HjEJEj
ihr kartesisches Produkt. Die Produkttopologie auf E ist die projektive Topologie
TP{p; : E — Ej}jes der kanonischen Projektionen p; : E — E;. Sie beschreibt
die koordinatenweise Konvergenz; der Raum F ist genau dann folgenvollstéindig, qua-

sivollstandig oder vollstdndig, wenn dies auf alle E; zutrifft.

b) Im Fall Ej = K fiir alle j € J ist das Produkt [[;, E; = K7 der Raum aller
Funktionen auf J (vgl. S. 7); speziell fiir J = Ny erhélt man den Fréchetraum w = KMo
aller Folgen (vgl. S. 11).

Satz 7.9
Ein lokalkonvezer Raum E trage die projektive Topologie T°{u; : E — Ej};cs. Dann

ist E zu einem Unterraum von ||, Ej isomorph.

jeJ

BEWEIS. Es ist © : 2 — (u;(2))jes ein Isomorphismus von E in [[,.; Ej. O
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Lokale Banachrdume. a) Es sei (E,T) ein lokalkonvexer Raum. Fiir eine Halbnorm
p € H(E) betrachten wir den Nullraum N, = {z € E | p(z) = 0}; auf dem Quotl—
entenraum F, /N definiert p eine Norm || ||, . Die Vervollstindigung E, von
(Ep, |l lIp) heiﬁt der durch p definierte lokale Banachraum. Mit U = U, oder U = U,
schreiben wir auch Ny, Ey und Ey fiir Np, E, und Ep.

b) Mit den kanonischen Abbildungen
piE—)Engpa pp(x) == x+ Np, (4)

gilt T =%P{p,: £ — Ep}pGH- Fiir p,q € H(E) mit p < Cq gilt Ng C N, und wir
erhalten verbindende kanonische Abbildungen

qu):Eq_)EPa Pg(l"f'Nq) = x—’_NPa (5)

~

sowie ihre Fortsetzungen pf : Eq — E, . Es gelten die Kohdrenz-Bedingungen

ph =1

=1, =
P

phpt und  pp = phpe fiir p< Cg<C'r. (6)

)

Durch @ : © — (pp(x))pen wird nach Satz 7.9 ein Isomorphismus von E in HpeH Ep
definiert. Ein vollstdndiger lokalkonvexer Raum FE ist also zu einem abgeschlossenen

Unterraum eines Produkts von Banachrdumen isomorph.

c) Die lokalen Banachrdume konnen als ,Bausteine“ des lokalkonvexen Raumes E
betrachtet werden. Wichtige Eigenschaften von E lassen sich mittels Bedingungen
an die Banachrédume Ep und/oder die kanonischen Abbildungen pl beschreiben, vgl.
dazu die Kapitel 11 und 12.

Beispiele. a) Fiir die ™ -Norm p auf dem Fréchetraum E = C*[a,b] hat man E), =
C™[a,b], und fiir die Sobolev-Norm p = || |lw; ist E, = W5 (a,b) . Der Raum C*|[a, b]
besitzt also ein Fundamentalsystem von Normen, dessen lokale Banachriume isomorph
zu Cla,b] sind und ein solches, dessen lokale Banachriume Hilbertrdume sind. Die
kanonischen Abbildungen pf : W3 (a,b) — W4 (a,b) sind Hilbert-Schmidt-Operatoren
fiir s —t > 1 nach [GK], Abschnitt 12.5 oder Aufgabe 4.16.

b) Es seien Q@ C R™ offen und K C Q kompakt. Fiir die Halbnorm p = px auf
E=C) ist N, ={f € C(Q) | flg = 0}. Nach dem Fortsetzungssatz von Tietze
(vgl. [Kaballo 1997], 16.8) ist die Restriktion R : C(Q) — C(K) surjektiv, und daher
gilt B, = C(Q)/Np ~ C(K). Insbesondere ist F, vollstandig.

Projektive Spektren und Limiten. a) Es sei I eine gerichtete Menge. Ein projektives
Spektrum { E;, p;} 1 ist ein System lokalkonvexer Riume F; (i € I) und stetiger linearer
Abbildungen P; € L(E;,E;) (i <j€I), sodass die Kohdrenz-Bedingungen

pi=1, ph=pjp, fir i<j<k (7)
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gelten. Wir definieren dann den projektiven Limes
E := proj{Ei, p;}1 := proj; Ei := {z = (v:) € [] Ei | pj(a;) = x; fiir i <j}  (8)
il

und versehen ihn mit der durch die Projektionen p; : E — F; gegebenen projektiven
Topologie. Analog kénnen wir auch projektive Spektren und Limiten von topologischen
Vektorrdumen oder von Vektorrdumen (ohne weitere Struktur) definieren.

b) Sind alle E; folgenvollsténdig, quasivollstdndig oder vollstdndig, so gilt dies auch
fir E.

¢) Sind alle E; Unterrdume eines Vektorraumes F' und sind alle p} € L(E;, E;) In-
klusionen, so kann proj{ F;, pz} 1 mit dem Durchschnitt (), E; identifiziert werden.

d) Fiir einen lokalkonvexen Raum E ist {Ep,b‘;’}H( gy ein projektives Spektrum.
Das Bild der nach (6) definierten Abbildung ® : F — HpeH E, liegt dicht in
proj{ﬁp, Po}u(e) - Fir einen vollstindigen Raum E gilt also

E ~ pI‘Oj{Ep,Z)\g}H(E) = pI‘ij Ep. (9)

e) Fiir ein projektives Spektrum { E,, pj, }n und eine streng monoton wachsende Funk-
tion o : N — N gilt proj{En, pjm }n =~ proj{Ea(k),sz’;))}N.

f) Nun seien {En, py iy und {Fy, ¢}y projektive Spektren und Ty, € L(En, Fy),
sodass das Diagramm

n Pn " ;
E ... Pt Eni1 B, T B, — ... 2B
I Thta I Tn | Tt )
Pnt1 1 ot o
F — Fn+1 — F, — Frn1 — — "

kommutiert. Dann gibt es genau einen Operator T' € L(FE, F) mit Ty p, = ¢, T fiir
alle n € N, und dieser ist gegeben durch T : (zy) — (Tzy) .

Beispiele. a) Es gilt also C*°[a,b] ~ proj,,C™[a,b] ~ proj,, W"(a,b).

b) Es sei 2 C R" offen mit relativ kompakter Ausschopfung (Qn)nen (vgl. (1.2)).
Mit den Restriktionen pp, : C(Qm) — C(Q,) gilt C(Q) ~ proj{C(Qn),pmIn =
proj,, C(Qn) . Man kann auch C(Q) =~ proj,, C(Q,) als projektiven Limes der Fréchet-
rdume C(€2,,) auffassen.

¢) Analog zu b) hat man auch £(Q2) ~ proj,, £(Qn) sowie H(Q) =~ proj, ()
im Fall Q C C.
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7.3 Induktive lokalkonvexe Topologien

»Dual® zu projektiven Konstruktionen untersuchen wir nun

Induktive lokalkonvexe Systeme und Topologien. a) Es seien J eine Indexmen-
ge, (F;,%;) lokalkonvexe Réume, E ein Vektorraum und v; : E; — E linear mit
[Uj vj(E;)] = E. Die induktive lokalkonveze Topologie " = T{v; : E; — E};c des
induktiven Systems {v; : E; — E}jc; auf E ist die feinste (nicht notwendig separier-
te) lokalkonveze Topologie auf E , beziiglich der alle v; stetig sind.

b) Aufgrund von Satz 6.2 wird durch

U(E):= {U C E absolutkonvex |V j € J : vj_l(U) e U(E;)} (10)

eine Nullumgebungsbasis einer lokalkonvexen Topologie auf E definiert, die offenbar

mit T¢ iibereinstimmt. Es gilt auch

U(E) == {T(U,; v (Vy)) | Vs € W(E;)} (11)

c¢) Wegen b) ist eine Halbnorm p auf (E,T") genau dann stetig, wenn alle p o v; auf

den Rdumen F; stetig sind.

d) Fiir einen lokalkonvexen Raum F' ist eine lineare Abbildung 7' : £ — F genau
dann stetig, wenn alle Abbildungen T'ov; : E; — F' stetig sind.

Projektive Topologien sind automatisch linear und sogar lokalkonvex. Fiir ein induk-
tives System {v; : E; — E};cs dagegen ist i. A. die induktive Topologie auf E nicht
linear und auch die induktive lineare Topologie T¢ nicht lokalkonvex (vgl. [Jarchow
1981], Beispiel 6.10.L). Fiir abzihlbare Indexmengen J gilt jedoch T¢ = T (vgl.
[Jarchow 1981], 4.1.4 und 6.6.9).

Der Raum der Testfunktionen. a) Fiir eine offene Menge Q2 C R™ betrachten wir
das induktive System {ix : Z(K) — Z(Q)}xcq kompakt und die entsprechende
induktive lokalkonvexe Topologie T* auf Z(Q2). Diese ist auch gegeben durch das
abzihlbare induktive System {ix, : Z(K;) — Z(Q)}jen, wobei {K;} eine kompakte
Ausschépfung von Q ist (vgl. (1.3)).

b) Da alle Inklusionen i : Z(K) — £(Q) stetig sind, hat man 2(Q) — £(Q), und
insbesondere ist T¢ Hausdorffsch auf (). Nach obigem Punkt d) ist eine Linear-
form u : 2(Q2) — C genau dann stetig beziiglich T°, wenn alle Einschrinkungen
u: 2(K) — C stetig sind; somit ist also 2'(Q2) der Raum der Distributionen auf 2,
der bereits auf S. 37 eingefithrt wurde.

Entsprechend hat man induktive lokalkonvexe Topologien auf den Rdumen C.*(€2) der
C™ -Funktionen mit kompaktem Triger.
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Keime holomorpher Funktionen. a) Es sei ) # K C C" eine kompakte Menge.
Fiir offene Umgebungen U,V von K heiflen holomorphe Funktionen f € J#(U) und
g € H(V) dquivalent, wenn es eine offene Menge W mit K C W C UNV und
f(z) = g(z) fiir alle z € W gibt. Eine Aquivalenzklasse fv dieser Relation heif3t
holomorpher Funktionskeim auf K , die Menge aller Aquivalenzklassen HC(K) heiit
Algebra der holomorphen Funktionskeime auf K .

b) Die kanonischen Abbildungen iy : f +— fN bilden offenbar ein induktives System
{iv : H(U) — H(K)} xc v offen und definieren eine induktive lokalkonvexe Topolo-
gie T auf A (K). Mit U; := {z € C" | d(z,K) < %} ist diese auch gegeben durch
das abzdhlbare induktive System {iy, : #°(U;) — H(K)}jen . Die stetige lineare Ab-
bildung ® : #(K) — CK*MNo | f s (FO)(2)) . jen, ist injektiv, und daher ist T°
Hausdorffsch.

Die Algebra JZ(K) spielt eine Rolle beim analytischen Funktionalkalkil in der Ope-
ratortheorie (vgl. Abschnitt 13.2).

Im Gegensatz zum projektiven Fall miissen induktive lokalkonvexe Topologien von
induktiven Systemen separierter Rdume i. A. nicht separiert sein. Einfache Beispiele

fiir diese Situation liefern

Quotientenrdume. a) Es seien E ein lokalkonvexer Raum, G C E ein Unterraum
und o : F — Q = E/G die Quotientenabbildung. Die Quotiententopologie auf @ ist
die induktive Topologie ‘Zi{a : B — Q}; diese ist genau dann Hausdorffsch, wenn G

in E abgeschlossen ist.

b) Fiir eine Nullumgebungsbasis U(E) von E ist nach (11) eine solche von @ gegeben
durch U(Q) = {o(U) | U € U(E)} in Ubereinstimmung mit S. 138. Fiir U € U(E),
pP=pUu,P=pou und y € Q ist

ply) = inf{t >0|yeto(U)} = inf inf{t >0|xzetU}, also
ocr=y

ploz) == inf {p(x+2)| z€ G} fir oz €@ und pe H(E). (12)

Diese Quotienten-Halbnormen bilden ein Fundamentalsystem von Halbnormen auf @ .

Lokalkonvexe direkte Summen. a) Es seien E; lokalkonvexe Rdume und
E = @;c, B = {z=(z;) €[[;c; E5 | zj #0 nur fiir endlich viele j}
ihre direkte Summe. Die kanonischen Einbettungen
iy By — E, ig(zr) = (Ojk2r)jer,

bilden ein induktives System, und wir betrachten dessen induktive lokalkonvexe Topo-
logie ¢ auf E. Wegen E — HjeJ Ej ist " separiert, falls dies auf alle E; zutrifft.
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b) Ein Fundamentalsystem von Halbnormen auf E ist gegeben durch (vgl. Aufgabe
7.5)

H = H(E) = {p:z=(z;) — ;J pi(x;) | pj € H(E;) }. (13)

¢) Im Fall J =Ng und E; =K fiir alle j € Ny ist die direkte Summe ¢ := €

der Raum aller endlichen Folgen.

J€Ng K

Satz 7.10
Der separierte lokalkonveze Raum E trage die induktive lokalkonvexe Topologie T' =

T{v; : Ej — E}jes. Dann ist E zu einem Quotientenraum von @ ._, E; isomorph.

JjEJ

Beweis. Die lineare Abbildung o : P, E; — E, o(z;) = %:ij(xj), ist offenbar
J

surjektiv. Die Quotiententopologie 7 ist die feinste lokalkonvexe Topologie, fiir die o

stetig ist, also die feinste lokalkonvexe Topologie, fiir die alle v; = o 0 %; stetig sind.

Daher gilt T = T . O

Sind alle Rdume E; separiert, so ist der Raum (E, ") genau dann separiert, wenn
der Kern N (o) in P; E; abgeschlossen ist.

Wir untersuchen nun zu den auf S. 151 eingefiihrten lokalen Banachrdumen ,,duale“
Konstruktionen und verwenden dazu beschrinkte Kugeln (vgl. S. 148).

Bornologische Raume. a) Es sei (E,¥) ein separierter lokalkonvexer Raum. Die Ein-
bettungen ip : Ep — E definieren ein induktives System {ip : Ep — E}BGJB(E)
normierter Réume und eine induktive lokalkonvexe Topologie % auf E. Der Raum
E heiBt bornologisch, falls T = T gilt.

b) Fiir B,C € B(E) mit B C pC fiir ein p > 0 gilt Ep — E¢, und wir erhalten
stetige lineare wverbindende kanonische Abbildungen ipc : Ep — Ec . Es gelten die
Kohdrenz-Bedingungen

igp =1, igp =icpipc und ic =ipcip fir BC pC Cp'DeB(E). (14)

Die normierten Rdume Ep konnen als ,,Bausteine“ eines bornologischen Raumes F
betrachtet werden.

c) Stets ist Tt feiner als T, und beide Topologien definieren die gleichen beschrinkten
Mengen auf E. Daher ist der Raum (E,%°) stets bornologisch; er wird als der zu E
assoziierte bornologische Raum E}, bezeichnet.

d) Eine Menge A C E heifit bornivor oder gefrifiig, wenn sie jede beschréinkte Menge
absorbiert, wenn es also zu B € B(F) ein p > 0 mit pB C A gibt. Nullumgebungen
sind stets bornivor.

e) Es sei 2l ein System von Teilmengen von E. Eine lineare Abbildung 7' : E — F
oder eine Halbnorm p auf E heifit A -beschrinkt, falls sie auf jeder Menge aus 2
beschréinkt ist (vgl. S. 140).
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Satz 7.11
Fiir einen lokalkonvezen Raum (E,%) sind dquivalent:

(a) E ist bornologisch.

(b) E trigt eine induktive lokalkonvexe Topologie normierter Rdume.

(c) Jede bornivore Kugel A C E ist eine Nullumgebung.

(d) Jede B(E) -beschrinkte Halbnorm p auf E ist stetig.

(e) Jede B(E) -beschrinkte lineare Abbildung von E in einen lokalkonvexen Raum F
ist stetig.

(f) Jede B(E) -beschrinkte lineare Abbildung von E in einen Banachraum F ist
stetig.

BEWEIS. ,(a) = (b)“ ist klar aufgrund der Definition.

»(b) = (c)“: E trage die induktive lokalkonvexe Topologie T° des induktiven Systems
{vj : E; — E};cs der normierten Rdume E;. Fiir die Einheitskugel K; von Ej ist
v;(Kj;) in E beschrénkt; es gibt also p; > 0 mit p;jv;(K;) C A. Da A absolutkonvex
ist, folgt auch T'(; v; (p;K;)) € A, und wegen (11) ist A eine Nullumgebung von E.
»(c) = (d)“: Die Einheitskugel U, von p ist nach Voraussetzung bornivor und somit
eine Nullumgebung; daher ist p stetig (vgl. Aufgabe 7.1).

,(d) = (e)“: Es seien T : E — F linear und B-beschrinkt und ¢ € H(F). Dann ist
die Halbnorm g o T B-beschriinkt, also stetig auf F. Somit existiert p € $(E) mit
q(Tz) < Cp(z) fir allez € E.

»(e) = (f)“ ist klar.

o(f) = (a)*: Fiir p € H(E,) ist die kanonische Abbildung p, : E — E, B(E)-
beschrankt, also stetig. Damit ist auch die Identitdt [ : E — E} stetig, und E = Fj
ist bornologisch. O

Satz 7.12
a) Ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum E ist bornologisch.

b) Fiir einen bornologischen Raum E ist der Dualraum EIB vollstandig.

BEWEIS. a) Es seien p eine B(FE) -beschrénkte Halbnorm auf E und U = {Un },en eine
Nullumgebungsbasis von £ mit Uy D Uz O ... . Ist p auf jedem U, unbeschriankt, so
gibt es z, € Up mit p(zn) > n. Wegen z, — 0 ist aber die Menge {z,} beschrankt,
und wir erhalten einen Widerspruch. Somit ist p stetig, und die Behauptung folgt aus
Satz 7.11 (d).

b) Fiir ein Cauchy-Netz (uo) in Ej existiert der Limes u(z) := limuq () gleichméBig
[e3

auf den beschrinkten Teilmengen von E. Es ist v : F — K linear und B(F)-

beschrinkt, also stetig nach Satz 7.11 (e). O
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Wichtig fiir den Satz vom abgeschlossenen Graphen (Theorem 7.22) sind

Ultrabornologische Raume. Fiir einen (separierten) lokalkonvexen Raum (E,T) ist
{i: Ep — E}g cii(p) ©n induktives System von Banachrdumen; dieses definiert eine

induktive lokalkonvexe Topologie T%° auf E. Der Raum E heifit ultrabornologisch,
falls T = T gilt.

Satz 7.13

Fiir einen lokalkonvezen Raum (E,T) sind dquivalent:

(a) E ist ultrabornologisch.

(b) E trigt eine induktive lokalkonvexe Topologie von Banachrdiumen.

(¢) FEine Kugel A C E, die alle Banach-Kugeln absorbiert, ist eine Nullumgebung.
(d) Jede I@(E) -beschrinkte Halbnorm p auf E ist stetig.

(e) Jede @(E) -beschrinkte lineare Abbildung von E in einen lokalkonvexen Raum F
18t stetig.

(f) Jede @(E) -beschrinkte lineare Abbildung von E in einen Banachraum F st
stetig.

Der Beweis erfolgt analog zu dem von Satz 7.11. Fiir ,,(b) = (c)“ beachten wir, dass
jetzt v;(K;) eine Banach-Kugel in E ist, und fiir ,(f) = (a)“ benutzen wir, dass der
Raum (E,T“?) ultrabornologisch ist.

Satz 7.14
a) Fin ultrabornologischer Raum ist bornologisch und tonneliert.

b) Ein folgenvollstindiger bornologischer Raum ist ultrabornologisch.

¢) Ein Fréchetraum ist ultrabornologisch.

BEWEIS. a) ergibt sich aus Satz 7.13 und Lemma 7.7.
b) In folgenvollstindigen Rdumen gilt B = B nach Satz 7.6.
c) folgt schliefllich aus b) und Satz 7.12a). O

Ein unvollstdndiger normierter Raum ist bornologisch, i. A. aber nicht tonneliert und
somit auch nicht ultrabornologisch. Andererseits gibt es tonnelierte Rdume, die nicht
bornologisch sind (vgl. [Jarchow 1981], 13.6).

Satz 7.15

Ein lokalkonvezer Raum E trage die induktive lokalkonveze Topologie T° des induk-
tiven Systems {v; : E; — E};jcy. Sind alle Riaume E; tonneliert, bornologisch oder
ultrabornologisch, so gilt dies auch fir E .
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BEWwEIS. Eine Kugel A C FE sei eine Tonne, bornivor oder absorbiere alle Banach-
Kugeln. Dies gilt dann auch fiir alle Mengen vj_l(A) in F, und daher sind diese
Mengen Nullumgebungen. Wegen (10) ist dann A € U(E). O

Die in Satz 7.15 betrachteten Eigenschaften bleiben unter projektiven Konstruktionen
nicht erhalten, insbesondere gibt es abgeschlossene Unterrdume ultrabornologischer
Réume, die weder tonneliert noch bornologisch sind (vgl. [Jarchow 1981], 13.5). Ande-
rerseits ist ein kartesisches Produkt tonnelierter Rdume wieder tonneliert (vgl. [Kéthe
1966], §27.1). Weiter gilt:

Satz 7.16
Ein abzihlbares Produkt E = H;)i1 E; wltrabornologischer Raume ist ultrabornolo-
gisch.

BEWEIS. a) Es seien F ein Banachraum und T : E — F eine I@(E) -beschrinkte
lineare Abbildung. Wir zeigen die Existenz von m € N, sodass Tx = 0 gilt fiir alle
r = (z;) € E mit 21 = ... = 2, = 0. Andernfalls gibt es Tupel z(™ € E mit
2™ = =2 =0 und | Tz || = n. Wegen xgn) =0 fiir n > j ist die Menge
{mgn)}neN in F; endlich und somit in einer kompakten Kugel K; enthalten. Dann ist
aber K := H;‘;l K; eine Banach-Kugel in E mit #™ € K fiir alle n € N, und wir
erhalten einen Widerspruch.

b) Der Raum En, := [[/", E; = @), E; ist ultrabornologisch nach Satz 7.15; mit
der Injektion ¢ : By, — E ist daher der Operator Tt : E,, — F stetig nach Satz 7.13.
Mit der Projektion 7w : E — E,, gilt aber T' = Twr aufgrund von a), und daher ist
auch T : E — F stetig. Die Behauptung folgt nun aus Satz 7.13. O

Satz 7.16 gilt auch fiir bornologische Raume. Allgemeiner ist ein d-faches Produkt
(ultra)bornologischer Rdume wieder (ultra)bornologisch, falls ,,d kleiner als die kleins-
te stark unerreichbare Kardinalzahl® ist (Satz von Mackey-Ulam, vgl. [K6éthe 1966],
§28.4, oder [Jarchow 1981], 13.5). Es ist unklar, ob stark unerreichbare Kardinalzahlen
existieren.

7.4 (LF)-Rdume

Wir untersuchen nun abzdhlbare induktive Limiten von Einbettungsspektren, insbeson-
dere die von J. Dieudonné und L. Schwartz 1949 eingefiihrte wichtige Klasse der (LF') -
Réume, die u.a. die Rdume Z(Q2) und J7(K) enthilt. Fiir allgemeinere induktive
Limiten sei auf [Floret und Wloka 1968] oder [Jarchow 1981] verwiesen.

Induktive Limiten. a) Es sei (Ej) eine Folge lokalkonvexer Rdume mit Ej C Ej 1,
sodass die Inklusionen (Ey, Tx) — (Eky1, Tp41) stetig sind. Mit E := |J, Ex und den
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Inklusionen iy : Ey — E heifit das abzdhlbare induktive System {iy, : B, — El}ien
ein (induktives) Einbettungsspektrum. Mit der induktiven lokalkonvexen Topologie T
dieses Systems heifit (F, Si) = indy, By der induktive Limes des Einbettungsspektrums.
Die Réume (Ex,Tx) heiBen Stufen des induktiven Limes.

b) Ein Einbettungsspektrum bzw. ein induktiver Limes heifit reguldr, falls es zu jeder
beschrinkten Menge B € B(F) ein k € N und eine beschriankte Menge By € B(FEx)
c¢) Ein Einbettungsspektrum heifit strikt, falls T4, stets die Topologie Tj, auf Ej
induziert. Eine direkte Summe E = (P2, E; beispielsweise ist induktiver Limes des

strikten Einbettungsspektrums {iy : @521 E; - E}pen.

(LF)-Radume und (LB)-Rdume. a) Ein abzdhlbarer induktiver Limes eines Ein-
bettungsspektrums von Fréchetriumen bzw. Banachrdumen heifit (LF') -Raum bzw.

(LB) -Raum.

b) Der Raum Z(2) der Testfunktionen ist ein strikter (LF') -Raum, die Raume C.*(£2)
sind strikte (LB)-Réaume fiir 0 < m < co.

¢) Der Raum #(K) = indg s (Uyx) der holomorphen Funktionskeime auf einer
kompakten Menge K C C™ (vgl. S. 154) ist ein (LF)-Raum. Mit den Banachrdiu-
men J°°(Uy) aller beschrinkten holomorphen Funktionen auf Uy gilt offenbar auch
H(K) = indy, 5°°(Uy) , und daher ist 7 (K) sogar ein (LB)-Raum. Das Spektrum
ist nicht strikt, aber kompakt, da nach dem Satz von Montel die verbindenden kano-
nischen Abbildungen i}, : S (Uy) — #°°(Ug41) kompakt sind. Von kompakten
Spektren erzeugte (LB)-Réume heiflen auch (LS) -Riume; sie sind stets reguldr (vgl.
[Floret und Wloka 1968], § 25).

Wir zeigen nun, dass ein strikter (LF)-Raum (E,T") = indy, E) separiert und regulir
ist und dass T' stets die Topologie T) auf Ej, induziert:

Lemma 7.17

Es seien E ein lokalkonvexer Raum, G C E ein Unterraum und U € (G) absolut-
konvex. Dann gibt es eine absolutkonvere Nullumgebung V € M(E) mit VNG =U.
Fiiry & G kann'V so gewdhlt werden, dassy &V  gilt.

BEWEIS. a) Es gibt W € U(E) mit WNG C U, und wir setzen V := T(W UU).
Offenbar gilt U CVNG. Firz e VNG gilt x = aw+ fu mit w e W, v € U und
la|+ |8 <1. Aus aw =z — Bu € G folgt « =0 oder w € G, in jedem Fall also
xeU.

b) Fiir y ¢ G withlen wir W so, dass (y + W) NG = 0 gilt. Aus y = aw + fu € V
folgt der Widerspruch y — aw € (y+ W) NG, und daher ist y ¢ V. O
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Satz 7.18

Es sei (B, %) = indg(Ey,Tk) ein strikter induktiver Limes lokalkonverer Riume,
sodass By, in Ey,1 stets abgeschlossen ist. Dann ist T separiert, requlir und induziert
die Topologie Ty, auf allen Riumen Ey . Sind alle Ey, quasivollstindig, so gilt dies auch
fir E.

BEWEIS. a) Fiir n € N sei eine absolutkonvexe Nullumgebung U,, € {(F,) gegeben.
Nach Lemma 7.17 existieren fiir £ > n absolutkonvexe Nullumgebungen U, € U(E})
mit Upy1 N Ey = Uy fiir £ > n. Nach (11) ist dann U := {J, -, Ur € U4(F), und es
gilt U N E,, = U, . Somit ist ‘Zi|En =%,. -

b) Fir 0 #y € E gibt esn € N mit 0 # y € E, und dann U,, € U(Ey) mit y € Uy .
Nach Lemma 7.17 kénnen wir die Nullumgebung U € (F) aus a) so wihlen, dass
y & U gilt, und somit ist T° separiert.

¢) Nun sei B C E beschrinkt. Ist B in keinem Fj enthalten, so gibt es eine Folge
(zn) in B mit xn € By, \Ey, fiir geeignete Indizes kn < kn+1. Nach Lemma 7.17
gibt es absolutkonvexe Nullumgebungen U, € U(Ej,) mit Upy1 N Eg, = U, und
Lan & Upyr fiir n € N. Nach (11) ist dann U := {J, .y Un € U(E), und es gilt
Lz, ¢ U im Widerspruch zur Beschréinktheit der Menge {xn} .

Es gibt also kK € N mit B C Ej, und nach Beweisteil a) ist B in Ej beschrénkt.

d) Ein beschrianktes Cauchy-Netz in E ist aufgrund der schon bewiesenen Regularitéit

ein solches in einem Fj und somit konvergent. O

Der Raum der Testfunktionen. Ein strikter (LF')-Raum E ist also separiert, regulér
und quasivollstdndig; eine in E' konvergente Folge ist bereits in einer Stufe Fj kon-

vergent.

Dies gilt insbesondere fiir den Raum Z(Q2); der Konvergenzbegriff in 2(£2) stimmt
also mit dem auf S. 37 eingefiihrten Begriff {iberein, und die beschriankten Mengen von
2(§2) lassen sich wie auf S. 119 beschreiben.

Nach einem Resultat von G. Kothe (1950) ist ein strikter (LF) -Raum sogar vollstindig
(vgl. [Kéthe 1966], §19.5). Wir behandeln hier direkte Summen:

Satz 7.19
Eine direkte Summe E = @jeJ E; wollstindiger Rdume ist vollstindig.

BEWEIS. a) Ein Cauchy-Netz (2(®)),c4 in E besitzt einen Limes z in [[jes Ej- Ist
x € FE, so gibt es eine unendliche Menge J' C J mit x; # 0 fiir j € J'. Wir wiihlen
Halbnormen p; € H(E;) mit pj(x;) > 0 und setzen c; := 2p;(x;)~ " fir j € J'. Fiir
die Halbnorm ¢(y) := > ¢; p;(y;) auf E besagt die Cauchy-Bedingung:

jeJ’

JacAVpE>a : Y, ijj(f;a)—xgﬁ)) < 1.
jeJ’
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Mit ,,3 — oo “ folgt > ¢; pj(acg-a) —x;) <1, fiiralle j € J' also ¢, pj(l';—a) —z;) <1
jeJ’
und wegen ¢; pj(z;) = 2 somit der Widerspruch ¢; pj(xga)) >1.

b) Nach a) gilt also # € E. Nach (13) sind die stetigen Halbnormen auf E gegeben
durch p(y) = > pj(y;) mit Halbnormen p; € H(E;). Die Cauchy-Bedingung lautet
J€d

Ve>0das e AVa,B> a0 : ij(xg-a)—x;m)g €,
jeJ

und mit ,, — oo “ folgt auch p(x("‘) —z) <e fira>ao. %

Aus Satz 7.19 lasst sich mittels einer Zerlegung der Eins leicht die Vollstindigkeit des
Raumes P(Y) der Testfunktionen folgern, vgl. Satz 9.33 auf S. 221.

Wir untersuchen nun Erweiterungen des Satzes von der offenen Abbildung und des Sat-
zes vom abgeschlossenen Graphen und beginnen mit dem folgenden Faktorisierungssatz
aus [Grothendieck 1954]:

Theorem 7.20 (Grothendieck)

Es seien E ein Fréchetraum, F ein lokalkonverer Raum und T : E — F linear mit
abgeschlossenem Graphen. Weiter seien fir k € N Fréchetriume Fj, und Abbildun-
gen Sk € L(Fy,F) gegeben, sodass T(E) C U, Sk(Fk) gilt. Dann gibt es n € N
mit T(E) C Sn(Fn). Ist Sp injektiv, so gibt es T, € L(E,Fyn) mit T = Sy o Ty
insbesondere ist T dann stetig.

BEWEIS. a) Fiir festes k € N betrachen wir den Raum F
T
Hii= {(z,y) € B x Fi | T(@) = Sk(y)} s e
Ty
EF = F,

Aus Hy 3 (Tn,yn) — (z,y) in E X Fy folgt offenbar sofort
T(xn) = Sk(yn) — Sk(y) und dann T'(x) = Sk(y), da der Graph von T' abgeschlossen
ist. Somit ist Hy in E x F} abgeschlossen und daher ein Fréchetraum.

b) Mit den Projektionen py : (x,y) — z in L(Hy, E) gilt E = (J, px(Hk) nach
Voraussetzung. Nach dem Satz von Baire 1.12 gibt es n € N, sodass p,(Hn) in E
von zweiter Kategorie ist. Nach dem Satz von der offenen Abbildung 1.16 ist p,, sogar
surjektiv; es gilt also F = p,(Hy) und somit T'(E) C T(pn(Hn)) C Sn(Fn).

¢) Nun sei S,, injektiv. Dann ist T,, := S, 'T : E — F, linear mit abgeschlossenem
Graphen und somit stetig nach dem Graphensatz 1.18. O

Es sei darauf hingewiesen, dass der Unterraum |J, Sk(Fx) von F' nicht die indukti-
ve lokalkonvexe Topologie der linearen Abbildungen Sy tragen muss. Natiirlich gilt
Theorem 7.20 insbesondere fiir (LF')-Rdume F' = indj F} ; eine konkrete Anwendung
folgt in Satz 7.27.
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Aus Theorem 7.20 ergibt sich die folgende Version des Graphensatzes:

Satz 7.21
Es seien E ein ultrabornologischer Raum und F' ein (LF) -Raum. Dann ist jede lineare
Abbildung T : E — F mit abgeschlossenem Graphen stetig.

BEWEIS. Der Raum E triagt die induktive lokalkonvexe Topologie des induktiven Sys-
tems {igp : Ep — E}BGE(E) von Banachriaumen. Offenbar sind die linearen Abbildun-
gen T oip : Ep — F abgeschlossen und daher stetig nach Theorem 7.20. Daher ist
auch T : £ — I stetig. O

7.5 Gewebe und der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Nach dem Beweis seines Graphensatzes 7.21 vermutete A. Grothendieck 1954, dass
dieser fiir eine groflere Klasse von Raumen F' gelten sollte, die gegen abzihlbare pro-
jektive und induktive Konstruktionen abgeschlossen ist. Eine solche Klasse von espaces
& réseauzr wurde von M. De Wilde 1967 eingefiihrt (vgl. [De Wilde 1978]); mit der Ter-
minologie Rdume mit Gewebe im Deutschen folgen wir hier [Meise und Vogt 1992].

Raume mit Gewebe. a) Ein Gewebe in einem lokalkonvexen Raum F' ist eine Familie
{Chni,...nx | K € N, n; € N} von Kugeln mit folgenden Eigenschaften:

@O UCu=Fund J Cn,,..ne;n =Chny,...on, fiir alle k € N und n1,...,n5 € N,
n=1 1

(2 Zu jeder Folge (ny) in N gibt es eine Folge (1) in (0,00), sodass fiir jede Folge

(xg) in F mit 2y, € Ch,,...,n, fiirallek € N die Reihe Y ripzy in F' konvergiert.
k=1

o0
b) In der Situation von (2) konvergieren auch alle Reihen > Agzx mit | Ag | < g in

k=1
F, da die Mengen Ch, ,....n, absolutkonvex sind.
c) Aus (2) ergibt sich die folgende Aussage:
VUeUWF)ImeNVEk>m : ryChy,..n, CU. (15)

Andernfalls gibt es eine Teilfolge (nk;) von (nk) und Vektoren xx; € Cn,,...n,, mit
ri;w, € U fiir alle j € N. Wegen (2 ist aber (rk,zx,) eine Nullfolge in F', und wir
haben einen Widerspruch.

Beispiele. a) Ein Fréchetraum F' besitzt ein Gewebe. Mit einer Nullumgebungsbasis
U(E) = {Un }nen setzen wir
k
Cniyony = [ m;U; fiiralle k€N und ng,...,n; € N.

Jj=1
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Dann ist (1) offenbar erfiillt. Eine Folge (zx) mit xj € Cy,,.. n, fiir alle k € N ist

o0
beschrinkt in F', und daher ist die Reihe Y. 27"z in F' konvergent.
k=1

b) Auch ein (LF)-Raum F = ind; F; besitzt ein Gewebe. Mit einem Gewebe
{C$) ..} auf F; setzen wir

Dy, == F,, und Dy, .. n, = C,(gl)nk fir alle k€N und ni,...,nr € N.

Dann gilt (D). Zu einer Folge (ny) in N gibt es ro,r3,... > 0, sodass Y. gz fiir
k=2

jede Folge (z)k>2 mit zp € CT(LZI),L,C C Fn, in F,, konvergiert. Fiir ein beliebiges

r1 >0 und z1 € F,,, konvergiert dann > ryzy in Fy,, und somit auch in F'; damit
k=1

ist auch (2) gezeigt.

¢) Ein Gewebe auf einem Raum (F, %) ist auch ein Gewebe auf (F,%1) fiir jede grobere

lokalkonvexe Topologie ¥1 auf F'. Insbesondere besitzt fiir einen Fréchetraum F auch

der Raum (F,o(F, F’)) mit der schwachen Topologie ein Gewebe.

d) Es sei F' ein lokalkonvexer Raum mit Gewebe {Chr, ... n,}. Auf einem abgeschlos-
senen Unterraum G C F ist dann Dy, ... n, = Ch, ... n, N G ein Gewebe, und mit
der Quotientenabbildung o : F' — Q = F/G ist 0(Chry,...,n,,) ein Gewebe auf dem

Quotientenraum (@) .

Aufgrund von Satz 7.24 unten ist die Klasse der Rdume mit Gewebe gegen abzihlbare
projektive und induktive Konstruktionen abgeschlossen. Der folgende Graphensatz ist
daher eine wesentliche Erweiterung von Satz 7.21:

Theorem 7.22 (De Wilde)
Es seien E ein ultrabornologischer Raum und F' ein lokalkonvexer Raum mit Gewebe.
Dann ist jede lineare Abbildung T : E — F mit abgeschlossenem Graphen stetig.

BEWEIS. a) Aufgrund des Beweises von Satz 7.21 kénnen wir annehmen, dass E ein

Banachraum ist.

b) Mit der Einheitskugel V von E betrachten wir die Kugel B := T(V) in F. Es ist
T : E — Fp eine Quotientenabbildung und Fp ein Banachraum, da der Kern N(T)
von T in E abgeschlossen ist. Mit 7" ist auch die Inklusion ¢ : Fp — F' abgeschlossen.
Es ist zu zeigen, dass B in F' beschrdnkt ist:

¢) Fiir ein Gewebe {Ch,,....n,} in F setzen wir Dy, ... n, := Ch,,..n, NFp fir k € N
und ni,...,nx € N. Wegen (1) und des Satzes von Baire gibt es n; € N, sodass Dy,
von zweiter Kategorie im Banachraum Fp ist. So fortfahrend finden wir eine Folge (n)
in N, sodass Dy,,...,n, stets von zweiter Kategorie in Fg ist. Insbesondere besitzen
die Abschliisse dieser Mengen in Fp innere Punkte und sind somit Nullumgebungen

nach Lemma 7.2.
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d) Es gibt also eine Folge (J;) in (0,1] mit 64 B C Dp,,....n, fiir alle k € N. Nun wiithlen
wir zur Folge (ny) eine Folge (1) in (0,1] gemiB () und setzen ey := 27 %8 fiir
k € N. Dann gilt

exBC2 %Dy n €27 i Doy +Ep1 B fiir keN. (16)

.....

e) Fir eine Nullumgebung U € U(F) von F wéhlen wir nun m € N gemif
(15). Fiir ym € emB konstruieren wir rekursiv mit (16) fiir & > m Vektoren
T € 27’““7‘;c Dy,,...on,, und yYp+1 € €x41 B mit

Yk = Tk +yr41 firalle k>m. (17)
Aufgrund von (2) konvergiert die Reihe . 3 in F. Wegen (15) ist ) € 27*U,
k>m
und daher ist > xp € U, da U in F abgeschlossen ist. Aus (17) folgt
k=m
Ym — Y. Tk = Ynt+l € Ent1 B fiiralle n>m. (18)

k=m

Wegen e, — 0 folgt > 2x = ym in Fp. Da die Inklusion ¢ : Fg — F abgeschlossen

k=m
o0
ist, gilt auch . z) = ym in F und daher y,, € U. Folglich ist £, B C U, und B

k=m
ist in F' beschréankt. O

Aus Theorem 7.22 ergibt sich nun die folgende Version des Satzes von der offenen
Abbildung:

Theorem 7.23 (De Wilde)

Es seien E ein ultrabornologischer Raum, F ein lokalkonvezer Raum mit Gewebe und
T € L(F,E) surjektiv. Dann ist T eine offene Abbildung.

BeweEIs. Nach Beispiel d) auf S. 163 besitzt auch Q := F/N(T) ein Gewebe. Die

induzierte bijektive Abbildung T': F— @ ist abgeschlossen und daher stetig nach
Theorem 7.22. O

Die wichtigen Permanenzeigenschaften von Geweben beruhen auf:

Satz 7.24
Es seien {F;}jen lokalkonvexe Riume mit Gewebe. Dann besitzen auch die Rdume

o0 oo
11 F; und @ F; ein Gewebe.
1 j=

j= 1

BEWEIS. a) Es sei {C’T(le),,nk} ein Gewebe auf F; . Wir setzen zunéchst

Dy, = C’,(lll) X Fo x F3 x--- fir n; € N, dann
= C’,(Qll)’n2 X C(Z(z) x F3 x - fiir ng,ngl) eN.

ni 7(”2771(11))
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Wir zéhlen die Paare (naz, ngl)) durch einen Index nz ab. Als néchstes definieren wir

. — (1) (2) (3) .
nh(nzmgl))7(n3,n(21>7n(12)) T Cnl,ng,n3 X Cn(ll),nle) x Cnf) X F4 x ’

zihlen die Tripel (ns, n§1)7 n?)) wieder durch einen Index m3 ab und fahren so fort.

o0
Fiir die Familie {D,,, 7,,...7,} von Kugeln in [] Fj ist dann (D erfiillt.
j=1

Nun sei n1,n2 = (n2, n(ll) yeey g = (ng, n,(clzl, . ,n&kil)), ... eine Folge von Indizes.
Es gibt Zahlen r, > 0, sodass > rkajg) fiir x,(cl) S C’,(Lll)nk in ' konvergiert, weiter
E>1
Zahlen rl(;) > 0, sodass »_ rlgl)xch) fiir ng) € 0(2(2> a1y in F» konvergiert, usw.
k>1 ny e, n,
Wir definieren 71 = r1, 72 = inf{r2, rgl)} , T3 = inf{rs, r§1)7 7"52)} , usw. Fiir Vektoren
Ty = (xfcl),x,(f),...) € Dy, s,.... 5, konvergiert dann die Reihe ) ?kx,(f) fiir alle
E>1
j € N. Somit konvergiert > 7rx) in [] Fj, und Q) ist gezeigt.
E>1 j=1
b) Nach a) besitzen die Riume E, := @@ F; ~ [] F; ein Gewebe {D;’. ., }. Wie
j=1 j=1
in Beispiel b) auf S. 163 setzen wir einfach W, := Ep, und Wp, .. n, := DS;}.?,M
o0
fir K > 2. Dann ist {Wp,,... n,} ein Gewebe in € Fj . O
j=1

Aus Beispiel d) auf S. 163 sowie den Sitzen 7.9 und 7.10 ergibt sich schlieflich die

Folgerung. Die Klasse der Rdume mit Gewebe ist abgeschlossen gegen abzihlbare
projektive und induktive Konstruktionen.

Als ,,Basis® fiir diese Konstruktionen hat man nach Beispiel a) auf S. 162 die Fréchet-
raume. Wir zeigen nun, dass auch die starken Dualrdume von Fréchetrdaumen und sogar
von (LF)-Réumen Gewebe besitzen. Dazu benutzen wir (vgl. [GK], S. 190)

Polaren. Es sei F ein lokalkonvexer Raum. Wir verwenden die Notation
(x,2') := 2'(z) fiir Vektoren x € F und Funktionale 2’ € E'.

Fiir nicht-leere Mengen M C E und N C E’ definieren wir die Polaren durch

M° {2’ e E"| |{z,2")| < 1 fiir z€ M},
°N = {zcE||(x,2)] <1 fir 2’ € N}.
Polaren sind stets absolutkonvex und abgeschlossen.

Satz 7.25
Fiir einen (LF) -Raum F = ind; F; besitzt auch der Dualraum Fg ein Gewebe.
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BEWEIS. a) Es sei U(Fj) = {Uéj)}neN eine Nullumgebungsbasis von F;. Wir setzen

k ,
Chy,oon = ) (U,(L]j))o fir alle k€N und ni,...,n, € N,
j=1

wobei die Polaren in F’ gebildet werden. Wegen Fy < F' ist jedes Funktional ' € F’
auf einem UT(LII) beschrénkt; daher gilt F' = [J (U,(i))O und allgemeiner dann (D).

ni=1
b) Eine Folge (x},) mit z), € Ch,,...n, fir alle k¥ € N ist in F), beschrinkt. Da
F tonneliert ist, ist {z}} gleichstetig, also auch in Fj beschrinkt. Weiter ist Fj

.....

o0
quasivollstéindig (nach Satz 7.12 sogar vollstéindig), und daher ist die Reihe ) 27’“1“}C
k=1
in Fé konvergent. O

Insbesondere besitzen die Raume S;(R™), £5(Q) und Z5(2) Gewebe. Weitere Bei-
spiele liefern

Raume reell-analytischer Funktionen. Es sei 2 C R" offen. Eine reell-analytische
Funktion f € A(Q) besitzt eine eindeutig bestimmte holomorphe Fortsetzung auf eine
Umgebung U C C" von Q, und daher liegen ihre Einschrinkungen auf kompakte
Mengen K C Q in J7(K). Mit einer kompakten Ausschépfung {K;} von Q wie in
(1.3) definieren wir eine lokalkonvexe Topologie auf A(§2) durch

A(R2) := proj; H(Kj).

Die (LS)-Riéume s (K;) besitzen Gewebe, und dies gilt dann auch fiir ihren projek-
tiven Limes, den (PLS) -Raum A(Q2) . In Ergéinzung zu Satz 5.15 gilt:

Satz 7.26

Auf dem Kern Nq(P (D)) C A(Q) eines elliptischen Differentialoperators P(D) stim-
men die von den lokalkonveren Riumen A(Q) und Z5(2) induzierten Topologien
tiberein.

BEwEIS. Nach Theorem 5.20 gilt {u € 2'(Q) | P(D)u = 0} C A(R2), und nach Satz
5.15 stimmen die von Z5(2) und C(Q2) auf No(P(D)) induzierten Topologien iiberein.
Offenbar ist die Identitidt (Nq(P(D)),T(A(Q))) — (Na(P(D)),ZT(C())) stetig; da
der Raum (Nq(P(D)),%(A(R2))) ein Gewebe besitzt und (Nq(P(D)),T(C(2))) ein
Fréchetraum ist, ist sie auch offen nach Theorem 7.23. O

Als Anwendung einiger fritherer Ergebnisse formulieren wir eine Aussage tiber Folgen
von z. B. harmonischen Funktionen:

Satz 7.27

Es sei P(D) ein elliptischer Differentialoperator. Fiir eine Folge (f;) in No(P(D))
gelte fj — 0 in P,(Q), d.h.

fQ fi(@)p(z)de — 0 fir alle ¢ € 2(Q).
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Fiir jede kompakte Menge K C Q gibt es dann eine in C™ offene Menge U mit
K C U, sodass alle Funktionen f; Fortsetzungen f; € °°(U) besitzen und

sup | f;(2)| — 0 gilt.
zeU

BEWEIS. Da Z(€2) tonneliert ist, gilt f; — 0 in 2. (2) nach dem Satz von Banach-
Steinhaus 7.5, und wegen der Montel-Eigenschaft der Fréchetriume Z(K) folgt sogar
fi — 0 in Z5(Q) aufgrund von Satz 7.18. Nun folgt f; — 0 in C(2) aus Satz 5.15.
Nach Satz 7.26 ist die Identitit (Nq(P(D)),T(C(2))) — A() stetig, liefert also
fiir kompakte K C Q stetige Restriktionen von (Nq(P(D)),T(C(€2))) in die Ridume
H(K) = ind; 5°°(U;) . Diese lassen sich nach Theorem 7.20 stetig iiber eine Stufe
H°(Uy,) faktorisieren, und daher gilt f] — 0 in °Uy). O

Fiir mehr Informationen iiber den Graphensatz verweisen wir auf [Kéthe 1966], § 34
und § 35, [Horvath 1966], § 17, oder [Jarchow 1981], Kapitel 5, wo auch der Fall allge-
meiner topologischer Vektorrdume behandelt wird. Wir erwdhnen nur kurz die folgen-
den Resultate:

Jede abgeschlossene lineare Abbildung von einem tonnelierten Raum E in einen Ba-
nachraum F ist stetig. Nach M. Mahowald (1961) gilt dies genau fiir tonnelierte Rdume
E; fir F kann man allgemeiner eine nach V. Ptdk (1958) benannte Klasse von Riu-
men zulassen. Diese enthélt alle Fréchetrdume, ist aber nicht stabil unter der Bildung
endlicher Produkte oder direkter Summen.

7.6 Aufgaben

Aufgabe 7.1

Es seien E ein lokalkonvexer Raum und A C E eine absolutkonvexe absorbierende
Menge. Zeigen Sie: Das Minkowski-Funktional p4 ist genau dann stetig, wenn A eine
Nullumgebung ist, und in diesem Fall gilt

A= {x€E|pa(x) <1} und A = {z€E|pa(z) <1}.

Aufgabe 7.2
Es seien E ein lokalkonvexer Raum, A € B(E) und B € B(E) mit A C B+ 1A.
Zeigen Sie A C 3B.

Aufgabe 7.3
Es seien E ein lokalkonvexer Raum und U € U(E) . Zeigen Sie (Ey)’ ~ Ej. fiir die
lokalen Banachrdume.

Aufgabe 7.4
a) Verifizieren Sie die Aussagen b)—d) iiber projektive Topologien ab S. 150 sowie die
folgenden Aussagen iiber projektive Limiten.
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b) In Aussage f) auf S. 152 seien alle Operatoren T}, injektiv bzw. surjektiv. Gilt dies
dann auch fiir 77

¢) Verifizieren Sie die Ausfithrungen zu den Beispielen am Ende von Abschnitt 7.2.

Aufgabe 7.5
a) Verifizieren Sie die Aussagen c¢) und d) auf S. 153 iiber induktive lokalkonvexe To-

pologien.

b) Verifizieren Sie (13) und geben Sie eine Formel fiir die stetigen Halbnormen belie-
biger induktiver lokalkonvexer Topologien an.

Aufgabe 7.6
Finden Sie einen lokalkonvexen Raum, der weder tonneliert noch bornologisch ist.

Aufgabe 7.7

Eine Folge (z,) in einem lokalkonvexen Raum FE heifit lokale Nullfolge, falls es
B € B(F) mit x,, — 0 in EFp gibt. Zeigen Sie:

a) Es ist (z,,) eine lokale Nullfolge, wenn es 0 < r,, — oo mit rp,z, — 0 in E gibt.
b) In metrisierbaren Rdumen ist jede Nullfolge eine lokale Nullfolge.

¢) Ein Raum F ist genau dann bornologisch, wenn jede Kugel, die alle lokalen Null-

folgen absorbiert, eine Nullumgebung ist.

Aufgabe 7.8
Eine Folge (z,) in einem lokalkonvexen Raum E heifit sehr konvergent gegen © € E |

falls es eine kompakte Kugel K € @(E) mit z, — x in Fx gibt. Zeigen Sie:

a) In einem Fréchetraum ist jede konvergente Folge sehr konvergent.

b) Eine Folge (x) ist genau dann sehr konvergent gegen x € E, falls es eine Banach-
Kugel B € B(F) mit z, — x in Ep gibt.

¢) Ein Raum E ist genau dann ultrabornologisch, wenn jede Kugel, die alle sehr
konvergenten Nullfolgen absorbiert, eine Nullumgebung ist.

Aufgabe 7.9
Zeigen Sie, dass ein separierter Quotient eines (LF') -Raumes bzw. (LB)-Raumes eben-
falls ein (LF)-Raum bzw. (LB)-Raum ist.

Aufgabe 7.10

a) Zeigen Sie mit Hilfe von Lemma 7.17: Es seien G C E ein Unterraum des lokalkon-
vexen Raumes F, p < ¢ € H(E) und p € H(G) mit p < p < g auf G. Konstruieren
Sie eine Halbnorm 7 € H(E) mit 7|, =p und p <r < q auf E.

b) Es seien 0 : E — @ eine Quotientenabbildung lokalkonvexer Riume, p < g € H(E)
und p € H(Q) mit p < p < g auf @, wobei ~ Quotienten-Halbnormen bezeichnet.
Konstruieren Sie eine Halbnorm r € H(E) mit 7 = p und p <r < ¢ auf E.
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Aufgabe 7.11
Es sei {K;} eine kompakte Ausschopfung einer offenen Menge 2 C R™ (vgl. (1.3)).
Zeigen Sie Z5(Q) ~ proj; V5(K;) .

Aufgabe 7.12

Es seien E ein Fréchetraum, Q@ C R™ offen und T : E — C(f2) ein stetiger linearer
Operator mit T'(F) C C* () fiir ein m € NoU{oo} . Zeigen Sie: Es gibt eine kompakte
Menge K C Q, sodass T : E — C{*(K) stetig ist.

Aufgabe 7.13
Ist der Raum ¢ = @;io K aller endlichen Folgen metrisierbar?

Aufgabe 7.14

Es sei E = indy, Ei ein (LF)-Raum. Zeigen Sie, dass jede Banach-Kugel in E in einer
Stufe E,, liegt. Schlielen Sie, dass fiir folgenvollstindige Ridume E der induktive
Limes regulér ist.

Aufgabe 7.15

Ein (LF)-Raum FE = indy F)x = indy F} sei induktiver Limes zweier Einbettungs-
spektren. Zeigen Sie: Zu k € N existieren Indizes ng,my € N mit Ey — F,, und
Fk — Emk .

Aufgabe 7.16
Ein Gewebe {Ch,,....n,} in einem lokalkonvexen Raum F heifit strikt, wenn in der

.....

k=m

a) Ein Gewebe aus abgeschlossenen Kugeln ist strikt.
b) Fiir einen Fréchetraum F besitzen F' und Fj ein striktes Gewebe.

¢) Die Klasse der Rdume mit striktem Gewebe ist gegen abzihlbare projektive und
induktive Konstruktionen abgeschlossen.

Aufgabe 7.17

a) Zeigen Sie den folgenden Lokalisierungssatz von M. De Wilde:

Es seien E ein Fréchetraum, F ein Raum mit striktem Gewebe {Cp,,.. n,} und
T : E — F linear und abgeschlossen. Dann gibt es eine Folge (nx) in N und eine
Folge (Ux) in U(E) mit T(Ug) C [Ch,,....n,] fiir alle k € N.

b) Zeigen Sie, dass der Lokalisierungssatz fiir (LF')-Ridume F' den Faktorisierungssatz
7.20 von Grothendieck impliziert.



170 8 Dualitat

8 Dualitat

Frage: Sind die Riume E5(Q) und Z5(Q) tonneliert oder bornologisch? Bestimmen
Sie ihre Dualrdume!

Fir die Untersuchung lokalkonvexer Rdume ist das Zusammenspiel von Raum und
Dualraum sehr wichtig. Mit Hilfe des Bipolarensatzes untersuchen wir polare lokal-
konveze Topologien auf E' bzw. E, die durch Bornologien auf £ bzw. E’ definiert
werden. Wir zeigen, dass Polaren von Nullumgebungen schwach*-kompakt sind (Satz
von Alaoglu-Bourbaki) und charakterisieren alle polaren Topologien auf F, die den
Dualraum E’ liefern (Satz von Mackey-Arens).

Ein Raum E heiit semi-reflexiv, wenn die Evaluationsabbildung ¢ : E — E’' surjektiv
ist, und reflexiv, wenn ¢ sogar topologischer Isomorphismus ist. In Abschnitt 8.2 geben
wir verschiedene Charakterisierungen dieser wichtigen Konzepte an und untersuchen
ihre Permanenzeigenschaften. Montelrdume sind reflexiv; wichtige Beispiele sind etwa
die Raume J7(Q), £(Q), 2(Q), S(R™) und ihre starken Dualrdume.

In Abschnitt 8.3 untersuchen wir (DF’) -Riume, eine zu metrisierbaren Rdumen ,,dua-
le“ Klasse. Ein (DF)-Raum besitzt ein abzihlbares Fundamentalsystem beschrinkter
Mengen und ist ,in abgeschwéchter Form bornologisch®. Ein starker Dualraum eines
Fréchetraums ist ein (DF)-Raum; ist er quasitonneliert, so muss er bereits ultrabor-

nologisch sein.

Im n#chsten Abschnitt diskutieren wir polare Topologien auf Unterrdumen und auf
Quotientenrdumen und verwenden dazu die Sprache kurzer exakter Sequenzen lokal-
konvexer Rdume. Ist eine solche Sequenz topologisch exakt, so ist die duale Sequenz
stets algebraisch exakt. Die Frage nach ihrer topologischen Exaktheit untersuchen wir
im Fall von Fréchetrdumen und von (DF')-Réumen.

In Abschnitt 8.5 zeigen wir, dass kompakte konvexe Mengen in lokalkonvexen R&um-
en die abgeschlossenen konvexen Hiillen ihrer Ezxtremalpunkte sind (Satz von Krein-
Milman). Als Anwendung folgt ein Beweis des Satzes von Stone- Weierstraf iiber die
Approximation stetiger Funktionen auf einem kompakten Raum 7" durch Funktionen
aus geeigneten Unteralgebren der Banachalgebra C(T) .

8.1 Polare lokalkonvexe Topologien

Im Gegensatz zur Situation bei Banachraumen gibt es fiir lokalkonvexe Raume kei-
ne ,natiirliche“ Definition ,,des* Dualraums; eine Prézisierung dieser Aussage enthélt
[Floret und Konig 1994]. Fiir die Dualitédtstheorie spielen verschiedene lokalkonvexe
Topologien sowohl auf dem Dualraum wie auch auf dem Raum selbst wichtige Rol-



8.1 Polare lokalkonvexe Topologien 171

len; deren Untersuchung in weitgehend symmetrischer Weise ermoglicht der Begriff des
Dualsystems:

Dualsysteme und schwache Topologien. a) Fiir einen Vektorraum F bezeichnen wir
mit £ den algebraischen Dualraum, d.h. den Raum aller Linearformen auf E . Fiir
einen Unterraum F C E* nennen wir (E, F') ein Dualsystem, falls F' die Punkte von
FE trennt, falls also fiir alle x € E gilt

~VyeF : (z,y) =0 = =z = 0. (1)
In diesem Fall ist offenbar die durch «(z)(y) := (x,y) gegebene Evaluationsabbildung
t: E — F* injektiv, und auch (F, E) := (F,.E) ist ein Dualsystem.
b) Fiir einen separierten lokalkonvexen Raum (E,¥) ist nach dem Satz von Hahn-
Banach (F, E’) ein Dualsystem. Auch (E’, E) := (E’,.E) und (E’, E"") sind Dualsys-
teme.
¢) Fiir ein Dualsystem (F, F) wird die schwache Topologie o(E, F') als projektive To-

pologie Tp{ac' : B — K}yep definiert; ein Fundamentalsystem von Halbnormen ist
gegeben durch

Pyi,..., yr(x):: Sﬁrf|<x7yj>|7 TGN?Z/lv"'ayTEF' (2)
J:
Lemma 8.1
Es seien E ein Vektorraum und y,y1,...,y» € E* Linearformen auf E. Aus
N N(y;j) € N(y) folgt danny € [y, ..., y].

j=1
BEWEIS. Wir definieren eine lineare Abbildung 7": E' — K" durch Tz := ((x,y;))j=1 -
Aus Tz = 0 folgt dann auch (z,y) = 0; wir kénnen daher v € R(T)* definieren

durch u(Tz) := (x,y). Es gibt eine lineare Fortsetzung v € (K")* von u, und diese
hat die Form v(&1,... &) = > a;&; mit geeigneten a; € K. Daraus folgt
j=1

(r,y) = v(Tz) = Z (T, y;) = (z, . ajy;) fir zeE. O

Satz 8.2
Fiir ein Dualsystem (E, F) gilt (E,0(E,F)) = F

BEWEIS. ,,2 “ ist klar. Gilt umgekehrt y € (E,o(FE, F))", so hat man wegen (2) ei-
ne Abschitzung |(z,y)| < C s£p| (x,y;)| fir geeignete yi1,...,yr € F. Es folgt
j=1

ﬂ N(y;) € N(y) und daher y € [y1,...,yr] C F nach Lemma 8.1. O
j=1



172 8 Dualitat

Vollstandigkeit schwacher Topologien. a) Fiir ein Dualsystem (E, F') ist F' dicht in
(EX,0(E*,E)).

Andernfalls gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach 0 # v € (E*,c(E*,E)) mit
u(y) = 0 fiir alle y € F'. Nach Satz 8.2 ist aber u € E', und wir haben einen Wider-
spruch.

b) Da o(E*, E) auf F offenbar die Topologie o(F, E) induziert, ist im Fall F' # E*
somit (F,o(F, E)) nicht vollstindig.

c) Fiir einen lokalkonvexen Raum E mit E’ # E* ist insbesondere E, nicht
vollstindig. Fiir tonnelierte Riume E ist E, jedoch quasivollstindig nach der Fol-

gerung zum Satz von Banach-Steinhaus 7.5.
Polaren Dbeziiglich eines Dualsystems (F, F) werden wie auf S. 165 definiert:

M° = {yeF|VzeM : |(z,y)| < 1} fir 0£A#MCE,
°N {zreE|VyeN : |(z,y)| < 1} fir 0£A#NCF.

Sie sind stets absolutkonvex und o (F, E) - bzw. o(E, F') -abgeschlossen. Wesentlich fiir
die Dualitédtstheorie ist der auf dem Satz von Hahn-Banach beruhende Bipolarensatz.
Wir formulieren diesen zuerst fiir ein Dualsystem (E, E’) (vgl. [GK], Satz 10.5):

Theorem 8.3 (Bipolarensatz)
Es sei E ein lokalkonvexer Raum. Fiir eine nicht-leere Menge M C E gilt

°(M°) = T(M). (3)

BeEWwEIS. a) Die Inklusion ,,D ¢ ist klar.

b) Zum Beweis von ,,C “ seien A := I'(M) und z¢o € E\A. Es gibt U € U(E) mit
AN (zo+2U) =0, also auch (A+U)N(xo+U) =0. Esist C := A+ U eine
absolutkonvexe Nullumgebung, und wegen zo ¢ C gilt p(zo) > 1 fiir das Minkowski-
Funktional p = pc von C. Auf dem Raum [z¢] definieren wir eine Linearform
durch (azo, z4) := ap(zo) . Dann gilt |z( | < p auf [zo], und nach Theorem 1.9 lésst
sich z( zu einer Linearform z’ € E’ mit | (z,2') | < p(z) fiir x € E fortsetzen. Wegen
|{(z,2')| <1 firz € M C C ist 2’ € M°, und wegen | (zo,z") | = p(zo) > 1 folgt
xo & °(M°). O

Fiir allgemeine Dualsysteme (F, F') besagt der Bipolarensatz wegen Satz 8.2

CN)° = T 57 fir 0£NCF. (4)

Lemma 8.4
Es sei (E, F) ein Dualsystem. Eine Menge N C F' ist genau dann o(F, E) -beschrinkt,
wenn °N in E absorbierend ist.
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BEWEIS. ,=“: Fiir z € E ist p := sup |(z,y) | < 00, also %JJ € °N.
yeEN

= Fir z1,...,z, € E gibt es p > 0 mit %xj € °N firj=1,...,r. Firye N
gilt daher | (z;,y) | <p furj=1,...,r. O

Fiir einen lokalkonvexen Raum E ist eine Teilmenge von E’ offenbar genau dann
gleichstetig, wenn sie in der Polaren einer Nullumgebung enthalten ist. Aus dem Bi-
polarensatz ergibt sich nun eine ,,Umkehrung® des Prinzips der gleichmifigen Be-
schranktheit 7.4:

Satz 8.5
Ein lokalkonvexer Raum E ist genau dann tonneliert, wenn jede o(E’, E) -beschrinkte
Menge N C E’ gleichstetig ist.

BEWEIS. ,,= “ ist ein Spezialfall von Theorem 7.4.

»<“: Fiir eine Tonne A C E ist A° C E’ nach Lemma 8.4 o(E’, E)-beschriinkt.
Nach Voraussetzung gibt es eine Nullumgebung U € U(FE) mit A° C U°, und der
Bipolarensatz liefert U C °(U°) C °(A°) =T(A) = A. O

Der Satz von Tychonoff besagt, dass ein topologisches Produkt kompakter Raume
ebenfalls kompakt ist (vgl. etwa [Meise und Vogt 1992], §4, oder [Kothe 1966], § 3.3).
Daraus ergibt sich leicht das folgende fiir die Dualitdtstheorie und auch fiir die Spek-
traltheorie in Banachalgebren (vgl. Abschnitt 13.3) grundlegende Resultat. Es wurde
in den Jahren 1938-1940 von mehreren Autoren bewiesen und heif3t iiblicherweise

Theorem 8.6 (Alaoglu-Bourbaki)
Es seien E ein lokalkonvezer Raum und U € U(E) eine Nullumgebung. Dann ist die
Polare U° C E' kompakt in o(E',E) .

BEWEIS. Es sei p = py das Minkowski-Funktional von U . Mit den kompakten Krei-
sen Dy := {2z € C | |z| < p(x)} liefert die Abbildung T : 2’ — ((z,2'))scp eine

Hom&omorphie von (U°,0(E’, E)) in den Produktraum P := [] D,. Dieser ist
zeX
nach dem Satz von Tychonoff kompakt, und T(U°) ist in P abgeschlossen, da sich

Linearitéit auf punktweise Grenzwerte iibertragt. O

Schwach*-konvergente Teilfolgen. a) Fiir einen separablen lokalkonvexen Raum FE
stimmt nach Satz 1.4 auf U° die Topolgie o(E’, E) mit der Topologie () iiberein,
wobei M eine abzéhlbare dichte Teilmenge von E ist. Da (E’,T(Fa)) nach Satz 1.1
metrisierbar ist, ist U° dann auch o(E’, E) -folgenkompakt. Somit hat jede Folge in

U° eine schwach*-konvergente Teilfolge.

b) Fiir normierte Réume wurde die Aussage von a) bereits in [GK], Satz 10.13 mit
einem Diagonalfolgen- Argument bewiesen. Nach dem dort folgenden Beispiel ist diese

fiir den nicht separablen Banachraum E = L[0,1] falsch.
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Polare lokalkonvexe Topologien. a) Es seien (E,F) ein Dualsystem und & eine
Bornologie auf (F,o(F, E)). Mit S bezeichnen wir das System aller Teilmengen von
Mengen in G; fiir saturierte Bornologien gilt natiirlich S = &. Wie auf S. 15 wird
eine separierte lokalkonvexe Topologie (&) = ‘I(é) auf E = (F,0(F, E))" definiert
durch die Nullumgebungsbasis {°S | S € &} bzw. durch die Halbnormen

pes(z) == sup{[(z,y)| |y €S}, S€6. ()

Es ist T(&) die Topologie der gleichmdjigen Konvergenz auf allen Mengen aus & .

b) Fiir den Dualraum gilt dann aufgrund des Bipolarensatzes

(B,2(®)) = U Cs)* = U185’ " ¢ px, (6)
Ses Ses

wobei ® die Polare in (FE, E*) bezeichnet.

c) Speziell betrachten wir die Bornologien § der endlichen Mengen, 20 der o(F, E) -
kompakten absolutkonvezen Mengen und B aller o(F, F)-beschrinkten Mengen in F .
Die entsprechenden polaren Topologien auf E sind die schwache Topologie o(E, F),
die Mackey-Topologie 7(E, F') und die starke Topologie 3(E, F) .

d) Nun sei (F,%) ein lokalkonvexer Raum. Dann gilt ¥ = ¥(€) mit der Bornologie
¢ der gleichstetigen Mengen in E’. Die Bornologie B* aller 3(E’, E)-beschrinkten
Mengen in E’ definiert eine Topologie 8*(E, E’) auf E.

e) Auf F sind auch die Bornologien 8 der kompakten absolutkonveren Mengen und
¢ der prikompakten Mengen wichtig; sie definieren die polaren Topologien k(E’, E)
und v(E', E) auf E’. Fiir quasivollstindige Réume E gilt x(E', E) = vy(E’, E) . Nach
Satz 1.4 und Theorem 8.6 ist fiir eine Nullumgebung U € U(E) die Polare U° C E’
sogar kompakt in y(E', E) .

Eine lokalkonvexe Topologie T auf E heifit zuldssig fiir ein Dualsystem (E, F) , wenn
(E,%) = F gilt. G.W. Mackey (1946) und R. Arens (1947) bestimmten alle fiir (E, F)
zuléssigen lokalkonvexen Topologien auf E :

Satz 8.7 (Mackey-Arens)

Es sei (E,F) ein Dualsystem. Eine lokalkonvexe Topologie T auf E ist genau dann
zuldssig fir (E,F), wenn ¥ feiner als o(E,F) und gréber als die Mackey-Topologie
T(E,F) ist.

BEWEIS. ,= “: Aus (E, %) = F folgt sofort, dass T feiner als o(E, F) ist. Nach dem
Satz von Alaoglu-Bourbaki gilt € C 20 in F', und daher ist ¥ grober als 7(E, F).

»= “: Nach Satz 8.2 gilt (E,c(E, F))' = F; zu zeigen bleibt also (E,7(E, F)) = F:
Eine Menge S € 20 ist absolutkonvex und o(E*, E)-kompakt in E*; daher gilt

577" g in (6), und es folgt (E,7(E,F)) C F. O
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Satz 8.8
Es seien (E,F) ein Dualsystem, B C E beschrinkt in o(E,F) und S C F absolut-
konvex und o(F, E') -kompakt.

a) Es ist S beschrinkt in B(F, E) .

b) Es ist B auch in 7(E, F) beschrdnkt.

¢) Es ist B in o(E,F) sogar prikompakt.

Bewes. a) Nach Satz 7.6 ist S eine Banach-Kugel, und nach Lemma 8.4 ist B°® eine
Tonne in (F,o(F,E)). Wegen Lemma 7.7 gibt es p > 0 mit pS C B°, und a) ist
gezeigt.

b) Weiter folgt sofort B C °(B°) C % °S und damit auch Aussage b).

¢) Es ist B° eine B(F, E)-Nullumgebung in F'. Nach Theorem 8.6 ist die Polare
B°° C (F,B(F,E)) kompakt in der Topologie o(F*, F). Daher ist B C B°° priikom-
pakt in o(F*, F) und somit auch in o(E, F). O

Alle fiir ein Dualsystem (E, F) zulédssigen lokalkonvexen Topologien auf E besitzen
also die gleichen beschréankten Mengen. Insbesondere ist eine schwach beschriankte
Menge in einem lokalkonvexen Raum (£, %) auch in ¥ beschrinkt.

8.2 Reflexive Raume

Bidualrdume. a) Fiir einen lokalkonvexen Raum (E,%) heiBt E” := (Ej)" Bidual-
raum von F£. Man hat die durch

v(z)(x') ;== (z,2") fir € E und 2’ € E’

gegebene kanonische Inklusion oder Evaluationsabbildung . = 1g : E — E" .

b) Fiir einen normierten Raum sind Ej und der starke Bidualraum Ej = (Ej)j5
Banachrdume, und tg ist eine Isometrie von E in Eg

¢) Im Allgemeinen induziert Ej via ¢ auf E die Topologie 3*(E, E') = T(B*) (vgl.
die polare Topologie d) auf S. 174); die Ausgangstopologie ¥ auf E wird von der
natiirlichen Topologie n(E", E') := T(€) induziert.

d) Aufgrund von Theorem 8.6 und Satz 8.8 a) hat man die Inklusionen
CCWC B CB (7)

fiir Systeme beschrinkter Mengen in E’; fiir die entsprechenden Topologien auf E

ergibt sich daraus

T C 7(B,E) C BYEE) C BEE. (8)
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Quasitonnelierte Rdume. a) Ein lokalkonvexer Raum (E,¥) heifit quasitonneliert,
falls 1 : E — E’é eine topologische Isomorphie von E in Eg ist, falls also
T = B*(E, E') gilt. Dies ist dazu #iquivalent, dass jede in E’ stark beschrinkte Menge
gleichstetig ist.

b) Fiir einen quasitonnelierten Raum gilt offenbar auch ¥ = 7(E, E’); Riume mit
dieser Eigenschaft heiflen Mackey-Rdume.

c) Nach Satz 8.5 ist E genau dann tonneliert, wenn ¥ = B(E,E’) gilt; tonnelierte
Ré&ume sind also auch quasitonneliert. Umgekehrt ist nach der Folgerung zu Satz 7.8
ein folgenvollstindiger quasitonnelierter Raum bereits tonneliert.

d) Auch bornologische Raume sind quasitonneliert; dies ergibt sich wegen Satz 7.11
aus dem folgenden

Satz 8.9
Ein lokalkonvexer Raum E ist genau dann quasitonneliert, wenn jede bornivore Tonne
A CE eine Nullumgebung ist.

BEWEIS. ,,= “: Fiir B € B(E) gibt es p > 0 mit pB C A, also A° C %B". Daher
ist A° in B(E’, E) beschrinkt und somit gleichstetig, da E quasitonneliert ist. Nach
dem Bipolarensatz ist dann A eine Nullumgebung von E.

»<“ Nunsei C C E' in 8(E’, E) beschriinkt. Dann ist °C' in E eine Tonne und bor-
nivor: Fiir B € B(FE) gibt es p > 0 mit pC C B°, also B C %OC’. Nach Voraussetzung
ist dann °C' eine Nullumgebung in E und C gleichstetig in £’ . O

Folgerungen. a) Wie in Satz 7.15 vererbt sich die Eigenschaft ,,quasitonneliert” auf
induktive lokalkonvexe Topologien.

b) Fiir einen metrisierbaren Raum ist auch der Bidualraum Ej metrisierbar. In der Tat
ist £ bornologisch, also auch quasitonneliert; somit trigt E’B/ die natiirliche Topologie
T(€). Ist nun {Uy }nen eine Nullumgebungsbasis von E, so ist {U;° }nen eine solche
von Ej .

Wir fassen Implikationen zwischen einigen wichtigen Eigenschaften lokalkonvexer
Rédume in folgendem Diagramm zusammen:

bornologisch

Wir untersuchen nun die Surjektivitit der Evaluationsabbildung.

quasitonneliert | .

N

ultrabornologisch | <
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Semi-reflexive und reflexive Rdume. a) Ein lokalkonvexer Raum FE heifit semi-
reflexiv, falls vp : E — E’' surjektiv ist; er heifit reflexiv, falls 1 : E — Eg sogar ein
topologischer Isomorphismus ist. Offenbar ist £ genau dann reflexiv, wenn E semi-
reflexiv und quasitonneliert ist.

b) Fiir einen reflexiven Raum (E, %) ist auch der Raum E° := (E,0(E, E’)) semi-
reflexiv, da ja (E?)j; = Ej gilt. Offenbar ist aber + : EY — Ej kein topologischer
Isomorphismus (falls o(E, E') # T gilt). Somit ist E7 nicht reflexiv und insbesondere
nicht quasitonneliert (und auch kein Mackey-Raum).

Die Spezialisierung von Formel (6) auf das Dualsystem (E’, E) und & =B liefert:

Satz 8.10
a) Es sei E ein lokalkonvexer Raum. Der Bidualraum E" ist die Vereinigung aller
a(E'*, E') -Abschliisse in E'* aller beschrinkten Teilmengen von E :
B — U EU(E/X,E’)
BEeB(E)

C E. (9)

b) Jedes Element x" € E" ist o(E", E') -Limes eines beschrinkten Netzes aus F .

¢) Die Einheitskugel eines normierten Raumes E ist o(E", E") -dicht in der von E" .

Nun kénnen wir semi-reflexive Rdume charakterisieren:

Theorem 8.11

Fiir einen lokalkonvexen Raum E sind dquivalent:

(a) Der Raum E ist semi-reflexiv.

(b) Der Raum (E',7(E’,E)) ist tonneliert.

(c) Jede beschrinkte Teilmenge von E ist in einer schwach kompakten Teilmenge von
E enthalten.

(d) Der Raum (E,o(E,E")) ist quasivollstindig.

BEWEIS. ,(a) = (b)“: Wegen (a) ist B(E’, E) zulissig fiir das Dualsystem (E’, E),
und mit dem Satz von Mackey-Arens folgt 3(E’, E) = 7(E’, E) . Fiir eine Tonne A in
(E',7(E',E)) ist A° C E nach Lemma 8.4 in o(E, E"), nach Satz 8.8 dann auch in £

beschrinkt. Da A auch o(E’, E)-abgeschlossen ist, ist A = °(A°) eine Nullumgebung
in B3(E',E) =7(E",E).
»(b) = (c)“: Es ist £ der Dualraum des tonnelierten Raumes E. ; eine beschriinkte

Menge B C E ist also gleichstetig. Somit gibt es U € U(EZ) mit B C U°, und nach
dem Satz von Alaoglu-Bourbaki ist U® o(E, E") -kompakt.

»(c) = (d)“ ist klar, da kompakte Mengen vollstindig sind.
»(d) = (a)“ schlieBlich folgt sofort aus Satz 8.10. O



178 8 Dualitat

Folgerungen. a) Ein Banachraum ist also genau dann refleziv, wenn seine Einheits-
kugel schwach kompakt oder schwach vollstindig ist.
b) Ein semi-reflexiver Raum E = (E,)" ist nach der Folgerung zum Satz von Banach-
Steinhaus 7.5 quasivollstéindig, da E. tonneliert ist.

¢) Ein reflexiver Raum ist tonneliert, da er quasitonneliert und nach b) auch quasi-
vollstindig ist (vgl. S. 149).

Wir gehen nun auf Permanenzeigenschaften (semi-)reflexiver Rdume ein:

Satz 8.12
Semi-Reflexivitit vererbt sich auf abgeschlossene Unterrdume, topologische Produkte
und requldre induktive Limiten.

BEWEIS. a) Es seien E semi-reflexiv und G C E ein abgeschlossener Unterraum. Nach
dem Satz von Hahn-Banach ist G' auch in o(F, E’) abgeschlossen, und diese Topologie
induziert o(G,G’) auf G. Eine beschriinkte Menge B C G ist dann relativ kompakt
in o(E, E’) und somit auch in 0(G,G’).

b) Es seien E; semi-reflexive Rdume und E = HjEJE]—. Nach Aufgabe 8.7 ist
o(E,E") die Produkttopologie der o(Ej;, E}), und E ist semi-reflexiv nach Theo-
rem 8.11 (c¢) und dem Satz von Tychonoff (vgl. S. 173).

¢) Es seien Ej, semi-reflexive Rdume, und der induktive Limes E = indy Ej sei re-
guldr. Eine beschrinkte Menge B C E ist dann in einem FEj, beschriankt, also relativ
schwach kompakt in Fj, und somit in F . O

(Semi-)Reflexivitdt vererbt sich nicht auf Quotientenrdume, vgl. dazu Aussage c) iiber
Montelrdume auf S. 179.

Satz 8.13
Fiir einen reflexiven lokalkonvexen Raum E ist auch E/'B refleziv.

BEWEIS. Nach dem Beweisteil ,,(a) = (b)“ von Theorem 8.11 ist Ej; = E; tonneliert.
Da E quasitonneliert ist, ist eine in Elﬁ beschrénkte Menge gleichstetig, nach dem Satz
von Alaoglu-Bourbaki also o(E’, E) - und damit auch o(E’, E”) -relativ kompakt. ¢

Satz 8.14

Es sei E ein Fréchetraum.

a) Ist E reflexiv, so gilt dies auch fir jeden abgeschlossenen Unterraum G C E .
b) Ist Elﬁ reflexiv, so gilt dies auch fir E .

BEWEIS. Aussage a) folgt aus Satz 8.12, da G als Fréchetraum nach Satz 7.3 tonneliert
ist.
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b) Der Dualraum E/ﬁ/ ist nach Folgerung b) aus Satz 8.9 metrisierbar, nach der Folge-
rung zum Satz von Banach-Steinhaus 7.5 vollstdndig und nach Satz 8.13 reflexiv. Da
g B — E/B/ ein topologischer Isomorphismus ist, ist auch F reflexiv. %

Banachrdume und schwache Topologien. a) Ein Quotientenraum eines reflexiven
Banachraumes ist ebenfalls reflexiv, vgl. [GK], Satz 9.13 und Aufgabe 8.8 a).

b) In einem reflexiven Banachraum ist die Einheitskugel auch schwach folgenkompakt,
vgl. [GK], Theorem 10.14 und Aufgabe 8.8 b).

c¢) Es gilt auch die Umkehrung von b); nach Resultaten von V. Shmulyan (1940) und
W. Eberlein (1947) sind fiir schwache Topologien auf Banachrdumen (sogar Fréchetriu-
men) die Begriffe ,kompakt“, , folgenkompakt“ und ,,abzéhlbar kompakt“ &quivalent
(vgl. [Jarchow 1981], Abschnitt 9.8).

d) Der Banachraum ¢; ist nicht (semi-)reflexiv; nach Theorem 8.11 ist daher ¢1 nicht
schwach quasivollstindig. Nach dem Satz von Schur 9.37 (vgl. [GK], Satz 10.11) ist 1
jedoch schwach folgenvollstindig.

Beispiele. a) Beispiele reflexiver Banachridume werden in [GK], Abschnitte 9 und 10
untersucht. Insbesondere sind Ly (p)-Riume fiir 1 < p < oo reflexiv.

b) Ein lokaler Sobolev-Raum H*'°¢(Q) (vgl. S. 90) ist aufgrund von Satz 8.12 ein
reflexiver Fréchetraum, da er nach Satz 7.9 zu einem abgeschlossenen Unterraum eines
abzéhlbaren Produkts von Hilbertraumen isomorph ist. Nach Satz 8.13 ist auch der
Dualraum H*'°¢(Q)}; ~ H; *(Q) (vgl. Satz 9.24) reflexiv.

Montelrdume. a) Aufgrund von Theorem 8.11 sind Fréchet-Montelriume (vgl. S. 12)
reflexiv; Beispiele solcher Rdume sind etwa die Folgenrdume s und w sowie die Funk-
tionenrdume C*[a, b], £(), Z(K) und S(R").

b) Allgemeiner heifit ein lokalkonvexer Raum E Semi-Montelraum, falls jede be-
schriankte Menge in E relativ kompakt ist; £ heifit Montelraum, falls E Semi-Montel-
raum und quasitonneliert ist.

¢) Die Permanenzeigenschaften von Satz 8.12 gelten auch fiir Semi-Montelrdume. Nach
[Kothe 1966], §31.5, oder [Meise und Vogt 1992], 27.22, gibt es jedoch einen Fréchet-
Montelraum, der einen Quotientenraum isomorph zum nicht reflexiven Banachraum
{1 besitzt.

Satz 8.15

Fiir einen Montelraum E ist auch Elﬁ ein Montelraum.

BEWEIS. Nach Satz 8.13 ist E,g reflexiv. Eine in Eg beschrinkte Menge ist gleich-

stetig, nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki also o(E’, E)- und wegen Satz 1.4 auch
~v(E', E) = B(E’, E) -relativ kompakt. O
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Insbesondere sind aufgrund der Sétze 7.15 und 8.12 die Rdume Z(2) der Testfunk-
tionen, nach Satz 8.15 dann auch die Raume S5(R™), £5(Q) und Z5(2) von Distri-
butionen Montelrdume.

Nun gehen wir auf die Vervollstindigung lokalkonvexer Rdume ein. Fiir einen normier-
ten Raum E ist eine solche durch den Abschluss von tg(FE) in E” gegeben. Fiir eine
analoge Konstruktion im allgemeinen Fall miissen wir auf E” die natirliche Topolo-
gie n = T(&) verwenden; die Vollstdndigkeit von E,’{ ist jedoch nicht gesichert. Eine
Vervollstindigung von E ist nach A. Grothendieck gegeben durch den Raum

E:= {ze EX |VYU€eU(E) : Zlyo ist o(E', E) — stetig} :

Satz 8.16
Die Evaluationsabbildung vp : E — E st ein topologischer Isomorphismus von E auf

einen dichten Unterraum des vollstindigen Raumes (EW(E, EN).

BEWEIS. Offenbar ist tp ein topologischer Isomorphismus, und auch die Vollstandig-
keit von (E,n(E, E")) ist klar. Zu zeigen bleibt also die Dichtheit von tg(E) in
(E.n(E,E):

Die Topologie o(E’, E) ist feiner als o(E’, E), und nach Definition von E stimmen
beide auf gleichstetigen Mengen iiberein. Fiir U € U(E) ist also U° absolutkonvex und
o(E', E)-kompakt, und daher ist n(E, E') nach dem Satz von Mackey-Arens zuléssig
fiir das Dualsystem (E,E’). Zu f € E' gibt es also ' € E' mit (z, f) = (2, z) fiir
alle z € E. Aus f € 1g(E)" folgt dann (z,2') = (2, 1pz) = (g, f) = 0 fiir alle
x € FE, also 2’ =0 und somit f =0. O

Offenbar ist F genau dann vollstéindig, wenn vg(F) = E gilt. Somit folgt:

Satz 8.17 (Vollstéindigkeitssatz von Grothendieck)

FEin lokalkonvezer Raum E ist genau dann vollstindig, falls ein Funktional z € E'™
bereits dann o(E', E) -stetig ist, wenn dies auf die Einschrinkungen von z auf alle
gleichstetigen Mengen in E' zutrifft.

8.3 (DF)-Raume

Dual zur Metrisierbarkeit eines lokalkonvexen Raumes wurde in [Grothendieck 1954]
das Konzept eines (DF)-Raumes eingefiihrt. Alle Resultate in diesem Abschnitt stam-
men aus dieser Arbeit Grothendiecks.
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Zunichst sei E ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum mit der abzidhlbaren Nullum-
gebungsbasis U(E) = {U1 D Uz O ...}. Da E quasitonneliert ist, bilden die Po-
laren {U7 C Us C ...} ein abzihlbares Fundamentalsystem beschrinkter Mengen in
F := Ej. Der Raum F muss nicht quasitonneliert sein (vgl. [Kothe 1966], §31.7); es
gilt jedoch die folgende Abschwichung dieser Eigenschaft:

Satz 8.18
FEs sei EE ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum. Der Dualraum F = Elﬁ besitzt dann
die folgende Figenschaft:

V{Valnen CUF):  Vi=(),cn Va bornivor = V € U(F). (10)

BEWwEIS. Da V' bornivor ist, gibt es 7, > 0 mit 2r,U; C V fiir alle n € N, und
weiter existieren Kugeln D, € B(E) mit 2D;, C V,,, da V, eine Nullumgebung in
F = Ej ist. Die Mengen C, := I'({J;_, 7+Uy) sind o(E’, E) -kompakt, und daher sind
die Mengen W,, := Dj, + Cp, C V;, absolutkonvex und o(E’, E)-abgeschlossen in E’ .
Firm € N gilt r,,,Uy, C Cy, fiir n > m, und fiir n < m wird U,, von Dj;, absorbiert;
daher wird Uy, von der Menge W := (), . Wn C V absorbiert. Daher ist W eine
Tonne in E ; nach Lemma 8.4 ist °W in E beschriankt und somit W = (°W)° eine
Nullumgebung in F = Ej. O

Definition. Ein lokalkonvexer Raum F' heiit (DF)-Raum, falls er ein abzéhlbares
Fundamentalsystem beschrénkter Mengen besitzt und Eigenschaft (10) erfiillt.

Durch Ubergang zu Polaren erhilt man die folgende #quivalente Formulierung von
Eigenschaft (10):

V{Mp}lnen CE(F'): M=, oy Mn € B(Fj) = M € E(F'). (11)

Beispiele und Bemerkungen. a) Starke Dualrdume metrisierbarer Radume sind also
vollstidndige (DF') -Réume nach den Sétzen 8.18 und 7.12.

b) Normierte Riume sind bornologische (DF')-Raume.

¢) Ein reguldrer abzihlbarer induktiver Limes normierter Rdume ist ebenfalls ein bor-
nologischer (DF') -Raum. Konkrete Beispiele fiir diese Situation sind etwa die Rédume
CI'(Q) aller C™ -Funktionen mit kompaktem Tréger in einer offenen Menge 2 C R™
firo<m< co.

d) Mit einem Fundamentalsystem {B; C Bz C ...} beschrinkter Mengen in B(F)
gilt umgekehrt F' = ind,, Fip, fiir jeden bornologischen (DF’)-Raum.

e) Wir zeigen in Satz 8.25, dass ein Quotientenraum eines (DF') -Raumes ebenfalls ein
(DF)-Raum ist. Dagegen vererbt sich die (DF’)-Eigenschaft nicht auf Unterrdume,
vgl. [Kéthe 1966], § 31.5.
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Satz 8.19
Fiir einen (DF) -Raum F ist Fj ein Fréchetraum.

BEWEIS. Nach Satz 1.1 ist Fj; metrisierbar. Eine Cauchy-Folge in Fj; ist nach (11)
gleichstetig, und daher ist ihr punktweiser Limes eine stetige Linearform auf F'.

Folgerung. Fiir einen Fréchetraum FE ist auch E'ﬁ’ ein Fréchetraum, und man kann
FE als abgeschlossenen Unterraum von E’ﬁ' auffassen.

Satz 8.20
FEin separabler (DF) -Raum F ist quasitonneliert.

BEWEIS. Es sei A eine bornivore Tonne in F'. In der offenen Menge F'\ A gibt es eine
abzihlbare dichte Teilmenge {xn }nen. Nach dem Bipolarensatz gibt es Funktionale
x, € A° mit vy, = | {xn,z,) | > 1. Mit Vi, :={x € F||(z,z,) | < yn} € U(F) setzen
wir Vi= [, .y Vn. Wegen A CV ist V' bornivor, nach (10) also eine Nullumgebung
in F. Aus zp, € F\V fiir alle n folgt FA\AC F\V°, also V° C A und A € Y(F). O

Der Beweis zeigt, dass Satz 8.20 fiir jeden separablen Raum mit Eigenschaft (10) gilt.
Das folgende Resultat ist wichtig im Hinblick auf den Graphensatz:

Theorem 8.21
Es sei E ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum. Ist dann der Dualraum E’@ quasi-

tonneliert, so ist er sogar ultrabornologisch.

BeEWwEIs. a) Nach Satz 7.12 ist £ bornologisch und somit EZ, vollstéandig. Nach Satz
7.14 geniigt es zu zeigen, dass E/B bornologisch ist.

b) Dazu sei U(E) = {U1 2 Uz D ...} eine Nullumgebungsbasis von E. Weiter sei
V C Eg eine bornivore Kugel. Wir wihlen 7, > 0 mit 2r,U,, C V fiir allen € N und
setzen Cy, == D({Jj_, eUy) sowie C :={J, .y Cn € 3V . Dann ist C absorbierend in
E' und daher C eine Tonne in Ej . Somit ist C' eine Nullumgebung in Ej , da dieser
Raum nach der Folgerung zu Satz 7.8 tonneliert ist.

c) Wir zeigen nun C C 2C': Es sei 2’ € E'\2C . Fiir n € N gilt dann 2’ ¢ 2C,, ; da
diese Menge o(E’, E) -kompakt ist, gibt es D,, € U(Ej) mit (z'+Dyn)N2C, = 0. Wir
setzen W,, := D,, + C,, und W := ﬂneN
W alle gleichstetigen Mengen Uy, und ist daher nach (10) eine Nullumgebung in Ej .
Offenbar ist (2’ +W,)NCy, = 0 und somit (z' + W)NC =0, also 2’ ¢ C. Insgesamt
ist also C' und damit auch V' eine Nullumgebung in Eg» . %

W, ; wie im Beweis von Satz 8.18 absorbiert

In der Situation von Theorem 8.21 ist Ej = indn Eye ein (LB)-Raum. Zusammen-
fassend formulieren wir:
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Satz 8.22
Es sei . ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum. Ist der Dualraum E/B separabel oder
E reflexiv, so ist E/ﬂ ultrabornologisch.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus Satz 8.20 und Theorem 8.21, die zweite aus Satz
8.13 und Theorem 8.21. O

Auch der starke Dualraum Eﬁ, eines strikten induktiven Limes F = ind,, E, reflexi-
ver Fréchetriaume ist ultrabornologisch (vgl. [Grothendieck 1954] oder [Horvath 1966],
3.16). Dies gilt insbesondere fiir den Raum Z5(€2) der Distributionen auf einer offenen
Menge 2 C R™; in Satz 9.33 folgt ein anderer Beweis dieser Tatsache.

8.4 Exakte Sequenzen

Wir untersuchen nun die Dualitdt von Unterraum-Topologien und Quotientenraum-
Topologien. Fiir die Formulierung der Resultate benutzen wir die folgenden aus der

homologischen Algebra stammenden Konzepte:

Sequenzen und Komplexe. Eine Sequenz

s B 2 By DS By — (12)
von Vektorrdumen FEj und linearen Abbildungen Ty : Ej — Ex4+1 heilit Komplez,
falls stets T;Tx—1 = 0 ist, d.h. wenn stets R(Tx—_1) € N(T}%) gilt.

Algebraisch und topologisch exakte Sequenzen. a) Ein Komplex (12) heifit
exakt an der Stelle Fy, wenn R(Tx—1) = N(T%) ist; er heiflt ezakt, wenn er an jeder
Stelle exakt ist. Die Homologiegruppen H* := N(Tk)/R(Tk_l) messen den ,,Grad der
Nicht-Exaktheit“ eines Komplexes.

b) Einen an der Stelle Ej exakten Komplex (12) lokalkonvezer Rédume und stetiger
linearer Abbildungen nennen wir auch dort algebraisch exakt. Er heifit dort topologisch
exakt, wenn zusétzlich Tj_1 : Ex_1 — R(Tx—1) eine offene Abbildung ist; in diesem
Fall bezeichnen wir auch Ty_1 € L(Ex_1, Ex) als offen.

¢) Da die Bildraume R(T;—1) in E} abgeschlossen sind, ist nach dem Satz von der of-
fenen Abbildung 1.16 eine algebraisch exakte Sequenz von Fréchetrdumen automatisch

topologisch exakt.
Kurze exakte Sequenzen sind gegeben durch
0 G- FE-21Q—0. (5)

Exaktheit bedeutet, dass ¢ injektiv ist, R(:) = N(o) gilt und o surjektiv ist. Topolo-
gische Exaktheit bedeutet, dass zusétzlich ¢+ und o offen sind. Bis auf Isomorphie ist
dann G ein Unterraum von £ und 0 : £ — Q ~ E/G die Quotientenabbildung.
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Duale Operatoren. a) Fiir lokalkonvexe Riume E,F und T € L(E,F) definieren
wir den dualen oder transponierten linearen Operator T” : ' — E’ durch

Ty =y oT, also (x,T'y):= (Tx,y’) fir y € F',z€E.

b) Fiir Bornologien &1 und &2 auf E und F ist 7' : F§, — Eg, stetig, falls
T(&1) C G2 gilt. Insbesondere ist 17" : F), — E,, stetig fir a = o, K,7, 7, 5.

¢) Fiir eine Menge A C E gilt die Polarformel
T(A)° = T'7H(A°). (13)
In der Tat ergibt sich sofort

T(A)® = {yeF |VaecA: [(Tz,y)|=|(z,Ty)| <1}
= {yeF |Ty e A} = T71(A°).

Satz 8.23
Fiir eine kurze topologisch exakte Sequenz (S) lokalkonvexer Réiume ist die folgende

duale Sequenz algebraisch exakt:
0e—a LB 0. (")

BEWEIS. a) Es sei ' € Q' mit o'y’ = 0. Dann ist (oz,y’) = (x,0'y’) = 0 fiir alle
xz € E, und wegen der Surjektivitit von o folgt ¢y’ = 0. Somit ist ¢’ injektiv.

b) Offenbar ist /o’ = (61)' = 0. Fiir 2’ € E' mit /2’ = 0 ist w”LG = x’|N(0) =0;
durch 2’ : oz — (z,2') wird daher ein lineares Funktional 2’ auf Q definiert. Nun
tragt @ die von o : E — @ induzierte induktive lokalkonvexe Topologie; wegen der
Stetigkeit von 2’0 = 2’ ist dann auch 2’ stetig, und offenbar gilt 0’2’ = 2’. Somit ist
Ny =R(d).

¢) Ein Funktional 4" € G’ definiert ein 2’ € (1G)", das sich nach dem Satz von Hahn-
Banach zu einem Funktional ' € E’ fortsetzen lisst. Dann gilt v' = /2", und ¢/ ist
surjektiv. O

Folgerung. Fiir eine kurze topologisch exakte Sequenz (S) von (DF')-Ridumen ist
die stark duale Sequenz (S,/g) auch topologisch exakt, da es sich nach Satz 8.19 um eine
Sequenz von Fréchetraumen handelt.

Diese Folgerung gilt mnicht allgemein, insbesondere i. A. nicht fiir exakte Sequenzen
von Fréchetraumen. Wir diskutieren zunéchst die Frage, wann die injektive Abbildung
o' :Q — E' offen ist:
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Satz 8.24

Es seien (S) eine kurze topologisch exakte Sequenz lokalkonvezer Rdume, und fir sa-
turierte (vgl. S. 15) Bornologien &1 auf E und G2 auf Q gelte 0(&1) C S2. Dann
ist o : Q/@z — E/Gl genau dann offen, wenn die folgende Bedingung erfillt ist:

VMeG235€6 : MCo(S). (14)

BEWEIS. Es seien Mengen M € G2 und S € &1 gegeben, die wir wegen der Saturiert-
heit der Bornologien als absolutkonvex und abgeschlossen annehmen kénnen. Nach
dem Bipolarensatz und der Polarformel (13) gilt

M C o(S) & M° D o(5)°=0"""(5°).

Wegen der Injektivitit von o’ ist dies dquivalent zu o’ (M°) D S° N R(¢’'), und daher
ist (14) dquivalent dazu, dass ¢’ offen ist (vgl. auch Formel (9.2) auf S. 199). O

Fiir einen (DF)-Raum E ist o’ : Q3 — Ej stets offen:

Satz 8.25

Es seien E ein (DF)-Raum und o : E — @Q eine Quotientenabbildung. Dann ist
o Q/’B — E'ﬁ offen; es gilt Bedingung (14) fiir beschrinkte Mengen, und Q ist
ebenfalls ein (DF') -Raum.

BEWEIS. a) Esist R := (R(¢’), 3(E’, E)) metrisierbar. Fiir eine Nullfolge (z;, = o'y;,)
in R gibt es nach Aufgabe 1.13 eine Folge A, — oo mit Az, — 0 in R. Nun ist
E ein (DF)-Raum, nach (11) also die Menge {Anx,,} gleichstetig in E’. Es gibt also
U € U(E) mit o'(Anyy,) € U°, nach (13) also A\py;, € o(U)° fiir alle n € N. Insbe-
sondere ist die Menge {Any;} in Q5 beschréinkt, und es folgt y;, = i()\ny;) — 0 in
Q/’B Somit ist o’ : Q,'g — E}j offen.

b) Aus a) und Satz 8.24 folgt nun Bedingung (14) fiir beschrinkte Mengen, und da-
her besitzt @ ein abzéhlbares Fundamentalsystem beschrinkter Mengen. Da nach a)
o' Q}; — E’ﬁ ein topologischer Isomorphismus ist, vererbt sich Eigenschaft (11) von
E auf @, und somit ist @ ein (DF)-Raum. O

Bemerkung. Satz 8.25 ist fiir Fréchetrdume i. A. nicht richtig: Wie auf S. 179
erwihnt, gibt es nach [Kéthe 1966], §31.5 einen Fréchet-Montelraum F mit einem
Quotientenraum @ ~ ¢; . Wiirde nun Bedingung (14) fiir beschrinkte Mengen gelten,
so miisste jede beschriankte Teilmenge von ¢1 relativ kompakt sein!

Wir zeigen jedoch in Satz 8.27, dass im Fall von Fréchetriumen Bedingung (14) fiir
die Bornologien € der prdkompakten Mengen und & der kompakten absolutkonvexren
Mengen erfiillt ist.
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Sehr kompakte Mengen und Folgen. Es sei E ein lokalkonvexer Raum. Eine
Menge S C E heifit sehr kompakt, wenn es eine kompakte Banach-Kugel K € K(F)
gibt, sodass S im Banachraum Fx kompakt ist. Eine Folge in E heifit sehr konvergent,
wenn sie fiir ein geeignetes K € K(F) in Ex konvergiert (vgl. Aufgabe 7.8). Es gilt:

Satz 8.26
FEs sei E ein Fréchetraum.

a) Zu einer Menge C € €(E) gibt es eine Nullfolge (xn,) in E mit C C T'{xn}.
b) Jede konvergente Folge in E ist sehr konvergent.
c) Jede kompakte Menge in E ist sehr kompakt.

BewEis. a) (D Es sei U = {Up}nen eine Nullumgebungsbasis aus kreisférmigen
abgeschlossenen Mengen von E mit Uy4+1 + Up41 C U, fiir alle n € N. Ausgehend
von Cp := C konstruieren wir eine Folge weiterer priakompakter Mengen in E:
Ist Ch—1 bereits konstruiert, so wahlen wir eine endliche Menge M, C C,—1 mit
Cn—1 C My +27"Uy, und setzen Cy, := (Crom1 — Myp) N27"U, .
(@ Nun zihlen wir die Elemente der Mengen 2™ M,, nacheinander ab und erhalten
eine Folge (zi)ren in E mit xp € 2" M, fiir £, <k < £y41. Dann gilt xy — 0 in F
wegen M,, C Cp,—1 C 2 iy, .

n
®) Fiir x € C = Cp finden wir nun rekursiv y, € M, mit z — > y; € C, fiir

Jj=1
alle n € N. Sind y1,...,yn—1 bereits gewihlt, so gibt es nach a) ein y, € M, mit

n—1
x— Y. y; —yn €27 "U, C C, . Folglich gilt mit geeigneten ¢; < a(j) < £j41:
=1

18

x = >y = 27ja:a(j) € I'{zn}.
=1

j=1
b) Zu einer Nullfolge () in E gibt es nach Aufgabe 1.13 Nullfolgen (o) in R und

(yn) in E mit p, = an yn . Die Kugel K :=I'{y,} ist kompakt in E, und man hat
[z B <[an|—0.

¢) Fiir eine (prd)kompakte Menge C' C E gibt es nach a) eine Nullfolge (x5) in E mit
C C I'{wy,}. Fiir die Banachkugel K aus b) stimmt dieser Abschluss in £ mit dem
in B iiberein, und daher ist T{z,} kompakt in Ef . O

Der Beweis von Aussage a) zeigt, dass diese in allen metrisierbaren topologischen
Vektorrdumen gilt. Nun folgt:

Satz 8.27
Es seien E ein Fréchetraum und o : E — @Q eine Quotientenabbildung. Zu einer

prakompakten Menge C' C Q gibt es dann eine prikompakte Menge D C E mit
C=0(D).
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Beweis. Nach Satz 8.26 gibt es eine Nullfolge (y,,) in Q@ mit C C T'{yn}. Nach
Satz 6.4 gibt es eine Nullfolge (x,,) in E mit y, = oz, fiir alle n € N. Die Kugel
K :=T{xn} ist kompakt in F, und o(K) ist kompakt in Q. Aus y, € o(K) folgt
C Co(K), und mit D := K No~ *(C) ergibt sich die Behauptung. O

Ensprechend lassen sich auch kompakte (und absolutkonvexe) Mengen liften. Wegen
k(E',E) = v(E', E) fiir Fréchetriume E gilt das folgende Resultat auch fiir x -duale

Sequenzen:

Satz 8.28
Fiir eine kurze topologisch exakte Sequenz (S) won Fréchetrdumen ist die ~y-duale

Sequenz (S%) topologisch exakt.

BEWEIS. a) Aufgrund der Sitze 8.24 und 8.27 ist o' : Q/, — E, offen.

b) Wir zeigen nun, dass auch die Surjektion ¢’ : E,’Y — G/v offenist. Dat: G — FE stetig
und offen ist, gibt es zu einer priikompakten Menge C' € €(E) genau ein A € €(G)
mit tA = CNG. Nach Aufgabe 8.1 folgt

o(E',E) o(E'E) o T ATV(ELE)

(LA)° = (CNG)° = T(C°UGP) c coxaL _Coral
da v(E', E) fiir das Dualsystem (E’, E) zulissig ist. Nun ist C° eine Nullumgebung

in E!

%, und daher folgt weiter

(LA)° C C°+ Gt +eC° = (1+¢)C°+ G+ fiir €>0. (15)

Fiir /2’ € A° gilt 2’ € /71(A°) = (tA)° nach (13), und wegen /(G*) = 0 folgt mit
(15) dann 'z’ € (1 +¢)/(C°). Somit gilt A° C (1+¢)/(C°), und ¢/ ist offen. ¢

Allgemeinere Aussagen zur Offenheit von ¢/ : B/ — G’ werden in Aufgabe 8.14 formu-
liert. Aus Satz 8.28 ergibt sich sofort:

Folgerung. Fiir eine kurze topologisch exakte Sequenz (S) von Fréchet-Montelrdu-
men ist die stark duale Sequenz (Sj) topologisch exakt.

Die Aussage dieser Folgerung gilt allgemeiner dann, wenn der Raum G quasinormabel
ist, vgl. dazu [Meise und Vogt 1992], Satz 26.17.

8.5 Kompakte konvexe Mengen

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Krein-Milman; dieser besagt, dass kom-
pakte konvexe Mengen in lokalkonvexen Raumen die abgeschlossenen konvexen Hiillen
threr Extremalpunkte sind. In Verbindung mit dem Satz von Alaoglu-Bourbaki erge-
ben sich Aussagen iiber die Nicht-Isometrie konkreter Banachrdume zu Dualrdumen.
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Als Anwendung des Satzes von Krein-Milman geben wir einen Beweis des Satzes von
Stone- Weierstrafs iiber die Dichtheit von Funktionenalgebren in der Banachalgebra
C(T) der stetigen Funktionen auf einem kompakten Raum 7.

Wir beginnen mit einem Trennungssatz fiir konvexe Mengen, einer geometrischen Ver-
sion des Satzes von Hahn-Banach:

Theorem 8.29
Es seien E ein lokalkonvezer Raum und () # D, B C E disjunkte konvexe Mengen.

a) Ist D offen, so gibt es v’ € E' und v € R mit
Re(d,z’) < v < Re(b,2’) fir de D, bE B. (16)
b) Ist D kompakt und B abgeschlossen, so gibt es 2’ € E' und v1 < y2 € R mit

Re(d,z') < v1 < 72 < Re(b,z') fir deD, beB. (17)

{«' =~} {z" =m}
B
NV
D
{a" =2}

Abb. 8.1: Trennung konvexer Mengen

Der Beweis in [GK], 10.3 fiir normierte Rédume lésst sich fast wortlich auf den lokal-
konvexen Fall iibertragen. Er verlduft &hnlich wie der des Bipolarensatzes 8.3 unter
Verwendung eines Fortsetzungssatzes von Hahn-Banach fiir sublineare Funktionale (vgl.
[GK], Theorem 9.1). Wie in [GK], 10.15 ergibt sich aus dem Trennungssatz:

Folgerung. Eine abgeschlossene konveze Teilmenge eines lokalkonvexen Raumes E
ist auch schwach abgeschlossen.

Extremalmengen und Extremalpunkte. a) Fiir Punkte z,y € F in einem Vek-
torraum E iiber K bezeichnen wir mit

(ryy) ={tz+(1—-t)y | 0<t <1} bzw. [z,y]:={tz+(1—-t)y | 0<t <1}

die offene bzw. abgeschlossene Strecke zwischen x und y .

b) Nun sei ) # C C E gegeben. Eine Menge S C C heifit Fxtremalmenge von C', falls
fiir z,y € C aus (z,y) NS £ 0 stets z,y € S folgt.
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c) Ein Punkt z € C heiit Extremalpunkt von C', falls {z} eine Extremalmenge von
C' ist. Dies ist offenbar dquivalent zu

Ve,ye CVO<t<l:z=te+(1—-t)y = z=y==z. (18)

Mit 9.C bezeichnen wir die Menge aller Extremalpunkte von C'.

d) Fiir konveze Mengen C geniigt es, in (18) ¢t = 5 zu betrachten. Weiter ist dann
z € C' genau dann ein Extremalpunkt, wenn gilt:

VyeFE : z+yeC = y=0. (19)

Beispiele. a) Die Extremalmengen der konvexen Menge C' in Abb. 8.2 sind C', alle
Teilmengen des Halbkreises ', die Strecken [A, S] und [B,S] sowie die Spitze {S};
Extremalpunkte sind alle Punkte in I' sowie die Spitze S.

A

Abb. 8.2: Extremalmengen

b) Ein normierter Raum X heifit strikt normiert, oder strikt konvez, wenn seine Ein-
heitssphére S = OU keine Strecke enthélt (vgl. Abb. 8.3a)), falls also gilt

Ve,yeX @ |z|| <1, |lyll <1, ||z:%(33+y)||:1 = r=y==z. (20)

Wegen (18) fiir t = % gilt offenbar 9.U = S in einem strikt normierten Raum.

2
Hilbertrdume und Lp-Réaume im Fall 1 < p < oo sind strikt konvex, sogar uniform
konvez (vgl. [GK], S. 184 und Abschnitt 10.3).

c) Fiir den Raum co aller Nullfolgen dagegen ist 9.U = (. Fiir z € co mit || z|| = 1

gibt es j € Ng mit | 2| < 3

1, und dann gilt offenbar auch || z+ae; || < 1 fiir |o| < 5.

d) Es sei T' ein kompakter Raum. In C(T") gilt dann
0.U = {feC(T)||ft)|=1fiirallet € T}. (21)

In der Tat folgt ,,0“ sofort aus der Giiltigkeit von (20) fiir komplexe Zahlen (vgl.
Abb. 8.3a)). Ist umgekehrt | f(to)| < 1 fiir ein to € T, so gibt es eine Funktion
0 # g € C(T) mit Triager nahe tp und || f £ g <1 (vgl. Abb. 8.3b)).

Fir zusammenhdngendes T besitzt also die Einheitskugel des Raumes C(T,R) nur die
beiden Extremalpunkte f4 := +1.
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Abb. 8.3: a) 9.D = 9D b) Eine nicht extremale Funktion

Das folgende Theorem 8.31 stammt von M.G. Krein und D. Milman (1940), der ange-
gebene Beweis von J.L. Kelley (1951). Wir beginnen mit einem

Lemma 8.30
Es seien E ein lokalkonvexer Raum, K C E kompakt und X das System aller kom-
pakten Extremalmengen von K .

a) Gilt {Si}ier CX und S =), 5 #0, soist auch S € X.

b) Es seien S € X,2' € E' und m := max{Re(z,2’) | * € S}. Dann gilt auch
S@@'):={z €S| Re(z,z'y =m}eX.

BEWEIS. a) Fiir z,y € K mit (z,y) NS # 0 folgt z,y € S; fiir allei € I.

b) Es seien z,y € K und 0 < ¢t <1 mit z : =tz + (1 —t)y € S(2') CS. Wegen S € X
folgt =,y € S, also Re (z,z’) < m und Re (y,z’) < m; aus Re(z,2') = m folgt dann
auch Re (z,z’) = Re (y,2') = m und somit z,y € S(a'). O

Theorem 8.31 (Krein-Milman)
Es seien E ein lokalkonverer Raum und K C E kompakt. Dann gilt K C co(0:K);

ist K zusdtzlich konvez, so ist K = co(0:K) .

BEWEIS. a) Wie in Lemma 8.30 sei X das System aller kompakten Extremalmen-
gen von K. Wegen K € X ist X # (). Wir wéhlen eine feste Extremalmenge
S € X und betrachten das System S(X) := {M € X | M C S}. Offenbar ist
() # S(X) durch Inklusion nach unten halbgeordnet. Fiir eine Kette € C S(X) gilt
D(@) :=N{M | M € €} # 0, da ja ein Durchschnitt kompakter Mengen gebildet
wird. Nach Lemma 8.30a) ist D(€) € S(X) und somit eine untere Schranke von €.
Nach dem Zornschen Lemma besitzt daher S(X) ein minimales Element Z € S(X).

b) Fiir 2’ € E muss Rez’ nach Lemma 8.30b) auf Z konstant sein, und die Anwen-
dung dieser Aussage auf iz’ liefert sie auch fiir Imz’. Nach dem Satz von Hahn-Banach
ist somit Z = {x} einpunktig, und x ist ein Extremalpunkt von K . Somit enthélt
jede Extremalmenge S € X einen Extremalpunkt, und insbesondere ist 9. K # 0.

c) Es sei nun A := co(0.K). Gibt es nun xg € K\A, so liefert der Trennungssatz
8.29 ein Funktional 2’ € E’ mit Re(x,2’) < Re(xo,2’) fiir alle z € A. Dann ist
ANK(z') = 0; dies ist aber unméglich, da K (z’) nach Lemma 8.30b) eine Extremal-
menge von K ist und somit nach b) einen Extremalpunkt enthalten muss.
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d) Nach ¢) ist K C A, und fiir konveze kompakte Mengen K gilt auch AC K. §

In Verbindung mit dem Satz von Alaoglu-Bourbaki 8.6 ergibt sich nun:

Satz 8.32
Es sei X ein Banachraum. Dann ist die Einheitskugel Ux: des Dualraums der
schwach*-Abschluss von co(0.Ux/) .

Duale Banachrdume. a) Ist fiir einen Banachraum Y (mit dimY = oco) die Menge
0.U der Extremalpunkte der Einheitskugel leer oder endlich, so kann Y nicht zu einem
dualen Banachraum isometrisch und insbesondere nicht reflexiv sein. Beispiele solcher
Banachrédume sind etwa co , C([a, b], R), Li[a,b] oder der Raum K (H) der kompakten
Operatoren auf einem Hilbertraum (vgl. Aufgabe 8.19).

b) In der Situation von a) kann Y durchaus zu einem dualen Banachraum isomorph
sein, vgl. dazu Aufgabe 8.20.

Als Anwendung des Satzes von Krein-Milman beweisen wir nun den Approzimations-
satz von Stone-Weierstrafl. Dieser wird im Beweis des Satzes von Gelfand-Naimark
15.3 iiber kommutative C* -Algebren verwendet. ,,Elementare® Beweise des Satzes von
Stone-Weierstrafl findet man in vielen Lehrbiichern der Analysis, etwa in [Kaballo
1997], 12.3.

Theorem 8.33 (Stone-Weierstraf3)
Es seien T ein kompakter topologischer Raum und A C C(T,K) eine Funktionenalge-
bra. Dann ist A dicht in C(T,K), falls die folgenden drei Bedingungen gelten:

@D 1€ A,
@ Zuxz,ycT mitx#y gibt es f € A mit f(x) # f(y),
@ feA= fecA.

BEWEIS. a) Zunichst sei K = R; dann ist Bedingung (3) offenbar leer. Die Menge
K = UC(T)/ N AL ist (absolut)konvex und nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki auch
schwach*-kompakt. Ist A nicht dicht in C(T), so ist K # {0}, und nach dem Satz
von Krein-Milman besitzt K einen Extremalpunkt ® € A+ mit || ®| = 1.

b) Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es (genau) ein Borel-Wahrscheinlich-
keitsmaf 1 auf T und (genau) eine Funktion g € Loo(p) mit |g| =1 p-fast iiberall
und ®(f) = [, fgdp fiir alle f € C(T) (vgl. [Meise und Vogt 1992], 13.10, oder [GK],
9.16 fiir metrisierbare Rdume T'). Der Tréiger S := supp p von p (oder des Funktionals
® in Ubereinstimmung mit S. 42) ist die kleinste abgeschlossene Menge S C T mit
() = D) =1

c) Fiir h € A mit 5 < h(t) < 5 fiirallet € S deﬁnieren Wir Funktionale auf C(T')
durch ®1(f) = hf) fT fhgd,u und ®2(f) = fT h)gdp; dann
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gilt Aj == || ®; || >0 und i + X2 = [ hlgldu+ [,(1—h)|g|du=1. Fiir f € A hat
man ®1(f) = ®(hf) =0 und ebenso ®2(f) =0, da ja A eine Funktionenalgebra ist.
Somit ist ¥; = /\%@j € K, und aus ® = A1 U1 + AW folgt dann & = ¥y = Uy,

d) Somit ist fT fhgdu = ®1(f) = M @(f) = fT fAigdp fir alle f € C(T), und wegen
der Stetigkeit von h muss h(t) = A1 fiir alle t € S sein. Ist nun h € A beliebig, so gibt
es a,b € R mit % <hi:=ah+b< % auf S. Mit hy ist dann auch A auf der Menge
S konstant. Nun impliziert Bedingung (2), dass S = {s} einpunktig sein muss, und
das bedeutet ® = £4,. Dann ist aber ®(1) # 0, und wegen ® € A+ widerspricht
dies Bedingung ().

e) Im Fall K = C gilt B:={Ref | f € A} C A aufgrund von Bedingung (3), und fiir

die reelle Algebra B gelten Bedingungen () und (2). Somit ist B dicht in C(T,R)
und daher auch A dicht in C(7,C). ¢

Beispiele. a) Fiir eine kompakte Menge 7" C R™ ist die Algebra K[ti,...,t,] der
Polynome dicht in der Banachalgebra C(T,K).

b) Im komplexen Fall ist der Satz von Stone-Weierstral ohne Bedingung (3) nicht
richtig. Ein Beispiel fiir diese Situation ist mit D := {z € C | |z| < 1} die in C(D)
abgeschlossene Disc-Algebra A(D) := C(D) N (D) der auf D stetigen und in D
holomorphen Funktionen.

Reprasentierende MaBe. Abschlielend diskutieren wir eine Umformulierung des Sat-
zes von Krein-Milman und weitgehende Verschéarfungen dieses Resultats.

a) Es seien F ein lokalkonvexer Raum und K C E eine kompakte konvexe Menge.
Eine Funktion f: K — R heif}t affin, falls

fhz+ (1 =0)y) = tf(x)+ (1 —-1t)f(y) firalle z,y e K und 0 <t <1

gilt; A(K) bezeichnet den Banachraum aller stetigen affinen Funktionen auf K .

b) Fiir T := 8.K ist K = coT nach Theorem 8.31. Daher gilt || f [lc(x) = || f llc(r)
fiir alle f € A(K), und wir kénnen A(K) als abgeschlossenen Unterraum von C(T)
auffassen. Fiir x € K hat das Dirac-Funktional §; : f +— f(z) eine Fortsetzung
62 € C(T) mit ||6,] = 1 und 6,(1) = 1. Daher ist 6, positiv, und nach dem
Rieszschen Darstellungssatz gibt es ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl pe auf T mit

(z,2') = fa—K<y,x/> dus(y) fiir alle 2’ € E', (22)
kurz & = [54ydu(y) (vgl. Formel (10.13)). Dann heift u, ein reprisentierendes

Maf fiir x, und = heifit Schwerpunkt des Mafles piy .

¢) BEs kann durchaus K = 9. K gelten (vgl. Aufgabe 8.19c)); in diesem Fall ist die Aus-
sage von (22) leer. Man moéchte daher ein repriisentierendes Maf finden, das sogar auf
0e K konzentriert ist. Nach G. Choquet (1956) ist dies moglich, wenn K metrisierbar
ist; in diesem Fall ist 0. K eine G5 -Menge, und man kann pz(9.K) = 1 erreichen.
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d) Im allgemeinen Fall muss 9. K keine Borel-Menge sein; nach E. Bishop und K. de
Leeuw (1959) kann man aber p,(B) = 0 fiir jede Baire-Menge B C K\0.K erreichen.

Fiir die soeben kurz skizzierte Chogquet-Theorie und ihre Anwendungen sei auf [Alfsen
1971] oder [Phelps 2001] verwiesen.

8.6 Aufgaben

Aufgabe 8.1
Es seien (E, F') ein Dualsystem. Zeigen Sie:

a) AusrM C N in E folgt rN° C M° in F.

b) Fiir Mengen M; C E gilt (LJJ M; )° = nj MJQ und (mj M; )° = WU(F,E) 7

falls (), M; # 0 ist.

Aufgabe 8.2

Es seien (E1, F1) und (E2, F>) Dualsysteme und T : Ey — F linear. Zeigen Sie, dass
T : (E1,0(E1, F1)) — (E2,0(FE2, F2)) genau dann stetig ist, wenn T (F3) C Fy fiir
die algebraisch duale Abbildung T : Fy* — F/* gilt.

Aufgabe 8.3
In der Situation von Aufgabe 8.2 heifit T/ := T* g, o F2 — F1 die duale Abbildung
zu 1. Zeigen Sie:

a) Aus T(A) C B in E» folgt T'(B°) C A° in Fy. Wann gilt auch die Umkehrung
dieser Aussage?

b) Fiir Bornologien &; auf E; ist T" : (Fa,%(62)) — (F1,%(61)) genau dann stetig,
wenn T(61) C S, gilt.

c¢) Fiir Bornologien &; auf E; ist genau dann T(A) prikompakt in T(Sz) fiir alle
A€ &1, wenn T'(C) prikompakt in T(S1) fiir alle C € Sz ist.

Aufgabe 8.4

Zeigen Sie: Ein lokalkonvexer Raum FE ist genau dann vollstédndig, wenn jede affine
Hyperebene H C E’ bereits dann in o(E’, E) abgeschlossen ist, wenn dies fiir HNU®
fir alle U € U(E) gilt.

Aufgabe 8.5

Zeigen Sie: Fiir einen vollstindigen lokalkonvexen Raum E ist v(E’, E) die feinste
lokalkonvexe Topologie auf E’ | die auf allen gleichstetigen Mengen in E' mit o(E’, E)
zusammenfillt.

Fiir einen Fréchetraum FE ist v(E’, E) sogar die feinste Topologie auf E', mit dieser
Eigenschaft (Satz von Banach-Dieudonné, vgl. [Kéthe 1966], §21.10, oder [Jarchow
1981], 9.4).
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Aufgabe 8.6
Es seien E ein lokalkonvexer Raum und (z,) eine Nullfolge in E7 . Zeigen Sie:

T{en} = {ixnm iz'flwsu.

Aufgabe 8.7

Es sei E = Hj cs Ej ein kartesisches Produkt lokalkonvexer Rdume.

a) Zeigen Sie die algebraische Isomorphie E’ ~ @jeJ E; .

b) Zeigen Sie o(E,E') = [Lics o(Ej,E;) und 7(E,E") = [Lie,m(E5, E}).

c) Zeigen Sie k(E', E) = @, , k(Ej}, E;) . Gilt auch o(E', E) = @, , 0(E}, Ej) ?

Aufgabe 8.8
Es sei E ein reflexiver Banachraum.

a) Zeigen Sie, dass Quotientenrdume von E ebenfalls reflexiv sind.

b) Schlieflen Sie aus Theorem 8.11, dass die Einheitskugel schwach folgenkompakt ist.

Aufgabe 8.9
Finden Sie einen semi-reflexiven Raum, der nicht vollstindig ist. (Nach Y. Komura
(1964) gibt es sogar unvollstéindige reflexive Rdume).

Aufgabe 8.10
Es seien F' ein (DF)-Raum und E ein lokalkonvexer Raum. Zeigen Sie:

a) Fiir n € N seien G, gleichstetige Mengen in L(F,E), sodass G := |J,,cyGn in
Ls(F, E) beschrankt ist. Dann ist G gleichstetig.

b) Eine abzéhlbare in Lg(F, E) beschrinkte Menge ist gleichstetig.

¢) Ist E ein Fréchetraum, so gilt dies auch fiir Lg(F, E).

d) Sind F und E folgenvollsténdig, so gilt dies auch fiir L, (F, E) .

Aufgabe 8.11

Es seien F' ein (DF)-Raum und E ein metrisierbarer Raum. Zeigen Sie, dass alle
stetigen linearen Operatoren T' € L(F, E) und S € L(E, F') beschrdankt sind, d. h. eine
Nullumgebung in eine beschrinkte Menge abbilden. Kann ein (DF')-Raum metrisier-
bar sein?

Aufgabe 8.12
Zeigen Sie, dass ein folgenvollstindiger (DF')-Raum ein Gewebe besitzt.

Aufgabe 8.13
Lé&sst sich der Beweis von Theorem 8.21 auf den Fall eines folgenvollstandigen (DF) -
Raumes iibertragen?
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Aufgabe 8.14
Es seien (S) eine kurze topologisch exakte Sequenz lokalkonvexer Riume und &1 bzw.
G2 saturierte Bornologien auf E bzw. G. Zeigen Sie:

a) Ist /' : B, — G, offen, so gilt 162 =61 NG.
b) Im Fall (E,)" = E gilt auch die Umkehrung von Aussage a).

Aufgabe 8.15
Es sei (S) eine kurze topologisch exakte Sequenz lokalkonvexer Riaume. Zeigen Sie,
dass die schwach duale Sequenz (S.) topologisch exakt ist.

Aufgabe 8.16

Ein (DF)-Raum G sei Unterraum eines lokalkonvexen Raumes E . Zeigen Sie:
a) Die Restriktionsabbildung ¢/ : Ej; — G ist offen.

b) Zu einer beschrinkten Menge B € B(G) gibt es C € B(G) mit B C C'.

¢) Ein quasivollstédndiger (DF')-Raum ist vollstindig.

d) Die Rdume C*(Q2) sind fiir 0 < m < oo vollstindig.

Aufgabe 8.17
Es seien E ein Vektorraum und C C E konvex. Fiir z € C zeigen Sie:

2€0.C & Vzxi,...,2,€C : z€co{z1,...,ar} = z1=...=2r =2.

Aufgabe 8.18
Zeigen Sie, dass fiir einen reflexiven Banachraum X die Einheitskugel Ux der Norm-
Abschluss von co(9.U x) ist.

Aufgabe 8.19
a) Bestimmen Sie alle Extremalpunkte der Einheitskugeln der Rdume ¢ , £1, L1[a, b]
und K (H) fiir einen Hilbertraum H .

b) Zeigen Sie, dass fiir X = foc und X = ¢; die Einheitskugel U x der Norm-Abschluss
von co(()eUX) ist.

c) Zeigen Sie, dass 9.U im Fall des Hilbertraumes 2 in U schwach dicht ist.

Aufgabe 8.20

0 —

Essel Y := {z = (zj)jen, € €1 | D> xj = 0}. Zeigen Sie Y ~ {1, aber .U = 0 fiir
§=0

die Einheitskugel von Y .

Aufgabe 8.21

Es seien E ein quasivollstdndiger lokalkonvexer Raum und K C E kompakt.

a) Zeigen Sie Milmans ,, Umkehrung® des Satzes von Krein-Milman: de(co K) C 9. K .
b) Zeigen Sie 9.(TK) C {az | |a| =1, 2 € 0.K}.
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Aufgabe 8.22
a) Es sei T' ein kompakter topologischer Raum. Zeigen Sie 9.U = {4, | t € T} fiir
die Einheitskugel von C(T,R)’.

b) Folgern Sie, dass T' genau dann metrisierbar ist, wenn der Banachraum C(T') sepa-

rabel ist.

¢) Folgern Sie den Satz von Banach-Stone: Zwei kompakte topologische Rdume T, S
sind genau dann homoéomorph, wenn die Banachrdume C(7,R) und C(S,R) isome-

trisch sind.

Aufgabe 8.23
Es seien T, S kompakte topologische Rdume. Zeigen Sie, dass die Algebra

C(T) @ C(S) = {é Fe(H) gi(s) | n €N, i €C(T), g € C(S)}

(vgl. Beispiel a) auf S. 247) in der Banachalgebra C(T" x S) dicht ist.
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9 Losung linearer Gleichungen

Fragen: 1. Zeigen Sie, dass der Cauchy-Riemann-Operator 0 : £() — £(Q) fiir jede
offene Menge Q C C surjektiv ist. Existiert eine stetige oder sogar eine stetige lineare
Rechtsinverse?

2. Fiir eine offene Menge Q2 C C seien eine diskrete Menge {wg }ren in Q2 und Zahlen
cr, € C gegeben. Finden Sie eine holomorphe Funktion f € J(Q) mit f(wi) = ¢ fiir
alle k € N.

3. Es seien 0 — G — E — @ —— 0 eine kurze topologisch exakte Sequenz
lokalkonvezer Riume und F' ein weiterer lokalkonverer Raum. Wann hat ein Operator
T € L(G,F) eine Fortsetzung T € L(E, F) ? Wann hat ein Operator T € L(F,Q) ein
Lifting TY € L(Q, E) ?

In diesem Kapitel entwickeln wir Losbarkeitskriterien fiir lineare Gleichungen T'x =y
und insbesondere Surjektivititskriterien fir lineare Operatoren 7. Im Hinblick auf
Anwendungen auf lineare Differentialoperatoren in Banachrdiumen (vgl. [GK], Kapi-
tel 13 und 16) oder in lokalen Sobolev-Riumen (vgl. Abschnitt 9.4) betrachten wir
dicht definierte abgeschlossene Operatoren zwischen lokalkonvexen Raumen, insbeson-
dere Fréchetrdumen, die i. A. weder auf dem ganzen Raum definiert noch stetig sein

miissen.

Im ersten Abschnitt fithren wir Grundbegriffe der Operatortheorie ein und konstruie-
ren duale oder transponierte Operatoren. Ein Operator T von E nach F' heif3t normal
auflosbar, wenn R(T) = - N(T") gilt. Dies bedeutet, dass fiir y € F' die lineare Glei-
chung Tz = y genau dann lésbar ist, wenn y die ,natiirliche* Bedingung (y,y’) = 0
fiir alle y' € N(T") erfiillt. Wegen R(T)* = N(T’) ist T genau dann normal auflésbar,
wenn R(T) abgeschlossen ist. Gilt zusitzlich N(T') = {0}, so ist T surjektiv.

Im zweiten Abschnitt zeigen wir zunéchst den Satz vom abgeschlossenen Wertebereich
fiir lineare Operatoren zwischen Fréchetrdumen: Die normale Auflésbarkeit von T ist
zu der von T' dquivalent. Es folgen weitere, insbesondere ,,semi-globale“ Aquivalen-
zen und als ein Spezialfall in Theorem 9.10 ein Surjektivitidtskriterium, das in vielen
konkreten Situationen leicht nachpriifbar ist. In Abschnitt 9.3 stellen wir als weite-
res wichtiges Surjektivitdtskriterium die , Mittag-Leffler-Methode“ vor, eine abstrakte
Fassung eines Beweises dieses funktionentheoretischen Satzes mittels ,, konvergenzer-
zeugender Summanden®.

In Abschnitt 9.4 wenden wir die bisher entwickelte Theorie auf das Problem der
globalen Lisbarkeit linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten an.
Fiir eine offene Menge Q@ C R"™ ist nach B. Malgrange (1954) die Surjektivitit von
P(D) : £(2) — £(Q2) zu einer Eigenschaft ,P -konvez“ von ) dquivalent. Mit Hilfe
des Satzes von Paley- Wiener 3.9 ergibt sich, dass jede konvexre Menge diese Eigenschaft
besitzt; fiir elliptische Operatoren ist sogar jede offene Menge 2 C R™ P -konvex.

In den folgenden Abschnitten suchen wir Ldsungsoperatoren R : @@ — E zu Surjektio-
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nen o € L(E, Q) von Fréchetrdumen. Zunéchst zeigen wir, dass es stets einen stetigen
(nicht notwendig linearen) Ldsungsoperator gibt. Dieses Resultat folgt aus einem Aus-
wahlsatz von E. Michael (1956) und stammt fiir Banachrdume in etwas préziserer Form
von R.G. Bartle und R.M. Graves (1952).

In Abschnitt 9.6 zeigen wir, dass es zu einer Surjektion o € L(F, Q) genau dann einen
stetigen linearen Lisungsoperator R € L(Q, FE) gibt, wenn in E eine stetige Projektion
auf den Kern von o existiert. Wir diskutieren einige Beispiele und zeigen insbesondere,
dass fiir den Wellenoperator 07 — c292 : £(R?) — £(R?) ein solcher Lésungsoperator
existiert. Nach A. Grothendieck (1955) ist dies jedoch fiir einen elliptischen Operator
P(D): £(Q2) — E(Q) nicht der Fall.

In Abschnitt 9.7 diskutieren wir Fortsetzungs- und Lifting- Probleme fiir lineare Opera-
toren sowie injektive und projektive lokalkonvexe Riume. Wesentliche Ergebnisse sind
ein Fortsetzungssatz vom ,Hahn-Banach-Typ“ fiir Operatoren nach Lo (€2) und die
auf A. Pelczyniski (1960) zuriickgehende Isomorphie Loo[0,1] ~ £o .

9.1 Abgeschlossene Operatoren und duale Operatoren

Wir beginnen mit grundlegenden Definitionen und Konstruktionen fiir nicht notwen-
dig stetige lineare Operatoren mit dichtem Definitionsbereich zwischen lokalkonvexen
R&umen.

Lineare Operatoren und Graphen. Es seien E, F' lokalkonvexe Ridume.

a) Ein linearer Operator von E nach F' ist eine lineare Abbildung 7 : D(T) — F mit
einem Unterraum D(T) C E als Definitionsbereich. Mit R(T') C F bezeichnen wir
das Bild von T'. Fiir eine Menge M C E schreiben wir kurz T'(M) := T (M ND(T)) .
Im Fall E = F nennen wir T' einen Operator in E .

b) Es ist I'(T") := {(z,Tz) | t € D(T)} C E x F der Graph von T . Durch
7:D(T)—-I(T), 7x:=(z,Tx), (1)

wird eine lineare Isomorphie von D(T') auf den Graphen I'(T") definiert.

¢) Mittels 7 transportieren wir die von E x F' auf I'(T) induzierte lokalkonvexe To-
pologie zur Graphen-Topologie T auf D(T) und schreiben Dr := (D(T),%Tr). Ein
Fundamentalsystem von Halbnormen auf Dr ist gegeben durch

(px q)(2)* := p(x)’ +q(Tz)*, ze€DT), peH(E),qecH(F).

Die Inklusion ¢ : Dy — E und der Operator T': Dy — F' sind offenbar stetig.

d) Ein Operator T' von E nach F' heiit abgeschlossen, falls sein Graph I'(T') in E x F
abgeschlossen ist. In diesem Fall ist der Kern N(T') ein abgeschlossener Unterraum
von E.
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Offene und fast offene lineare Operatoren. a) Ein Operator T': D(T) — F
heifit offen, wenn er offene Teilmengen von D(T) auf offene Teilmengen von R(T')
abbildet, d. h. falls gilt

VUeUE)IVeUWF) : VART)CTWU). (2)
b) Ein Operator T : D(T) — F heifit fast offen, falls gilt

YUeUE)IVeUWF) : VART)CTU). (3)

Offene lineare Operatoren sind auch fast offen.

Eine Umformulierung des Satzes von der offenen Abbildung 1.16 ist:

Satz 9.1
Es seien E, F Fréchetriume und T : D(T) — F ein abgeschlossener linearer Operator.
Aquivalent sind:

(a) T ist offen.
(b) T ist fast offen.
(c¢) R(T) ist abgeschlossen in F'.

BEWEIS. ,(a) = (b)“ ist klar.

»(b) = (c)“: Wir betrachten zunéchst T' als Operator von D(T) nach R(T); fiir
U e U(E) gilt dann T(U) C (14¢)T(U) fiir € > 0 nach Lemma 1.20. Nun betrachten
wir T wieder als Operator von D(T) nach F'. Wegen (3) existiert dann V' € U(F)
mit VN R(T) CT(U) C (1+¢)T(U), und daher gilt R(T) C R(T).

»(c) = (a)“: Der Operator T' induziert den abgeschlossenen bijektiven Operator 7"
von E/N(T) auf R(T) mit Definitionsbereich D(T)/N(T). Nach dem Graphensatz
118 ist (T")~': R(T) — E/N(T) stetig und somit 1" offen. O

Konvention. In diesem Kapitel betrachten wir nur abgeschlossene lineare Operato-
ren mit dichtem Definitionsbereich D(T) C E'.

Nun fithren wir duale oder transponierte Operatoren ein. Fiir stetige lineare Operatoren
haben wir dies auf S. 184 bereits getan, fiir lineare Operatoren in Banachrdumen in
[GK], Kapitel 13.

Duale Operatoren. a) Fiir lokalkonvexe Rdume FE, F' identifizieren wir den Dual-
raum von F x F mit dem Produkt F’ x E’ durch

((@y), (W, 2") = (o,2) + ().
b) Fiir einen Operator T' von E nach F' ist

D(-T)" = {(,2)) e F' x E' | (z,2) — (Tx,y/) =0 fir z € D(T)}
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Graph eines Operators von F’' nach E’', da D(T) als dicht in E vorausgesetzt wird.
Der durch

0(T') = T(-T)*

definierte Operator heift dualer oder transponierter Operator zu T . Dieser ist abge-
schlossen, der Graph ist sogar abgeschlossen in o(F’ x E', E x F'). Man hat

DT = {y eF' |32 € E'V2eDT) : (Tx,y) = (z,2)} (4)
und T'y' = 2’ fir y' € D(T").
¢) Wir betrachten T auch als stetigen linearen Operator T. € L(Dr, F); dieser defi-

niert den dualen Operator T, : F' — D/.. Per Restriktion kénnen wir E’ als Unter-
raum von D} auffassen, und wegen (4) gilt

D(T') = {y e F | Ty € E'}. (5)

Wir zeigen nun zwei niitzliche Polarformeln aus [Mennicken und Sagraloff 1980], deren

erste Formel (8.13) erweitert:

Satz 9.2
Es seien E, F lokalkonveze Riume. Fir einen Operator T von E nach F, U € U(E)
und V € U(F) gelten die Polarformeln

T(U)® = T"HU°), (6)
(T (V)° = T'(V°). (7)

BEWEIS. (6) ,2¢ Esseiy’ € T'"'(U°). Dann ist ' € D(T’') und T'y’ € U°, also
| {(z,T"y")| <1 fiir alle z € U und insbesondere | (T'z,y’) | <1 fiir alle x € UND(T).
Somit ist y' € T(U)°.

»C“ Fiir y € T(U)° gilt umgekehrt | (Tz,y') | < 1 fiir alle z € UND(T) . Daher ist
x +— (Tx,y’) eine stetige Linearform auf D(T'), definiert also ein Funktional 7"y’ € E’
mit | (z,T'y")| < 1 fiir alle z € U ND(T) und dann auch fiir alle z € U. Somit ist

"y eU°.

(7) , 2 Firy € VoND(T') und z € T-H(V) gilt € D(T) und Tx € V, also
| (z, T'y')| = | (Tx,y’) | <1 und somit T"y" € (T~*(V))°.

,C “ Es sei ¢ = qv das Minkowski-Funktional von V und 2’ € (T~'(V))® gegeben.
Fiir 21,22 € D(T) folgt aus Tx1 = Txs dann T(x1—x2) =0, also x1—z2 € e T~ (V)
fiir alle e > 0 und somit (z1—xz2,2’) = 0. Durch f : Tz — (z,2") wird daher auf R(T)
eine Linearform definiert mit | f(Tx)| = |(z,2')| < q(Tx) wegen ' € (T~*(V))°.
Nach dem Satz von Hahn-Banach 1.9 existiert ein Funktional y' € F’ mit (T'z,y’) =
f(Tz) = {x,2') fiirx € D(T) und | {y,v’") | < q(y) fiir alle y € F'. Dies zeigt 2’ = T"y/
mit y' € D(T') und y' € V°. O
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Fiir einen Unterraum G eines lokalkonvexen Raumes stimmen Polare G° und Anmni-
hilator G* natiirlich iiberein. Es gilt (vgl. [GK], Satz 13.8):

Satz 9.3
Es seien E, F lokalkonveze Riume. Fiir einen Operator T von E nach F ist D(T")
schwach*-dicht in F'. Weiter gelten die Formeln

R(T)* = N(T') wund *R(T') = N(T), (8)

——o(E',E)

R(T) = *N(T') wund R(T') = N(T)*. (9)

BEWEIS. a) Fiir y € “D(T") und y' € D(T") gilt ((0,y), (v, T'y")) = (y,y’) =0, also
0,9) € *1(1T") = H((-T)') = I'(-T) und somit y = 0, da T abgeschlossen ist.
Somit ist D(T”) in der Tat o(F’, F)-dicht in F’.

b) Die erste Aussage in (8) ist der Spezialfall U = E in (6). Klar ist N(T) C ~R(T").
Fiir x € “R(T") schlieBlich gilt (z,0) € *T(T") = T'(=T) und somit = € N(T).

c) Die Aussagen in (9) folgen sofort aus (8) und dem Bipolarensatz. O

Die Polarformel (6) liefert die folgende Umformulierung von Bedingung (3):

Satz 9.4
Es seien E, F lokalkonvexe Rdume. Ein Operator T von E nach F ist genau dann
fast offen, falls gilt:

YVUEUE)IVeUF) : U NR(T)CT(V°). (10)
BEWEIS. ,,= “: Zu U € U(F) wihlen wir V € U(F) gemi$ (3). Mit (6) folgt dann
mittels Aufgabe 8.1

o(F',F)

T'-1U°) = T(U)° € T(VeUR(T)Y) C V°+R(T)*,

da V° schwach*-kompakt und R(T)* schwach*-abgeschlossen ist. Fiir ein Funktional
@ =Ty e U°NR(T') gilt dann 3 € V° + R(T)*, wegen (8) also =’ € T'(V°).
= ZuU € U(E) wihlen wir V € U(F') gemif (10). Es folgt

TWU) = T U°) € VO +N(T') = V°+R(T)" C (VNR(T))°
wegen (6) und (8), und der Bipolarensatz impliziert (3). O

Insbesondere gilt das folgende Surjektivitatskriterium:

Satz 9.5
Fiir Fréchetriume E, F st ein Operator T von E nach F' genau dann surjektiv, falls
gilt:

YUeUE)IVeUF) : T (U°)CVe, (11)
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BewEIS. Aufgrund der Polarformel (6) liefert der Bipolarensatz die Aquivalenz von
(11) zu
VUeUWE)IVeUWF) : VCTU). (12)

Dies bedeutet, dass R(T) = F und T fast offen ist; nach Satz 9.1 wiederum ist dies
dquivalent zur Surjektivitdt von 7T . O

Bemerkung. Fiir Banachriume E, F ist (11) dquivalent zur Abschétzung

Jp>0vy €DT) : Iy’ < pITY Il (13)

9.2 Normal auflésbare und surjektive Operatoren

Wir zeigen nun, dass im Fall von Fréchetraumen E, F' die normale Auflosbarkeit eines
Operators T zu der von T’ dquivalent ist. Dieses wichtige Resultat geht fiir stetige
lineare Operatoren zwischen Banachrdumen auf S. Banach (1929) und F. Hausdorff
(1932) zuriick, fiir solche zwischen Fréchetraumen auf J. Dieudonné und L. Schwartz
(1949) und fiir abgeschlossene lineare Operatoren zwischen Fréchetriumen auf F.E.
Browder (1959). Fiir die nun folgenden Charakterisierungen der normalen Auflosbar-
keit kombinieren wir Ausfithrungen in [Meise und Vogt 1992], § 26, und [Mennicken
1983].

Theorem 9.6 (vom abgeschlossenen Wertebereich)

Es seien E, F Fréchetriume und T : D(T) — F ein abgeschlossener linearer Operator
mit D(T) = E . Aquivalent sind:

(a) T ist normal auflésbar, d.h. es gilt R(T) = *N(T").

(b) R(T) ist abgeschlossen in F .

(¢c) Es gilt R(T') = N(T)*.

(d) R(T') ist abgeschlossen in E., .

(e) R(T') ist abgeschlossen in Ej .

(f) Esist U°NR(T") eine Banach-Kugel fiir alle U € U(E) .

(9) Es gilt Bedingung (10):

YUeUE)IVeUF) : U nR(T)CT'(V°).

BewEIs. Die Aquivalenzen ,(a) < (b)“ und ,(c) < (d)“ folgen sofort aus Formel (9),
die Implikation ,,(d) = (e)* ist klar.

,(b) = (c)“: Fiir 2/ € E' gibt es U € U(E) mit 2’ € U°, und fiir 2’ € N(T)*
gilt dann auch 2’ € (U + N(T))° = (T (T(U)))°. Wegen (b) und Satz 9.1 gibt
es V € U(F) mit VN R(T) C T(U), und damit folgt ' € (T"(V N R(T)))° =
(T~H(V))° = T'(V°) aufgrund der Polarformel (7). Insbesondere ist =’ € R(T").
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»(e) = (f)“: Esist U° N R(T") abgeschlossen in dem vollstindigen (DF)-Raum Ej ,
nach Satz 7.6 also eine Banach-Kugel.

»(f) = (g)“: Fiir V e U(F) ist V° kompakt in o(F’, F) und daher T/(V°) kompakt
in (D, Dr). Fir U € U(E) und B :=U° N R(T") ist

EznT'(V°nD(T") = EgNTLV®)
aufgrund von (5), und mit der stetigen Inklusion Ey — (D’,0(D/, Dr)) ergibt sich,
dass diese Menge in E; abgeschlossen ist.

Nun sei {Vi }ren eine Nullumgebungsbasis von F'. Dann gilt D(T") = |, (Ve ND(T"))
und daher

By = ExNR(T') = U, (EpNT'(V)) .

Da B eine Banach-Kugel ist, gibt es nach dem Satz von Baire ein n € N, sodass
ExNT' (V) einen inneren Punkt in Ez besitzt. Nach Lemma 7.2 gibt es p > 0 mit
pB CT'(Vy), und somit gilt (10).

»(g) = (b)“: Nach Satz 9.4 ist T fast offen, und Satz 9.1 impliziert R(T) = R(T). ¢

Als erste Anwendung von Theorem 9.6 zeigen wir diese Umkehrung von Satz 8.23:

Satz 9.7
Eine kurze Sequenz

0—G-5E-ZQ—0 (S)
von Fréchetrdumen ist genau dann exakt, wenn die duale Sequenz exakt ist:
0@ LB TQ 0. (")

BEWEIS. Aussage ,,= “ folgt aus Satz 8.23, zu zeigen bleibt also ,,<=“: Nach (8) gilt
N() = *R(/) = *G" = {0}, also ist ¢ injektiv. Nach Theorem 9.6 ist R(1) abge-
schlossen in E, und aus (9) folgt N(¢) = “R(¢’') = *N(//) = R(1). Nach Theorem
9.6 ist auch R(0) abgeschlossen in @, und aus (9) folgt R(c) = *N(¢') = Q. O

Eine Konsequenz aus den Sétzen 8.23 und 9.7 ist:

Satz 9.8
Fiir eine kurze topologisch exakte Sequenz (S) metrisierbarer Riume ist auch die Se-

quenz (§) der Vervollstindigungen exakt.

BEWEIS. Die dualen Sequenzen (S') = (§') von (S) und (§) stimmen iiberein. Nach
Satz 8.23 ist (S’) algebraisch exakt, und nach Satz 9.7 impliziert dies die Exaktheit
von (S). O
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Wir geben nun ,semi-globale“ dquivalente Formulierungen der normalen Auflsbar-
keit an. Diese sind nur in Fréchetriumen ohne stetige Norm wie etwa w oder £(Q)
nicht-trivial, jedoch wichtig fiir Anwendungen z. B. auf lineare Differentialoperatoren.
Theorem 9.9 stammt aus [Mennicken und Sagraloff 1980], der Spezialfall Theorem 9.10
aus [Treves 1967], Theorem 37.3. Fiir Halbnormen p € H(E) verwenden wir die Vek-
torrdume Ny, := {z € E | p(z) = 0} und die Banachrdume E,, := E{]}S .

Theorem 9.9
Es seien E, F Fréchetriume und T : D(T) — F ein abgeschlossener linearer Operator
mit D(T) = E . Aquivalent sind:

(a) T ist normal auflésbar, d.h. es gilt R(T) = *N(T").

(b) YpeH(E)IqeH(F) : E,NnR(T") CT'(F)) und R(T) C R(T) + Ny.
(¢) VpeH(E)3geH(F) : E,NnR(T") CT'(N§) und R(T) C R(T) + Ny .
(d) YpeH(E)3qeH(F) : R(T)YNNy CT(U,) und R(T) C R(T) + N,.

BEWEIS. ,,(a) = (b)“: Die erste Inklusion in (b) folgt sofort aus (10), die zweite ist
klar wegen R(T') = R(T).

»(b) = (c)“ folgt sofort aus F C N,-.

»(c) = (d)“ Aufgrund von (c) hat man
TN TN E)) =T Y R(T'YNE,) € TN T'(NJ)) = Ny + N(T).

Wegen (6) und (8) bedeutet dies T'(Up)° C N~ + N(T') = Ng- + R(T)*, und der
Bipolarensatz liefert R(T) N Ng C T(Up).

»(d) = (a)“: Fiir p € H(F) wihlen wir ¢ € H(F') geméf (d) und zeigen, dass T'(Up)
in R(T) absorbierend ist: Fiir y € R(T) hat man y = y1 + y2 mit y1 € R(T) und
y2 € Ng. Es gibt p >0 mit y1 € pT(Up), und es folgt yo =y —y1 € R(T)N Ny, also
y2 € T(Up) nach (d). Somit ist y € (1+ p) T(Up) .

Es ist also T'(Up) eine Tonne in R(T) und daher dort eine Nullumgebung. Daher ist
T fast offen, und die Behauptung folgt aus Satz 9.1. O

Speziell gilt als Variante zu Satz 9.5 das folgende Surjektivititskriterium:

Theorem 9.10
Es seien E, F Fréchetrdume und T : D(T) — F ein abgeschlossener linearer Operator
mit D(T) = E . Genau dann ist T surjektiv, falls diese beiden Bedingungen gelten:

VqeH(F) : FCR(T)+N,, (14)

VpeH(E)3geH(F) Yy eD(T) : Ty € E, =y € N;-. (15)
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BEWEIS. ,,= “: Ist T' surjektiv, so gilt (14). Weiter ist T injektiv, und daher folgt (15)
aus Bedingung (c) in Satz 9.9.

»<= % Aus (14) folgt R(T') = F und mit (15) dann Bedingung (c) in Satz 9.9. O

Als erste Anwendung von Theorem 9.10 zeigen wir das folgende Resultat von M.
Eidelheit (1937) iiber die universelle Lisbarkeit linearer Gleichungen:

Satz 9.11 (Eidelheit)
Fiir einen Fréchetraum E und eine Folge (x);en, i E' sind dquivalent:

(a) Das lineare Gleichungssystem
(x,xé) =&, j €Np, (16)

besitzt fir alle Folgen & = (§;) € w eine Losung x € E.

(b) Der durch T : x — ((z,2%)) definierte Operator T € L(E,w) ist surjektiv.

(¢c) Die Folge (%) ist linear unabhingig, und es gilt dim([z}] N E,) < oo fiir alle
Halbnormen p € H(E) .

BewEIS. Die Aquivalenz von (a) und (b) ist klar.

»(c) = (b)“: Ein Fundamentalsystem von Halbnormen auf w ist gegeben durch
gm(§) = sﬁnlglﬁjl, £=(4)520 €w, meNo,
j=

und somit ist Ny, = {£ €w | & = ... =&n = 0}. Wegen der linearen Unabhéngigkeit
der Funktionale {z’} sind fiir alle festen m € No die endlich vielen linearen Gleichun-
gen (z,25) =&, j =0,...,m fiir alle £ € w l8sbar, und daher gilt Bedingung (14).
Insbesondere ist 7" injektiv.

Firn=(nj) € p~w’ und z € E gilt

(Tz,m) = 3 (.25 n; = (&, 3;m575),

und daher ist 7'n = > M «; und R(T') = [¢]. Fiir eine Halbnorm p € H(E) gilt
also dim(R(T") N E}) < co und dann auch dim 7"~ '(E}) < co wegen der Injektivitit
von T'. Daher existiert m € N mit 7'"Y(E}) C Ni- ={n €| n; =0 fir j>m},
und es gilt (15).

»(b) = (c)“: Umgekehrt folgt aus (14) die lineare Unabhéngigkeit der Funktionale
{z;}; wegen der Injektivitét von T" ergibt sich dim(R(T") N E},) < oo fiir alle Halb-
normen p € H(E) aus (15), und wegen R(T") = [z}] somit die Behauptung. O
Fiir Folgenrdume E kann der Operator 7' durch eine unendliche Matriz reprasentiert
werden, und der Satz von Eidelheit gibt ein Kriterium fiir die Losbarkeit linearer

Gleichungssysteme mit unendlich vielen Unbekannten.

Es folgen zwei konkrete Anwendungen:
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Satz 9.12 (Borel)
Es sei (&) en, eine beliebige Folge. Dann gibt es eine Funktion f € C35(R) mit
9 0) = & fir alle j € No.

BEWEIS. Die Funktionale (—1)76%) : f — £U)(0) sind offenbar linear unabhéngig. Fiir
die C*-Norm p = || ||cx auf E := CS2(R) besteht E,, aus Distributionen der Ordnung
< k, und daher ist dim([0)] N E}) < oo. O

Einen elementaren Beweis des Satzes von Borel findet man etwa in [Kaballo 2000],
36.11.

Nun zeigen wir einen Interpolationssatz fiir holomorphe Funktionen:

Satz 9.13
Es seien Q C C offen und S = {witren C Q eine diskrete Menge. Weiter seien

Zahlen ck,0, .-, Ck,m, € C firk € N gegeben. Dann gibt es eine holomorphe Funktion
fe Q) mit fOwy) =cp; firalek €N undj=0,...,my.

BEWEIS. Die Funktionale (—1)j6](€j) : f— fY9(wy) sind offenbar linear unabhiingig.
Fiir eine kompakte Menge K C Q und p = || ||x auf E := () ist £, der Raum
der Funktionale u € (), die eine Abschiitzung |u(f)| < C sup | f(2)| erfiillen,
und daher ist dim([é,(cj)] NE,) <oo. R ¢

Einen , direkteren“ Beweis dieses Satzes findet man etwa in [Rudin 1974], 15.13.

9.3 Die Mittag-Leffler-Methode

Wir kommen nun zu einem weiteren wichtigen Surjektivitatskriterium, das wir in der
Sprache der projektiven Spektren (vgl. S. 151) formulieren:

Theorem 9.14

Es seien {Gn, 00N, {En, pro tn und {Qn, Tn I projektive Spektren von Vektorriu-
men mit projektiven Limiten G, E und Q sowie tp, : Gn, — Eyn und oy, @ By — Qn
lineare Abbildungen, sodass alle Diagramme

0 — Gn L—n> En i) Qn
T 9ﬁ+1 T P2+1 T Tﬁ+1
ln+1 On+41
0 — Gnt1 — Enq —  Qn+1

kommutieren. Alle Zeilen seien exakt, und es gelte

VneN : 7,(Q) C on(En). (17)
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Weiter sei {Gn, 0y}~ ein projektives Spektrum von Fréchetrdumen mit stetigen linea-
ren Abbildungen 0y, € L(Gp,Gr). Dieses sei dicht, d. h. es gelte

VneN : Gn = 05 (Gnt1). (18)
Dann ist die induzierte Sequenz der projektiven Limiten exakt:

0—G-5E-5Q—0. (S)

Bedingung (17) ist natiirlich insbesondere dann erfiillt, wenn alle o, : E, — Qn
surjektiv sind, wenn also sogar die Sequenzen

0— G- Ep 2% Qn—0

exakt sind. Bedingung (18) ist insbesondere dann erfiillt, wenn sogar stets 6, (G) in
Gy, dicht ist; ein solches projektives Spektrum heifit reduziert.

Theorem 9.14 wird als Mittag-Leffler-Methode bezeichnet, da es sich um eine abstrakte
Fassung eines Beweises dieses funktionentheoretischen Satzes handelt:

Satz 9.15 (Mittag-Lefller)
Es seien Q@ C C offen und S = {wrlreny C Q eine diskrete Menge. Fir k € N

mg .
seien Hauptteile Py(z) = 3 ¢jr (2 — wi) ™7 gegeben. Dann gibt es eine meromorphe
=0

Funktion f auf Q, die auf Q\S holomorph ist und fir alle k € N in wi genau den
Hauptteil P, besitzt.

BEWEIS. Es sei {2, }nen eine relativ kompakte Ausschépfung von © wie in (1.2). Die
Mengen S, := 2, NS sind endlich. Nun seien Py, := [(z — wk)fj]jeND der Raum aller
Hauptteile in wy und Mg(Q2) der Raum aller meromorphen Funktionen auf Q@ mit
Polen hochstens in S C 2. Weiter sei of das Tupel aller Hauptteile einer meromor-
phen Funktion f. Mit Restriktionen von Funktionen von 2,41 auf £, erhalten wir

ein kommutatives Diagramm

0 — (W) - Ms, () = [lies, Pr
T Onia T Prt1 T o
0 — %(Qn+1) Ln_ﬂ) M5n+1 (Qn+l) U”_)Jrl HkESn+1 P

wie in Theorem 9.14. Da S, endlich ist, ist on : Mg, (Qn) — [[,cg Pr surjektiv;
Bedingung (17) ist also erfiillt. Nach dem Approximationssatz von Runge (1885; vgl.
[Rudin 1974], Kapitel 13 und auch S. 330 in diesem Buch) sind die Restriktionen der
Funktionen aus 2 (Q) dicht in (), sodass auch Bedingung (18) erfiillt ist. Nach
Theorem 9.14 ist somit die Sequenz

0— H(Q) — Ms(Q2) = [[es P — 0
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der projektiven Limiten exakt, und dies impliziert die Behauptung. O

Beachten Sie bitte, dass in Theorem 9.14 nur die Rdume G, nicht aber die Rdume
E, und @, Fréchetrdume sein miissen. Dies ist fiir Satz 9.15 wichtig, da auf den
Vektorrdumen P, ~ ¢ in der Tat keine Fréchetraum-Strukturen definiert werden
kénnen (vgl. Beispiel b) auf S. 20). Wir kommen nun zum

Beweis von Theorem 9.14. a) Die Injektivitédt von ¢ : G 3 (2n) — (tnzn) € F ist
klar, ebenso o0 = 0. Fiir x = () € E gelte oz = (0x,) = 0. Dann gibt es eindeu-
tig bestimmte z, € Gy mit T, = tn2z, fiir n € N. Wegen tn—1(2n—1 — 00 '2,) =
bn12n—-1—pr tinzn = Tpno1—pr trn =0 ist zn—1 = 07 2z, , und fiir z := (2,) € G
gilt 1z = x. Zu zeigen ist also im Wesentlichen die Surjektivitit von o : E — Q:

b) Zu y € @ gibt es nach (17) Vektoren &, € FE, mit on&, = Toy. Wie in a)
ist on(én — prna1én+1) = onén — Tha10ns1ént1 = 0. Daraus kénnen wir nicht
&n = pri1&nt1 schlieBen; es gibt jedoch 2z, € G, mit

&n — pri1bnt1 = tnzn fir n €N,

¢) Mit Hilfe der Voraussetzungen an das projektive Spektrum {G, 0y, }n konstruieren

wir nun Vektoren ¢, € G, mit
Zn = Cn— 05 1Cnt1 fiir neN. (19)

Fiir z := &n — tnCn gilt dann ebenfalls 0,&, = Ty, aber auch z, = pj1Zn41 fiir
alle n € N. Somit ist z := (z,,) € E und oz =y.

d) Wir méchten die ¢, gerne mittels
Cn = zn+0nit12nt1+0p102ni2 + 032013 + -

konstruieren. Da diese Reihen in (G, nicht konvergieren miissen, fiigen wir konver-
genzerzeugende Summanden ein:

Wir wihlen nacheinander wachsende Fundamentalsysteme {|| |[|7}jen von Halbnor-
men auf Gy, sodass stets || 051 12n+1|ln < || 2nt1 ] Zi% gilt. Nach (18) gibt es zu
z1 € G1 ein hy € G2 mit || 21 — O3ha||] < 27'. Zu 22 + ha € G2 wihlen wir dann
hs € G mit || (22+h2) —03h3 ||3 < 272 und fahren entsprechend fort: Sind hs, ..., hn
bereits gewéhlt, so finden wir hpy1 € Gpy1 mit || (zn + hn) — Op1hnyr ||n <277

Mit h; := 0 sind dann die Reihen

Cn = (20— Opi1hns1) + 051 (zng1 + hngt — 0 ko)

+0nto(zni2 + hng2 — GZIgthrS) +o

in den Fréchetrdumen G,, konvergent, und (19) ist erfiillt. O
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Die Surjektivitdt von o : E — @ beruht also auf der Existenz der Zerlegungen (19),
d. h. auf der Surjektivitit des Operators T € L([[,, Gn), T : (Cn) — (Cn —0n41Cn+1) -
Der Quotientenraum Hn Gn/R(T) wird auch mit proj'{G,, 0% }n bezeichnet; die
Surjektivitit von ¢ : F — Q folgt also aus der Bedingung ,,proj*{Gp, 0% }n = {0} «.
Homologische Methoden zur Untersuchung linearer Operatoren zwischen lokalkonvexen
Réumen gehen auf V.P. Palamodov (1968/71) zuriick; dazu sei auf [Wengenroth 2003]

verwiesen.

Eine wesentliche Verfeinerung der Mittag-Leffler-Methode stammt von [Vogt 1977a];
diesen Splitting-Satz stellen wir in Abschnitt 12.5 vor.

9.4 Globale Losbarkeit linearer Differentialgleichungen

Wir wenden nun Theorem 9.10 auf lineare partielle Differentialgleichungen P(D)u = f
iiber offenen Mengen 2 C R™ an, wobei die rechte Seite in C*°(£2) oder in einem lokalen
Sobolev-Raum H*'°¢(Q) liegt.

Auf dem Fréchetraum £(Q) ist ein Fundamentalsystem von Halbnormen gegeben durch
(vgl. Formel (1.4))

i
pri(f):== > sup[D®f(z)|, K CQ kompakt, j€N.
|a|=0 z€K
Fiir den stetigen linearen Operator P(D) : £(2) — £(Q) ist daher aufgrund des Satzes
von Malgrange-Ehrenpreis 5.9 iiber die Existenz einer Fundamentallosung (vgl. auch
Satz 5.3) Bedingung (14) erfiillt. Daher ist P(D) genau dann surjektiv, wenn auch
Bedingung (15) erfiillt ist. Diese formulieren wir nun um:

P-konvexe offene Mengen. a) Offenbar ist N(px ;)& = &'(K) der Raum der
Distributionen auf © mit Tréger in K, und £ (Q);K‘j ist der Unterraum der Distribu-
tionen der Ordnung < j von £'(K). Wegen P(D)" = P(—D) lautet Bedingung (15)
dann so:

VK eQVjeNgIK €QVve & (Q) : P(—D)v e E(Q),,, = suppv C K'.
(20)
b) Eine offene Menge 2 C R™ heifit P-konvex, falls

VK EeNIK €eQVee 2(Q) : suppP(-D)p C K = suppp C K'. (21)

Aus (20) folgt offenbar (21). Es gilt auch die Umkehrung:

c) Fiir K € Q gibt es a > 0, sodass auch K, € Q gilt. Zu K, wihlen wir K’ gemif3
(21). Nun sei v € £'(Q) mit supp P(—D)v C K . Mit den Glittungsfunktionen p. aus
(2.1) gilt dann supp P(—D)(pe *v) = supp(pe * P(—D)v) C K, fiir 0 < € < a. Wegen
(21) folgt daraus supp pe * v C K, und mit ¢ — 0 ergibt sich auch suppv C K’ .
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Wir haben nun das folgende Resultat aus [Malgrange 1955] bewiesen:

Theorem 9.16 (Malgrange)
Es sei Q CR™ eine offene Menge. Ein Differentialoperator P(D) : £(Q) — £(Q) ist
genau dann surjektiv, wenn Q@ P -konvex ist.

B. Malgrange bewies dieses Resultat ohne Verwendung von Dualitétstheorie mittels
der Mittag-Leffler-Methode 9.14, vgl. dazu Bemerkung b) auf S. 213.

—4 _‘3 _‘1 ,,0 i g)) 4

-1 Abb. 9.1: lllustration der Beispiele

Beispiele. a) Wir untersuchen die Operatoren a% und a% auf dem Gebiet
Q:= ((-44) x (0,2)) U ((—4,-2) x (=1,1)) U ((2,4) x (=1,1))
(vgl. Abb. 9.1). Fiir f € £(Q) wird durch

u(z,y) = fly flz,t)dt, (x,y) €Q, (22)

eine Losung von % = f gegeben; der Operator 8%/ 1 E(Q2) — E(Q) ist also surjektiv.

b) Nun wihlen wir n € 2(—1,1) mit fil n(z)dz > 0 und definieren f € £(Q) durch

n(z) y > 0
f(z,y) = v . Fir w € £(Q) mit % = f gilt dann
0, y<o0

u(@B,y) —u(=3,y) = [°, % (z,y)dz = L [ p@)de fir y>0,

und es folgt u(3,y) —u(—3,y) — oo fiir y — 07 im Widerspruch zur Stetigkeit von u

auf . Der Operator % 1 E(Q) — E(Q) ist also nicht surjektiv.

Wir zeigen nun mit Hilfe des Satzes von Paley- Wiener 3.9, dass konveze offene Mengen
stets P -konvex sind. Dazu benétigen wir zwei Hilfsaussagen:

Lemma 9.17
Esseien D={z¢c C | |z| <1}, h € (D) und P(z) = Az™ +--- ein Polynom vom
Grad m. Dann gilt

[ARO)| < g2 [T [ P(e")h(e)]dt < lSlllzllP(Z)h(z)\~ (23)
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Bewes. Fiir das Polynom Q(z) := 2" P(L) gilt Q(0) = A und |Q(e") | = | P(e") |
fiir alle t € R; daher folgt (23) aus der Cauchyschen Integralformel mittels

1QOIRO0) | = |55 [ FEE dz| < L [T |Q(e™M)h(e™)[dt. O
oD

Lemma 9.18
Fiir ein Polynom P € 11} vom Grad m > 1 gibt es eine lineare Koordinatentransfor-
mation z = Sw des C", sodass P(S(w1,...,wn)) = Awi" + -+ mit A#0 gilt.

BEWEIS. Es gibt a € C"\{0} mit Pn(a) # 0. Wir wihlen b, € C", sodass die
Matrix S := (a,ba,...,bn) regulér ist. Es folgt A := P, (5(1,0,...,0)) = Pn(a) #0
und somit Pp, (S(w1,0,...,0)) = Awl". O

Satz 9.19
Fiir einen Differentialoperator P(D) und eine Testfunktion ¢ € Z(R™) gilt

co (supp ) = co(supp P(D)p). (24)

BEWEIS. Die Inklusion ,, 2 “ ist klar. Fiir ,C “ seien p € Z(R™), ¢ := P(D)p € Z2(R")
und K := co (supp®) € R™. Nun sei deg P = m; nach Lemma 9.18 konnen wir die
Koordinaten von C" so wihlen, dass A # 0 fiir den Koeffizienten von (7" in P gilt.
Lemma 9.17 liefert dann die Abschéitzung

|A$(C)| < |Sup |P(C1 +Z,C27-~~7<n)$(C1 +Z,<2,~~~,Cn) IJ also

z|=1

|AGQ)] < sup1|$<<1+z7<2,...,<n>\ (25)

|z |=
wegen 77?)\(() = P(¢)@(¢) aufgrund von Lemma 3.2. Nach dem Satz von Paley-Wiener
gelten Abschétzungen (3.45)
[9(Q)] < G Q)T cecn,

fiir alle j € No, und wegen (25) gelten diese dann auch fiir ¢ (mit anderen C; ). Der
Satz von Paley-Wiener impliziert nun die Behauptung suppy C K . %

Folgerung. FEine konvexe offene Menge Q0 C R" ist P-konvex fiir alle Polynome
PeP,.

Es gilt auch die folgende Umkehrung dieser Aussage (vgl. [Hérmander 1983b], 10.8.4):
Ist ein Gebiet Q@ C R™ P-konvex fiir alle Polynome vom Grad 1, so muss 2 konvex
sein.

Fiir elliptische Operatoren P(D) dagegen ist jede offene Menge P -konvex. Dies beruht
auf Theorem 5.20 und dem Identititssatz fiir reell-analytische Funktionen:
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Satz 9.20
Es seien Q@ C R™ ein Gebiet und f : Q@ — R reell-analytisch. Gibt es xo € Q mit
9% f(x0) =0 fiir alle « € NG, soist f =0.

BEWwEIS. Die Menge M = {y € Q| 0%f(y) = 0 firalle a € N{} ist nicht leer
und wegen der Stetigkeit der Ableitungen 0% f abgeschlossen in Q2. Fir y € M gilt
flx)= > %(m —y)® fiir x nahe y, und daher ist M auch offen in Q. Somit

aeNY
ist M = Q, da ©Q zusammenhéngend ist. O
Satz 9.21

Es sei P(D) ein elliptischer Differentialoperator.
a) Jede offene Menge Q@ CR"™ ist P -konvex.
b) Fiir jede offene Menge Q@ C R™ ist der Operator P(D) : £(Q) — £(Q) surjektiv.

BEWEIS. a) Fiir eine kompakte Menge K C Q ist 6 := d(K,92) > 0, und die Menge
K ={z € Q| d00) >dtNcoK C Q ist ebenfalls kompakt (vgl. Abb. 9.2).
Nun sei ¢ € 2(Q) mit supp P(—D)e C K. Nach Satz 9.19 gilt supp ¢ C co K. Fiir
y € 9Q gilt P(—D)p = 0 in Us(y). Da auch P(—D) elliptisch ist, ist ¢ in Us(y)
reell-analytisch nach Theorem 5.20. Wegen ¢ € Z(Q) ist ¢ = 0 nahe y € 9Q, und
der Identitiitssatz 9.20 impliziert ¢ = 0 in Us(y). Somit gilt suppe C K’ .

b) folgt sofort aus a) und dem Satz von Malgrange 9.16. O
Q
K
o ] /
) \

Abb. 9.2: lllustration des Beweises

Umgekehrt muss ein Differentialoperator P(D) elliptisch sein, wenn jede offene Menge
Q C R™ P-konvex ist. Dazu sei auf [Hérmander 1983b], 10.8 verwiesen; dort wird
auch die geometrische Bedeutung der P -Konvezitil genauer untersucht.

Wir notieren einen wichtigen Spezialfall von Satz 9.21:
Satz 9.22
Der Cauchy-Riemann-Operator 0 : £(Q) — £(Q) ist iiber jeder offenen Menge Q C C

surjektiv.
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Aus Satz 9.22 lasst sich der Satz von Mittag-Leffler 9.15 folgern, vgl. Satz 10.13 auf
S. 244. Umgekehrt liefert die Mittag-Leffler-Methode 9.14 die folgende Erweiterung
von Satz 9.22:

Satz 9.23
Der Cauchy-Riemann-Operator 0 : 2'(Q) — 2'(Q) st iiber jeder offenen Menge
Q C C surjektiv.

BEWEIS. Mit einer relativ kompakten Ausschépfung {Qn}neny von Q wie in (1.2)
erhalten wir ein kommutatives Diagramm

0o — () — 2" () — 2" ()
T T - T
0 — A1) — D) > D( Q)

wie in Theorem 9.14. Nach Satz 5.3 ist Bedingung (17) erfiillt, und der Approximati-
onssatz von Runge liefert (18). Die Behauptung folgt nun aus Theorem 9.14. O

Bemerkungen. a) Wegen der Hypoelliptizitit von 0 ist Satz 9.22 ein Spezialfall
von Satz 9.23, ergibt sich aber auch genauso wie dieser aus Theorem 9.14.

b) Allgemeiner ldsst sich auch Theorem 9.16 mit der Mittag-Leffler-Methode 9.14 be-
weisen. Dazu bendtigt man, dass das projektive Spektrum der Kerne

No, (P(D)) := {f € £(Qu) | P(D)f =0}

von P(D) fiir P-konvexes €2 dicht ist. Fiir einen Beweis dieser Verallgemeinerung des
Satzes von Runge sei auf [Hérmander 1983b], 10.5 verwiesen, vgl. auch die Aufgaben
9.7 und 9.8.

c) Mittels b) ergibt sich auch die Surjektivitit von P(D) : 2'(Q) — 2'(Q) iiber
P -konvexen offenen Mengen 2 fiir hypoelliptische Operatoren P(D) wie in Satz 9.23.
d) Allgemein ist ein Operator P(D) : 2'(Q2) — 2’()) nach L. Hérmander (1962) genau

dann surjektiv, wenn Q P -konvex ist und zusétzlich eine zu (21) analoge Bedingung
fir singuldre Trager

singsuppu := Q\{x € Q| u € C>* nahe z}, uec 2'(Q),

gilt, vgl. dazu [Hormander 1983b], 10.7, und [Wengenroth 2003], 3.4.5. Fiir hypoellipti-
sche Operatoren ist natiirlich singsupp P(D)u = singsupp u. Konveze offene Mengen
Q CR"™ sind stets auch P -konvex fiir singulidre Triger, und nach [Kalmes 2011] folgt
im Fall Q C R? diese Eigenschaft bereits aus der P-Konvexitét (21) fiir Triger.
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Differentialoperatoren in lokalen Sobolev-Riumen. a) Fiir eine offene Menge
Q C R™, ein Polynom P € P, und s € R betrachten wir den Differentialoperator
P(D) im lokalen Sobolev-Raum H*!'°°(Q) mit Definitionsbereich

D(P(D)) = {ue H'"°°(Q) | P(D)u € H>'*°(Q)}.
Wegen der Stetigkeit von P(D) : H*°°(Q) — 2'(Q) ist P(D) ein abgeschlossener

Operator in H*'°°(Q), und wegen £(Q) C D(P(D)) ist P(D) auch dicht definiert.

b) Wir zeigen HS’IOC(Q)'ﬁ ~ H;°(Q2) im folgenden Satz 9.24; der duale Operator zu
P(D) ist daher der Operator P(—D) in H; °(f2) mit Definitionsbereich

D(P(=D)) = {ve H*(Q) | P(=D)v € Ho*(Q)}.

¢) Fiir eine offene Menge w € Q ist 20 := d(w, 92) > 0. Wir definieren die Funktio-
nenmenge F., := {n € Z(0s) | n = 1 nahe @} und die Halbnorm

po(u) = inf {|[pulls | n € Fo}, we H'(Q), (26)

auf H'°¢(Q); wegen Lemma 4.12 ist dann {p, | w € Q} ein Fundamentalsystem von
Halbnormen auf diesem Raum.

Satz 9.24

a) Die Einschrinkung eines Funktionals aus H*'°°(Q) auf £(Q) liefert eine Isomor-
phie von H*'°°(Q)}; auf H. *(Q).

b) Firw € Q gilt H>'°°(Q)},, = Ny, = H: *(@) .

Bewers. (D Fiir v € HZ () gibt es w € Q mit v € H; *(w). Fiir ¢ € £(Q)
und € F, gilt dann (vgl. Satz 4.8) |v(@)| = [v(ne)| < ||vllg-sn¢ ||, also
[v(¢)| < ||v]lg-s pw(@p). Somit lisst sich v auf eindeutige Weise zu einem linearen
Funktional in H*'°°(Q);, C H*'°°(Q)’ erweitern.

(2 Umgekehrt sei nun w € H*'°¢(Q),,  und v die Einschrinkung von w auf £(Q).
Aus |v(9) | < Cpu(e) fir ¢ € E(Q) folgt sofort suppv Cw. Fiir ¢ € S(R™) gilt mit
einem festen n € F,,

[v(@) | < Cpu(¥) < Cllm s < C'() |9 ||

aufgrund von (4.12), und aus Satz 4.8 folgt v € H *(R").

3 Nun sind a) und H*'°°(Q)}, = H: *(@) gezeigt; die Inklusion H*'°°(Q)), C N;-
ist klar. Fiir v € H; °(2) mit suppv € @ gibt es p € Z(Q) mit ¢ = 0 nahe @ und
v(p) # 0, und daher ist v & N;- . O

Wir erhalten nun die folgende Version des Satzes von Malgrange:
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Theorem 9.25

Es seien P € P, ein Polynom und Q C R"™ eine offene Menge. Fiir s € R existiert
genau dann zu jedem f € H®'°°(Q) ein u € H*'°(Q) mit P(D)u = f, wenn
P -konvez ist.

BEWEIS. Fiir den Differentialoperator P(D) in H*'°°(Q) ist aufgrund von Satz 5.10
Bedingung (14) erfiillt. Bedingung (15) lautet

VK €eQIK €QVve HI°(Q) : supp P(—D)v C K = suppv C K’

aufgrund von Satz 9.24, und ihre Aquivalenz zur P-Konvexitit (21) von Q ergibt sich
wie auf S. 209. O

Mittels Aussage (5.33) lassen sich auch Lésungen mit ,besseren“ Regularitétseigen-
schaften konstruieren, vgl. [Hérmander 1983b], Theorem 10.6.7. Fiir einen elliptischen
Operator P(D) der Ordnung m € N ergeben sich solche sofort aus Satz 5.18: Jede
Losung von P(D)u = f € H*'°°(Q) liegt in H*t™!1°°(Q). In Verbindung mit Satz
9.21 ergibt sich somit:

Theorem 9.26
Es sei P(D) ein elliptischer Differentialoperator mit deg P = m. Fiir jede offene
Menge Q C R™ wund alle s € R ist dann P(D) : H*T™!°¢(Q) — H*!°°(Q) ein

surjektiver stetiger linearer Operator.

Fiir weitere Untersuchungen zur normalen Auflésbarkeit linearer Differentialoperato-
ren, auch mit variablen Koeffizienten, sei auf [Sagraloff 1980] oder [Mennicken 1983]

verwiesen.

9.5 Stetige Losungsoperatoren

In diesem Kapitel haben wir eine Reihe von Kriterien fir die Existenz von Ldsungen
einer linearen Gleichung ox = y hergeleitet, wobei die Losungen i. A. nicht eindeu-
tig sind. Eine weitere wichtige Frage ist die nach der Stabilitdt von Losungen gegen
kleine Stérungen der Daten. Natiirlich kann diese nicht erwartet werden, wenn (nicht
eindeutige) Losungen willkiirlich ausgewdhlt werden; die Frage lautet daher, ob man
Stabilitdt durch eine geeignete Auswahl von Ldsungen erreichen kann. Insbesondere
suchen wir zu einer surjektiven Abbildung o : E — @ Rechtsinverse bzw. Lisungsope-
ratoren R : Q — E mit cRy = y fiir y € Q und gewissen Regularititseigenschaften.

Zu einer linearen Surjektion o : F — @ von Vektorrdumen gibt es stets einen [i-
nearen Losungsoperator. Wir zeigen nun, dass zu einer stetigen linearen Surjektion
o € L(E,Q) von Fréchetrdumen stets ein stetiger Losungsoperator R : Q — FE exis-
tiert. Dieses Resultat folgt aus einem Auswahlsatz von E. Michael (1956) und wurde
fiir Banachrdume bereits 1952 von R.G. Bartle und R.M. Graves gezeigt.
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Auf die Frage nach der Existenz eines stetigen und linearen Losungsoperators gehen
wir in den folgenden Abschnitten und in Kapitel 12 ein.

Mengenwertige Abbildungen. a) Es seien M, E topologische Rédume. Eine Ab-
bildung o : M — 2F von M in die Potenzmenge von E heiBt unterhalbstetig, wenn
fiir jede offene Menge D in E die Menge o~ '(D) := {t € M | a(t) N D # 0} in M
offen ist.

b) Fiir eine Quotientenabbildung o : E — @ lokalkonvexer Rdume ist die mengenwer-
tige Abbildung a := o1 : Q — 2F unterhalbstetig; fiir eine offene Menge D C E ist
in der Tat a~*(D) = ¢D offen in Q.

Theorem 9.27 (Auswahlsatz von Michael)

Es seien M ein parakompakter topologischer Raum, E ein Fréchetraum wund
a: M — 2F unterhalbstetig, sodass a(t) fir allet € M konvex und abgeschlossen in
E ist. Dann gibt es eine stetige Funktion p: M — E mit p(t) € a(t) fir allet € M .

BEWEIS. a) Wir konstruieren zuerst approzimative stetige Auswahlen zu «. Dazu sei
U € Y(E) offen und absolutkonvex. Fiir 7 € M wéhlen wir ¢)(7) € a(7). Die Menge

Vir) = {teM|y(r)eal)+U} = {teM| (W(r)—-U)Nal(t) #0}
= o '(Y(r)-U)
ist offen in M, da « unterhalbstetig ist. Da der Raum M parakompakt ist, gibt es
eine einer lokalendlichen Verfeinerung der offenen Uberdeckung {V(7)},cn von M

untergeordnete stetige Zerlegung der Eins {¢;};ecs mit supp¢; C V(7;) fiir geeignete
7; € M (vgl. S. 35). Durch

n(t) == ;}w(t)#](ﬁ')a teM

wird eine stetige Funktion n : M — FE definiert. Im Fall ¢;(t) # 0 gilt dann
P(15) € a(t) + U, und wegen der Konvexitit dieser Menge folgt n(t) € a(t) + U .

b) Nun sei {pn }nen ein wachsendes Fundamentalsystem von Halbnormen auf E. Wir
setzen U, := U, o-n = {x € E | pa(x) < 27"} und konstruieren rekursiv stetige
Funktionen p,, : M — E mit

pn(t) € a(t) + Un und  pnlpnii(t) — pa(t)) < 27" fiir t€ M : (27)

Die Konstuktion von p; ergibt sich sofort aus a). Sind p1,...,pn : M — E mit (27)
bereits konstruiert, so sind die Mengen an, (t) := (pn(t) + Un) Na(t) fiir ¢ € M nicht
leer und konvex. Wir zeigen, dass «,, unterhalbstetig ist:

c) Essei D C F offen und 7 € M mit an(7)ND # 0. Wir wihlen ¢(7) € an(r)ND;
dann gilt ¥(7) € a(r) und pp (P (1) — pn(7)) = 27" — 2¢ mit € > 0. Nun wéhlen wir
W € Y(F) offen und absolutkonvex mit W C U, . und ¢(7) + W C D . Die Menge

S={teM|YT)cal)+Win{te M| Y1) €pn(t)+U, a-n_c}
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ist offen in M, da o unterhalbstetig ist. Fiir t € S gilt dann (1) = ¥(t) + w =
pn(t) +v mit () € a(t), w € W und v € U, o-n_.. Daraus ergeben sich sofort
P(t) € at)N(pn(t)+Un) = an(t) und ¢(t) € Y(7)+W C D, also auch an (t)ND # 0.
d) Nach a) gibt es eine stetige Funktion pp41 : M — E mit ppy1(t) € an(t) + Unt1
fiir t € M . Dies bedeutet insbesondere pp41(t) € a(t) + Upt1 sowie

pn+1(t) € pn(t) +Un +Unt1 C pn(t) +2Un,

und damit ist (27) bewiesen. Somit ist die Folge (pn) auf M gleichméfig konvergent.
Die Grenzfunktion p: M — E ist stetig, und fiir t € M gilt p(t) € a(t) + U, fiir alle
n € N, also p(t) € a(t) = a(t). O

Aus dem Auswahlsatz von Michael ergibt sich sofort:
Satz 9.28
Es seio: E— Q eine Surjektion von Fréchetriumen.

a) Es gibt einen stetigen Losungsoperator R : Q — E | fir den also o(R(y)) =y fir
alle y € Q gilt.

b) Fiir einen topologischen Raum M gibt es zu jeder stetigen Funktion f € C(M, Q)
ein Lifting f¥ € C(M, E) mit of¥(t) = f(t) fir allet € M .

BEWEIS. a) Wir kénnen Theorem 9.27 auf die unterhalb-

stetige Abbildung o~ : Q — 2F anwenden, da die Werte v 2
von o~ ! abgeschlossene affine Unterrdume von E sind. Vs lo
b) Wir setzen einfach f¥ := Ro f. O M L 9

Satz 9.28 gilt insbesondere fiir surjektive Differentialoperatoren P(D) : £(Q2) — £(Q).

Im néchsten Kapitel 16sen wir entsprechende Lifting-Probleme auch fiir holomorphe
Funktionen und C*° -Funktionen.

Satz 9.28 gilt nicht fiir Quotientenabbildungen beliebiger lokalkonvexer Raume, vgl.
dazu Aufgabe 12.3. Andererseits gibt es im Fall von Banachrdumen sogar einen steti-
gen, homogenen und ,beschrinkten® Losungsoperator:

Theorem 9.29 (Bartle und Graves)
FEs set 0 : X — @Q eine Quotientenabbildung von Banachrdiumen. Zu X > 1 gibt es
eine stetige Rechtsinverse R: Q — E zu o mit R(ay) = aR(y) fira € K undy € Q

sowie

IRy < Ayl firale yeQ. (28)

BeEwEIS. a) Wir betrachten die Einheitssphire S von @ und fir y € S die in E
abgeschlossenen und konvexen Mengen

ay) = U_l(y)ﬂU)\ = {z€F|ox=yund ||z < A}.
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Die Abbildung o : S — 2 ist unterhalbstetig, und nach dem Auswahlsatz von Mi-
chael gibt es eine stetige Abbildung p: S — F mit p(y) € a(y) fir alle y € S. Dies
bedeutet op(y) =y und || p(y) || < A firalley € S.

b) Durch p(0) :=0 und p(y) := ||y Hp(ﬁ) fiir y # 0 wird nun eine stetige Rechtsin-
verse p : Q — E von o mit (28) definiert, die positiv homogen ist, also p(ty) = tp(y)
fiir t > 0 erfiillt. Eine entsprechende homogene Rechtsinverse ist dann im reellen bzw.
komplexen Fall gegeben durch

R(y) = 3(p(y) —p(=y)) baw. R(y):= g [T e "p(e"y)dt;
die Definition des Integrals holen wir in Formel (10.13) auf S. 238 nach. O

In [Bartle und Graves 1952] werden auch variable Surjektionen zwischen Banachriu-

men untersucht; darauf gehen wir in Theorem 13.29 ein.

Zu Quotientenabbildungen o : E — @ von Fréchetriumen existiert i. A. kein Losungs-
operator mit einer Abschitzung wie (28), da beschrinkte Mengen in @ i. A. nicht zu
beschrinkten Mengen in E geliftet werden kénnen (vgl. die Bemerkung nach Satz 8.25
auf S. 185).

9.6 Stetige lineare Losungsoperatoren und Projektionen

Wir beginnen nun mit einer Untersuchung des interessanten und schwierigen Problems,
wann es zu einer Surjektion o € L(FE,(Q) lokalkonvexer Rdume einen stetigen und
linearen Losungsoperator R € L(Q, F) gibt. Zunéchst formulieren wir das Problem
um und diskutieren dazu wie in [GK], Abschnitt 9.5

Projektionen. a) Es sei E ein lokalkonvexer Raum. Ein stetiger linearer Operator
P € L(E) heiBt Projektion, falls P> = P gilt. In diesem Fall ist auch I — P eine
Projektion wegen (I — P)> =1 —2P + P> =1 P.

b) Fiir alle linearen Operatoren P € L(E) ist offenbar
R(P)+R(I-P) = E und N(P)NN(I—P) = {0}.
Fiir eine Projektion gilt wegen P = P?
yeR(P) © J3z€E : y=Pr=P’z & y=Py & ye NI —P).
Somit ist R(P) = N(I — P) abgeschlossen. Weiter ist N(P) = R(I — P) und daher

E = R(P)® N(P).
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¢) Nun gelte umgekehrt £ = G @ H mit Unterrdumen G und H von E. Fiir die
Abbildung P : y @ z +— y gilt dann P> = P, R(P) = G und N(P) = H; P ist also
die lineare Projektion von E auf G entlang H . Ist P stetig, so heilen G und H stetig
projiziert; die direkte Summe G @ H heifit dann topologisch direkt, und wir schreiben

E = GoH. (29)

Nach b) miissen in diesem Fall G und H abgeschlossene Unterriume von FE sein.
Umgekehrt liefert der Graphensatz:

Satz 9.30

Ein ultrabornologischer Raum mit Gewebe E = G @& H sei die direkte Summe der
abgeschlossenen Unterrdume G und H . Dann ist die Summe topologisch direkt, und
es gilt E~G x H.

BEWEIS. Mit E besitzen auch G, H und G x H ein Gewebe (vgl. Satz 7.24). Die
lineare Abbildung

T:GxH—E, T(yz:=y+z,

ist bijektiv und stetig, und nach Theorem 7.23 ist dann auch 7' : E — G x H stetig.
Offenbar ist die Projektion p1 : (y,2) — y von G x H auf G stetig, und dies gilt dann
auch fir P=p1T7': E — G. O

Die in Satz 9.30 an ' gemachten Voraussetzungen gelten fiir Fréchetraume, fiir folgen-
vollsténdige bornologische (DF)-Réume oder auch fiir die Réume 2(Q) und Z;5(9)
(vgl. Kapitel 7 und Satz 9.33).

Stetig projizierte Unterrdaume. a) Nach dem Satz von Hahn-Banach ist ein endlich-
dimensionaler Unterraum eines lokalkonvexen Raumes stets stetig projiziert, vgl. Auf-
gabe 9.13 oder [GK], Satz 9.18.

b) Aufgrund von Satz 9.30 nennt man einen stetig projizierten Unterraum eines ultra-
bornologischen Raumes mit Gewebe auch komplementiert.

¢) Orthogonale Summen in Hilbertrdumen sind stets topologisch direkt; dort ist also
jeder abgeschlossene Unterraum komplementiert. In Banachridumen ist dies i. A. nicht
der Fall, ein Gegenbeispiel ist etwa der Unterraum co der Nullfolgen des Raumes £
aller beschrinkten Folgen (vgl. [Meise und Vogt 1992], 10.15).

d) Nach [Lindenstraufl und Tzafriri 1973], S. 221 muss ein Banachraum, in dem al-
le abgeschlossenen Unterrdume komplementiert sind, zu einem Hilbertraum isomorph
sein.

e) Nach [Gowers und Maurey 1993] gibt es einen unendlichdimensionalen Banachraum
X, in dem aus X = G @+ H stets dimG < oo oder dim H < oo folgt.
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Den Zusammenhang zwischen stetigen linearen Losungsoperatoren und stetigen Pro-

jektionen formulieren wir so:

Satz 9.31
Fiir eine kurze topologisch exakte Sequenz

0—G-5E-5Q—0 (S)

lokalkonvezrer Rdume sind dquivalent:

(a) o besitzt eine stetige lineare Rechtsinverse R € L(Q, E) .
(b) Der Raum N (o) = R(1) ist stetig projiziert in E .

(c) o besitzt eine stetige lineare Linksinverse L € L(E, Q).
Ist dies der Fall, so gilt E ~ G x Q.

BEWEIS. ,(a) = (b)“: Es ist P := Ro € L(E) wegen P> = RoRo = Ro = P eine
stetige Projektion mit N (o) = N(P), und daher ist I — P eine stetige Projektion von
E auf N(o).

»(b) = (a)“:Essei E = N(0)®¢H . Dannist 0|, : H — @ eine bijektive topologische
Isomorphie, da ja o stetig und offen ist. Durch R : y — (o|;) 'y wird dann ein
Operator R € L(Q, E) mit o R = I definiert.

»(b) = (c)“: Es sei P € L(E) eine Projektion auf R(:). Mit der Umkehrabbildung
1™ von v : G — R(1) setzen wir einfach L = ."'*P € L(E,G). Offenbar gilt dann
Ly =y firyeG.

»(c)= (b)“:Esist P =L € L(E) wegen P? = L.L = 1L = P eine stetige Projektion
mit R(P) C R(¢) und P(uy) = 1Ly = vy fiir ty € R(¢).

Gelten (a)—(c), so ist £ = N(o) ®: H ~ G x Q nach dem Beweis von ,(b) = (a)“. {

Beispiele. a) Nach dem Satz von Borel 9.12 wird durch 3 : f — (f9(0));en, eine
stetige lineare Surjektion von E2x(R) auf w definiert. Gibt es einen stetigen linearen
Loésungsoperator zu 3, so ist w nach Satz 9.31 zu einem Unterraum von &2, (R) iso-
morph. Dies ist jedoch unmoéglich, da auf w keine stetige Norm existiert.

b) Fiir ein Gebiet Q2 C C liefert der Interpolationssatz 9.13 eine stetige lineare Surjek-
tion T': J#(Q2) — w. Da auch auf dem Fréchetraum 7°(Q)) stetige Normen existieren,
gibt es auch zu T' keinen stetigen linearen Losungsoperator.

Als weitere Beispiele diskutieren wir Rdume %(Q) = ind; 2(Q;) von Testfunktio-
nen und Z5(Q) = proj; Z5(Q;) von Distributionen (vgl. Aufgabe 7.11); hierbei ist
Q CR" offen und {Q;} eine relativ kompakte Ausschopfung von Q wie in (1.3). Mit
ij  2(5) — Z(Q) bezeichnen wir Inklusionen, mit p; = i : Z5(Q) — Z5(;) Re-
striktionen. Mittels einer der offenen Uberdeckung {€; }jen von Q untergeordneten
C® -Zerlegung der Eins {a;} konnen wir die Sétze 7.10 und 7.9 verschirfen:
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Satz 9.32 -
a) Die Quotientenabbildung o : (P2, D(Q;) — 2(Q), o(p;) == > ijp;, besitzt eine

Jj=1
stetige lineare Rechtsinverse.

a) Die Inklusion ® : P5(Q) — oty D5(25), (@) := (pjp)jen, besitzt eine stetige
lineare Linksinverse.

BEWEIS. a) Wir setzen einfach Ry = (o) en fir ¢ € 2(Q).

b) Wir setzen einfach L(p;) = > ajp; fiir (v))jen € [1;2, Z5(%). O
j=1

Satz 9.32 wurde von D. Keim (1973) allgemeiner fiir induktive bzw. projektive Limiten
mit (abstrakter) Zerlegung der Eins im Sinne von M. De Wilde (1971) gezeigt.

Es folgen zwei Anwendungen dieses Resultats. Aussage a) ergibt sich wegen der Refle-
xivitdt von Z2(£2) auch aus Aussage b) und Satz 7.12b).

Satz 9.33
a) Der Raum 2(Q) der Testfunktionen auf Q ist vollstindig.

b) Der Raum P5(Q) der Distributionen auf Q ist ultrabornologisch.

BEWEIS. a) Nach Satz 9.32 und Satz 9.31 ist Z(2) zu einem abgeschlossenen (so-
gar komplementierten) Unterraum von 72, 2(9Q;) isomorph, und dieser Raum ist
vollstéandig nach Satz 7.19.

b) Nach Satz 9.32 und Satz 9.31 ist Z3(2) zu einem Quotientenraum von
H‘;‘;l 25(%Y;) isomorph. Da 2(Q;) reflexiv (sogar ein Montelraum) ist, ist Z5(8;)
ultrabornologisch nach Satz 8.22. Nach Satz 7.16 gilt dies dann auch fiir H;i1 D} (€;)
und schlieBlich fiir Z5(Q) nach Satz 7.15. O

Nun diskutieren wir das Problem, wann ein surjektiver linearer Differentialoperator
P(D): £(2) — E(Q) einen stetigen linearen Lisungsoperator besitzt.

Wellenoperatoren. a) Der Differentialoperator ¢ := f—;y : E(R?) — E(R?) ist sur-
jektiv. Durch
(Ro)(w,y) = [ [y dlu,v)dvdu, o€ ER?), (30)

wird offenbar ein stetiger linearer Losungsoperator R € L(E(R?)) definiert.

b) Zur Untersuchung des Wellenoperators [ := 07 —c? 92 in einer Raumdimension ver-
wenden wir die lineare Koordinatentransformation A : (z,t) — (3(ct +z), 5= (ct — x))
aus (5.24). Durch S¢ := ¢ o A ist ein Isomorphismus in L(E(R?)) gegeben mit
S7'¢ = po A", und es gilt O = ¢S7'0S. Somit ist LS7'RS € L(E(R?)) ein

stetiger linearer Losungsoperator fiir den Wellenoperator.
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¢) Nach Satz 5.7 besitzt O eine Fundamentallosung mit Triger in einem Kegel, der in
einem Halbraum H C R? enthalten ist. Daraus ergibt sich, dass O ein Isomorphismus
auf dem Raum E(H) := {¢ € E(R?) | supp¢ C H} ist (eindeutige Losbarkeit des
Cauchy-Problems), und damit ldsst sich ebenfalls ein stetiger linearer Lésungsopera-
tor fiir [ konstruieren (vgl. Aufgabe 9.11). Diese Argumentation gilt auch fiir den
Wellenoperator in n Raumdimensionen und allgemeiner fiir hyperbolische Differential-
operatoren; wir verweisen dazu auf [Hormander 1983b], Kapitel 12.

Andererseits gilt das folgende Resultat von A. Grothendieck (1955):

Satz 9.34
Es seien n > 2, Q C R™ ein Gebiet und P(D) ein elliptischer Differentialoperator.
Dann gibt es keinen stetigen linearen Losungsoperator zu P(D) : E(Q) — £(Q) .

BEWEIS. a) Es gebe R € L(E(Q)) mit P(D)R¢p = ¢ fiir alle ¢ € E(Q). Zu einer
offenen Menge w € 2 gibt es k € Ny und eine kompakte Menge K C 2 mit

k
sup| Ro(z)] < C % sup |D6(x)| fir e (). (31)
TED |a|=0z€EK
Wir wiihlen eine offene Kugel U € Q mit UN (@ U K) = 0 und zeigen, dass der
Operator P(D) : 2(U) — 2(U) surjektiv ist:
Q

b) Fir ¢ € 2(U) gilt suppe C V fiir eine Kugel V€ U, und wegen n > 2 ist
Q\V zusammenhingend. Wegen P(D)Ry = ¢ und Theorem 5.20 ist Ry auf Q\V
reell-analytisch, und wegen VN K =) ist Rp = 0 auf w C Q\V aufgrund von (31).
Der Identititssatz 9.20 impliziert dann Ry = 0 auf Q\V, alsosuppRp CV € U.

¢) Danun P(D) : 2(U) — 2(U) surjektiv ist, muss P(—D) : 2" (U) — 2'(U) injektiv
sein. Dies ist jedoch falsch, da P(—D)e*{*%) =0 fiir z € C" mit P(—z) =0 gilt. ¢

Abb. 9.3: lllustration des Beweises

Insbesondere ist also der Kern No(P (D)) = {¢ € £(Q) | P(D)¢ = 0} eines elliptischen
Operators ein abgeschlossener, aber nicht komplementierter Unterraum von £(Q)) . Dies
gilt insbesondere fiir den Raum der harmonischen Funktionen und, im Fall Q C C,
fiir den Raum J7(Q2) der holomorphen Funktionen auf Q.
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Es ist eine schwierige Frage, wann genau ein stetiger linearer Losungsoperator zu
P(D) : F(2) — F(22) auf einem Raum F(£2) von Funktionen oder Distributionen
existiert; eine Reihe von Autoren haben Beitrage zu dieser Frage geleistet. Nach D.
Vogt (1983) gibt es auch zu hypoelliptischen Operatoren P(D) : £(2) — £(Q) keinen
stetigen linearen Losungsoperator. In [Meise et al. 1990] zeigten R. Meise, B.A. Taylor
und D. Vogt, dass die Existenz eines Losungsoperators zu P(D) : £(Q) — £(Q2) zu
einer ,quantitativen Variante“ der P-Konvexitdt und auch zur Existenz eines Losungs-
operators zu P(D) : 2'(Q) — 2'(Q) dquivalent ist. Im Fall Q = R™ ist die Existenz
von Fundamentallésungen mit ,grofien Lichern im Triger® eine weitere dquivalente
Bedingung. Fiir konveze offene Mengen Q2 C R™ ldsst sich mittels Fourier-Analysis
zeigen, dass die Existenz eines Losungsoperators auch zu einer Phragmen-Lindeldf-
Bedingung fiir plurisubharmonische Funktionen auf der Nullstellen-Varietdt von P
dquivalent ist. Fiir n > 3 erhédlt man so Beispiele nicht hyperbolischer Operatoren, fiir
die Losungsoperatoren existieren.

9.7 Fortsetzung und Lifting linearer Operatoren

Wir kommen nun auf die Situation von Satz 9.31 zuriick.

Splitting exakter Sequenzen. a) Eine kurze topologisch exakte Sequenz (S) lokal-
konvexer Réume splittet oder zerfdllt, wenn eine der Bedingungen (a), (b) oder (c)
aus Satz 9.31 erfiillt ist; dann gelten also alle diese drei Bedingungen. Setzt man nur
die algebraische Exaktheit sowie (a) und (c) voraus, so ist die Sequenz automatisch

topologisch exakt.

b) Zerfillt eine exakte Sequenz (5), so gilt dies auch fiir die dualen Sequenzen
0— Gl = BL<Z QL —0 (S4)

in allen Féllen a« = o,k,7,7,8. In der Tat sind diese algebraisch exakt, und aus
oR =1y bzw. Li = I folgt sofort R'o’ = Ig: bzw. JL = Tqr.

¢) Die Umkehrung von Aussage b) ist i. A. nicht richtig, vgl. dazu das Beispiel auf
S. 226 sowie Abschnitt 12.2.

Projektive lokalkonvexe Raume. a) Ein lokalkonvexer Raum F' heifit projektiv
[in einer Klasse von Rdumen/, wenn fiir jede kurze topo-

logisch exakte Sequenz (S) lokalkonvexer Rdume [in dieser o B
Klasse] jeder stetige lineare Operator T' € L(F, Q) ein Lif- J lo
ting TV € L(F,E) besitzt, das also TV = T erfiillt. In r T, Q

diesem Fall splittet jede kurze topologisch exakte Sequenz
0 — G- E -2 F — 0 [in dieser Klasse], da man die Identitit auf F zu einer

Rechtsinversen zu o liften kann.
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b) Endlichdimensionale Réume sind offenbar projektiv, ebenso lokalkonvexe direkte
Summen projektiver Rdume. Insbesondere ist der (DF)-Raum ¢ der finiten Folgen
projektiv. Nach V.A. Geiler (1972) ist jeder projektive lokalkonvexe Raum isomorph
zu @iel K fiir eine geeignete Indexmenge I .

¢) Fiir eine Indexmenge I ist der Raum ¢ (I) projektiv in der Klasse der Banachrdume
(vgl. [GK], Aufgaben 9.16 und 9.14). Nach A. Grothendieck (1955) und G. Kothe
(1966) ist jeder projektive Banachraum isomorph zu ¢1(I) fiir eine geeignete Index-
menge.

Injektive lokalkonvexe Raume. a) Ein lokalkonvexer Raum F' heiit injektiv

[in einer Klasse von Rdumen] wenn fiir jede kurze topo-

logisch exakte Sequenz (S) lokalkonvexer Rdume [in dieser E _
Klasse] jeder stetige lineare Operator T' € L(G, F') eine T {
Fortsetzung T € L(E, F) besitzt, die also T'¢ = T erfiillt. a T, p

In diesem Fall splittet jede kurze topologisch exakte Sequenz
0 — F - F -2 Q — 0 [in dieser Klasse|, da man die Identitit auf F zu einer

Linksinversen zu ¢ fortsetzen kann.

b) Nach dem Satz von Hahn-Banach sind endlichdimensionale Rdume injektiv, und
dies gilt offenbar auch fiir topologische Produkte injektiver Rdume. Insbesondere ist
der Fréchetraum w aller Folgen injektiv.

¢) Nach einem Satz von Sobczyk (1941) ist der Raum co aller Nullfolgen injektiv in
der Klasse der separablen Banachriume (vgl. [Meise und Vogt 1992], 10.10). Dies gilt
nicht in der Klasse aller Banachrdume, da ¢o in ¢ nicht komplementiert ist (vgl.
[Meise und Vogt 1992], 10.15).

d) Fiir eine Indexmenge I ist der Raum /() injektiv (vgl. [GK], Satz 9.20). Allge-
meiner gilt das folgende Resultat von L.V. Kantorovich (1935), fiir das wir in Aufgabe

9.17 und auf S. 295 auch alternative Beweise angeben:

Satz 9.35

Es seien (2, X, 1) ein o -endlicher Mafiraum, E ein lokalkonvezer Raum und G C E
ein Unterraum. Jeder stetige lineare Operator T € L(G, Loo(Q2)) besitzt eine Fortset-
2ung T € L(E,Ls(R?)). Ist E ein Banachraum, so kann man T so wéhlen, dass
1T =17l git.

BEWEIS. a) Wir betrachten bis auf Nullmengen disjunkte abzéhlbare Zerlegungen Z
von 2 in messbare Teilmengen w € ¥ mit 0 < p(w) < oco. Das System Z aller

Zerlegungen von () ist ein gerichtetes System unter der Halbordnung

z2<2Z2 o vdeZ3IweZ : pww)=0.
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b) Fiir Z € Z und w € Z sind durch die Mittelwerte aw(f) := ﬁ J,ft)dp e K
stetige Linearformen auf Loo(€2) mit ||aw || < 1 gegeben. Damit definieren wir einen
linearen Mittelungsoperator auf Lo (€2) durch

Az(f) = 2 cw(xe = ;Z(ﬁ S, f@)dp) xw, € Loo(Q).

weZ
Dann gelten offenbar || Az || <1 und limz || f — Az [ ||loc =0 fiir f € Loo ().
c) Fir T € L(G, Loo(2)) gibtesp € H(E) und C >0 mit | Ty || < Cp(y) firy € G;
im Fall eines Banachraumes E wihlen wirp = || || und C' = || T'|| . Fiir die Funktionale
T o, € G gilt dann | (y, T o) | = | (Ty,aw) | < | Ty || < Cp(y) fiiry € G. Der Satz
von Hahn-Banach liefert Fortsetzungen z/, € E' mit | (z,z,,)| < Cp(z) firallez € £
und alle w. Fiir Z € Z definieren wir durch
Tz(z):= Y (z,2l)Xw, z€E,
weZ
Operatoren Ty € L(E, Loo(£2)) mit ||7~“Zx | < Cp(x) fir x € F und Tzy = AzTy
fir alley € G.

d) Es gilt die Isometrie Loo () = L1(Q)" (vgl. [GK], Theorem 9.15), und nach dem Satz
von Alaoglu-Bourbaki 8.6 sind die Kugeln U, um 0 in Lo () fiir » > 0 schwach*-
kompakt. Nach dem Satz von Tychonoff (vgl. S. 173) ist auch das Produkt K :=
HzeEUC‘P(Z) NQ LOO(Q)E kompakt. ]Eas Netz (fz)zez in K besitzt somit einen
Beriihrpunkt 7' € K. Die Abbildung T : E — Lo () ist offenbar linear und erfiillt
|Tz| < Cp(z), im Fall eines Banachraumes E also ||T|| = || T|. Firy € G
schlielich gilt nach b)

Ty = limzAzTy = limzfzy = Ty <>

Zusammenfassend halten wir fest: Eine kurze exakte Sequenz
0—G-5X-5Q—0 (S)

von Banachrdumen splittet, falls G ~ Loo(€2) (oder injektiv), X zu einem Hilbertraum
isomorph oder @ ~ ¢1(I) ist.

P1-Banachraume. Nach Satz 9.35 kénnen im Fall von Banachrdumen also Fortset-
zungen von Operatoren nach Lo (€2) unter Erhaltung der Norm konstruiert werden;
Banachrdume mit dieser Eigenschaft heiflen P; -Rédume. Diese Rdume lassen sich ge-
nau angeben (eine entsprechende Charakterisierung der injektiven Banachrdume ist
nicht bekannt):

Ein topologischer Raum K heif3t extrem unzusammenhdngend, wenn der Abschluss ei-
ner offenen Menge in K wieder offen ist. Das folgende Resultat stammt von L. Nachbin
(1950), D.B. Goodner (1950) und J.L. Kelley (1952) im reellen und von M. Hasumi
(1958) im komplexen Fall:
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Satz 9.36
FEin Banachraum X ist genau dann ein Py -Raum, wenn er zu C(K) isometrisch ist

fir einen extrem unzusammenhdngenden kompakten Raum K .

Fiir einen Beweis verweisen wir auf [Lacey 1974], § 11 und skizzieren nur kurz einen

solchen:

Fiir ,,< “ zeigt man, dass in dem Banach- Verband C(K,R) jede nach oben beschréankte
Menge ein Supremum besitzt. Damit lassen sich C(K)-wertige Operatoren wie im Be-
weis des Satzes von Hahn-Banach fiir den skalaren Fall fortsetzen (vgl. [GK], Theorem
9.1).

Fiir ,,= ¢ konstruiert man zunichst dhnlich wie im Beweis des Satzes von Krein-
Milman einen minimalen schwach*-abgeschlossenen Rand K C Ux fiir X ; dann
liefert die Evalutionsabbildung eine Isometrie j : X — C(K). Es gibt eine Projektion
P:C(K)— j(X) mit | P| =1, und wegen der Minimalitét von K ist P injektiv.
Dies zeigt X = C(K). Schlielich gibt es eine Projektion @ : foo(K) — C(K) mit
Q] =1, und daher muss K extrem unzusammenhéngend sein.

Gelfand-Theorie. FEinen Zusammenhang zwischen den Sétzen 9.35 und 9.36 liefert die
Gelfand-Theorie, die wir ab Kapitel 13 behandeln: Es ist Lo (€2) eine kommutative C* -
Algebra und daher mittels Gelfand-Transformation zu einer Algebra C(9M) isometrisch,
wobei MM der kompakte Raum der multiplikativen Funktionale auf dieser C* -Algebra
ist (Satz von Gelfand-Naimark, vgl. Theorem 15.3). Im Fall der Algebra Loo(2) muss
M extrem unzusammenhéngend sein (vgl. [Gamelin 2005], 1.9, oder [Sakai 1971], 1.18).

Bemerkungen. FEin Raum C(K) ist genau dann separabel, wenn K metrisierbar ist
(vgl. Aufgabe 8.22). Nun ist ein kompakter metrischer Raum nur dann extrem un-
zusammenhéngend, wenn er endlich ist (vgl. Aufgabe 9.18); folglich ist ein P1 -Raum
endlichdimensional oder nicht separabel. Diese Aussage gilt auch fiir alle injektiven
Banachrdume X ; im Fall dim X = oo enthélt X stets einen zu f~ isomorphen Un-
terraum (vgl. [Lindenstraufl und Tzafriri 1977], Theorem 2.£.3).

Fiir das folgende Beispiel erinnern wir an den in [GK], 10.11 bewiesenen

Satz 9.37 (Schur)
Eine Folge in 1 ist genau dann schwach konvergent, wenn sie Norm-konvergent ist.

Beispiel. a) Fiir eine offene Menge Q2 C R"™ ist L1(Q2) separabel (vgl. [GK], Satz 2.9).
Nach [GK], Satz 10.11 (vgl. auch Aufgabe 9.15) gibt es eine exakte Sequenz

0— G =1 - Li1() — 0. (32)

b) Zerfillt diese Sequenz, so ist L1(€2) zu einem Unterraum von ¢; isomorph. Dies ist
jedoch nicht der Fall, da der Satz von Schur in L1(Q2) nicht gilt: Dazu betrachten wir
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einen Quader @ C Q mit A(Q) > 0 und eine Folge (k;) in Z" mit |k;| — oco. Die
Folge (f;j(z) := e**i1%) x ) ist nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue (vgl. [GK],
5.13) eine schwache Nullfolge in L1(Q2), aber offenbar gilt || f; |z, = A(Q). Somit
splittet die Sequenz (32) nicht.

¢) Andererseits splittet die zu (32) duale Sequenz
0 @ < tog <7 Loo(Q) — 0, (33)
da Lo (£2) nach Satz 9.35 ein injektiver Banachraum ist.

Das folgende Resultat von A. Pelczyniski (1958) gilt z. B. fiir Intervalle:

Satz 9.38
Fiir eine offene Menge Q@ C R™ mit Loo(Q2) =~ Loo() X Loo(QY) gilt die Isomorphie
Loo(Q) ~ lss .

BEWEISs. a) Da die Sequenz (33) splittet, ist Loo(€2) zu einem komplementierten Un-
terraum von oo isomorph, es gilt also oo ~ Loo(€2) X X mit einem Banachraum X .

b) Es gibt eine disjunkte Folge (w;) messbarer Mengen in Q mit p(w;) > 0 fiir alle
j € N. Durch V : (§) — Z]. &j Xw; wird eine Isometrie von foo in Loo(€2) definiert;
es gilt also auch Lo () ~ o X Y fiir einen Banachraum Y .

c) Wegen Loo(Q) ~ Loo(Q) X Loo(€2) folgt nun
Loo(9) X loo ™~ Loo(2) X Loo(2) X X >~ Loo(2) X X >~ lo,

und genauso ergibt sich Loo(2) X oo >~ Loo(£2) . O

9.8 Aufgaben

Aufgabe 9.1

a) Zeigen Sie, dass ein linearer Operator 7' von E nach F' genau dann abgeschlossen
ist, falls fiir ein Netz (zo) in D(T) mit 2o — = in E und Tzq — y in F stets
x € D(T) und Tx =y folgt.

b) Zeigen Sie, dass der Kern eines abgeschlossenen linearen Operators ein abgeschlos-
sener Unterraum von E' ist.

Aufgabe 9.2
Ein linearer Operator T' von E nach F heiflt abschliefsbar, falls I'(T") ein Graph ist.
a) Charakterisieren Sie die Abschliefibarkeit von T analog zu Aufgabe 9.1a).

b) Nun gelte D(T) = E . Zeigen Sie, dass T genau dann abschliefbar ist, wenn D(T")
schwach*-dicht in F' ist.



228 9 Losung linearer Gleichungen

¢) Nun seien E, F' Fréchetrdume und T ein abschliebarer linearer Operator von E
nach F'. Konstruieren Sie einen Abschluss von T' dhnlich wie im Fall von Banachriu-
men (vgl. [GK], Abschnitt 13.1).

Aufgabe 9.3
Zeigen Sie die Aquivalenz von Bedingung (11) zu

VUEUE)IVeUF)VyY €eDT) : Ty eU° =y €V° (34)
und verifizieren Sie die Bemerkung zu Satz 9.5.

Aufgabe 9.4
Zeigen Sie, dass ein Fréchetraum F genau dann nicht zu einem Banachraum isomorph
ist, wenn eine stetige Surjektion von E auf w existiert.

Aufgabe 9.5
a) Reprisentieren Sie die surjektive Borel-Abbildung 3 : £2-(R) — w mittels o7 (R) ~
$(Z) durch eine unendliche Matrix.

b) Formulieren und beweisen Sie eine Version des Satzes von Borel fiir Funktionen von
mehreren Variablen.

Aufgabe 9.6
Beweisen Sie den Satz 9.12 von Borel und den Interpolationssatz 9.13 mit Hilfe der
Mittag-Leffler-Methode.

Aufgabe 9.7
Fiir einen Differentialoperator P(D) sei

Ep(R") : = {Q(z)e"“!) € Ng(P(D)) | Q € Pn, ¢ €C"} C ER™)

der Raum der Ezponentiallésungen. Zeigen Sie fiir v € £'(R™):

a) Ist v € Ep(R™)*, soist ¢ Pa((f)g) € J(C™) eine ganze Funktion auf C".

b) Genau dann gilt Pa((fé) € A (C"), wenn es u € &'(R™) mit P(—D)u = v gibt. In
diesem Fall ist u € £'(R™) eindeutig bestimmt, und es gilt co (supp ) = co (suppv) .
¢) Es ist Ep(R™) dicht in Ng«(P(D)).

Aufgabe 9.8

a) Zeigen Sie, dass eine offene Menge Q@ C R™ genau dann P-konvex ist, wenn
d(supp v, 9Q) = d(supp P(—D)v,09) fiir alle v € Z(Q) bzw. fiir alle v € £'(Q)
gilt.

b) Zeigen Sie, dass fiir eine P-konvexe offene Menge {2 das projektive Spektrum
{Ngq, (P(D)), pm }nen dicht ist, und beweisen Sie mit der Mittag-Leffler-Methode 9.14
die Surjektivitit von P(D): E(Q) — £().
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Aufgabe 9.9

Es seien P € P, ein Polynom, Q C R™ eine P -konvexe offene Menge und s € R. Kon-
struieren Sie eine stetige Abbildung R : H*'°°(Q) — H*'°°(Q) mit P(D)(Rf) = f
fiir alle f € H*'°°(Q).

Aufgabe 9.10
Es seien Q2 C R"™ offen und U das System aller lokalendlichen Folgen v = (vy)eny in
C(Q) mit vy > 0. Zeigen Sie mittels Satz 9.32, dass durch

po(p) = S sup|7p() [vy(z), wEDO), v=(v)ET,  (35)
|7 1=0 %€

ein Fundamentalsystem stetiger Halbnormen auf 2(Q2) gegeben ist.

Aufgabe 9.11

Es seien H C R™ ein Halbraum, und der Differentialoperator P(D) sei ein Isomor-
phismus auf dem Raum E(H) (dies ist genau dann der Fall, wenn P(D) hyperbolisch
beziiglich eines Normalenvektors zu H ist). Konstruieren Sie einen stetigen linearen
Losungsoperator zu P(D) : E(R™) — E(R™).

Aufgabe 9.12

Es seien s € R, n > 2, Q C R" ein Gebiet und P(D) ein elliptischer Operator der
Ordnung m € N. Zeigen Sie, dass es zu P(D) : H*T™1°¢(Q) — H*1°°(Q) keinen
stetigen linearen Losungsoperator gibt.

Aufgabe 9.13

Es seien E ein lokalkonvexer Raum und G C F ein Unterraum mit dimG =n < oco.
Konstruieren Sie eine stetige Projektion von E auf G und zeigen Sie, dass man im
Fall eines Banachraumes || P || < n erreichen kann.

Aufgabe 9.14
Es sei (S) eine kurze topologisch exakte Sequenz lokalkonvexer Rdume. Konstruieren
Sie fiir T € L(¢1(I),Q) ein Lifting TV € L(¢1(I), E) unter geeigneten Annahmen.

Aufgabe 9.15
Zeigen Sie, dass jeder Banachraum X zu einem Quotientenraum von ¢1(I) isometrisch
ist und dass man I = Ny fiir einen separablen Raum X wéhlen kann.

Aufgabe 9.16

a) Zeigen Sie, dass ein lokalkonvexer Raum F zu einem Unterraum eines Produkts
[T cu(r) oe(U®) isomorph ist.

b) Nun sei F' ein lokalkonvexer Raum, fiir den jede kurze topologisch exakte Sequenz

0 — F — E — @ — 0 splittet. Zeigen Sie, dass F' injektiv ist.

c) Zeigen Sie, dass ein Banachraum F' genau dann ein P;-Raum ist, wenn jede Iso-
metrie ¢ : F' — X in einen Banachraum eine Linksinverse der Norm 1 besitzt.
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Aufgabe 9.17

a) Zeigen Sie, dass im Banach-Verband Loo(Q,R) = L1(Q,R)" jede nach oben be-
schrinkte Menge ein Supremum besitzt und beweisen Sie Satz 9.35 dhnlich wie den
Satz von Hahn-Banach fiir den skalaren Fall (vgl. [GK], Theorem 9.1).

b) Es sei K ein kompakter Hausdorff-Raum. Zeigen Sie die Aquivalenz der Aussagen
(D Der Raum K ist extrem unzusammenhingend.

(@ Im Banach-Verband C(K,R) besitzt jede nach oben beschrinkte Menge ein Su-

premuin.

(® Der Banachraum C(K) ist ein P; -Raum.

Aufgabe 9.18
Zeigen Sie, dass ein extrem unzusammenhéngender kompakter metrischer Raum end-
lich ist.
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10 Vektorfunktionen und Tensorprodukte

Fragen: 1. Es seien m € No U {oo},Y ein Banachraum und f : [0,1] — Y eine
Funktion, sodass (f,y’) € C™[0,1] fiir alley’ € Y’ gilt. Folgt dann f € C™([0,1],Y) ?
2. Es seien Q C C offen und F ein vollstindiger lokalkonvezer Raum. Ist der Cauchy-
Riemann-Operator 0 : E(Q, F) — £(Q, F) surjektiv?

Die Frage nach Parameterabhingigkeiten von Losungen linearer Gleichungen fiihrt auf
die Untersuchung von Vektorfunktionen; dazu sind in vielen Féllen Tensorprodukt-
Darstellungen hilfreich. Die Theorie der topologischen Tensorprodukte wurde um 1955
von A. Grothendieck entwickelt, ebenso die damit eng zusammenhéngende Theorie der
nuklearen Rdume, die wir im néchsten Kapitel vorstellen.

In diesem Kapitel behandeln wir ¢ - Produkte sowie € - und m - Tensorprodukte. Wir inte-
grieren Vektorfunktionen und zeigen grundlegende Resultate iiber holomorphe Funktio-
nen, die wir fiir die Spektraltheorie linearer Operatoren in Teil III des Buches benétigen.

Es sei F' ein vollstdndiger lokalkonvexer Raum. Eine stetige F -wertige Funktion
f € C(Q, F) kann mit dem Operator A(f) : y' — o' o f in L(FL,C(2)) identifiziert
werden. Allgemein wird das e -Produkt lokalkonvexer Riume als Ee F := L.(F%, E)
mit der durch die Bornologie ¢ der gleichstetigen Mengen in F’ gegebenen Topologie
definiert. Fiir viele durch o-Bedingungen definierte Funktionenrdume mit Supremums-
Halbnormen gilt dann G(Q, F') ~ G(Q) e F', und fiir den Raum der kompakten linearen
Operatoren zwischen Banachriumen hat man K(X,Y)~Y e X’.

In Abschnitt 10.2 fithren wir das € -Produkt von Operatoren ein und integrieren damit
stetige Vektorfunktionen iiber kompakte Rdume. Fiir C*° - Vektorfunktionen zeigen wir
Fourier-Entwicklungen und beweisen den Satz von Malgrange 9.16 auch fiir Funktio-

nen mit Werten in Fréchetrdumen.

Im néchsten Abschnitt untersuchen wir holomorphe F -wertige Funktionen. Fiir diesen
Begriff gibt es mehrere dquivalente Definitionen, so ist z.B. eine schwach holomor-
phe Funktion bereits holomorph. Wir 16sen additive Cousin-Probleme mit Werten in
Fréchetraumen und folgern daraus den Satz von Mittag-Leffler sowie einen Lifting-Satz

fiir holomorphe Funktionen.

Das Tensorprodukt E ® F' lokalkonvexer Rdume kann mit dem Raum der endlichdi-
mensionalen Operatoren in F e F' identifiziert werden; die induzierte Topologie heif3t
¢ -Topologie auf E ® F'. Ein Raum FE besitzt die Approzimationseigenschaft (A.E.),
falls F ® F dicht in EeF ist fiir alle lokalkonvexen Rdume F'; es geniigt, dies
mit allen dualen Banachrdumen zu testen. Wir gehen kurz auf Schauder-Basen ein
und zeigen die A.E. fiir viele konkrete Rdume; damit erhalten wir z. B. Isomorphien
C™(Q,F) ~C™(Q)®.F und H#(Q, F) ~ #(Q)®.F fiir vollstindige Riume F. Das
von A. Grothendieck 1955 formulierte Problem, ob alle lokalkonvexen Raume die A.E.

besitzen, wurde von P. Enflo 1972 negativ gelost.
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In Abschnitt 10.5 gehen wir auf die projektive oder w-Topologie auf £ ® F ein und
zeigen insbesondere im Fall von Fréchetrdumen Grothendiecks Entwicklungssatz fiir
Elemente in der Vervollstindigung E®,F des 7-Tensorprodukts. Weiter zeigen wir
Li1(Q,Y) = Li1(Q)®,Y fiir den Raum der Bochner-integrierbaren Funktionen mit Wer-
ten in einem Banachraum Y .

10.1 Funktionenrdaume und ¢ -Produkte

Stetige Funktionen. a) Es seien Q ein lokalkompakter topologischer Raum und F'
ein lokalkonvexer Raum. Auf dem Raum C(2, F') der stetigen Funktionen von {2 nach
F' betrachten wir die lokalkonvexe Topologie der lokal gleichméfigen Konvergenz; sie
ist gegeben durch das Fundamentalsystem von Halbnormen

qx (f) == sup{q(f(t)) | t € K}, qe€H(F), K CQ kompakt.

b) Mit F' ist offenbar auch C(Q2, F') vollsténdig, quasivollstéindig oder folgenvollstindig.

c) Ist Q o -kompakt, d.h. eine abzdhlbare Vereinigung kompakter Mengen, so ist mit
F auch C(Q, F') metrisierbar bzw. ein Fréchetraum.

d) Eine stetige Funktion f € C(€2, F') ist natiirlich auch schwach stetig, d.h. fir alle
y' € F’ sind die skalaren Funktionen 3’ o f auf Q stetig. Die Umkehrung ist i. A. nicht
richtig:

Beispiel. Auf den Intervallen I,, := (=2, +) wihlen wir Funktionen ¢, € Cc(Iy,)

n+1’n
mit || ¢n ||lsup = 1. Fiir eine orthonormale Folge (e,) in einem Hilbertraum H defi-
nieren wir f : [0,1] — H durch f(¢) Z on(t)en . Offenbar ist f stetig auf (0,1],

nicht aber in 0. Fiir z € H gilt Jedoch |(f(t)|x)| < |[{en|z)| fir t € I, und daher
(f(t)]z) — 0 fiir t — 0. Somit ist f schwach stetig auf [0,1].

Fiir eine schwach stetige Funktion f € C,(Q2, F') von Q nach F definieren wir eine
lineare Abbildung

Mf): F'—C(Q) durch A(f):y —y of fir y € F'. (1)
Die (starke) Stetigkeit von f ldsst sich dann durch Eigenschaften von A(f) charakte-
risieren:

Satz 10.1

Fiir eine schwach stetige Funktion f :Q — F sind dquivalent:
(a) f:Q— F ist stetig.

(b) A(f):F,— C() ist stetig.

(¢c) FirU e U(F) ist \(f)(U°) kompakt in C().

(d) Fir U € U(F) ist A\(f)(U°) relativ kompakt in C(Q) .
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BEWwEIS. ,(a) = (b)“: Fiir eine kompakte Menge K C Q ist f(K) kompakt in F',
und es folgt

sup |A(f)y'(t)| = sup [ (f(t),s')] = sup |(y,4)].
teK te K yef(K)

»(b) = (c)“: Nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki und Satz 1.4 ist U° kompakt in
F’, und daher A(f)(U°) kompakt in C(£2).

,(c) = (d)“ ist klar.
»(d) = (a)“: Fiir ¢ € H(F) und t,s € Q gilt

a(f(t) = f(s)) = sup{[{f(t) = f(s),4")| | ¥ €U}, also

a(f(t) = £(5)) = sup{|A(f)y'(t) = Ay ()| | ¥ €U} (2)

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist A(f)(U;) auf kompakten Teilmengen von
gleichstetig und somit f: Q — F stetig. %

Wir kénnen also C(§2, F') als Unterraum des Operatorenraumes L(F,,C(2)) auffassen.
Wegen (2) wird die Topologie von C(£2, F') von der Topologie (&) auf L(F5,C(S2))
induziert, wobei € die Bornologie der gleichstetigen Mengen in F' bezeichnet. Wir
schreiben kurz L(F5,C(Q)) fiir (L(F.,C(2)),%(€)). Fiir einen kompakten Raum (2
und einen Banachraum F wird T(€) von der Operatornorm auf L(F’,C(Q)) induziert,
und A : C(Q, F) — Le(F.,C(Q2)) ist eine Isometrie.

Wir zeigen nun die Surjektivitit von X : C(Q, F) — Le(F5,C()) fiir quasivollstindige
Riaume F. In diesem Fall gilt v(F’, F) = x(F’, F), und nach dem Satz von Mackey-
Arens 8.7 ist (Fj) = F.

Satz 10.2
Fir einen quasivollstindigen lokalkonvexen Raum F ist X ein topologischer Isomor-
phismus von C(Q, F) auf Le(FL,C(Q)).

Bewers. Fir u € L(FL,C(Q)) gilt v : C(Q) — (F.) = F fiir die duale
Abbildung. Mit den Dirac-Funktionalen §; € C(Q)" definieren wir die Funktion
fi=u'08:Q— F. Dann ist f schwach stetig mit A(f) = u wegen

(F(t),9) = (Woe,y) = (uy, &) = wy'(t) fiir y' € F' und t€Q.
Nun folgt die Stetigkeit von f: Q — F aus Satz 10.1 wegen u € L(F},,C(£2)). O

¢ -Produkte. a) Der Operatorenraum in Satz 10.2 heifit € -Produkt der Rdume C(2)
und F. Dieses wichtige Konzept wurde in [Grothendieck 1955] (mit F7, ) und [Schwartz
1957b] (mit F},) eingefiihrt und untersucht. Fiir quasivollstindige Réume F stimmen
beide Konzepte iiberein, i. A. aber muss A(f) : F., — C(2) nicht stetig sein, anderer-
seits (F,)" = F nicht gelten.
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b) Wir folgen hier L. Schwartz und definieren
EeF := L.(F.,E)

als e -Produkt lokalkonvexer Rdume FE, F'. Die lokalkonvexe e -Topologie ist gegeben
durch das Fundamentalsystem von Halbnormen

(peq)(u) := sup{p(uy’) |y € U}, we EeF,peH(E), qecH(F). (3)

Nach Satz 10.2 gilt dann also C(Q2, F') ~ C(2) e F' fur quasivollstindige Rdume F'.

¢) Fiir Banachriume X,Y wird die Topologie von X Y von der Operatornorm auf
L(Y’, X) induziert, es gilt dann z.B. C(,Y) 2 C(Q)eY fiir kompakte Riume  und
Banachriume Y . Da die Einheitskugel U von Y’ in Y,, kompakt ist, ist XY ein
Unterraum des Raumes K (Y’, X) der kompakten Operatoren von Y’ nach X (vgl.
auch Satz 10.4 und Aufgabe 10.2).

Satz 10.3
Es seien E, F lokalkonvexe Riume.

a) Die Transposition u — u’ liefert einen topologischen Isomorphismus von Ec F auf
FeFE, der im Fall von Banachriumen sogar eine Isometrie ist.

b) Mit E und F ist auch EeF wvollstindig, quasivollstindig oder folgenvollstindig.

BEWEIS. a) Fir u € L(F}, E) liegt die duale Abbildung v’ : E' — (F.)' = F im
Raum L(E;,, F), da v’ sogar stetig von Ej, nach (F})) ist. Wegen u = v/ liefert also
die Transposition v + u’ einen linearen Isomorphismus von Ee F auf FeE. Nach
(3) gilt

(pea)(u) = sup{|{uwy, ") | |y € U7, 2" € Uy} = (qep)(u) (4)
fiir p € H(E) und ¢ € H(F); daher ist die Transposition ein topologischer Isomorphis-

mus und im Fall von Banachrdumen eine Isometrie.

b) Nun seien E und F vollstindig. Ein Cauchy-Netz (uq) in Ee F = Le(FL, E)
konvergiert wegen der Vollstindigkeit von E gleichmiflig auf allen Mengen in €(F")
gegen eine lineare Abbildung u : F/ — E, und wegen der Vollstindigkeit von F
konvergiert auch (u,) gleichmiflig auf allen Mengen in €(E’) gegen eine lineare Ab-
bildung v : E' — F. Offenbar gilt {(uy’,z’) = (va’,y’) fiir 2’ € B/ und ¢y’ € F’.

Fiir p € H(E) ist U5 kompakt in Ej,, und wegen u, — v gleichméBig auf Uy gilt
C:=v(Uy) € R(F). Fiir y’ € F' gilt

p(uy’) = sup{|(uy’,2")| | 2" € U} = sup{|(va’,y')| [ 2" €U}, also

puy’) = sup{|(y,¥") ||y € C} = pc(¥), (5)

und somit ist u : F, — E stetig.
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Ebenso folgt aus der Quasivollstindigkeit bzw. Folgenvollstdndigkeit von E und F
auch die von Fe F'. O

Satz 10.3 und insbesondere Formel (4) legen es nahe, E¢ F' als Raum von Bilinearfor-
men auf B’ x I zu interpretieren, vgl. Aufgabe 10.1. Dadurch wird die Symmetrie des
e-Produkts in den ,Faktoren“ E und F' klarer, und in der Tat ist dies die urspriingliche
Definition von L. Schwartz.

Satz 10.4
Fir Banachriume X wund Y gelten die durch Transposition gegebenen Isometrien
KX, V)2X'eY2YeX'.

BEWEIS. a) Fiir einen kompakten Operator u € K(X,Y) ist C := u(U1(0)) relativ
kompakt in Y. Wie in (5) gilt ' € Le(Y., X') = X'eY C K(Y',X'), und es ist
I/ [l = [lw]l-

b) Fiir v € X'eY gilt v/ € YeX' = L((X'),,Y) C K(X”,Y) und [V ]| = ||v]|
aufgrund von Satz 10.3. Fiir u:= v’ o1x € K(X,Y) gilt dann offenbar v’ = v . O

Die Sétze 10.1 und 10.2 lassen sich iibertragen auf allgemeinere

Funktionenriume. a) Unter einem Funktionenraum verstehen wir in diesem Ab-
schnitt einen lokalkonvexen Raum G(M) skalarer Funktionen auf einer beliebigen Men-
ge M , fiir den die Inklusionsabbildung in das kartesische Produkt K™ stetig ist; dann
liefern die Dirac-Funktionale stetige Linearformen §, € G(M )/ fir allet € M.

b) Beispiele solcher Funktionenrdume sind etwa Folgenrdume £, , cg und s oder Rdume
cm™(Q), (), S(R™) und H*(R™) fiir s > % . Nicht erfasst werden L, -Raume iiber
nicht diskreten Mafirdumen wie etwa L,[0,1].

c¢) Fiir einen lokalkonvexen Raum F' definieren wir den Raum der F' -wertigen schwa-
chen G -Funktionen als

Go(M,F):= {f: M —F |y ofecGM) firalle y € F'}.

Fiir f € Go(M, F) definieren wir wie in (1) die lineare Abbildung A(f) : F' — G(M)
durch A(f) : ¢’ — o' o f fiir ¥’ € F’ und betrachten den Raum

Gu(M,F):= {f €Go(M,F) | YU € U(F) : X(f)(U°) relativ kompakt} .
Es sei Y ein lokalkonvexer Raum. Eine Menge S C Y’ trennt die Punkte von Y , wenn
+S = {0} ist; in diesem Fall ist [S] dicht in Y}, .

Satz 10.5

Es seien G(M) ein Funktionenraum und F ein vollstandiger lokalkonvezer Raum.

a) Fir f € Go(M,F) gilt \(f) € G(M)e F < f € Gu(M,F).
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b) Es ist A eine Bijektion von Gx(M,F) auf G(M)e F.

BEWEIS. a) ,,= “: Es sei U € U(F). Wie im Beweis von Satz 10.1 ist U° kompakt in
F}. und daher A\(f)(U°) kompakt in G(M).

»<“ Fiir eine Funktion f € Go(M,F) ist AX(f) : G(M);, — (F'*,%(€)) stetig.
Wegen (A(f)'(de),4') = (f(t),y") fir y' € F' gilt X(f)'(6:) = f(t) € F fiir alle
te M. Da {6 | t € M} die Punkte von G(M) trennt, ist diese Menge der Dirac-
Funktionale dicht in G(M)}, . Da F vollstidndig und daher in (F'*, (€)) abgeschlossen
ist, folgt A(f)"(G(M)},) C F. Dies zeigt A(f)’ € FeG(M) und somit A\(f) € G(M)e F
aufgrund von Satz 10.3.

b) Die Injektivitdt von A ist klar; die Surjektivitéit ergibt sich wie in Satz 10.2. O

Unterrdume von Funktionenrdumen. a) Fiir einen abgeschlossenen Unterraum
A(M) eines Funktionenraumes G(M) gilt offenbar

A(M,F) = {f€G.(M,F) |Vy € F" : yofc AM)}. (6)
b) Ist ' wollstindig, so gilt nach Satz 10.5 auch

Ax(M,F) = {f €Gu(M,F) |Vy €8 : y'of e AM)} (7)
fiir jede die Punkte von F' trennende Menge S C F”.

C™ -Funktionen. a) Es seien 2 C R™ offen und F' ein quasivollsténdiger lokalkon-
vexer Raum. Fiir eine Funktion f : @ — F und den j-ten Einheitsvektor e; € R"

definieren wir die partielle Ableitung nach x; durch
0 f(x) = lim & (f(x+te;) — [(x) € F

falls dieser Limes existiert. Fiir m € NgU{oco} bezeichnen wir mit C™ (€2, F) den Raum
der m -mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen von 2 nach F'; wie im skalaren
Fall ist eine C! -Funktion auch stets total differenzierbar. Die C™ -Halbnormen

ax,m(f):= >, sup{q(D*f(t)) |te K}, qeH(F), K CQ kompakt

[a]<m

liefern eine lokalkonvexe Topologie auf C™ (02, F'); im Fall m = oo verwenden wir
natiirlich alle C"™ -Halbnormen und schreiben auch £(Q, F') = C*(Q, F). Mit F ist
auch C™(Q2, F') vollstandig bzw. ein Fréchetraum. Wegen

DY o f) = ¢ oD*f fiiralle 3y € F' (8)
ergibt sich wie im Fall m =0

C™"(Q,F) = C'(Q,F) ~ C™"(Q)eF fir me NoU{co}. (9)
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b) Wir erklidren Trdger von Vektorfunktionen wie im skalaren Fall, setzen
CIlMAF) = {oeC"(R",F) | suppp € A} fir ACR"

und schreiben Z(A, F') = C°(A, F) . Fiir eine kompakte Menge K C R™ ist CJ* (K, F)
ein abgeschlossener Unterraum von C™(R", F'). Wegen

suppp CK < Vy €F : suppy op CK fir ¢ € C"(R", F)
und (6) gilt fiir m € No U {oo} auch

ClK,F) = C'(K,F) ~CI"(K)eF fir KCR" kompakt. (10)

Das nun folgende Schwach-Stark-Prinzip beruht auf dem Graphensatz und geht auf
[Grothendieck 1955], I § 3.3 zuriick; fiir Verfeinerungen dieses Prinzips verweisen wir
auf [Gramsch 1977].

Satz 10.6

Es seien G(M) ein Funktionenraum mit Gewebe und F ein lokalkonverer Raum.
a) Fir f € Go(M,F) und U € U(F) ist A\(f)(U°) in G(M) beschrdinkt.
b) Ist zusdtzlich G(M) ein Semi-Montelraum, so gilt Go (M, F) = G<(M, F) .

BEWEIS. a) Es geniigt offenbar, die Stetigkeit von A(f) : F{;o — G(M) zu beweisen.
Fiir ein Netz (y,,) in F{;o mit y,, — v' in F{;o und A(f)y, — g in G(M) hat man

Ao 60) = (f(),9a) — (FB.9) = A, 6)

fir alle t € M, also g = A(f)y’. Somit ist der Graph von A(f) : F{;o — G(M)
abgeschlossen, und die Stetigkeit folgt aus Theorem 7.22.

Aussage b) folgt nun sofort aus a). %

Beispiele. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist fiir m > 1 eine in C™(€2) beschrénk-
te Menge relativ kompakt in C™*(Q); nach Satz 10.6 und (9) liegt daher fiir einen
quasivollstindigen Raum F jede F -wertige schwache C"" -Funktion in Cm_l(Q,F )
(vgl. dazu auch Aufgabe 10.4). Insbesondere gilt:

Satz 10.7
Es seien Q C R™ offen und F ein quasivollstindiger lokalkonvexer Raum. Dann liegt
jede schwache C*° -Funktion f : Q — F in C*(Q, F).

Aus diesem Satz folgt mittels (6) sofort auch ein entsprechendes Resultat fiir harmo-
nische Funktionen und fiir holomorphe Funktionen, vgl. auch Satz 10.11.
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10.2 e-Produkte linearer Operatoren

Wir fithren nun e -Produkte linearer Operatoren ein, um Operationen der Analysis von
skalaren Funktionen auf Vektorfunktionen zu erweitern:

e-Produkte von Operatoren. Gegeben seien lokalkonvexe Réume F; und F; fiir
j = 1,2 sowie Operatoren T' € L(E1, E2) und S € L(Fy, F»).

a) Wir definieren das e-Produkt T'e S € L(E; € F1, E2 € F3) durch
(TeS)(u):=TouoS" fir u€ E1eFi = Le(Fi., Er). (11)
b) Fiir Kompositionen ergibt sich aus dem Diagramm
A S] T T

Fs, —% F, —% Fi, — Ey —% B> - Fj3

sofort die Formel

(ToeS2) (TheS1) = (ToT1) € (S251). (12)

Integration stetiger Vektorfunktionen. a) Es seien K ein kompakter topolo-
gischer Raum, p ein reguléires positives Borel-Ma$l auf K und S, : ¢ — [ P dp
das entsprechende Funktional in C(K)’. Fiir einen quasivollstindigen lokalkonvexen
Raum F' identifizieren wir eine stetige Funktion f € C(K,F) mit dem Operator
A(f) € C(K)e F und definieren

S Fdp:= (Suelr)(N(f)) eKeF = F. (13)
Offenbar ist f « fdp der eindeutig bestimmte Vektor in F' mit
([ T dpt).y') = [ (f).y)dp(t) firalle y' € F'. (14)
b) Fiir eine Halbnorm ¢ € H(F) gilt
a([x fdp) =sup{| ([ fdu,y) | |y € Ug} <sup{ [, [(f(),y) [dp |y €U}, also

A([i FO) du(t)) < [y a(f (1)) dult) . (15)
c¢) Fiir einen weiteren lokalkonvexen Raum £ und T' € L(F, E) gilt

(T([y fdp),x")y = ([i fdu, T'z") = [ (f,T'z")dp = [ ATf, 2"y dp = ([, Tfdp,z")

fiir alle 2’ € E/ und somit

T(fi f)dp(t)) = [, Tf(t)du(t). (16)
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Fourier-Entwicklung von C* -Funktionen. a) Nach Satz 1.7 ist die Fourier-Ab-
bildung F : f — (f(k))kezn ein Isomorphismus von & (R™) auf den Fréchetraum
s(Z™) der schnell fallenden Folgen. Fiir einen quasivollstdndigen lokalkonvexen Raum
F' definieren wir den Raum der F'-wertigen schnell fallenden Folgen als

S(Z" F):={z = (x) € FF" |V jeNoVqeH(F) : ||z|j,q:= ksuZp (k)7 q(x1) < oo}
e n

(vgl. Aufgabe 1.5). Nach einer Folgerung aus dem Prinzip der gleichméBigen Be-
schrinktheit (vgl. S. 148) gilt s(Z", F) = s5(Z",F), und die Sétze 10.6 und 10.5
liefern

s(Z",F) = s5(2",F) = s,(Z",F) ~ s(Z")eF. (17)

Nach (9) ist E2x(R™) e F ~ &3 (R™, F) der Raum der in jeder Variablen 27 -peri-
odischen F'-wertigen C°° -Funktionen. Es ist Felp : E2-(R")e FF — s(Z")e F ein
Isomorphismus, den wir konkret beschreiben kénnen:

b) Fiir eine Funktion f € E2.(R™, F) definieren wir die Fourier-Koeffizienten

fk) == @m)™" [y f)e MV dye F, kez", (18)
mit Q = [—, 7]" mittels (13). Wegen (14) ist (F e Ir)(A(f)) = A(f(k))rez») . Daher
gilt:

Satz 10.8

Es sei F' ein quasivollstindiger lokalkonvexer Raum. Die durch F : f — (f(k:))kez

gegebene Fourier-Abbildung ist ein Isomorphismus von Ex-(R™, F) auf s(Z", F). Fir

f € &R, F) gilt die Fourier-Entwicklung f(z) = 5. F(k) e*12) in diesem Raum.
kezn

Dies lédsst sich natiirlich auch ohne Verwendung von e-Produkten wie in Satz 1.7
beweisen. Ahnlich wie in Abschnitt 2.4 ergibt sich nun:

Satz 10.9
Es seien F ein quasivollstindiger lokalkonvexer Raum und Q C R™ offen. Dann ist

2() @ F dicht in 2(Q, F) und in E(Q, F).

BEwEIS. Es ist Z(Q, F) dicht in £(Q, F). Fir ¢ € 2(Q, F) sei K := suppy € (.
Fiir grofies £ € N definiert ¢ eine 27 -periodische Funktion ¢, . Diese approximieren
wir mittels Satz 10.8 durch Funktionen 22:1 0j QYj € Eare(R")QF in Eorrg(R™, F).
Nun wéhlen wir n € 2(2) mit n = 1 auf K und approximieren ¢ = ng, durch
DN ®y; € Z(Q)®@F in Z(ULF). O
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Differentialoperatoren und Faltungsoperatoren. a) Ein Differentialoperator
P(D) lasst sich auch auf Vektorfunktionen anwenden, und wir bezeichnen ihn dann
mit P(D)¥ : £(Q,F) — £(Q, F). Mit der Identifikation £(Q, F) ~ £(Q) e F fiir einen
quasivollstindigen lokalkonvexen Raum F gilt dann P(D)* ~ P(D)eIr aufgrund
von (11) und (8).

b) Eine Distribution u € 2'(R™) definiert Faltungsoperatoren ux € L(2(K),&E(R"™))
fiir jede kompakte Menge K C R"™. Mittels (ux)e [r definieren wir dann auch Fal-
tungsoperatoren ux’" € L(2(K, F),E(R", F)) auf Vektorfunktionen.

¢) Besitzt ein Operator P(D) : £(Q) — £(Q) einen stetigen linearen Lésungsopera-
tor R : £(Q) — £(Q) (vgl. Abschnitt 9.6), so ist Re Ir wegen (12) ein solcher zu
P(D)e Ir; somit ist auch P(D) : £(Q, F) — £(Q, F) rechtsinvertierbar und insbe-
sondere surjektiv.

Ein Funktional v € 2(Q, F)" lisst sich auf offene Teilmengen von Q einschrinken,
und wie auf S. 42 definieren wir den Trdger von v als

suppv = Q\ [J{w € Q offen | v|, =0}.
Der Satz von Malgrange 9.16 gilt auch fiir Funktionen mit Werten in Fréchetrdumen:

Theorem 10.10
Es seien P € P, ein Polynom und Q C R™ eine P -konvexe offene Menge. Fiir
einen Fréchetraum F ist dann der Differentialoperator P(D)F : £(Q, F) — £(Q, F)

surjektiv.

BEWEIS. Wir weisen die in Theorem 9.10 formulierten Bedingungen nach.

a) Zum Beweis von (9.14) ist zu f € £(Q, F') und einer kompakten Menge K C Q) eine
Funktion g € £(Q, F) mit P(D)"g = f nahe K zu konstruieren. Dazu seien 3§ =
d(K,00Q) >0 und n € Z(Ka5) mit n =1 auf Ks; dann gilt nf € Z(Kas, F'). Nach
Theorem 5.9 besitzt P(D) eine Fundamentallésung E € 2'(R™). Fiir die Funktion
g = E«" (nf) € ER"™, F) gilt dann P(D)¥g = nf aufgrund von Formel (12), also
P(D)''g=f auf K5.

b) Zum Nachweis von (9.15) geniigt es, wie im Beweis von Satz 9.16
VK EeQ3IK €QVve&(Q,F) : suppP(D)F/v C K = suppv C K’ (19)

zu zeigen; aufgrund der P(D)-Konvexitdt von  ist dies fiir skalare Distributionen
v erfiillt (vgl. S. 209). Fir v € £, F) und y € F definieren wir Distributionen
vy € E(Q) durch vy (¢) := v(¢y) fiir ¢ € £(Q). Nun sei supp P(D)" v C K. Im Fall
suppp N K = () ist dann

v (P(D)$) = v(P(D)"(¢y)) = P(D)" v(sy) = 0,
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also supp P(—D)v, C K fiir alle y € F'. Dies impliziert suppv, C K’ fiir alley € F'.

Mit w := Q\K' folgt dann v( > ¢;y;) =0 fiir alle ¢; € Z(w) und y; € F. Mit Satz
j=1
10.9 ergibt sich dann v = 0 auf 2(w, F) und somit suppv C K'. %

Theorem 10.10 kann auch mittels Tensorprodukt-Methoden, die wir ab Abschnitt 10.4
entwickeln werden, auf den skalaren Fall zuriickgefithrt werden (vgl. S. 283).

Insbesondere ist also der Cauchy-Riemann-Operator 0 : £(Q,F) — E(Q, F) fiir
Fréchetrdume F {iber jeder offenen Menge Q2 C C surjektiv, da @ nach Satz 9.21
0 -konvex ist.

10.3 Holomorphe Funktionen und Cousin-Probleme

Nun gehen wir zur Untersuchung holomorpher Vektorfunktionen iiber; funktionen-
theoretische Methoden spielen eine wichtige Rolle in der Spektraltheorie in Teil TIT des
Buches. Das folgende Resultat geht im Wesentlichen auf N. Dunford (1938) zuriick:

Satz 10.11
Es seien Q C C offen und F ein quasiwollstindiger lokalkonverer Raum. Fir eine
Funktion f: Q — F sind dquivalent:

(a) Es gilt f € C>(Q, F) mit 0f =0.
(b) f ist in jedem Punkt aus Q komplex-differenzierbar.

(c) f ist stetig, und es gibt eine die Punkte von F trennende Menge S C F’ | sodass
y' o f fir alley’ € S holomorph ist.

(d) f ist schwach holomorph.
(e) Firw e Q und p=d(w,00) gilt eine Potenzreihenentwicklung
f(z) = Y ap(z—w)k fir |z—w|<p mit Vektoren ay € F. (20)
k=0
BEWEIS. ,(a) = (b)“ folgt wie im skalaren Fall, ,,(b) = (c)“ ist klar, und die Impli-
kation ,,(c) = (d)* ergibt sich aus (7), da A(f) : F, — C(Q) nach Satz 10.1 stetig ist.
»(d) = (e)*“: Nach Satz 10.7 gilt f € C*(Q, F'). Fiir 0 < r < p definieren wir

U, (w)

Dieses Integral ist von der Wahl von 0 < r < p unabhingig, da dies fiir alle ¢y € F’
aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes fiir skalare Funktionen auf (ax,y’) zutrifft.
Fiir 0 < r < p gelten daher Cauchy-Abschitzungen

qlax) < Clg,r)r~" fir ke No, (22)
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und somit ist die Potenzreihe in (20) auf U,(w) in F' konvergent. Wegen (14) hat man
(f(2),y") = (X ar (z —w)*,y’) fiir alle y’ € F, und somit gilt (20).

k=0
»(e) = (d)¢ ist klar, und ,,(d) = (a)“ folgt aus Satz 10.7 und (8). O

Man kann auch ,(e) = (a)* wie im skalaren Fall zeigen. In Bedingung (c) geniigt
an Stelle der Stetigkeit auch die lokale Beschrinktheit von f (vgl. [Grofie-Erdmann
2004)).

Zusatz. Es seien F ein tonnelierter Raum und f : Q — F’, sodass die skalaren
Funktionen z — (z, f(z)) fiir alle z € F' holomorph sind. Dann besitzt f eine Potenz-
reihenentwicklung (20) in FJj .

Dies ergibt sich dhnlich wie im Beweisteil ,,(d) = (e)“ von Satz 10.11.

Holomorphe Funktionen. a) Es seien Q2 C C offen und F' ein quasivollstandiger
lokalkonvexer Raum. Eine Funktion f : 2 — F' heifit holomorph, wenn die dquivalenten
Bedingungen aus Satz 10.11 erfiillt sind. Der Raum J7 (2, F) aller holomorphen F -
wertigen Funktionen auf €2 ist ein abgeschlossener Unterraum von £(2, F') und auch
von C(2, F'), und aufgrund der Sitze 10.6 und 10.5 gilt

HOLF) = (U F) = H(QF) ~ H(Q)eF. (23)

b) Mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach lassen sich viele Resultate iiber skalare ho-
lomorphe Funktionen auf den Fall von Vektorfunktionen in J# (2, F') iibertragen:

¢) Es gilt der Cauchysche Integralsatz: Fiir jede offene Menge D € Q2 mit stiickweise
glattem Rand gilt [, f(2)dz =0 (vgl. etwa [Kaballo 1999], 22.9).

d) Weiter gilt die Cauchysche Integralformel: Fiir jede offene Menge D & £ mit stiick-
weise glattem Rand gilt (vgl. [Kaballo 1999], 22.12)

f2) = & [pEdc, zeD. (24)

e) Der Identititssatz (vgl. [Kaballo 1997], 28.12) gilt in folgender Form: Es seien G C F
ein abgeschlossener Unterraum und (z;) eine Folge in einem Gebiet 2 mit Haufungs-
punkt in . Ist nun f € J£(Q, F) mit f(z;) € G fiir alle j € N, so ist (f(z;),y’) =0
fiir j € N und alle y’ € Gt . Nach dem Identititssatz fiir skalare holomorphe Funk-
tionen folgt (f(2),7’) = 0 fiir alle z € Q und alle y/ € G+, wegen G = ~(G*) also
f(z) € G fiir alle z € Q.

f) Der Satz von Liouville (vgl. [Kaballo 1999], 22.18) besagt, dass eine beschréinkte
ganze Funktion f € 7(C,F) konstant ist. Eine wichtige Anwendung in der Spek-

traltheorie wurde bereits in [GK], Satz 4.3 gegeben: Fiir ein Element © € A einer
komplexen Banachalgebra A ist die Resolvente

Re :p(z) = A, Rau(2):=(ze—2z)"",
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holomorph, und es gilt || Rz(z)|| — 0 fiir |z2] — oco. Somit kann R, keine ganze
Funktion sein, und es folgt p(z) # C. Daher ist das Spektrum o(z) = C\p(z) von
x € A nicht leer.

Meromorphe Funktionen. a) Es seien 2 C C offen und F ein quasivollsténdiger
lokalkonvexer Raum. Eine meromorphe Funktion von 2 nach F ist eine holomorphe
Funktion g : Q\II; — F', wobei II; in Q diskret ist und g hochstens Pole in den
Punkten w € II; hat. Dies bedeutet, dass fiir ein geeignetes p = p(w) die Funktion
z +— (z — w)? g(z) eine holomorphe Fortsetzung in den Punkt w hat. Mit M(Q, F)
bezeichnen wir die Menge aller meromorphen Funktionen auf 2 mit Werten in F'.

b) Eine Funktion g € M(Q, F') hat in jedem Punkt w € Q eine Laurent-Entwicklung

g(z): Z ak(z_w)kv 0<|Z—7JJ|<p, (25)
k=—p
wobei die Koeffizienten ay, € F fiir k € Z mit k > —p durch (21) gegeben sind.
Wegen (22) konvergiert die Reihe (25) absolut und lokal gleichméBig auf der ,,gelochten
-1

Kreisscheibe“ U)(w) = {z € C |0 < |z —w| < p}. Die Summanden . a (2 —w)*

k=—p
mit negativen Exponenten in (25) bilden den Hauptteil der Laurent-Reihe, und fiir

a—p # 0 heifit p die Polordnung von g in w.

Wir untersuchen nun die Giiltigkeit des Satzes von Mittag-Leffler fiir F -wertige me-
romorphe Funktionen. Dazu wollen wir nicht wie im skalaren Fall in Abschnitt 9.3
argumentieren (vgl. dazu Aufgabe 10.11), sondern eine andere wichtige Methode vor-
stellen, die im skalaren Fall bereits auf P. Cousin (1895) zuriickgeht.

Konstruktion meromorpher Funktionen. a) Gegeben seien eine diskrete Men-
ge S = {w;}jen in Q sowie Hauptteile P;(z) = S an;(z —wj)* € M(Q,F)
fir j € N. Wie in Satz 9.15 ist dann eine meromorphe Funktion g € M(, F) mit
Iy = {w;}jen gesucht, die fiir alle j € N in w; genau den Hauptteil P; besitzt.
b) Die Mengen w; := Q\J,;{wx} bilden eine offene Uberdeckung von Q. Die Dif-
ferenzen hjj, := P; — Py, sind auf w; Nwy, = Q\J,{ar} holomorph, und es gilt

ik +hige +he; = 0 auf wj Nwi Nwe. (26)

Die Funktionen hji € I (wj Nwy, F') sind Cousin-Daten auf Q:

Cousin-Probleme. Allgemeiner sei {w;};en eine offene Uberdeckung einer offenen
Menge Q@ C C. Holomorphe Funktionen hj; € J(w; N wk, F) heiflen F -wertige
Cousin-Daten auf Q (beziiglich der Uberdeckung {w;};en ), falls (26) gilt. Das durch
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diese Daten gegebene additive F' -wertige Cousin-Problem heifit losbar, falls es holo-
morphe Funktionen h; € J(w;, F) gibt mit

hjk = hp — hj auf w; Nwy . (27)

Beachten Sie bitte die Analogie der Zerlegungen (27) zu den Zerlegungen (9.19) der
Mittag-Leffler-Methode 9.14. Mit Hilfe von Theorem 10.10 kénnen wir zeigen:

Theorem 10.12
Fiir einen Fréchetraum F ist jedes F -wertige additive Cousin-Problem auf einer offe-
nen Menge Q C C lisbar.

BEWEIS. a) Wir konstruieren zunichst eine C*°-Lésung des Cousin-Problems. Da-
zu wihlen wir gem#f Satz 2.9 eine der Uberdeckung {w;}jen untergeordnete C* -

Zerlegung der Eins {ap}neny mit suppay, € w Fir z € w; setzen wir dann

#(n) -
9j(2) := > an(2) hyny;(2) . Da diese Summe lokal endlich ist, gilt g; € C*(w;, F),
1

n=

und weiter ergibt sich mit (26)

gk — g5 = Z Qn (hw(n)k — hL,a(n)j) = E 679 hjk = hjk auf w; Nwy .
n=1 n=1
b) Insbesondere gilt dg; = Ogi auf w; Nwy, sodass durch diese J-Ableitungen eine
global definierte Funktion f € C>(Q, F') gegeben ist. Da F' ein Fréchetraum ist, gibt
es nach Theorem 10.10 eine Funktion u € C*(Q, F') mit Ou = f. Fiir die Funktionen
hj == g; —u € C>®(wj, F) gilt dann Oh; =0, also h; € #(w;, F), und man hat

hk—hj = gr—g; = hjk auf wj NWg . O

Aus Theorem 10.12 ergibt sich nun leicht:

Satz 10.13 (Mittag-Lefiler)

Es seien Q C C offen und F' ein Fréchetraum. Auf einer diskreten Menge {w;},en in
Q seien Hauptteile P; € M(Q, F) gegeben. Dann gibt es eine meromorphe Funktion
gEM(Q,F) mitlly = {w;}jen, sodass g— P; fir alle j € N in w; holomorph ist.

BEeEwEIS. Das Cousin-Problem aus obiger Voriiberlegung zur Konstruktion meromor-
pher Funktionen besitzt nach Theorem 10.12 eine Losung; es gibt also holomorphe
Funktionen h; € J(w;, F') mit P; — P, = hy, — h; auf w; Nwy . Mit der Definition
g(z) :== P;j(z) + h;(z) fiir z € w; erhalten wir dann global eine meromorphe Funktion
g € M(Q, F) mit den behaupteten Eigenschaften. O
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Theorem 10.12 gilt auch iiber Holomorphiegebieten in C" und kann dann als Fr-
weiterung des Satzes von Mittag-Leffler aufgefasst werden. Fiir dieses fundamentale
Theorem B von H. Cartan (1951) sei auf [Gunning und Rossi 1965] oder [Hérmander
1973] verwiesen. Der vektorwertige Fall kann mittels Tensorprodukt-Methoden dhnlich
wie auf S. 283 auf den skalaren Fall zuriickgefithrt werden (vgl. [Bungart 1964]).

Beispiele. a) Der Satz von Mittag-Leffler gilt nicht fiir Funktionen mit Wer-
ten in dem (DF)-Montelraum ¢ der endlichen Folgen. Mit den , Einheitsvektoren*

z

ej = (0jr)ken, geben wir uns die Hauptteile Pj(z) = wa] in M(Q, ) vor. Fiir
eine meromorphe Funktion g € M(€, ) wihlen wir einen Kreis Uz,(a) C €2, auf
dem g holomorph ist. Dann ist g(U,(a)) in ¢ kompakt; es gibt also m € Ny mit
9(2) € pm = @), C fiir alle z € Ur(a) (vgl. Aufgabe 7.13). Nach dem Identititssatz
auf S. 242 folgt daraus g(z) € m, fir alle z € Q\II;, und daher kann ¢ nicht die
vorgegebenen Hauptteile besitzen.

b) Aufgrund der Beweise von Satz 10.13 und Theorem 10.12 gelten auch Theorem
10.12 und Theorem 10.10 nicht fiir Funktionen mit Werten in ¢ .

c¢) Die Aussagen aus a) und b) gelten an Stelle von ¢ fiir m € No U {oc} auch fiir
die (DF)-Montelrdume C™(2)j iiber offenen Mengen © C R™. Andererseits werden
wir in Abschnitt 12.5 die Giiltigkeit des Satzes von Mittag-Leffler fiir gewisse (DF)-
Montelréiume wie etwa s3 beweisen.

Eine weitere Anwendung von Theorem 10.12 ist der folgende Lifting-Satz fiir holomor-
phe Funktionen:

Satz 10.14 E
Es seien Q C C offen und o : E — @Q eine Surjektion von Vv
Fréchetriumen. Zu einer Funktion f € 7(Q,Q) gibt es ein / Lo
Lifting f¥ € 2(Q,E) mit of ¥ (z) = f(2) fiir alle z € Q2. o L Q

BEWEIS. a) Zu w €  und p = d(w,d) hat man eine Potenzreihenentwicklung (20)
f(z) = § yr (z — w)® mit yp € Q auf Uy(w). Fiir 0 < r < p gilt dann r*y, — 0
in Q. 1\?:;0(;1 Satz 6.4 gibt es eine Nullfolge (£,) in E mit 0&, = ¥y, , und wir setzen
xy :=r ¥¢, € E. Dann ist die Potenzreihe hy,(2) := i zy (z—w)¥ auf U, (w) lokal
gleichméBig konvergent, und fiir h,, € 7 (Ur(w), E) giTtoahw = f auf Up(w).

b) Es gibt also eine abzihlbare offene Uberdeckung {w; }jen von © und holomorphe
Funktionen h; € 7 (wj, E) mit ch; = f auf w; fiir j € N. Mit G := N(o) gilt dann

gjk = hj — hg € H(wj Nwg,G) fir j,keN,
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und es gilt Bedingung (26). Nach Theorem 10.12 gibt es Funktionen g; € J¢(w;, G)
mit

9k — 95 = Gjk = hj—hk auf wi Nwg .

Durch fY(2) := h;(2) + g;(2) fiir z € w; wird dann global eine holomorphe Funktion
Y € A (Q, FE) definiert, die offenbar o f"(z) = f(2) fiir alle z € Q erfiillt. O

Dieser Lifting-Satz gilt auch fiir holomorphe Funktionen auf allen offenen Mengen
Q C C™, obwohl additive Cousin-Probleme in diesem Fall i. A. nur iiber Holomorphie-
gebieten 16sbar sind. Dies ergibt sich aus einem alternativen Beweis von Satz 10.14 am
Ende von Abschnitt 11.4.

10.4 c-Tensorprodukte und Approximationseigenschaft

Endlichdimensionale Operatoren und Tensoren. a) Esseien E, F' lokalkonvexe
Rédume. Fir Vektoren z1,...,2, € E und y1,...,yr € F wird durch

g vi v (28)

ein endlichdimensionaler Operator t € L.(Fj, E) = Ec F definiert, den wir mit

M=

Tj QYj (29)
1

.
Il

bezeichnen. Umgekehrt sei u € Ee F = L.(Fj, E) mit dim R(u) < co gegeben. Wir
wihlen eine Basis {z1,...,2,} von R(u) und betrachten die duale Basis {fl7 e I}
von R(u)’, sodass also fi(z;) = d;; gilt. Fiir y' € F’ folgt dann u(y’) = Z o T mit
Jj=1
a; = fi(uy)) = (y;,y") mity; := fjou € (FL) = F, und somit gilt u = E T QYj -
j=1
b) Der Raum E ® F aller endlichdimensionalen linearen Operatoren von Fj nach
E heifit Tensorprodukt von E und F', mit der von E¢ F' induzierten lokalkonvexen
Topologie ¢ -Tensorprodukt oder injektives Tensorprodukt E ®. F von E und F . Die
Vervollstindigung E®. F heift vollstindiges e - Tensorprodukt von E und F (vgl. Satz
8.16). Sind E und F vollstidndig, so ist E®.F aufgrund von Satz 10.3 der Abschluss
von E® F' im ¢-Produkt Eec F'.

c¢) Der Ausdruck in (29) definiert natiirlich auch den zu (28) dualen Operator

.
= X (e
=1
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in F'e E. Wie in Satz 10.3 hat man die Isomorphie F ®. F' = F ®. F, die im Fall von
Banachrédumen sogar eine Isometrie ist. Nach (4) ist durch

(o) (L w5 @) = sup{l X (o) (o) |/ € U7 0/ € U7} (30)
J= J1=

fir p € H(F) und ¢ € H(F) ein Fundamentalsystem von Halbnormen auf E ®. F
gegeben.

d) Fiir lokalkonvexe Rédume E; und F}, Operatoren T’ € L(Eq, E2) und S € L(F1, F2)
sowie t = Zj T; QYj € Fi1® Fp gﬂt

(TeS)y = TA(S"Y)) = X, (y;,S"y) Ty fiir y' € Fj.

Die Einschrénkung T® S := Te S| B or, heiBt Tensorprodukt der Operatoren T' und
S'; dieser Operator ist also gegeben durch

(T®S) (X ;zi®y;) = (TeS)t = >, Tz; ® Sy;. (31)
Offenbar ist das Tensorprodukt T'® S : F1 ®c Fi — E2 ®c F> stetig.

Beispiele. a) Es seien G(M) ein Funktionenraum wie auf S. 235 und F ein
vollstandiger lokalkonvexer Raum. Mit der Bijektion X : Go(M,F) — G(M)e F aus

Satz 10.5 ist dann A~ (Y g; ® y;) die Funktion t — > g;(t)y; in Gu(M,F). Wir
j=1 j=1
kénnen also G(M) ® F mit dem Raum der Funktionen in G, (M, F) identifizieren,

deren Bild in einem endlichdimensionalen Unterraum von F' liegt.

b) Fiir Banachrdume X,Y liefert Satz 10.4 die Isometrien F(X,Y) & X' ®. YV &
Y ®. X’ fiir den Raum der endlichdimensionalen stetigen linearen Operatoren von X
nach Y.

Wir untersuchen nun die Frage, wann F ® F' in EeF dicht ist. Diese hidngt eng
zusammen mit der in [Grothendieck 1955] und [Schwartz 1957b] eingefithrten und
untersuchten

Approximationseigenschaft. a) Ein lokalkonvexer Raum E hat die (Schwartz-
sche) Approzimationseigenschaft (A.E.), falls die Identitdt I auf E gleichméfBig auf
allen Mengen in R(F) durch endlichdimensionale Operatoren approximiert werden
kann, falls also Ig im Abschluss von F(FE) in L.(E) liegt.

b) Der Raum E hat die Grothendiecksche Approzimationseigenschaft, falls Ip im Ab-

schluss von F(E) in L(E) liegt. Wir untersuchen hier die Schwartzsche A.E.; fiir
quasivollstdndige Réume fallen beide Eigenschaften zusammen.

¢) Der Raum E hat die beschrinkte Approximationseigenschaft (b.A.E.), falls ein
gleichstetiges Netz (Fo) in L(E) mit Fox — x fir alle € E existiert. In diesem Fall
gilt auch F, — Ig in Ly(F) nach Satz 1.4, sodass die b.A.E. die A.E. impliziert.
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Beispiele fiir Rdume mit A.E. sind

Riume mit Schauder-Basis. a) Eine Folge (z;),en, in einem lokalkonvexen Raum
E heiit Schauder-Basis von E | falls jeder Vektor x € E eine eindeutige Darstellung

o0

x =) ajz; mit oj € K hat und die Funktionale z; :  — «; stetig sind. Ein Raum
j=0

mit Schauder-Basis ist separabel.

b) Eine abzéhlbare Orthonormalbasis eines Hilbertraumes ist offenbar eine Schauder-

Basis desselben.

¢) Im Fall eines Fréchetraumes E folgt die Stetigkeit der Funktionale x; i A ¥
automatisch aus dem Satz von der offenen Abbildung, vgl. dazu [Meise und Vogt 1992],
Corollar 28.11.

Satz 10.15

Ein tonnelierter Raum E mit Schauder-Basis besitzt die b.A.E.

BeEwEIs. Fiir die Projektionen P, : & — Y (z,2}) x; in F(E) gilt P,a — z fiir alle
§j=0

z € E, und nach Theorem 7.4 ist die Menge {P,} gleichstetig. O

Kothe-Réume. a) Eine Matrix A = (ajr)jren, heiBt Kothe-Matriz, falls stets

0 <ajr <ajrs+1 gilt und zu jedem j € Ng ein k € Ng mit a;, > 0 existiert. Die fiir
p > 1 durch

M) = (o=@ VRN ol (5 ase; 1) < oo}
Aoo(A) = {z=(zj)jen, |VEENo : |k := icleolgaj,kle | < oo},
co(A) = {z=(2j)jen, € Aoo(A) [VEkENo : lim a;x]z;]=0}
definierten Fréchetriume heilen Kéthe-Riume. In Ap(A) mit p < co und in ¢o(A) gilt
T = iojo Znén mit den ,Einheitsvektoren“ e, = (d;5), und die linearen Funktionale

el : x — x, sind stetig. Diese Rédume besitzen also eine Schauder-Basis und somit die
b.A.E.

b) Mit a;,, =1 fiir alle j und k ergeben sich die Banachrdume £, , foo und cg .

c)ImFall aj :=1 fur j <k und a;, :=0 fir j > k gilt \p(A) ~ co(A) ~ w fiir alle
1<p< .

In [Meise und Vogt 1992], § 27 werden Koéthe-Rdume ausfiihrlich untersucht. Wichtige
Spezialfille sind
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Potenzreihenriume. a)Fiir R € RU{oco} und eine Folge o = (o) mit 0 < a5 T 00
definieren wir die Potenzreihenrdume

Ar(a) == {z = (zj)jen, | VE<R : |zt = (Zolxj 2eei)'s <oo}.  (32)
j=

Fiir jede Folge (f;) in (—oo, R) mit ¢, T R gilt dann Ar(a) ~ A2(A) mit der Kothe-
Matrix A := (ef**7).
b) Fiir a;j :=log(j + 1) ergibt sich Ao (log(j + 1)) ~ s(Np). Mit diesem Raum besit-
zen auch die zu ihm isomorphen Raume C*[a, ], Z[a,b], s(Z"), E2-(R™) und S(R™)
Schauder-Basen und die b.A.E.
¢) Die Monome {27} ,cn, bilden eine Schauder-Basis der Riume 57 (Ug(0)) holomor-

jSa) .
pher Funktionen, und somit besitzen diese Rdume die b.A.E. Durch (z;) — > x;2’
§=0

werden Isomorphien Agr(j) ~ 5 (Ur(0)) definiert (vgl. auch Aufgabe 1.7).

Auch viele weitere Funktionenriume besitzen eine Schauder-Basis; die Konstruktion
einer solchen ist oft wesentlich schwieriger als der Nachweis der A.E. Wir verweisen
dazu auf [Lindenstraufl und Tzafriri 1977] und Aufgabe 10.17.

Satz 10.16
a) Fin Hilbertraum H besitzt die b.A.E.

b) Fir einen kompakten Raum K besitzt der Banachraum C(K) die b.A.E.

BEWEIS. a) Es sei {e;}jes eine Orthonormalbasis von H . Die endlichen Teilmengen
&(J) von J bilden ein gerichtetes System. Fiir o € &(J) sei P, die orthogonale Pro-
jektion auf [ej]jeqn . Fiir das Netz (Py) in F(H) gilt dann || Py || < 1 fiir alle o € €(J)
und Pyxz — z fir alle z € H.

b) Das System J aller endlichen offenen Uberdeckungen w = {w;} von K ist ge-
richtet beziiglich Verfeinerung. Fiir w € J wahlen wir Punkte z; € w; und eine w
untergeordnete stetige Zerlegung der Eins {«; } auf K (vgl. S. 35). Fiir die Operatoren

Fy :Zjdwj ®O‘j:f’_>2jf($j)aj in F(C(K)) gilt
[Fof(@)| = | X2; flxj)ag(a)| < (1 FI 22, e5(x) < |

fir x € K und f € C(K), also | Fo|| < 1. Zue >0 und y € K gibt es eine offene
Umgebung U(y) von y mit | f(x) — f(y)| < e fir € U(y). Fiir jede Verfeinerung
w € J einer endlichen Teiliiberdeckung wo € J der Uberdeckung {U(y) | y € K} von
K gilt dann | f(z) — f(z;)| < 2e fiir € wj, und es folgt

[ f@) — Fuf(@)| = | ,(f/@) ~ fl@;) aj(@)| < 2 firalle s K. O

Wir kommen nun zu dquivalenten Formulierungen der A.E.:
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Satz 10.17

Fiir einen lokalkonvexren Raum E sind dquivalent:

(a) E hat die A.E.

(b) Esist EQF dicht in EcF fiir alle lokalkonveren Rdume F .
(¢) Esist EQY dicht in E€Y fir alle BanachriumeY .

(d) FEsist E®E' dicht in EcEy,.

BEWEIS. ,(a) = (b)“: Fiir einen Operator v € EcF = Le(F),,E) und U € U(F)
gilt w(U°) € R(E). Fiir ein Netz (to) in F(F) mit to — Ig in L.(E) folgt daher
E®@F>toou—u in L(F,,E) = EcF.

»(b) = (c)¢ ist klar.

»(c) = (d)“: Fiir einen Operator v € Ec E}, gilt u' € E.e E = L¢(E},). Fiir eine
Halbnorm p € H(E},) betrachten wir den lokalen Banachraum (E%), und die Abbil-
dung pp ou’ € Le(Ey, (EL)p) (vgl. S. 151). Zu V € U(E) und € > 0 gibt es nach
Voraussetzung (c¢) einen Tensor t1 € E ® (EL)p mit

! / /
sup || ppu (') —t1(x =y < €.
sup g (@) = 1)l iz,

Wir kénnen t1 durch t2 = > x; ® pp(2)) € E® (E);)p bis auf ¢ approximieren, und
j=1

firt:= ) z; ®2j € EQE’ gilt dann sup p(u'(z') — > (xj,2") ;) < 2. Somit
j=1 @' eve j=1

ist E® E’ dicht in Ee E, .

»(d) = (a)“: Da die Topologie von E = (E},)" schwicher als die von (Ey,)) ist,

hat man L(E) C L((EL)\, E). Wegen R(E) = €((Ey)’) ist Lx(FE) ein topologischer

Unterraum von E¢ E;, = L((E)\, E). Nach Voraussetzung ist Iz in E¢ E}, durch

Tensoren in £ ® E' C L(E) approximierbar, und dies gilt dann auch in L,(E). ¢

Beweisteil ,,(c) = (d)¢ liefert auch das folgende Resultat:

Satz 10.18

Ein lokalkonvezer Raum E besitze ein Fundamentalsystem H von Halbnormen, sodass
die lokalen Banachrdume Ep fir alle p € H die A.E. haben. Dann besitzt auch E die
A.E.

BEWEIS. Fiir u € EcF = L.(F.,E) und p € H(E) kann p, ou € Le(F., E,) durch
endlichdimensionale Operatoren approximiert werden. O

Beispiele. a) Aus Satz 10.18 ergibt sich die A.E. des Fréchetraumes 7(Q2) der
holomorphen Funktionen auf einer offenen Menge 2 C C (vgl. Aufgabe 10.11).
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b) Ebenso folgt die A.E. des Fréchetraumes £(€2) der C*° -Funktionen auf einer offenen
Menge 2 C R™. Diese ergibt sich auch mittels Kriterium (c) aus Satz 10.17; fiir einen
Banachraum Y ist ndmlich £(2) ® Y nach Satz 10.9 dicht in £(Q,Y) ~ £(Q)eY .

Wir zeigen in Abschnitt 11.4, dass Unterrdume von () ebenfalls die A.E. haben.

Nun gehen wir auf die Approximation kompakter Operatoren durch endlichdimensionale
Operatoren ein und verwenden dazu das folgende

Lemma 10.19
Es seien E ein lokalkonvezer Raum, C € R(E) und f € E* eine Linearform, die auf
C stetig ist. Zun >0 gibt es dann ' € E' mit sup | f(z) — 2’ (z) | < n.

zeC

BEWwEIS. Es gibt U € U(E) mit | f(z)| <n fiir alle z € UNC. Nach Aufgabe 8.1 gilt
dann im Dualsystem (E, E*)

fenUne)® = LU UC?)° C nU°+C°°) = n(U°+C°),

da U° in o(E*,FE) kompakt ist. Dies zeigt f = 2’ + g mit 2’ € nU° C E’ und
g €nC°®, also |g(z)| < n fiir alle x € C. O

Satz 10.20
FEs seien X und Y Banachrdume.

a) Genau dann hat X' die A.E., wenn F(X,Y) fir alleY in K(X,Y) dicht ist.
b) Genau dann hat'Y die A.E., wenn F(X,Y) fir alle X in K(X,Y) dicht ist.

BEWEIS. a) Nach Satz 10.4 gilt K(X,Y) = X'eY, und wegen F(X,Y) 2 X' ®Y
folgt die Behauptung aus Satz 10.17 (¢).

b) ,= “ folgt sofort wie in a). Zum Beweis von ,,<= “ sei nun C' € R(Y') gegeben. Nach
Satz 8.26 gibt es K € R(Y'), sodass C' im Banachraum Yy kompakt ist. Zur Identitét

I
I € K(Yk,Y) und > 0 gibt es nach Voraussetzung F = > f; ® y; € Yie @ Y mit
j=1
| I = Fllr(vi,y) < n, insbesondere also sup ||y — F'y|| < n. Nun fallen auf C' die
yel
von Yx und Y induzierten Topologien zusammen, sodass die f; auf C' beziiglich der
Norm von Y stetig sind. Thre Fortsetzungen zu Linearformen f; € Y™ kénnen nach
Lemma 10.19 gleichmiBig auf C' durch Funktionale in Y’ approximiert werden, und
damit folgt die Behauptung. O

Aussage ,,<=“ in b) ist eine Verschirfung von Satz 10.17 (c): Zum Nachweis der A.E.
von Y geniigt es, die Dichtheit von Z®Y in ZeY nur fiir duale Banachriume Z = X’
zu testen. Es ist nicht bekannt, ob die Dichtheit von F(X) in K(X) die A.E. von X

impliziert.
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Viele ,konkrete Ridume* besitzen die A.E., viele separable ,konkrete Ridume* sogar
eine Schauder-Basis. Daher formulierte S. Banach 1932 die Frage, ob alle separablen
Banachrdume eine Schauder-Basis besitzen. In [Grothendieck 1955], I §5 fragte A.
Grothendieck, ob alle Banachrdume und damit auch alle lokalkonvexen Raume die
A E. besitzen, und gab zahlreiche interessante Umformulierungen des Problems an,
u. a. auch zu konkreten Aussagen iiber gewisse unendliche Matrizen oder stetige In-
tegralkerne auf [0,1]% (vgl. Aufgabe 11.13). Dieses Approzimationsproblem und damit
auch Banachs Basisproblem wurde von P. Enflo 1972 (vgl. [Enflo 1973]) negativ gelost
durch Konstruktion eines ,,exotischen* Unterraums von c¢g ohne A.E. Eine vereinfach-
te Konstruktion und weitere Informationen sind in [Lindenstraufl und Tzafriri 1977],
Abschnitte 1.e und 2.d angegeben. Nach [Szankowski 1981] besitzt der konkrete Opera-
torenraum L(¢2) die A.E. nicht. Es ist nicht bekannt, ob der Banachraum 5#°°(D) der
beschrankten holomorphen Funktionen auf dem offenen Einheitskreis die A.E. besitzt.

10.5 7 -Tensorprodukte und Bochner-Integrale

Wir fiihren nun eine weitere wichtige lokalkonvexe Topologie auf einem Tensorprodukt
F ® F lokalkonvexer Rdume ein:

Zulassige Topologien auf Tensorprodukten. FEine lokalkonvexe Topologie ¥ auf
E ® F heifit zuldssig, falls die kanonische bilineare Abbildung

®: ExF—(E®FT), oy =0y,

stetig ist. Die e -Topologie ¥, ist offenbar zuldssig, und fiir p € H(E), ¢ € H(F) gilt
nach (30)
(P®:q)(z@y) = p(x)qly) fir zeE,yeck. (33)

Projektive Tensorprodukte. a) Mit den Identitéiten iz : EQ® F — (E® F,%)
ist {iz | T zuléissig} ein projektives System und definiert somit die projektive oder 7 -
Topologie T auf EQF (vgl. S. 149); diese ist dann die stirkste zuldssige lokalkonvexe
Topologie auf £ ® F. Offenbar ist T, stirker als €. und somit Hausdorffsch. Wir
schreiben F @, F fiir (FE® F,%,).

b) Fiir eine zulédssige Topologie ¥ auf E® F und W € U(%) gibt es U € U(EF) und
V € U(F) mit

@UxV):={2z@ylecU,yeclU} C W. (34)
Wir verwenden ab jetzt die Notation F1 @ F1 = [®(E:1 x F1)] fir Unterrdume E1 von

E und F; von F, aber A® B = ®(A x B) fiir alle anderen Mengen A C E und
BCF.
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c¢) Die absolutkonvexen Mengen
rveVv), UeUWE), VeUWF),

bilden eine Nullumgebungsbasis einer lokalkonvexen Topologie auf £ @ F (vgl. die
Sétze 6.2 und 7.1), die wegen (34) mit T, iibereinstimmen muss.

Satz 10.21

Es seien B, F,G lokalkonvexe Rdume. Durch B : T — T o ® wird ein linearer
Isomorphismus von L(E @ F,G) auf den Raum B(E,F;G) der stetigen bilinea-
ren Abbildungen von E X F' nach G definiert. Insbesondere liefert 3 die Isomorphie
(E®x F) ~B(E,F).

BEWEIS. a) Wegen der Stetigkeit von ® : ExX F' — EQx F ist 8 definiert und offenbar
linear und injektiv.

b) Nun sei B € B(E, F;G) gegeben. Einen Tensor t = Y z;®y; € E® F kdnnen wir
j=1

in der Form ¢t = kzn: er ® fi mit linear unabhéngigen e1,...,e, € E schreiben, und
=1

dann ist XT: B(zj,y;) = i Bleg, fr). Aus XT: z; ® y; = 0 folgt wegen (28) dann
j=1 k=1 j=1

fr = 0 fiir alle & und somit il B(zj,y;) = 0. Daher kénnen wir T : EQ F — G

=

durch T'( erl T;QY;) = i:l B(xj,y;) definieren. Offenbar ist T' linear und §(T) = B.

j= j=

c) Fir W € U(G) gibt es U € U(F) und V € U(F) mit B(U x V) C W, also
TU®V)CW und auch T(T(U @ V)) C W ; somit ist T : E @ F — G stetig. ¢

Fiir Banachrdume FE, F' gelten die Isometrien

(E®: F) 2B(E,F) = L(E,F'). (35)

Satz 10.22
Es seien E, F lokalkonveze Riume. Fir p € H(E) und q € H(F) ist das Minkowski-
Funktional von T'(Up ® Ug) gegeben durch

(p = a) (1) i= it { X play)alu) |t = 3 25 ® 5} (36)

=1 Jj=1

Wie in (33) gilt

(P®=q)(x®y) = plx)ely) fir xe E,yecF. (37)
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BEWEIS. a) Man rechnet leicht nach, dass in (36) eine Halbnorm r auf E® F' definiert
wird mit r(z®y) < p(z)q(y). Firt e T(Up®@U,) gilt t = 3, A\jz; ®y; mit x; € Up,
y; € Ug und 3 | A; | <1, also r(t) <30 p(Ajzj)aly;) < 351X [ < 1.

T T
b) Nun sei 7(t) < 1; dann ist t = > z; ® y; mit »_ p(x;)q(y;) < 1. Mit geeigneten
i=1 i=1

d; > 0 gilt noch 3 pj <1 fiir pj == (p(z;)+8;)(q(y;)+9;) . Mit u; := W cUp
j=1

und v; := m € Uy folgt dann ¢ = J;l wiu; @v; € T(Up @ Uyg) .

¢) Aussage ,<“ in (37) ist klar; wir zeigen ,>“: Nach dem Satz von Hahn-Banach
gibt es 2’ € Uy mit (z,2') = p(z) und y' € Ug mit (y,y’) = ¢q(y). Wir definieren
¥ xy € B(E x F) durch (' x ¢')(z,y) = {x,2") - (y,') und dann 2’ @ ¢/ =
Bz xy') € (E®x F) gemiB Satz 10.21. Fiir t = Zj r; ®y; gilt dann

[{ta' @y | = | X (@ 2") (i, v) | < X2 p(x5)aly;),
also 2’ ® y' € U7 . Nun folgt p(z)q(y) = (z,2")(y,y") = (z@y,2' ®y) <r(z®@y). O

Die Vervollstindigung E®,F eines projektiven Tensorprodukts heit vollstindiges
7 -Tensorprodukt von EE und F. Der folgende Entwicklungssatz fiir vollstandige -
Tensorprodukte von Fréchetraumen stammt von A. Grothendick (1955), der einfache
Beweis von A. Pietsch (1963).

Theorem 10.23
Es seien E, F metrisierbare lokalkonveze Riume und © € EQ,F .

a) Es gilt x = > \jz; @y; mit Y. |Aj| <oo sowiex; =0 inE undy; — 0 in F.
j=1 j=1

b) Firp € H(E) und q € H(F) gilt

P80 (2) = mE(X N pm)atw) | o= 5 Moy ©u). 69

i=
wobei das Infimum tiber alle Entwicklungen wie in a) gebildet wird.

¢) Im Fall von Fréchetriumen E,F gibt es kompakte Kugeln A € R(E) und B € K(F)
mit T € EA(@WFB .

BEWEIS. a) Es seien {p,} und {g»} wachsende Fundamentalsysteme von Halbnormen
auf £ und F mit 0.E. p1 = p und ¢1 = ¢. Mit 7 := pn®nrgn gibt es zu e > 0
Tensoren t, € E® F mit rp(x —tn) < —roar fir n > 1. Wir setzen so := t1 und
Sp 1= tpy1 — ty fiir n > 1; dann gilt 71(s0) < r1(z) + § und

Tn(sn) < Tnti(tnyr — ) +ro(x —tn) < rew  fir n> 1.
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Wir schreiben sg = Z )\(0) (0) I(€0) mit Z \)\(0)| <ri(x)+ 5, p(z (0)) <1 und

Kn41
ay) <1sowie s = > Az @yl mit pa(af”) < 2, ga(y) <

% und
k=kp+1
Kn41
> |)\(") | <e27" fiir n > 1. Damit erhalten wir z = Z Sn = Z \jx; Qy; wie
k=k,+1 n=0 =1
in a).

b) Insbesondere ist Y | Aj|p1(z;)qi(y;) < mi(x) + 5+ > 27" < ri(z) +e. Die
Jj=1 n=1
umgekehrte Ungleichung ,< “ in (38) ist klar.

c¢) Nach Satz 8.26b) gibt es kompakte Kugeln A € R(E) und B € &(F) mit z; — 0

in F4 und y; — 0 in Fp. Dann konvergiert die Entwicklung x = Y A\jz; ® y; aus
j=1
a) in Eu®,.Fp. O

Fiir j = 1,2 seien E; und F; lokalkonvexe Réume. Fiir Operatoren T' € L(E1, E3)
und S € L(F1, F>) ist das Tensorprodukt T @ S : E1 @x F1i — E2 ®@x F> aus (31)
wegen (36) stetig und besitzt daher eine Fortsetzung T®,S : E1®@,F1 — Fo®.F»
auf das vollstdndige 7 -Tensorprodukt von E; und Fi. Aus Theorem 10.23 ergibt sich
leicht der folgende Liftingsatz:

Satz 10.24
Es seien T € L(E1,E2) und S € L(F1, F2) Surjektionen von Fréchetriumen. Dann
ist auch T@WS : El&x\)ﬂFl — E2(§)7TF2 surjektiv.

BEWEIS. Ein Element z € E2<§>WF2 besitzt nach Theorem 10.23 eine Entwicklung

z =Y A\jz; ®y; mit Z |A\j| < oo sowie z; — 0 in E2 und y; — 0 in F». Nach
Jj=1 =1
Satz 6.4 gibt es Nullfolgen & — O in 1 und n; — 0 in F} mit z; = T¢; und

y; = Sn; fir alle j e N. Fur ¢ := Z N\i€j @nj € E1®-F1 gilt dann (T®,5)¢ = z.
j=1
O

Satz 10.24 gilt i. A. nicht fiir vollstandige e -Tensorprodukte; darauf gehen wir in Ka-
pitel 12 genauer ein.

Wir fithren nun L;-R&ume von Vektorfunktionen ein und reprisentieren diese als
vollstéandige m-Tensorprodukte. Der Einfachheit wegen beschrinken wir uns auf Funk-
tionen mit Werten in einem Banachraum X . Der Fréchetraum-Fall kann dhnlich be-
handelt werden; bei tiberabzahlbar vielen Halbnormen tritt jedoch die Schwierigkeit
auf, dass man Nullmengen bzgl. verschiedener Halbnormen nicht ohne Weiteres zu ei-
ner Nullmenge vereinigen kann.
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Die folgende Konstruktion des Integrals orientiert sich an der fiir skalare Funktionen
in Anhang A.3 von [GK]:

Bochner-Integrale. a) Es seien (2,X, ) ein MaBraum und X ein Banachraum.
Eine skalare Funktion ¢ € £1(92) heifit u -Majorante einer Vektorfunktion f: Q@ — X |
falls || f(¢) || < 9(t) fiir p-fast alle t € Q gilt. Auf dem Raum £(Q, X) aller Funktionen
mit p-Majorante definieren wir eine Halbnorm durch

| fllz := inf{||¥|lr, | ¥ ist p— Majorante von f}. (39)

b) Auf dem Raum 7 (Q, X) := 7(Q) ® X der X -wertigen Treppenfunktionen (deren
Triager haben endliches Maf}) definieren wir das Integral durch

Jo £ 65z dn = (Jy dn@ (L 6y @3) = L foestdum; € X (40

Fiir h € 7(Q, X) hat man h = Z XA, ® & mit f.u. disjunkten Mengen Ay € ¥ und
w(Ag) < co. Fiir eine p- MaJorante Y € L1(2) von h gilt dann

I fohdinll =1 & m(AEN < & mAN& Il = fo Ihlldi < fyid,  also
| fohdpl < |[B|L fir heT(QX). (41)

¢) Wir definieren nun den Raum £1(£2, X) als Abschluss von 7(2,X) in £(2,X)
beziiglich der Halbnorm || ||z aus (39). Fiir f € £1(Q, X) gilt || f || € £1(2) und

Il = Jollf@) ldp =1 L, - (42)

Der Quotientenraum L1 (92, X) = El(Q,X)//\/’ von Aquivalenzklassen modulo Null-
funktionen heit Raum der Bochner-integrierbaren Funktionen. Nach (41) lasst sich
das Integral aus (40) zum Bochner-Integral [, dp : L1(2, X) — X fortsetzen.

d) Eine Vektorfunktion f : Q — X heifit messbar, falls es eine Folge (hy) in 7(9, X)
mit hg(t) — f(t) fiir fast alle ¢ € Q gibt. Dann folgt auch || hg(¢) || — || f(2) | L.,
und auch die skalare Funktion || f || : 2 — R ist messbar.

Fiir eine messbare Funktion f : Q — X gibt es einen separablen Unterraum Xo C X,
sodass f(t) € Xy fast iiberall gilt. Eine Funktion f : Q — X mit einem solchen ,fast
iiberall separablen Bild“ ist genau dann messbar, wenn sie schwach messbar ist. Fiir
diesen Satz von Pettis verweisen wir auf [Yosida 1980], V.4, vgl. auch Aufgabe 10.24.

Satz 10.25
a) Es gilt £1(2,X) = {f:Q — X messbar | [, || f(t)| du < co}.

b) Der Raum L1(Q2, X) ist ein Banachraum.
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BEwEIS. a) ,,C “: Fiir f € £1(Q, X) gilt [, | f(t) — hx(t) || dp — O fiir eine Folge (hs)
in 7(Q2, X). Dann gibt es eine Teilfolge (hy,) mit || f(t) — hy,(t) || — 0 fast iiberall
(vgl. [GK], S. 312), und f ist messbar.

»2 “: Es sei (hg) eine Folge in 7(Q, X) mit hg(t) — f(t) f.ii. Durch ,, Abschneiden*
kann man || hy(t) || < 2] f(¢) || f.ii. erreichen, und dann folgt [, || f(t) —hx(t) || du — 0
aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz.

o0
b) Fir g € L1(2,X) gelte > |gklle, < oo. Nach dem Satz von B. Levi folgt
k=1

auch Y [ gx(t) ]| < oo fiir fast alle t € Q. Daher wird durch g(¢) := Y gr(t) f.il.
r=1 k=1

k=n+1
fiir n — oco. Somit ist jede absolut konvergente Reihe in Li(2, X) konvergent, und

L1(£2, X) ist vollstiandig. O

n e}
eine messbare Funktion definiert, und es gilt ||g — > grllz < > |lgkllz, — O
k=1

Einen Zusammenhang mit 7 -Tensorprodukten liefert nun

Satz 10.26
Fiir einen Mafraum (Q,%, 1) und einen Banachraum X gilt L1 (9, X) = L1(Q)®,X .
BEWEIs. Wir zeigen, dass auf 7(Q,X) = 7(2) ® X die L1-Norm mit der 7-Norm
iibereinstimmt. Fiir h = ) ¢; @ z; gilt

=1

J

[hllz, < Zlfg I¢5(t)as | dp < Zl\lqﬁj e, 251l
J= J=

m
also ||h|l, < ||h|lx. Umgekehrt hat man h = > xa, ® & mit f.ii. disjunkten
k=1

Mengen Ay € ¥ und u(Ag) < co und erhélt
[Allx < kzl [ xan o, 18x Il = kE pARER T = Jo 1@ [1dp = Rz, -
= =1

Folglich gilt L1 (2, X) = T(Q)®,X = L1(Q)®- X . O

Folgerungen. a) Eine Vektorfunktion f € L1(€, X) besitzt eine Reihenentwicklung
f@®) = > ¢jt)z; mit > || ¢;llz, || z5]] < oo aufgrund von Theorem 10.23.

j=1 j=1
b) Nun sei 7' : X — @ eine Surjektion von Banachrdumen. Zu f € L1(Q,Q) gibt
es dann f¥ € L1(9,X) mit TfY(t) = f(t) f.ii. auf Q. Dieser Lifting-Satz fiir L1 -
Funktionen folgt sofort aus Satz 10.24 oder auch aus dem Satz von Bartle und Graves
9.29 (vgl. auch Aufgabe 10.25).
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Viele Resultate der Analysis skalarer Funktionen lassen sich leicht auf Vektorfunktio-
nen iibertragen, andere wie etwa die Dualitéit L, (Q, X)" 22 Ly(Q, X') oder Abschétzun-
gen fiir Fourier-Koeffizienten oder Integral-Transformationen gelten nur unter geeigne-
ten Annahmen an den Banachraum X . Dazu sei auf [Defant und Floret 1993] sowie
[Pietsch 2007] und die dort zitierte Literatur verwiesen.

Neben der e-Norm und der 7-Norm wurden in [Grothendieck 1956] weitere wichti-
ge Normen auf Tensorprodukten von Banachridumen eingefiihrt und untersucht. Das
Hauptresultat dieses Résumés wurde 1968 von J. Lindenstraufl und A. Pelczyniski ohne
Verwendung von Tensorprodukten zur Grothendieckschen Ungleichung umformuliert
und hat seitdem die Entwicklung der Banachraum-Theorie stark beeinflusst. Wegen
X'eY =2 K(X,Y) gemif Satz 10.4 hiingen Tensornormen eng mit Operatoridealen zu-
sammen, deren Theorie seit 1968 systematisch von A. Pietsch entwickelt wurde (vgl.
[Pietsch 1980]). Wir geben im néichsten Kapitel eine kurze Einfithrung zu diesem The-
ma. [Defant und Floret 1993] enthilt eine Darstellung der Theorie, die Tensornormen
und Operatorideale verbindet.

10.6 Aufgaben

Aufgabe 10.1

Zeigen Sie: Ein e-Produkt EFeF =~ FeFE lokalkonvexer Ridume kann als Raum
B(E), x F}) von Bilinearformen interpretiert werden; diese Interpretation ist sym-
metrischin £ und F'. Einem Tensor t = Zj x; ®y; entspricht dabei die Bilinearform

B:(2y) = Y (x5, 2") (v, v) -

Aufgabe 10.2
Es seien X,Y Banachrdume. Zeigen Sie XeY = {T € K(Y',X) | T € L(Ys,X?)}.

Aufgabe 10.3
Es seien M eine Menge und F' ein lokalkonvexer Raum. Zeigen Sie (oo o (M, F) =
loo (M, F). Welche Funktionen f: M — F liegen in foo (M, F)?

Aufgabe 10.4
Fiir 0 < o < 1, einen kompakten metrischen Raum K und einen lokalkonvexen Raum
F' definieren wir Rdume Holder-stetiger Funktionen durch

AY(K,F) = {f:K—F|YqgeH(F) : sup SO < oo},
s#t ’

A (K, F) {(feAX(K,F)| lim L&=I0 oy,

d(s,t)—0 ds:)”
a) Zeigen Sie A“(K, F) = AG(K,F) und \*(K,F) = A (K, F) ~ \X*(K)e F.
b) Welche Funktionen liegen in A (K, F') und \g (K, F')?
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Aufgabe 10.5
Es seien w der Fréchetraum aller Folgen und F ein vollstdndiger lokalkonvexer Raum.
Zeigen Sie FN ~ we F ~w® . F.

Aufgabe 10.6

Definieren Sie den Raum S(R™, F') der F'-wertigen schnell fallenden Funktionen auf
R™ und zeigen Sie S(R", F) = So(R™", F) = S, (R™", F) ~ S(R")e F'. Schlieflen Sie
daraus S(R™, F) ~ s(F).

Aufgabe 10.7
a) Es seien Q, Q) lokalkompakte Riume. Zeigen Sie

CAxQ) ~ C(Q,C(Q)) ~ C(QeC(Q) ~ C(OD.C().

b) Zeigen Sie analoge Aussagen fiir £(Q x Q'), S(R™ x R™) und s(Z™ x Z™). Gilt
fiir m € N eine solche Aussage auch fiir C"™ -Funktionen?

Aufgabe 10.8

Es sei 0 : F — @ eine Surjektion von Fréchetrdumen. Zeigen Sie die Surjektivitéit der
induzierten Abbildungen oo : s(Ng, F) — s(No,Q) und oo : £(Q, F) — £(Q,Q) fir
offene Mengen Q2 C R™.

Aufgabe 10.9
Beweisen Sie den Zusatz zu Satz 10.11 und die Aussagen iiber holomorphe Funktionen
auf S. 242.

Aufgabe 10.10
Esseien o : E — @ eine Surjektion von Fréchetraumen, Q C C offen und g € M(2, Q)
eine meromorphe Funktion. Konstruieren Sie g¥ € M(Q, E) mit og” =g¢.

HinweEls. Verwenden Sie den Weierstrafischen Produktsatz (vgl. [Rudin 1974], 15.11).

Aufgabe 10.11

a) Es sei Q C C offen. Konstruieren Sie auf () ein Fundamentalsystem von
Halbnormen, die durch Halbskalarprodukte definiert werden. Schlieen Sie, dass der
Fréchetraum J7(Q2) die A.E. besitzt.

b) Beweisen Sie den Satz von Mittag-Leffler 10.13 fiir Funktionen mit Werten in
Fréchetraumen mit der Mittag-Leffler-Methode 9.14.

Aufgabe 10.12
Es seien Q@ C R"™ offen und m € N. Zeigen Sie, dass der Fréchetraum C™(Q2) die A.E.
besitzt.
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Aufgabe 10.13

Fiir eine kompakte Menge K C C und einen quasivollstindigen lokalkonvexen Raum
F wird der Raum 47 (K, F) der Keime F -wertiger holomorpher Funktionen auf K
wie auf S. 154 erklért. Weiter seien R(K, F') der Abschluss von (K, F) in C(K, F)
und A(K, F) ={f € C(K,F) | [lipy(r) holomorph}. Zeigen Sie:

a) Es gilt A(K,F) ~ A(K)e F und R(K,F) ~ R(K)®.F.

b) Fiir den Einheitskreis D = {z € C | | z| < 1} gilt A(D,F) =R(D,F).

¢) Gilt A(K,Y) = R(K,Y) fiir alle Banachrdume Y, so besitzt der Banachraum
A(K) =R(K) die A.E.

Nach einem auch fiir Vektorfunktionen giiltigen Satz von Mergelyan (1951) ist die Vor-

aussetzung in c) erfiillt, wenn @\K zusammenhéngend ist (vgl. [Rudin 1974], Theorem
20.5).

Aufgabe 10.14

a) Zeigen Sie, dass die Disc Algebra A(D) die b.A.E. besitzt.

b) Zeigen Sie, dass Ly () -Réume fiir alle 1 < p < oo die b.A.E. besitzen.
Aufgabe 10.15

Bestimmen Sie die Dualrdume der Kéthe-Réume ¢o(A) und A\, (A) fiir 1 < p < oo,
speziell die der Potenzreihenrdume Ag ().

Aufgabe 10.16
Es seien X ein Banachraum und (z,) eine Folge in X\{0} mit [z,] = X . Zeigen Sie,

dass (zn) genau dann eine Schauder-Basis von X ist, wenn gilt:

3C>20YVm<neNV{a} CK : || 3 ajz;|| < C| X ajz;l.
i=1 i=1

n
HINWEIS. Fiir ,= ¢ zeigen Sie, dass durch ||z ||* :=sup,, || D a;x;| eine dquivalente
i=0
Norm auf X definiert wird.

Aufgabe 10.17
a) Das Haar-System wird definiert durch x1(¢) =1 und
1, (20—227Ft<t<(20—1)27%!
Xorpo(t) = ¢ —1 , (20—1)27F 1<t <ar. 27kt
0 , sonst

fir k € Ng und ¢ = 1,2,...,2F. Zeigen Sie, dass (Xn)nen fiir 1 < p < oo eine
Schauder-Basis von L,[0,1] ist.

b) Durch Integration des Haar-Systems erhilt man das Schauder-System

p1(t):= 1, pn(t):= fot Xn—1(s)ds fir n>1.
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Zeigen Sie, dass (¢n)nen eine Schauder-Basis von C[0,1] ist.

Aufgabe 10.18
Es sei E ein lokalkonvexer Raum mit A.E. Zeigen Sie, dass jeder stetig projizierte
Unterraum von E ebenfalls die A.E. hat.

Aufgabe 10.19

Fiir welche lokalkonvexen Riume E gilt topologisch (E},);, = E? Zeigen Sie, dass in
diesem Fall £ genau dann die A.E. hat, wenn dies auf E;, zutrifft. SchlieBen Sie, dass
ein Montelraum E genau dann die A.E. hat, wenn dies auf den Dualraum Ef; zutrifft.

Aufgabe 10.20
Es seien E = proj; E; und F = proj; F; reduzierte projektive Limiten lokalkonvexer
Réume. Zeigen Sie

EeF ~proj, ;) Eie Fj, E®: F ~ proj; ;) Ei ®F; und E ®, F ~ proj; ;) Ei ®F} .

Aufgabe 10.21
Beweisen Sie Satz 8.16 mittels Lemma 10.19.

Aufgabe 10.22 -
a) Fiir 1 < p < oo sei X :={,. Finden Sie eine Reihe in X mit > |(z;|z") | < o0
i=1

fiir alle 2’ € X’ und Yollzj] =o00.
Jj=1

b) Es seien I eine Indexmenge und F' ein vollstédndiger lokalkonvexer Raum. Identifizie-
ren Sie £1(I)®. F mit dem Raum der F -wertigen summierbaren Folgen und £1(I)& F
mit dem Raum der F -wertigen absolutsummierbaren Folgen.

Aufgabe 10.23
Fiir Banachrdume {Y, },en und 1 < p < oo definiert man die ¢, -direkte Summe durch

(@ Yoy, =y =) € I Ya | Iyl = 3 Iy | < o},

entsprechend auch die cq -direkte Summe. Zeigen Sie (@ Yn)., = (€D Yi)s, sowie
n=1 n=1

(& Yoy, =

0 Y,r;)gq firl <p< oo und%—}—%:l.

n=1

Aufgabe 10.24

Die , Einheitsvektoren {e; := (dts)sc[0,1]}tejo,1) bilden eine Orthonormalbasis von
02[0,1]. Zeigen Sie, dass die durch f : ¢ — e; definierte Funktion f : [0,1] — ¢2][0,1]
eine schwache Nullfunktion, aber nicht messbar ist.
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Aufgabe 10.25
Fiir einen Mafiraum (©,%, 1), 1 < p < co und einen Banachraum X sei

Lp(Q,X):= {f:Q— X messbar | [, || f(t)[|P du < oc}.

a) Zeigen Sie, dass L, (£, X) = Ep(QvX)[/\/ ein Banachraum ist.

b) Nun seien 7' : X — @ eine Surjektion von Banachrdumen und f € £,(£,Q).
Konstruieren Sie f¥ € £,(Q, X) mit TfY(t) = f(t) f.ii. auf Q.

Aufgabe 10.26
a) Es seien H,G Hilbertraume. Zeigen Sie, dass durch

(2 @y | 2o & @mw) = D2 p(@l&k) (yslnw)

ein Skalarprodukt auf H ® G definiert wird. Die Vervollstiandigung von H ® G mit
der induzierten Norm || ||2 bezeichnen wir mit H&,G .

b) Es seien {e;} und {f;} Orthonormalbasen von H und G. Zeigen Sie, dass {e;® f; }
eine Orthonormalbasis von H®-G ist.

¢) Zeigen Sie L2 (Q, H) = La(Q)®H und La(Q x Q) 22 La(Q)®2L2(Q) fiir messbare
Mengen 2 C R™ und ' C R™.

d) Zeigen Sie die Parsevalsche Gleichung . | FR)|? = =~ Jo N f(@) |*dt fiir

einen Hilbertraum H und f € Lo([—m, 7], H).

Aufgabe 10.27

Das folgende Beispiel stammt von S. Bochner (1933): Fiir ¢ € X := Ly 2,(R) sei
eine Vektorfunktion durch f : ¢t — ¢(¢t + s) definiert. Zeigen Sie f € Cox(R, X) und
f(k) = ¢(k) e™* fiir die Fourier-Koeffizienten. Wann gilt Sl Fk)|? < o00?

k=—o0
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11 Operatorideale und nukleare Raume

Fragen: 1. Zeigen Sie einen Lifting-Satz fir harmonische Funktionen.
2. Fiir welche linearen Operatoren lisst sich eine Spur definieren?

In diesem Kapitel stellen wir nukleare lokalkonvexe Raume vor. Dieses wichtige Kon-
zept wurde 1955 von A. Grothendieck eingefiihrt; wesentliche Beispiele sind Rdume von
C°° -Funktionen und ihre Dualrdume. Ein Raum E ist genau dann nuklear, wenn ein
Fundamentalsystem H von Hilbert-Halbnormen auf E existiert, sodass es zu p € H
ein p < ¢ € H gibt, sodass die kanonische Abbildung p} : Eq — Ep aus (7.5) ein
Hilbert-Schmidt-Operator ist. Aquivalente Formulierungen fordern die Zugehéorigkeit
der Abbildungen pf zwischen lokalen Banachriumen zu geeigneten allgemeineren Ope-
ratoridealen. Das Kapitel beginnt daher mit einer Einfiihrung in diesen Themenkreis.

In Abschnitt 11.1 fithren wir die Approximationszahlen stetiger linearer Operatoren
zwischen Banachrdumen ein. Fiir 0 < p < oo untersuchen wir die Ideale S, der Opera-
toren mit p -summierbaren Approximationszahlen, die auf Hilbertraumen die Schatten-
Klassen liefern. Mittels Ergebnissen aus Kapitel 4 zeigen wir Aussagen iiber die Zu-
gehorigkeit von Sobolev-Einbettungen und von Integraloperatoren zu Schatten-Klassen.

Im n#chsten Abschnitt untersuchen wir das Ideal der nuklearen Operatoren, insbeson-
dere Beziehungen zu S), -Idealen. In Abschnitt 11.3 beweisen wir, dass ein Banachraum
X genau dann die A.E. besitzt, wenn sich auf dem Raum N(X) der nuklearen Ope-
ratoren eine Spur definieren ldsst. Fiir Integraloperatoren S, € L(L2(f2)) erhalten wir

unter geeigneten Annahmen die Spurformel tr .S, = fQ K(t,t) dt.

Das Studium nuklearer lokalkonvexer Rédume beginnt in Abschnitt 11.4. Nuklearitét
vererbt sich auf Unterrdume, Quotientenrdume sowie unter projektiven und abzahl-
baren induktiven Konstruktionen. Wir charakterisieren die Nuklearitdt von Kothe-
Réaumen und folgern die Nuklearitit verschiedener Rdume von C°° -Funktionen. Es
folgt ein wichtiger Zusammenhang der Nuklearitit mit topologischen Tensorproduk-
ten: Fiir einen nuklearen Raum F ist F ®. F ~ E ®x F und EQ.F = E®,F fiir
alle lokalkonvexen Rdume F'. Als Anwendung erhalten wir allgemeine Lifting-Sdtze
fiir nukleare Fréchet-Funktionenrdume.

In Abschnitt 11.5 charakterisieren wir die nuklearen Riume als Unterriume von s’ fiir
geeignete Indexmengen I (Satz von Komura-Komura). Daraus ergibt sich, dass starke
Dualrdume nuklearer Fréchetraume ebenfalls nuklear sind; dies gilt auch fiir den Raum
25(2) der Distributionen auf einer offenen Menge Q C R™ .



264 11 Operatorideale und nukleare Raume

11.1 Approximationszahlen und Integraloperatoren

Wir erinnern zunéchst an einige Resultate iiber kompakte Operatoren S € K(H,G)
zwischen Hilbertraumen, die auf dem Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Ope-
ratoren beruhen (vgl. [GK], Kapitel 12) :

Singuldre Zahlen und Schmidt-Darstellungen. a) Ein Operator S € K(H, G)
besitzt eine Polarzerlegung S = U|S| mit | S| = (S*S) /2. Die Eigenwerte
IS = s0(S) > s1(S) > ... sn(S) > spt1(S) > ... > 0

von | S| heiflen singulire Zahlen von S. Es gilt eine Schmidt-Darstellung

Sz = sj{zlej) fj, =€ H, (1)

o

0

J
mit Orthonormalsystemen {e;} in H und {f;} in G. Stets gilt s;(S*) = s;(5), und
fiir einen normalen Operator S € K(H) ist s;(S) = | \j(S)| der Betrag des j-ten
Figenwerts.
b) Aufgrund des MiniMax-Prinzips von R. Courant, E.S. Fischer und H. Weyl (vgl.
[GK], Satz 12.6) hat man wegen ( S*Sz|z) "2 = || Sz ||

sj(S) = ¢j(S):= min_ | S|, ||, jeNo, (2)

codim V=j

wobei das Minimum iiber alle abgeschlossenen Unterrdume V' von H der Kodimension
J gebildet wird.

¢) Weiter gilt nach D.E. Allakhverdiev (1957) (vgl. [GK], Satz 12.12)

5;(S) = «a;(S):= inf{||S—F| | FeL(HG), tkF<j}, jeNy. (3)

Die in (3) erklirten Approzimationszahlen sind auch fiir alle stetigen linearen Opera-
toren T' € L(X,Y) zwischen Banachrdumen definiert. Die Folge (a;(T")) in [0, 00) ist
monoton fallend, und man hat ao(T) = || T']|. Aus o;(T) — 0 folgt T' € K(X,Y);
nach Satz 10.20 ist die Umkehrung richtig, wenn X’ oder Y die Approzimationseigen-
schaft hat. Wesentliche Eigenschaften der Approximationszahlen enthélt:

Satz 11.1
Es seien X,Y,Z Banachriume, A,B € L(X,Y) und T € L(Z,X). Dann gilt:

antm(A+B) < an(A) +am(B), n,méeNo, (4)
ntm(AT) < an(A)-am(T), n,m €Ny, (5)
an(A)=0 & rkA<n, néeNy, (6)

an—1(ley) =1, neNp. (7)
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BEWEIS. Zu ¢ > 0 wéhlen wir F1,F> € L(X,Y) mit tkF1 < n,rkF> m und
|A—Fi| < an(A)+¢, || B—Fz2|| < am(B) +¢. Dann folgt rk(F1 + F3)

und || (A+ B) — (F1 + F2) || < an(A) + am(B) + 2¢, also (4).
Nun wéhlen wir F3 € L(Z,X) mit tk F3 <m und ||T — F3 || < am(T) + . Es folgt

<
<n+4+m

AT — Fi(T = F3) = AF3 || = [[(A = F1) (T = F3) || < (an(A) + &) (am(T) +¢),

wegen rk(F1 (T — F3) — AF3) < n+m also (5).

Fiir (6) ist nur ,,= “ zu zeigen. Ist tk A > n, so gibt es linear unabhéngige Vektoren
yo = Azo,...,yn = Azp in R(A). Mit V := [z0,...,2ys] ist dann A : V — A(V)
bijektiv; es gibt also ¢ > 0 mit || Az || > ¢| x| fir x € V. Ist nun rk F' < n, so gibt
es€£€V mit || £ =1 und F§€ =0. Es folgt

[A=F[ = [(A=F)¢ll = A = cl€]l = e,
also der Widerspruch ay,(A) > ¢ > 0.

Das letzte Argument zeigt auch ,>“ in (7); die Abschétzung ,<“ dort ist klar. %

Aussage (7) gilt auch fiir die Identitét auf jedem Banachraum der Dimension > n.
Aus (4) folgt sofort

lan(A) —an(B)| < [[A=B]|, neNo, (®)
und aus (5) ergibt sich
an(AA) = [ A an(A), AeK, neNp. 9)

s-Zahlen. Auch die Gelfand-Zahlen c;(T) aus (2) sind fiir alle stetigen linearen
Operatoren T' € L(X,Y) zwischen Banachrdumen definiert und erfiillen ebenfalls die
Aussagen von Satz 11.1 (vgl. [GK], Satz 12.11). Es gibt weitere Moglichkeiten, jedem
Operator T' € L(X,Y) eine monoton fallende Folge (s;(7T")) in [0,00) mit (4)—(7)
zuzuordnen; diese heifft dann eine Folge (multiplikativer) s-Zahlen. Eine umfassende
Theorie solcher s-Zahlen stammt von A. Pietsch, vgl. [Pietsch 1980], Kapitel 11, oder
[Pietsch 1987], Kapitel 2.

Als Verallgemeinerung der Schatten-Klassen tiber Hilbertrdumen (vgl. [GK], Abschnitt
12.5) betrachten wir nun

Sp-Ideale. Fiir Banachrdume X,Y und 0 < p < co definieren wir

Sy(X,Y) = {TELX,Y)| S a;T) <o} und
7=0
op(T) = (3 a; (1)) fiir T € Sp(X,Y).

Jj=0



266 11 Operatorideale und nukleare Raume

Offenbar gilt Sp(X,Y) C K(X,Y) und | T|| < op(T) fir T € Sp(X,Y). An Stelle
der Approximationszahlen kann man auch andere s-Zahlen verwenden; der folgende
Satz gilt auch in diesen Féillen:

Satz 11.2

Es seien W, X,Y,Z Banachrdume, A,B € L(X,Y), T € L(W,X) und S € L(Y,Z).
Weiter seien p,q,r > 0 mit % = % + é . Dann gilt:

a) Es ist (Sp(X,Y),0p) ein Quasi-Banachraum, und man hat

op(A+B) < 27 (0p(A) +0p(B)) fir p>1, (10)
op(A+ B)P < 2(0p(A)P +0p(B)P) fir 0<p<1. (11)
b) Fir A€ Sp(X,Y) gilt SAT € S,(W, Z) und
op(SAT) < || Sllop(A) [T (12)
c) Fir Ae Sp(X,Y) und T € Sq(W,X) gilt AT € S-(X,Z) und
0r(AT) < 27 0,(A) og(T) . (13)
BEWEIS. a) Fiir p > 1 gilt wegen (5)
op(A+B) = (X a;(A+B)")" < (2 3 as(A+B)) 7
3=0 k=0
<

2% (gﬁo(azc(z‘l) +ar(B)P) 7 < 27 (0p(A) + 0p(B))

aufgrund der Minkowskischen Ungleichung. Fiir 0 < p < 1 erhélt man entsprechend
(11) mittels der elementaren Ungleichung

lc+dP < |cfP+]|d|P fir ¢,deC.

Die Eigenschaften o,(A) =0 < A =0 und o,(AA) = | A|op(A) sind klar. Fiir eine
Cauchy-Folge (Ay) in Sp(X,Y) existiert wegen || T || < 0p(T) ein Limes A = lim A,

in L(X,Y). Aus der Cauchy-Bedingung beziiglich o), folgt i aj(A—An)P <eP fir
n > ng und alle m € Ng, also o,(A — Ay,) — 0. o

b) Nach (5) hat man o;(SAT) < || S| a; (A) || T

¢) Wieder wegen (5) hat man

(AT = 3 aj(AT)" <23 asn(AT)" < 23 an(A) ax(T)"
§=0 k=0 k=0
< 2 k(A7) (S ax(B)) = 205(4) 0o(T)
aufgrund der H(')’lderscheniUngleiChung. : %
Der Quasi-Banachraum Sp,(H,G) ist nach Satz 6.7 r-normierbar fiir % = % + 1 im

Fall p> 1 und fiir r = § im Fall p < 1.



11.1 Approximationszahlen und Integraloperatoren 267

Duale Operatoren. a) Fiir Operatoren T' € L(X,Y) gilt offenbar o, (T") < o (T)
fiir alle j € No. Nach C. Hutton (1974) gilt Gleichheit fiir kompakte Operatoren
T € K(X,Y), nicht aber fiir alle Operatoren T' € L(X,Y) (vgl. Aufgabe 11.2¢)).
Nach D.E. Edmunds und H.-O. Tylli (1986) gilt jedoch stets o;(T) < 5a;(T"). Wir
verweisen dazu auf [Carl und Stephani 1990], Abschnitt 2.5.

b) Fiir T € Sp(X,Y) gilt also T' € Sp(Y', X’) und op(T") < 0p(T). Ist umgekehrt
T € Sp(Y',X'), so ist T' kompakt und nach einem Satz von Schauder auch T
kompakt (vgl. [GK], Satz 11.3). Nach dem Resultat von C. Hutton folgt somit auch
T € Sp(X,Y) und 0,(T") = op(T).

Schliellich erinnern wir an eine wichtige Charakterisierung der S2-Operatoren iiber
Hilbertrdumen H,G (vgl. [GK], Abschnitt 12.3):

Hilbert-Schmidt-Operatoren. a) Ein linearer Operator S € L(H,G) heifit Hilbert-

Schmidt-Operator, Notation: T € HS(H,G), falls 3 || Se; ||* < oo fiir eine Ortho-
iel

normalbasis {e;}ier von H gilt. Fiir eine Orthonormalbasis {f;j};es von G hat man

aufgrund der Parsevalschen Gleichung

S Sei |2 = Y {Seilf;) [P = S eils™f5) 1 = X157 512
el 7,7 7,7 jeJ

Daher gilt S € HS(H,G) < S* € HS(G, H), und die Hilbert-Schmidt-Eigenschaft
sowie die Hilbert-Schmidt-Norm

IS lz:= (X Il Se: )
icl

sind unabhéngig von der Wahl der Orthonormalbasis von H . Dies gilt auch fiir das
Skalarprodukt

(SIT)2:= > (SeilTe:),
i€l
das die Hilbert-Schmidt-Norm auf HS(H, G) indusziert.

b) Fiir einen Operator S € K(H,G) mit Schmidt-Darstellung (1) ist Se; = s;f;.
Wegen HS(H,G) C K(H,G) (vgl. [GK], Satz 12.8) folgt somit HS(H,G) = S2(H, G)
und || S ||2 = 02(S) fiir alle S € S2(H, Q).

c) Insbesondere ist o2 eine Norm auf So(H, G), und dieser Raum ist ein Hilbertraum.
Allgemeiner ist fiir p > 1 iiber Hilbertrdumen o, eine Norm (vgl. Satz 11.7 und Satz
14.31), Sp(H, G) also ein Banachraum.

Wesentliche Beispiele von Hilbert-Schmidt-Operatoren liefert (vgl. [GK], Satz 12.7):
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Satz 11.3
Es seien Q0 eine messbare Menge in R"™ und k € LQ(QQ) ein quadratintegrierbarer
Kern. Der Integraloperator

(SHW) = (Seh)t) = [or(t,s) f(s)ds, teQ, fe L), (14)
ist ein Hilbert-Schmidt-Operator auf L2(S2) mit || S ||2 = || x|z, «2) -

BEeWwEIS. Fiir eine Orthonormalbasis {e;};en von L2(Q2) gilt
m m
le\Sei I? ng ki€ ) |2 dt = f921|<m,a—>|2dt
1= 1=

< JollmelZ, ) dt = 517,02

fur alle m € N aufgrund der Besselschen Ungleichung. Folglich ist S ein Hilbert-
Schmidt-Operator, und m — oo liefert || S'|l2 = || 5 [|1,(02) aufgrund des Satzes von
Beppo Levi und der Parsevalschen Gleichung. O

Auch fiir stetige Kerne iiber kompakten Mengen ist die Aussage S, € S2 optimal im
Rahmen der Schatten-Klassen:

Faltungsoperatoren. Fiir eine periodische Funktion a € Li,2.(R) wird durch

Sxaf(t) := 27r f_ (t—s) f(s)ds (15)

ein linearer Fualtungsoperator auf Lo[—m, 7] definiert. Dieser ist normal, und seine
Figenwerte sind durch die Fourier-Koeffizienten {a(k)}recz gegeben (vgl. [GK], Ab-
schnitt 12.1). Man erhélt also die singuldren Zahlen von Sy, durch Anordnung der
{|a(k) |}xez zu einer monoton fallenden Folge iiber No. Fiir a € Laax(R) gilt
Sxa € S2 nach Satz 11.3, es gibt aber stetige Funktionen a € Cax(R) mit Sia & Sp
fiir alle p < 2 (vgl. [Zygmund 2002], V.4.9).

Nun sei K = Q fiir eine beschriinkte offene Menge Q C R™ . Aus Glattheitsbedingungen
an ) und an den Kern s lédsst sich dann S, € S, fiir geeignete 0 < p < 2 folgern;
wegen s;(S%) = s;(Sk) geniigt es, Glattheit von x nur beziiglich einer Variablen zu
fordern. Wir benétigen das folgende Resultat iiber Sobolev-Einbettungen:

Satz 11.4
Es seien 0 < s < m € N und Q eine beschrinkte offene Menge in R™ mit C"™ -Rand.
Fiir die Einbettung i : W5 (Q) — L2(Q) gilt dann i € Sp firp > = .

BEWEIS. Nach Satz 4.17 existiert ein Fortsetzungsoperator E : W5 (£2) — W5 (R™).
Nun seien Q C (=7,7)" und x € 2((-T,T)") mit x = 1 nahe Q. Durch Ab-
schneiden mit x erhalten wir einen Fortsetzungsoperator Er : W5 (Q) — W3 r(R™)
in den Raum der T -periodischen W5 -Funktionen auf R™, und mit der Restriktion
p: Lar(R™) — L*(Q) ergibt sich die Faktorisierung

Er

i WEQ) Z5 Wsp(R™) L Ly r(R™) -5 La(Q).
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Mittels Entwicklung in Fourier-Reihen zeigt man ir € S, fir p > = wie in [GK],
S. 244 im Fall einer Verénderlichen (vgl. auch Aufgabe 4.16). O

Im Fall m =1 gelten Satz 4.17 und somit auch Satz 11.4 fiir Mengen 2 mit Lipschitz-
Rand, vgl. S. 95; Entsprechendes gilt auch fiir das folgende Resultat iiber Integralope-
ratoren. Dessen Beweis erfolgt dhnlich wie der von Theorem 12.14 in [GK], sodass wir
uns auf eine Skizze beschrinken kénnen:

Theorem 11.5
Es seien m € Np,0 < v < 1 und Q eine beschrinkte offene Menge in R™ mit
C™ _Rand. Fiir einen stetigen Kern x € C(Q,C™7(Q)) gilt Si € Sp(L2(Q)) fiir

2n
p> 2(m+v)+n -

BEWEIS. a) Fiir 0 < s < m +~ kénnen wir Sy : L2(2) — L2(Q) als Produkt
La(Q) 25 T™(Q) L WE(Q) -5 La(Q) (16)

stetiger linearer Operatoren schreiben.

b) Nun ist 7S, : Lo (Q2) — W5 () ein Hilbert-Schmidt-Operator; dies ldsst sich &hnlich
wie Satz 11.3 zeigen, vgl. auch [GK], Theorem 12.14.

¢) Mit (16) Satz 11.4 und Satz 11.2¢) folgt nun S, € Sp(L2(Q)) fiir £+ < $+ £, also

fir p > Da s < m + ~ beliebig gewihlt werden kann, folgt die Behauptung. ¢

23+n :

Insbesondere gilt S, € S1(L2(€)) fiir m ++ > % . Die Faltungsoperatoren aus (15)
zeigen, dass die Bedingung an p in Theorem 11.5 optimal ist. Fiir wesentlich wei-
ter gehende Resultate zur Zugehorigkeit von Einbettungs- und Integraloperatoren zu
Operatoridealen sei auf [Konig 1986], [Pietsch 1980] oder [Pietsch 2007] und die dort
zitierte Literatur verwiesen.

11.2 Nukleare Operatoren

Tensoren und nukleare Operatoren. a) Fiir Banachrdume X, Y ist

r

v: X' @Y = K(X,Y), 7,[1(2 ) @ yr)(z ixwk Yy fir x € X, (17)

eine Isometrie von X' ®. Y in X'eY 2 K(X,Y). Somit ist ¢ : X' ®,Y — K(X,Y)
eine stetige lineare Abbildung mit der Fortsetzung ¢ : X'®,Y — K(X,Y) auf das
vollstandige W-Tensorprodukt Nach Theorem 10.23 besitzt ein Element u € X'®,Y
eine Entwicklung u = Z Ty ® yp mit Z |23 || |y || < oo, und aus (17) folgt

k=0 k=0

(hu)(z) = Sz, xi)yr fir uw = > 2, @y, und z€ X. (18)
k=0 k=0
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b) Das Bild R({Z)\) C K(X,Y) von ¢ heift Raum N(X,Y) der nuklearen Operatoren
von X nach Y ; die durch ¢ darauf definierte Quotientennorm heif3t nukleare Norm
v auf N(X,Y). Dann gilt | T|| < v(T) fir T € N(X,Y), und man hat

W(T) = inf (3 o |l | T = 9(E show), TeNXY).  (19)

¢) Wir zeigen in Theorem 11.11, dass QZJ\ i. A. micht injektiv ist. Trotzdem ist es iiblich,

o0

fiir die Darstellung eines nuklearen Operators wie in (19) einfach , 7 = > z}, @ yx ©
k=0

zu schreiben.

d) Esist (N(X,Y),v) ein Banachraum, in dem der Raum F(X,Y) = (X' ®Y) dicht
liegt.

e) Fiir Banachrdume W, X,Y,Z und Operatoren A € L(W,X), T € N(X,Y) und
B e L(Y,Z) gilt BTA € N(W, Z) sowie

v(BTA) < [|Bl[v(T)[|A]- (20)

Ist in der Tat 7 = Y o}, ® ye mit > [|a} |||yl < v(T)+e, so folgt sofort
k=0 k=0

BTA =) A'z) ® By, und
k=0

8

p OHA’:E%II 1 Byx || < [[A B kZOH:rﬁcII lye | < [TATIBI(A(T) +¢)-

Somit ist (N(X,Y),v) ein Banach-Operatorideal.

f) Ein Operator T' € L(E, F) zwischen (folgenvollstindigen) lokalkonvexen Riéumen
o0

heifit nuklear, falls er eine Entwicklung 7= Y Agx) ® yi mit einer Folge (A\x) € 1,
k=0

einer gleichstetigen Folge (z7,) in E’ und einer beschrinkten Folge (yx) in F besitzt.
Dies ist genau dann der Fall, wenn eine Faktorisierung

T:E B, I Fp 2 F (21)
existiert, wobei p € H(E), B € B(F) und Ty € N(E,, Fp) ist.

Fiir eine Folge A = (\;) bezeichnen wir mit D) : (z) — (Agxk) einen Diagonalope-

rator zwischen geeigneten Folgenrdumen.

Satz 11.6
Es seien X, Y Banachriume. Ein Operator T € L(X,Y) ist genau dann nuklear, wenn

eine Folge X\ € 1 und eine Foktorisierung

T:X 2 ot 20 By (22)

existiert. In diesem Fall gilt v(T) = inf {|| B||||A |1 || Al | T = BDAA}.
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e} oo}
BEWEIS. a) Essei T € N(X,Y) mit T = Z z}, @Yk und Z i Myl < v(T)+e.
Wir setzen A\, = || 2, || | yx || und u), = =T w, T € X' sowie v = “y T €Y fiir A #0.

Nun definieren wir Az := ({z,u},)) € oo fiir z € X und B(ny) := Z NevE €Y fiir

(nk) € £1. Dann gilt T'= BD A und | B|| || A1 | Al < v(T) + ¢ Wegen Al <1
und | B < 1.

b) Umgekehrt gilt Dy = > Aper®ey mit den Einheitsvektoren von £; C ¢ . Folglich
k=0

ist Dy nuklear mit v(Dy) < > | Ax|, und die Behauptung folgt aus (20). %
k=0

Zusatz. In Satz 11.6 kann man Ag > 0 annehmen. Mit ug := VA, und p = (ug)
hat man dann aufgrund der Schwarzschen Ungleichung die Faktorisierung

T.x Ao, g, B By (23)

von T € N(X,Y) iiber den Hilbertraum /5 .

Wir kommen nun zu Beziehungen zwischen den Idealen N und S; .

Satz 11.7
Fiir Hilbertraume H,G gilt S1(H,G) = N(H,G) und o1 = v. Insbesondere ist
(S1(H,G),01) ein Banachraum.

BEWEIS. a) Fiir T' € S1(H,G) ist eine Schmidt-Darstellung (1) auch eine nukleare
Darstellung wie in (19); folglich ist '€ N(H,G) und v(T) < 3 s;(T) = o1 (T) .

7=0
b) Essei T € N(H,G) mit T = > 2, @ yr und > |2 | | yx || < v(T) +e. Nach
k=0 k=0

dem Rieszschen Darstellungssatz 1.11 hat man x%(m)_: (x|z ) mit Vektoren z, € H
und ||z || = ||z} || . Als kompakter Operator hat T auch eine Schmidt-Darstellung
(1). Dann folgt fiir alle n € N

Il
™=

> (Teslls) < 35 3 sk (welds)

7=0 7=0
< X (3 Kealo) ) (X Nl 1) ™
k=0 j=0 =0
< Y fanlllyell < v(T) +<
k=0
aufgrund der Schwarzschen und der Besselschen Ungleichung. O

Satz 11.8
Fir Banachrdume X,Y g¢ilt S1(X,Y) C N(X,Y).
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BEWEIS. a) Es sei F' € F(X,Y) mit rk FF =n € N. Nach einem Lemma von Auerbach
(vgl. [GK], Aufgabe 3.20) gibt es eine Basis {y1,...,yn} von R(F) mit dualer Basis
{m,...,mn} von R(F)", sodass ||y; || = |n;j|| =1 fir j =1,...,n gilt. Nach dem
Satz von Hahn-Banach gibt es Fortsetzungen y; € Y’ der n; mit | y; || = 1. Dann ist

n
Fo =Y (Fz,y;)y;, und mit \; := || F'y} || und 2} := /\j_lF’y; € X' folgt
j=1

F=3Y Naiey, mit [N | <[ F, [|2f | <1und [ly; ]| <1. (24)
j=1

b) Fir T € S1(X,Y) und n € Ng wihlen wir F, € F(X,Y) mit rk F;, < 2" und
| T — Fy || < 2a2:(T). Fiir Sy, := Fyy1 — F, gilt dann offenbar tk S, < 2""2 und
o0
|| Sn |l <4aon(T), und esist T=Fo+ Y. Sn.
n=0
2n+2

¢) Nun schreiben wir S, = Y Ajn 2}, ® yjn wie in (24). Wegen
j=1

co 2n 2 0 s 0

> Anl < X 2728l £ 2° X 2" e (T) < 20 3 ay(T) <0
n=0 j=1 n=0 n=0 7=0
und || 2%, ||, [y || < 1 ergibt sich dann T'= Fo + > Sn € N(X,Y). O

n=0

Die Umkehrung von Satz 11.8 gilt i. A. nicht; es ist sogar N (¢, 1) in keinem Raum
Sp(lso, £1) enthalten (vgl. [Pietsch 1980], 18.6.4). Aus den Sétzen 11.6 und 11.7 ergibt
sich aber leicht:

Satz 11.9
Ein Produkt von drei nuklearen Operatoren liegt in S .

BewEss. Fir j = 1,2,3 seien Tj € N(X;, X;41) und T = T5T2T) € N(X1,X4). Aus
(23) ergibt sich das kommutative Diagramm

T T T
X1 - Xo == X3 =3 X4
Aq B> Az Bs Az By
C C
Uy = Uy = lo

Da N und S: Ideale sind, folgt C3C2 = A3T2Bz € N({2,02) = S1(¢2,¢2) und dann
T = B4sC3C2A1 € S1(X1,X4). O
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11.3 Spuren

Eine wichtige Invariante linearer Operatoren auf endlichdimensionalen Rdumen ist die
Spur. In diesem Abschnitt diskutieren wir das Problem, diese zu einer Spur auf dem
Ideal der nuklearen Operatoren zu erweitern.

Spuren von Tensoren. Fiir einen Banachraum X wird nach Satz 10.21 durch
B : v~ vo® eine Isometrie (X' @ X)" = B(X',X) definiert. Die Bilinearform
(2',z) — (z,2’) induziert somit eine Linearform 7 € (X'®,X) mit || 7] < 1, die
Spurabbildung. Offenbar gilt (2’ @ ) = (z, 2" ), und es folgt

T(u) = S (ap,xf) fir u = S o, @zp € X', X. (25)

k=0 k=0

Spuren endlichdimensionaler Operatoren. a) Die in (17) definierte Abbildung
P X' @ X — F(X) ist bijektiv; daher kinnen wir die Spur

tr: F(X) — K durch tr(yu) :=7(u) fir ue X' @, X (26)
definieren. Fiir T € L(X,Y) und S =", v, ® 2, € F(Y, X) gilt dann

ST:ZkT’y,g@xk und TS:Zkyfc@Txk, also

tr(ST) = tr(TS) fiir T € L(X,Y) und S € F(Y,X). (27)
Insbesondere ist

tr(S) = tr(T'ST) fir T € GL(X) und S € F(X). (28)
b) Fiir einen endlichdimensionalen Projektor P € F(X) sei {z1,...,xm} eine Basis

von R(P) und {¢1,...,¢m} die duale Basis von R(P)". Mit ), := P'¢p € X' gilt

dann P = Y 7}, ® 2, und es folgt tr P = > (xy, ), ) =m, also
k=1 k=1

trP = dimR(P) = tkP fir P=P?c F(X). (29)
Spuren nuklearer Operatoren. a) Die Spur nuklearer Operatoren auf X koénnen
wir genau dann wie in (26) definieren, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:
VueX'®:.X : Pu) =0 = 7(u) = 0. (30)
b) In diesem Fall ist tr : N(X) — K eine Linearform mit || tr || = 1; es gelten
tr(z’ @ z) = (z,2") fir € X und 2’ € X', die Formeln (27) und (28) sowie
| tr(ST)| < || T||v(S) firalle T € L(X,Y) und S e N(Y,X).

Wir wollen nun zeigen, dass fiir einen Banachraum X Bedingung (30) genau dann
erfiillt ist, wenn X die A.F. hat. Letzteres ist nach dem Satz von Hahn-Banach genau
dann der Fall, wenn fiir jedes Funktional A € L. (X)’ aus A(F) = 0 fiir alle F' € F(X)
auch A(Ix) = 0 folgt. Wir benétigen also Informationen iiber den Dualraum des
lokalkonvexen Raumes L (X) :
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Funktionale auf L(X,Y). Fiir Banachrdume X,Y definieren wir eine bilineare
Abbildung

B:Y'x X — L(X,Y)" durch B(y,z)(S):= (Sz,y") fir Se€L(X,Y).

Linearisierung gemé&B Satz 10.21 liefert einen linearen Operator b : V'@, X — L(X,Y)
mit || b|| < 1. Offenbar gilt

b(u)(S) = 3 (Sxk,y)) fir u= > yp @z, € Y®,X und S € L(X,Y). (31)
k=0 k=0

Satz 11.10
Fiir Banachridume X,Y st L.(X,Y)" das Bild des linearen Operators b aus (31).

oo
BEWEIS. a) Fiir u € Y'®,X wie in (31) gilt Y ||yk ||| zx || < oo, wobei wir zx # 0
k=0

oo
annehmen kénnen. Es sei o, T 0o eine Folge, sodass auch C := > oyl yy || [ 2k || < o0

) eine Nullfolge und K :=T'{¢,} C X kompakt. Aus

gilt. Dann ist (& =

Ty
T

B@)(S)| < 5 anllan w4 l11S& |l < Cpx(S) fir 5 € L(X,Y)

folgt nun die Stetigkeit von b(u) : L. (X,Y) — K.

b) Fiir A € L. (X,Y)’ gibt es eine kompakte Kugel K € £(X) mit | A\(S) | < Cpk(S)
fir S € L(X,Y). Nach Satz 8.26 gibt es eine Nullfolge © = (z)gen, in co(X) mit
K CT'{zr}, und daher gilt auch

IA(S)| < Csup| Szl fir SeL(X,Y). (32)
k

Wir definieren einen Operator ¥ € L(L(X,Y),co(Y)) durch ¥ : S +— (Szy). Nach

(32) gilt |A(S)| < C||¥(S)|; es gibt also eine stetige Linearform g auf R(¥) mit

w(P(S)) = A(S) fir S € L(X,Y). Nach dem Satz von Hahn-Banach hat p eine

Fortsetzung zu 1 € co(Y)". Nach Aufgabe 10.23 ist co(Y) = £1(Y’); es gibt also eine
e}

Folge y = (yi)ken, in £1(Y') mit a(y) = > (yr, ¥k ) fiir y = (yx) in co(Y). Daher

o0

it M(S) = i(H(S)) = 5= Sk, 3h) = b(u)(S) mit u = ki; v @z eY'BX. O

Nun kénnen wir das folgende Resultat aus [Grothendieck 1955], I §5 beweisen:

Theorem 11.11
Ein Banachraum X besitzt genau dann die A.E., wenn Bedingung (30) gilt, die Spur
tr: N(X) — K nuklearer Operatoren auf X also wohldefiniert ist.
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BEWEIS. ,, < “: Es sei A € L(X) mit A\(F) =0 fiir F' € F(X) gegeben; zu zeigen ist
AMIx) =0. Nach Satz 11.10 gibt es u = Y. z}, @z € X' @, X mit A\ = b(u) . Fiir die
k=0

Abbildung ¢ : X'®,X — N(X) aus (18) sowie z € X und 2’ € X' gilt

(@(u)x,x/): f((x,xk ) Th, Z g, Yx, o) = Ma' @x) =0, (33)

k=0 k=0

und daher ist 1(u) = 0. Aus (30) folgt dann

o0

MIx) = Y (xp,z) = 7(u) = 0. (34)
k=0

=% Nunseiu= Y 2 ®2p € X'®,X mit (u) = 0. Fiir A\ := b(u) folgt dann
k=0
Mz’ @) =0 fir z € X und 2’ € X’ wie in (33), also A\(F) = 0 fiir F € F(X) und

dann A(Ix) =0, da X die A.E. hat. Nach (34) impliziert dies dann 7(u) = 0. O

Nach [Grothendieck 1955], I §5 ist sogar die Abbildung ¥ : X'®,Y — N(X,Y)
injektiv, wenn X’ oder Y die A.E. hat. Ein Banachraum Y hat genau dann die
A.E., wenn die kanonische Abbildung P XY — X®.Y fiir alle Banachriume X
oder fiir alle dualen Banachriume X injektiv ist, vgl. dazu [Kothe 1979], §43.2, oder
[Defant und Floret 1993], 5.6.

Nach Theorem 11.11 kann also die Spur nicht auf dem Ideal N der nuklearen Opertoren
iiber allen Banachraumen definiert werden. Fiir kleinere Ideale ist dies jedoch moglich,
nach [Grothendieck 1955], I1§ 1.4 fiir das Ideal N2, der 2/3-nuklearen Operatoren (vgl.
Aufgabe 11.10 fiir diesen Begriff), nach H. Konig (1980) fiir das Ideal S; (vgl. [Konig
1986], 4.a).

Aus Theorem 11.11 folgt leicht:

Satz 11.12
Es sei X ein Banachraum. Besitzt X' die A.E., so gilt dies auch fiir X .

BEWEIS. Es sei u = 3. 2}, ® 1 € X'®,X mit {Z)\(u) = 0. Nach (33) ist dann

k=0
00

Sz, 2" )zp, =0 fiirallez’ € X', also P(v) =0 fiir v = S uxzp@z) € X0, X'
k=0 k=0
Da X' die A.E. hat, folgt daraus

o]

T(u) = Z(wwﬁk Z=:<xkaLXxk =7() =0. ¢

Aus der von P. Enflo 1972 gezeigten Existenz eines Banachraumes ohne A.E.
ldsst sich schliefen, dass die Umkehrung von Satz 11.12 falsch ist, vgl. dazu
[Lindenstraufl und Tzafriri 1977], Theorem 1.e.7.
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Spuren linearer Operatoren auf Hilbertrdumen. a) Nach Theorem 11.11 ist
insbesondere fiir einen Hilbertraum H die Spur auf dem Ideal N(H) = S1(H) defi-
niert; aus diesem Grund wird dieses auch als Spurklasse bezeichnet.

b) Nun sei S € S1(H) mit nuklearer Darstellung S = Z x), @ yr, und {e;};er eine

Orthonormalbasis von H . Man sieht Y | (Seile; )| < Z |k || || yx || wie im Beweis

el
von Satz 11.7, und es gilt
o0 o0 o0
> (Seilei) = 3 E eilzr) (yrlei) = 32 > (eilzr) (yrle) (Yklzw )
iel i€l k=0 k=04l k=0
aufgrund der Parsevalschen Gleichung. Dies zeigt
trS = > (Seilei). (35)

i€l
¢) Fiir Hilbert-Schmidt-Operatoren A, B € S2(H,G) ist B*A € S1(H), und es gilt

(A|B)2 := > (Ae;|Be;) = > (B*Aeile;) = tr(B*A). (36)
i€l iel
d) Fiir einen normalen Operator S € S1(H) gibt es aufgrund des Spektralsatzes eine
Orthonormalbasis {e;}icr von H mit Se; = A\; e;; mit den Eigenwerten A; = \;(S)
folgt also aus (35):
trS = > Ai(S). (37)
i€l
e) Im Fall dim H < oo gibt es fiir beliebige S € L(H) eine Orthonormalbasis von
H, in der S durch eine Dreiecksmatriz reprisentiert wird (vgl. dazu Lemma 14.26 auf
S. 378). Die Eigenwerte auf der Diagonalen werden so oft gezihlt, wie ihre algebraische
Vielfachheit (vgl. S. 378) angibt, und Formel (37) gilt auch in diesem Fall.

f) Formel (37) gilt sogar fiir alle Operatoren S € S1(H) auf beliebigen Hilbertraumen
mit der Interpretation aus e). Fiir diesen Satz von Lidskii sei auf [Gohberg et al. 1990],
Kapitel VII verwiesen (vgl. auch S. 382).

oo ~
Spuren von Integraloperatoren. a) Essei k = Y a; ® b; € C(K)®,C(K) ein
=1
! (e}
stetiger Kern auf einer kompakten Menge K C R"™, wobei > |l a; |lsup || b5 llsup < 00
j=1

gelte. Der Integraloperator S, : f — Z (f|bj)a; aus (14) ist dann nuklear auf
=
o0

Lo(K), und (25) liefert tr S, = > (a;|b; ) Z Jie @i (t) bj(t) dt, also die Spurformel
j=0

trS, = [ w(t,t)dt. (38)
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b) Nun seien m € Ng und 0 < < 1 mit m+~v > 2 sowie K = Q fiir eine beschréinkte
offene Menge Q C R™ mit C™ ™! -Rand. Fiir einen Kern x € C(K,C™"(Q)) gilt nach
Theorem 11.5 Sk € S1(L2(K)). Wegen Satz 10.16 b) oder [GK], Theorem 2.7 gibt es
eine Folge (ky) in C(K)® C™7(Q)) mit k, — & in C(K,C™7(Q)). Nach a) gilt obige
Spurformel (38) fiir die Kerne x, . Der Beweis von Theorem 11.5 zeigt jSRn — _]S
in So(L2(K), W5(Q2)) fiir § < s <m+v. Mit Satz 11.2¢) folgt dann Sk, — Sk in
S1(L2(K)) und somit tr Sk, — trSk. Folglich gilt die Spurformel (38) auch fiir den
Kern & .

11.4 Nukleare Rdume

Nukleare Operatoren bilden e -Tensorprodukte stetig in 7 -Tensorprodukte ab:

Satz 11.13
Es seien X,Y,Z Banachriume undT € N(X,Y). Dann ist T®Iz : X®:Z — Y ®xZ
stetig mit | T @ Iz || < v(T).

BEWEIS. Es sei T = Z M T @up mit |2, | <1, ||ye || <1 und Z [Ae] < v(T)+6

E=0 k=0
fiir ein 6 > 0. Fiir u = Z:vj@)zj EX®Z gibtesbe (Y ®x Z) mit ||b]| =1 und
i=1
[(Telz)ull. = (T®Iz)ub) = (3 Tr;®z,b)
j=1
= Z Z Ak mj,x@yk@zj, Z k (Ye ® Z xjvxk ) 2j,b)
j=1k=0 k=0 Jj=1
< k20|>\k|||yk\||| Z (@5, 2%) 2 || = Z | Xe |1’ () |
< @W@+6) sup W@ = @T)+8)[ulle. O

I I<1

Das folgende wichtige Konzept eines nuklearen lokalkonvexen Raumes von A. Grothen-
dieck (1955) wird durch Satz 11.13 nahegelegt. Es verwendet die auf S. 151 eingefiihrten
lokalen Banachrdume eines lokalkonvexen Raumes:

Definition. Fin lokalkonverer Raum E heifit nuklear, falls es zu jeder Halbnorm
p € H(E) eine Halbnorm p < q € $H(E) gibt, sodass die verbindende kanonische
Abbildung ph : By — E, aus (7.5) nuklear ist.

Beispiele. a) Fiir den Raum K’ , J Indexmenge, ist jeder lokale Banachraum end-
lichdimensional; K ist also nuklear. Dies gilt insbesondere fiir den Fréchetraum w
aller Folgen.
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b) Fiir einen beliebigen lokalkonvexen Raum FE' ist jeder lokale Banachraum des Rau-
mes E° = (E,0(E,E")) endlichdimensional; E? ist also ebenfalls nuklear. Im Fall
E # E° ist EY nicht quasitonneliert (vgl. S. 176). Interessantere Beispiele folgen in
Satz 11.16 und auf den Seiten 282 und 285.

Aus Satz 11.13 ergibt sich sofort:

Theorem 11.14
Es sei E ein nuklearer lokalkonverer Raum. Dann gilt E @ F ~ E Q7 F und daher
E@EF = E@)WF fiir alle lokalkonvexen Rdume F .

BEwEIs. Fiir p € $(F) wihlen wir p < g € H(F), sodass p : Eq — Ep nuklear ist.
Fir eine Halbnorm r € $(F) gilt nach Satz 11.13 dann (p ®x r)(t) < C (¢ ®c r)(t) fir
allete E® F'. O

Es gilt auch die Umkehrung dieses fundamentalen Resultats; in der Tat folgt aus der
Annahme (1 ®: F ~ {1 @ E bereits die Nuklearitdt von E (vgl. [Jarchow 1981],
21.2). Andererseits konstruierte G. Pisier 1983 einen unendlichdimensionalen Banach-
raum X mit X ® X ~ X ®- X (vgl. [Pisier 1986]) und léste damit ein von Gro-
thendieck formuliertes lange Zeit offenes Problem. Aufgrund des néchsten Satzes sind
unendlichdimensionale Banachrédume nicht nuklear:

Satz 11.15

a) In einem nuklearen Raum E ist jede beschrinkte Menge prikompakt.

b) Ein nuklearer Fréchetraum ist ein Fréchet-Montelraum.

BEWEIS. a) Fiir p € $(F) wahlen wir p < g € H(F), sodass pj : Eq — Ep nuklear und
somit kompakt ist. Fiir eine beschrinkte Menge B C E ist pqs(B) in E4 beschrinkt
und somit p,(B) = pype(B) in Ep relativ kompakt. Da @ : x +— (pp(z))pen(p) ein

Isomorphismus von E in HpeH(E) E, ist (vgl. S. 151), ist B nach dem Satz von
Tychonoff prakompakt.

Aussage b) folgt sofort aus a). O

Erste interessante Beispiele nuklearer Raume liefert der folgende Satz {iber Kothe-
Raume (vgl. S. 248). Wir verwenden die Konvention ,,% =0

Satz 11.16

Fiir eine Kothe-Matriz A ist der Kothe-Raum A1 (A) genau dann nuklear, wenn das
Grothendieck-Pietsch-Kriterium

VkeNgIk<neNy : > 2k <o (39)

j:0 Aj.n

gilt. In diesem Fall ist A\1(A) = A\p(A) = co(A) fir allel1 <p < oo.
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BEWEIS. Stets gilt A1(A) — Ap(A) — co(A) — Ao(A) fiir 1 < p < oo, und aus (39)
folgt sofort A1(A) = Aeo(A).

w=“Fir ke No sei I, :={j € No | ajr > 0}. Der durch || || auf A\1(A) definierte
lokale Banachraum ist gegeben durch

O(In,an) = {€= (&) €K™ | [€lle = 3 ajnlé&| < oo}
J€Ik
Fiir n > k ist I, C I, , und die kanonische Abbildung pin : €1 (In, an) — €1 (I, ax) ist
gegeben durch pg, (&) e1, = (&)jer, . Mit den Einheitsvektoren e; und den Funk-
tionalen 1, : € — a;.n & in b1(In,an) gilt

ﬁkn(g) = Z - J’"SJ a_]k: = E aJﬁk <§’nj> a?k'

a a
el jer, "

Gilt nun (39), so ist pr, nuklear wegen || 1; |l¢, (1,0, <1 und || €; |lo, (1,,a1) < @ik -

»= “:Fir k € Ng withlen wir k < n € No, sodass prp, : £1(In,an) — £1(I), ar) nuklear
ist. Es gibt dann Folgen (n,) in £1(In, an) =2 loo(In, (T) und () in £1 (g, ar) mit

Pral€) = S e € md 5 nellce] < oo,

£=0

o0
Z it aJ £Cj,¢ und somit

J.k

o0
Anwendung auf e; liefert 1 = 3= 7,6 (je, also g2+ =
£=0 o

yoak <

a
jern, "

> Mitlagif el < z<sup Ll (55 azkl e )

=0 j€ S

IN

Ibge D08

[mellllCell < oo, also (39). ¢

Auch die Nuklearitét von co(A) oder von A\, (A) fiir ein p € [1, oo] impliziert Bedingung
(39), vgl. [Meise und Vogt 1992], Satz 28.16.

Nukleare Potenzreihenriume. a) Es seien R € RU {oco} und a = («a;) eine
Folge in R mit 0 < a; T oco. Der Potenzreihenraum Agr(a) aus (10.32) ist isomorph
zu A2(A) mit der Kothe-Matrix A := (e'**7) fiir jede Folge (t;) in (—oo, R) mit
ty T R. Fir k < n gilt somit ZJ—: = elt=t)% und daher ist Ag(c) nuklear, falls
gilt :
sul\[;bgflil)<oofﬁr R =00 und jlim “’gfj%,“):o fir R< 0. (40)
Jj€Ng ! —> !
b) Insbesondere sind die Ridume s(No) = A (log(j + 1)) und Ar(j) nuklear. Daraus
folgt sofort auch die Nuklearitéit der zu s isomorphen Fréchetriume C*[a,b], Z[a,b],
E2-(R™) und S(R™) sowie die der Fréchetraume 57 (Dgr) ~ Ar(j) der holomorphen
Funktionen auf einem Kreis Dp ={z € C | |z| < R} fir 0 < R < o0.
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Weitere wichtige Beispiele folgen auf S. 282. Zunichst formulieren wir einige zur Nu-
klearitét dquivalente Bedingungen. Unter einer Hilbert-Halbnorm verstehen wir eine
Halbnorm, die durch ein Halbskalarprodukte definiert werden kann; mit &(E) be-
zeichnen wir die Menge aller stetigen Hilbert-Halbnormen auf E.

Satz 11.17

Fiir einen lokalkonvexren Raum E sind dquivalent:

(a) E ist nuklear.

(b) FEsist 6(F) ein Fundamentalsystem von Halbnormen auf E, und zu p € 6(E)
gibt es p < q € 6(E), sodass die verbindende Abbildung ply : Eq — E, ein Hilbert-
Schmidt-Operator ist.

(c) Esist 6(E) ein Fundamentalsystem von Halbnormen auf E, und zu p € &(E)
gibt es p < q € S(E), sodass die Einbettung i} : E, — Ej ein Hilbert-Schmidt-
Operator ist.

(d) Esist §(E) ein Fundamentalsystem von Halbnormen auf E, und zu p € &(E)
und r >0 gibt esp < q € &(E) mit py € Sr(Eq, Ep) .

(e) Es gibtr >0, sodass es zup € H(E) einp < q € H(E) mit py € S, (Eq, Ep)
gibt.

BEWEIS. ,,(a) = (b)“: Zu einer Halbnorm p = p1 € H(E) wihlen wir nacheinander
p1 < p2 < p3 < ps € H(E), sodass die verbindenden Abbildungen pj_ ; : Epkﬂ — By,
fiir K = 1,2,3 nuklear sind. Nach (23) koénnen diese iiber {5 faktorisiert werden, und
wir erhalten das kommutative Diagramm

EIM ﬁ) Eps A EPQ ﬁ) EP
Ay B3 Az B Az B,
N N /! N /!
C: C
12 = 12 = 2
U U U
% ©3
Hy AN Hs =3 Ho>

Fir k = 2,3,4 definieren wir nun Hilbert-Halbnormen auf £ durch
ho(z) == || Agprx ||le, fir z € E.

Wegen p(z) < || By || hh(z) und hl(z) < || A2 || p2(z) fiir x € E ist G(F) ein Funda-
mentalsystem von Halbnormen auf E'.

Wegen N(Qg) = N(Agpr) induziert die Abbildung Axpr : E — {2 eine Isome-

trie Yy Epr — Hy = R(Ag), und fiir £ = 3,4 sind die verbindenden kanoni-
schen Abbildungen gegeben durch wlg_l = (wk,l)flga’,:_lwk : Ehi — E\hg—l mit
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(pl;—l = Aklek*”Hk : H, — Hjp_q. Mit pg ist auch C2Cs = Agprg Al — lo
nuklear und somit ein Hilbert-Schmidt-Operator. Dies gilt dann auch fiir die Ein-
schrinkung 3 : Hy — Ha, und somit ist auch 17 : Ehi — Ehg ein Hilbert-Schmidt-
Operator.

L(b) & (c)“ folgt sofort aus (E,) E, (vgl. Aufgabe 7.3) und i} = (ph)".

»(b) = (d)*: Es gibt n € N mit 2 < r, und nach Satz 11.2¢c) liegt ein n-faches
Produkt von Hilbert-Schmidt-Operatoren in S, .

»(d) = (e)* ist klar.

»(e) = (a)“: Es gibt n € N mit = < 1. Nach Satz 11.2c) liegt ein n-faches Produkt
von S, -Operatoren in S7 und ist somit nuklear nach Satz 11.8. O

Aus Satz 10.18 ergibt sich nun sofort:

Satz 11.18
FEin nuklearer lokalkonvexer Raum besitzt die A.E.

Wir zeigen nun Permanenzeigenschaften der Nuklearitét:

Satz 11.19
Nuklearitit vererbt sich auf

a) Unterrdume und Quotientenrdume,
b) topologische Produkte,

¢) abzihlbare direkte Summen.

BeEwEIs. a) Offenbar vererbt sich Nuklearitdt auf dichte Unterrdume. Nun seien
E ein nuklearer Raum, G C FE ein abgeschlossener Unterraum, Q = E/G und
o : E — @ die Quotientenabbildung. Fiir p € &(FE) sind auch die Einschrinkung
auf G und die Quotienten-Halbnorm p auf @ Hilbert-Halbnormen (vgl. (7.12)), und
daher sind 6(G) und &(Q) Fundamentalsysteme von Halbnormen auf G und @ . Zu
p € G(E) wihlen wir p < ¢ € G(F) mit p € Sy(E,, E,) gemiB Satz 11.17 und
erhalten das kommutative Diagramm

0 — G - E, % Q5 — 0
10g T4 Ty
0 — éq L, Eq e, Ag — 0

mit exakten Zeilen. Da Ep und Eq Hilbertraume sind, gibt es zu ¢, € L(ép,Ep)
eine Linksinverse L, € L(Ep,Gp) und zu o4 € L(Eq,Qz) eine Rechtsinverse
R, € L(Qz, Eq) . Daher sind auch 05 = Lyphiq und 78 = opph Ry Hilbert-Schmidt-

Operatoren.
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b) Nun sei £ = Hj < E; kartesisches Produkt der nuklearen Rdume Ej; . Eine Halb-
norm auf £ hat die Form p(z) =3,  , p;(z;) fiir 2 = (2;) € E', eine endliche Index-
menge A C J un/(i Halbnormen p; € H(E;). Somit kénnen wir £, mit dem endlichen
Produkt [];. 4(Ej)p, identifizieren. Wir wéhlen dann Halbnormen p; < ¢; € 9(E;)
mit 57 € N((Ej)q,, (Ej)p,) und setzen g(z) = 3=, 4 ¢;(x;) fir & = (v,) € E. OF

fenbar ist dann auch 7% : E;, — E, nuklear.

oo
¢) Nun sei £ = @@ E; direkte Summe der nuklearen Rdume E; . Eine Halbnorm auf
j=1

E hat die Form p(z) = > pj(z;) fir x = (z;) € F und Halbnormen p; € H(E;).
=1

Da E; nuklear ist, gibt es Halbnormen p; < g; € $(E;) mit pg’ € N(( i) (E )p;)
und v(pyl) <27 J. Es gibt nukleare Darstellungen

o0
Py = . ey (T, 2 ;) Uk j
k=1

mit 3 [Ny | 279, [ah, || <1 in (), = By und iy || < 1 in (), . Wir
k=1

identifizieren gy ; mit dem Element 0 @& ... @ 0® i, ; ©0... in E mit Norm < 1.
Analog dazu identifizieren wir a:ﬁwn mit dem Element (0, . 0, xJ ,0...) in E'; fiir die
Halbnorm ¢ : & — max; gj(x;) in H(E) gilt dann zj, ; € Eq und || Ty, (=4 § 1. Fir
cin Element Z = (£;) € B, gilt dann

PyT = > Ak,j (@ , T}, g>yk,37
Jj=1 k=1
oo oo} ~ ~
und wegen > > |Ag ;| <1 ist pf : Eq — Ep nuklear. O

j=1 k=1

Aufgrund der Sétze 7.9 und 7.10 ist also Nuklearitat stabil unter projektiven und
abzdhlbaren induktiven Konstruktionen. Dies gilt micht fiir tberabzdhlbare induktive
Konstruktionen (vgl. Aufgabe 11.20).

Beispiele. a) Es sei K C [-T,7]" C R" kompakt. Dann ist Z(K) isomorph zu
einem abgeschlossenen Unterraum von & (R™) ~ s(Np) (vgl. Satz 1.8) und somit
nuklear nach Satz 11.19a).

b) Nun sei 2 C R" offen mit relativ kompakter Ausschopfung {€2;},en wie in (1.2)
und {n;} € 2(Q;) mit n; = 1 auf Q;_1. Mittels ® : f +— (n;f) ist dann £(Q) zu

einem abgeschlossenen Unterraum von [ 2(£2;) isomorph, also ein nuklearer Raum.
j=1

Auch der Raum 2(Q) = ind; 2(Q;) der Testfunktionen ist nuklear.

¢) Unterrdume von £(2) sind ebenfalls nuklear; dies gilt insbesondere fiir Rdume

Nq(P(D))={f€&(Q) | P(D)f =0} von Nullésungen partieller Differentialoperato-

ren und speziell fiir R&ume harmonischer Funktionen.
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d) Nach c) ist der Raum () der holomorphen Funktionen auf einer offenen Menge
Q C C™ nuklear. Dies gilt dann auch fiir den Raum J#(K) = indy, 9 (Uy,) der Keime
holomorpher Funktionen auf einer kompakten Menge K C C™ (vgl. S. 159). SchlieBlich
ist auch der Raum A(§2) = proj; 7 (K;) der reell-analytischen Funktionen auf einer
offenen Menge © C R™ nuklear (vgl. S. 166).

Die Tragweite der bisherigen Resultate verdeutlichen die folgenden

Anwendungen. a) Essei G(M) ein nuklearer Fréchetraum skalarer Funktionen wie
auf S. 235; fiir einen Fréchetraum F gilt dann

G(M,F) :=Go,(M,F)=G:(M,F) ~G(M)e F = G(M)&.F = G(M)®F

aufgrund der Sétze 10.6, 10.5, 11.18 und 11.14. Nach Theorem 10.23 besitzt eine Vek-
torfunktion f € G(M, F') eine Rethenentwicklung

F=>0f®y; mit > |Aj|<oo und f; -0 in G(M),y; —0 in F.
i=1 j=1

b) Wie in Satz 10.24 ergibt sich aus a) der folgende Lifting-Satz:

Es sei 0 : E — @ eine Surjektion von Fréchetrdumen. Zu einer Funktion f € G(M, Q)
gibt es ein Lifting f¥ € G(M, E) mit of(t) = f(t) fiir alle t € Q2.

Liftings existieren also insbesondere fiir schnell fallende Funktionen, schnell fallende
Folgen, C* -Funktionen (vgl. Aufgabe 10.8), harmonische Funktionen oder holomor-
phe Funktionen. Insbesondere haben wir nun einen neuen Beweis von Satz 10.14, der
auch fiir holomorphe Funktionen auf beliebigen offenen Mengen 2 C C" gilt.

c) Weiter ldsst sich mittels a) Theorem 10.10 von Malgrange iiber die Surjektivitét
von Differentialoperatoren auf Vektorfunktionen sofort auf den in Theorem 9.16 be-
handelten skalaren Fall zuriickfiihren.

d) Ein Entwicklungssatz und ein Lifting-Satz gelten auch fiir vollstdndige 7 -Tensor-
produkte vollsténdiger (DF') -Rédume, wenn ein Faktor nuklear ist (vgl. [Grothendieck
1955], 11§ 3). Dies ist nicht der Fall fiir ,,gemischte* Tensorprodukte von Fréchet- und
(DF')-Réumen:

Wir haben auf S. 245 bemerkt, dass iiber einer offenen Menge Q2 C C der Cauchy-
Riemann-Operator 9 : £(Q)®r¢ — E(Q)Qrp nicht surjektiv ist. Ein anderes Beispiel
enthélt Aufgabe 11.21; wir kommen in Kapitel 12 auf dieses Problem zuriick.

11.5 Schnell fallende Folgen

Nuklearitéit hingt eng mit schnell fallenden Folgen zusammen. Riaume s(Z", F') schnell
fallender Folgen mit Werten in einem (quasivollstindigen) lokalkonvexen Raum haben
wir bereits in (10.17) untersucht.



284 11 Operatorideale und nukleare Raume

Auf einem Dualraum E’ eines lokalkonvexen Raumes betrachten wir nun die Bornologie
E(E’) der gleichstetigen Mengen und nennen eine Folge (2, ), cn schnell fallend in E
Notation: (z},) € s(E’), wenn die Mengen {n*z/, },,cn fiir alle k € Ny gleichstetig sind.

Es gilt dann das folgende Resultat von T. Komura und Y. Komura (1966):

Theorem 11.20
Fir einen lokalkonvexen Raum E sind dquivalent:

(a) E ist nuklear.

(b) ZuU € U(E) gibt es eine Folge (z7,) € s(E") mit U° C WU(E B

(c) E ist isomorph zu einem Unterraum von st fir eine Indezmenge I .

BewEIs. ,(a) = (b)“: (O Essei U € U(E) gegeben. Nach Satz 11.17 kénnen wir
U = U, mit einer Hilbert-Halbnorm p auf E annehmen. Zu k € N erhalten wir durch
Iteration von Satz 11.17 (¢) geméB Satz 11.2 ¢) eine Hilbert-Halbnorm py, auf E, sodass
die Einbettung uy := ip* : B, — E,, in S1, liegt. Es gibt eine Schmidt-Darstellung

oo
upx’ = Zo Sk <$/|€;‘7k ) fj{’k, z e EZ’,, (41)
j=

o0
mit Orthonormalsystemen {e’; ,} in Ej, und {f},} in E, , sodass Zo 8;7/,’:: < oo ist.
i=

Wegen s; 1, | 0 gelten Abschétzungen s;, < C (5 + 1)71C , und wegen der Injektivitit
von uy ist {€} ;}jen, eine Orthonormalbasis von Ej, fiir alle k € N.

\c\c\c\c

OO
OO
OO

=N W

01 2 3 4

Abb. 11.1: Eine diagonale Abz3hlung

@ Nun sei (e))ieny eine ,diagonale Abzihlung“ der Menge {€) r}i>o0k>1 (vgl.
Abb. 11.1). Wir lassen Vektoren e € [e], ..., e;_1] weg und erhalten durch Orthonor-
malisierung eine Orthonormalbasis {z7, },en von Ej, mit (z;,|e) =0 fiir n > i. Nun

k+j ) )
gilt e} = e;’k genau fiiri = Y l+k = %W—i-kz, und dies ist < 3m?+k < 4m?
=1
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fiir m := max {j, k} . Daher hat man (z7e} ;) =0 fiir n > 4m? . Fiir n > 4k? ergibt
sich

oo
T = Y (anlejp) e = D (anlefy) el in Ep.
=0 4750

Aus der Schmidt-Darstellung (41) und der Besselschen Ungleichung folgt

Iz l7 = Jukan i = 5 sixli@nlej ) [P < o3 mit j = [ +1

452>n
fiir die Norm || [|5 in Ej,_ . Somit gilt ||z}, |y < sj < Cx (j +1)7F < Cpn~ "2 fiir
n > 4k? | und die Folge (z,) ist schnell fallend in E’.

oo

@ Fiir 2’ € U° ergibt sich wegen | (z’|z},) | <1 und Y. -5 = %2 nun
n=1
o0 o0
= 3 (a!|2f) Z L (@|a,) (n®z),) € —F{n%n}

Da auch die Folge (7% n 227, schnell fallend ist, ist damit ,(a) = (b)“ gezeigt.

»(b) = (c)“: Wir verwenden sup-Normen | ||z auf s = s(N). Nach (b) ist die
lokalkonvexe Topologie von E durch die Halbnormen

ger k(@) = supn®|(zlar,) |, keNo, & = (a7) € s(E),

gegeben; mit einer Indexmenge I C E’ sei H = {q¢/ | ¢ € I, k € No} ein Fundamen-
talsystem solcher Halbnormen. Fiir die durch T¢ : © +— ({z|z},))nen definierten Abbil-
dungen T¢ : E — s(N) gilt ge k() = || Terx || ; daher wird durch T': x — (Terz)erer
ein Isomorphismus von E auf einen Unterraum von s! definiert.

»(c) = (a)“ folgt sofort aus der Nuklearitit von s und Satz 11.19. O

Der Beweis zeigt, dass im Fall eines Fréchetraumes E die Indexmenge I in (c¢) abzihl-
bar gew#hlt werden kann. Eine Anwendung von Theorem 11.20 ist:

Satz 11.21
Fiir einen nuklearen Fréchetraum E ist auch der Dualraum E;; nuklear.

BEWEIS. a) Zuniichst sei E = s = s(N). Eine in (s3)" = s gleichstetige Menge ist
eine beschrinkte Menge B C s. Fiir b, = sup{|zn| | z = (zn) € B} gilt offenbar
(bn) € s(N), und mit den ,Einheitsvektoren“ e, € s ist die Folge (n®bnen) schnell
fallend in s. Nun ist BC {z € s | |xn | < by fir n € N} C 2 m und nach
Theorem 11.20 ist sj; nuklear.

b) Wir beachten EIB = E/.. Nach Theorem 11.20 gibt es eine topologische Injektion
B — SN7 und nach Satz 8.28 ist ¢ : (SN); — EJ. eine Quotientenabbildung. Nun

gllt (™M) ~ @D,.cn 5« nach Aufgabe 8.7. Dieser Raum ist nach a) und Satz 11.19
nuklear, und nach dem gleichen Satz gilt dies dann auch fiir E, . %



286 11 Operatorideale und nukleare Raume

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 11.21, vgl. [Jarchow 1981], 21.5. Fiir einen Ba-
nachraum X ist X7 nuklear, (X?)j = X jedoch nicht.

Die Dualrdume der in Abschnitt 11.4 betrachteten nuklearen Fréchet-Funktionenrdume
sind also nuklear. Dies gilt dann auch fiir den Raum Z5(Q2) = proj; Z5(K;) der Dis-
tributionen auf einer offenen Menge 2 C R™ (vgl. Aufgabe 7.11).

11.6 Aufgaben

Aufgabe 11.1
Es seien X,Y Banachrdume und 0 < p < co. Zeigen Sie, dass F(X,Y) im Quasi-
Banachraum (S, (X,Y’),0,) dicht ist.

Aufgabe 11.2
Es seien X,Y,Z Banachridume und 7' € L(X,Y).

a) Beweisen Sie ¢;(T) — 0 & T € K(X,Y).

b) Es sei ¢ : Y — Z eine Isometrie. Zeigen Sie ¢;(¢T) = ¢;(T) fiir j € No.

c) Zeigen Sie aj(i: 01 — co) =1 fiir j >0 und a;(i: €1 — loo) = & fiir j > 1.
Aufgabe 11.3

Es seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y).

a) Zeigen Sie ¢;(T) < a;(T) fiir alle j € Np.

b) Beweisen Sie a;(T") < ¢;(T') fur alle j € No, wenn X ein Hilbertraum oder Y ein
P1-Raum ist.

¢) Konstruieren Sie eine Isometrie ¢ : Y — Z in einen P;-Raum Z und zeigen Sie
¢;j(T) = o (uT) fiir alle j € No.

d) Folgern Sie, dass P; -Réume und injektive Banachrdume die A.E. besitzen.

Aufgabe 11.4
Beweisen Sie Satz 11.3 mit Hilfe von Satz 1.5.

Aufgabe 11.5

a) Es seien K C R™ kompakt und j : C(K) — L2(K) die Inklusionsabbildung. Weiter
seien H ein Hilbertraum und T' € L(H,C(K)). Zeigen Sie jT € So(H, L2(K)) und
[T lz < 1T

b) Es sei Q C C offen. Zeigen Sie, dass A*(Q) := L2(Q) N#(Q) ein Hilbertraum ist.
¢) Nun sei auch w C C offen mit w € Q. Zeigen Sie p € S2(A*(Q), A%(w)) fiir die
Restriktionsabbildung p : f — f|_ .

d) SchlieBen Sie p € S,(A%(Q), A%(w)) fiir alle p > 0.
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Aufgabe 11.6

a) Zeigen Sie v(i: {7 — £5,) =1 fiir alle n € N.

b) Es sei A € ¢g eine Nullfolge. Zeigen Sie Dy € N(¢1,0s) und v(Dy) = || A||sup fiir
den Diagonaloperator Dy .

Aufgabe 11.7
Zeigen Sie, dass ein Operator T' € L({1) genau dann nuklear mit v(T) = v ist, wenn
es eine Matrix A = (a;x) gibt mit

o0 o0
T(zj) = (X ajpar); und > suplajp| = v < oo.
k=0 j=0 k=0
Aufgabe 11.8
Zeigen Sie, dass ein Produkt nuklearer Operatoren in S3 liegt.

Aufgabe 11.9

Gegeben seien Banachrdume X,Y , ein abgeschlossener Unterraum G C X und ein
nuklearer Operator T € N(G,Y). Konstruieren Sie eine Fortsetzung T € N(X,Y)
mit v(T) = v(T).

Aufgabe 11.10

o0
Ein nuklearer Operator T = Y ), ® yx heiBt p-nuklear fir 0 < p < 1, falls
k=0

o0
2k Py [P < oo gilt.
k=0

a) Definieren Sie analog zu (19) eine p-Norm v, auf dem Raum N,(X,Y) der
p-nuklearen Operatoren und zeigen Sie, dass (Np(X,Y),vp) ein p-Banachraum ist,
in dem der Raum F(X,Y) dicht liegt.

b) Formulieren und beweisen Sie Analoga zu (20) und den Séitzen 11.6, 11.7 und 11.8.
¢) Zeigen Sie Np(X,Y) C S, (X,Y) fiir r > ﬁ )

Aufgabe 11.11
Es seien H ein Hilbertraum, S € S1(H) und P € L(H) eine orthogonale Projektion.
Zeigen Sie

trS = tr PSP+ tr(I — P)S(I — P).

Aufgabe 11.12
Es seien X,Y Banachriaume. Gilt fir F' € F(X,Y) stets

| tr 7| < inf{lelxéﬂllyy‘HlF: le3®yj} = v(F)?
J= J=
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Aufgabe 11.13

a) Nach P. Enflo (1972) existiert ein Banachraum X ohne A.E. Verwenden Sie dies
und Theorem 11.11 zur Konstruktion einer Matrix A € £1&,co C L(co) mit A2 =0
und tr A #0.

b) Konstruieren Sie mittels a) einen Kern s € C([0,1]?) mit fol k(t,s) k(s,u)ds = 0
fiir alle ¢, u € [0,1] und [ k(t,t)dt # 0.

¢) Konstruieren Sie mittels a) einen Unterraum von cg ohne A.E.

Aufgabe 11.14
Es seien H,G Hilbertrdume. Zeigen Sie, dass die Bilinearform (S,T) — tr(ST) Iso-
metrien K(H,G) = S1(G,H) und S:1(G,H)' = L(H,G) induziert.

Aufgabe 11.15

a) Gegeben seien Banachriume X; und Y; sowie nukleare Operatoren T' € N (X1, X2)
und S € L(Y1,Y2). Zeigen Sie, dass T®.S: X180, Y] — X2®,Ys nuklear ist.

b) Es seien E, F' nukleare Ridume. Zeigen Sie, dass auch E®.F und EeF nuklear
sind.

Aufgabe 11.16

a) Es seien E ein nuklearer Raum und p € $(F). Zeigen Sie, dass der Banachraum

Ep separabel ist.

b) Zeigen Sie, dass ein nuklearer Fréchetraum separabel ist.

Aufgabe 11.17
a) Es seien H,G Hilbertraume und S € S2(H,G) ein Hilbert-Schmidt-Operator mit

A, B,
dim R(S) = co. Konstruieren Sie Faktorisierungen S : H —% £, —> G fiir 1 < p < 00

sowie S : H 2% ¢y 2% G, sodass R(A,) und R(Ap) in £, und co dicht sind.

b) Es sei E ein nuklearer lokalkonvexer Raum. Zeigen Sie, dass fiir 1 < p < oo
auf £ Fundamentalsysteme H,, und Hp von Halbnormen existieren, deren lokale Ba-
nachrdume zu £, und cg isomorph sind.

Aufgabe 11.18

Ein lokalkonvexer Raum E heifit Schwartzraum, falls es zup € H(E) einp < g € H(E)
gibt, sodass p% : B, — E, kompakt ist.

a) Zeigen Sie: E nuklear = FE Schwartzraum = E Montelraum. Gelten die Umkeh-
rungen dieser Implikationen?

b) Charakterisieren Sie die Schwartz-Eigenschaft von Kéthe-Riumen.

c) Beweisen Sie einige Resultate dieses Kapitels iiber nukleare Rdume entsprechend

auch fiir Schwartzraume.

d) Zeigen Sie, dass E;, genau dann ein Schwartzraum ist, wenn jede kompakte Menge
C C E sehr kompakt ist (vgl. S. 186).
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e) Zeigen Sie (mittels Aufgabe 8.5), dass fiir einen wvollstindigen Schwartzraum E der
Dualraum E/B ultrabornologisch ist. Gilt dies fiir alle Schwartzraume E 7

Aufgabe 11.19
Durch S(X,Y) := (1,5 Sp(X,Y) wird das Ideal der Operatoren mit schnell fallenden
Approximationszahlen definiert. Ein lokalkonvexer Raum E heifit s-nuklear, falls es zu
peH(E) einp < qe HE) gibt, sodass pf, € S(Ey, Ep) gilt.

log(j+1)

a) Es sei @ = (o ) eine Folge in R mit 0 < a; 1 oo und lim = 0. Zeigen
j—oo

Sie, dass der Potenzreihenraum Ag(c) s-nuklear ist.

b) Beweisen Sie einige Resultate dieses Kapitels iiber nukleare Ridume entsprechend
auch fiir s-nukleare Raume.

c¢) Es sei Q C C offen. Zeigen Sie, dass der Raum 42 (2) der holomorphen Funktionen
s-nuklear ist (vgl. auch Aufgabe 11.5). Gilt J#(Q) ~ s?

Aufgabe 11.20
a) Es seien E ein nuklearer Raum und U € U(E). Zeigen Sie, dass U° in Ej; metri-
sierbar ist.

b) Zeigen Sie, dass der Raum ¢(R) := €D,z K nicht nuklear ist.

Aufgabe 11.21

Es seien 2 C C offen und ¢ : J2(Q) — £(Q) die Inklusionsabbildung. Zeigen Sie, dass
V2 E5(Q) — 5(Q) eine Quotientenabbildung nuklearer (DF)-Réume ist. Ist auch
1@+ H(Q)DEH(Q) — H(Q) R H4(Q) surjektiv?
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12 Exakte Sequenzen und Tensorprodukte

Fragen: 1. Gilt ein Lifting-Satz fiir holomorphe Funktionen mit stetigen Randwerten?
2. Zeigen Sie den Satz von Mittag-Leffler fiir Funktionen mit Werten in S’ (R™) !

Es seien F' ein vollsténdiger lokalkonvexer Raum und
0—G-——-E-Z Q—0 (S)

eine kurze exakte Sequenz von Fréchetrdumen. Fiir den Banachraum F = C(K), K

kompakter Raum, und fiir einen nuklearen Fréchetraum F' ist auch die Sequenz
0— F&.G 22 Fe.E 2 F&.Q — 0 (F&.5S)

exakt; dies sind im Wesentlichen die Aussagen der Lifting-Sitze 9.28 und 10.24 (in

Verbindung mit Theorem 11.14). In diesem Kapitel untersuchen wir die Frage nach
der (topologischen) Exaktheit von (F&.S) systematisch.

Im ersten Abschnitt charakterisieren wir die Banachriume F', fiir die (F®.S) fiir alle
kurzen exakten Sequenzen (S) von Banachridumen exakt ist, als £ -Rdume. Dies be-
deutet im Wesentlichen, dass die endlichdimensionalen Teilriume von F' , gleichméfBig
isomorph“ zu £~ -Ridumen der gleichen Dimension sind; wichtige Beispiele sind Raume
C(K) stetiger Funktionen und Rdume Lo (1) wesentlich beschrénkter Funktionen. Als
Anwendung ergeben sich Fortsetzungs- und Lifting-Sditze fiur kompakte Operatoren.

Im zweiten Abschnitt zeigen wir, dass (F®.S) genau dann fiir alle Banachriume
F exakt ist, wenn die duale Sequenz (S’) zerfillt. Solche Sequenzen (S) heiflen ® -
Sequenzen; wir diskutieren weitere dquivalente Formulierungen dieser Eigenschaft so-
wie einige Beispiele. In Abschnitt 12.3 zeigen wir, dass die Cauchysche Integralformel
in gewissem Sinne optimal ist und schlielen, dass

0 — A(D) — ¢(9D) - COP) 4 D) — 0

keine ®-Sequenz ist. Hierbei ist A(D) die Disc Algebra und ¢ : A(D) — C(dD)
die Einschriankung der Funktionen auf den Rand des Einheitskreises. Insbesondere ist
A(D) kein Lo -Raum.

Die fiir den Fall von Banachrdumen erzielten Ergebnisse lassen sich mit der Mittag-
Leffler-Methode auf den Fall von Fréchetraumen F, G, E' und @ iibertragen: Wir zeigen
in Theorem 12.9, dass (F@ES) exakt ist, falls die lokalen Banachrdume von F' oder
von G als %~ -Réume, die von E als Hilbertriume oder die von @ als .Z; -Rdume

gewdhlt werden koénnen. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn einer der Rdume
F,G,E oder Q nuklear ist.



12.1 %~ -Rdume und Lifting-Satze 291

Im zweiten Teil des Kapitels untersuchen wir die Frage, wann fiir einen vollsténdigen
nuklearen (DF') -Raum F und eine kurze exakte Sequenz (S) nuklearer Fréchetrdume
auch (F @)S) exakt ist. Diese Frage héngt eng mit einer Strukturtheorie nuklearer
Fréchetrdume zusammen, die ab etwa 1975 von D. Vogt entwickelt wurde. Wichtig
sind Interpolations- bzw. Zerlegungsbedingungen (DN) und (2) an Fréchetrdume, die
wir in Abschnitt 12.4 einfithren. In Abschnitt 12.6 zeigen wir dann, dass unter den
nuklearen Fréchetrdumen (DN) die Unterrdume und () die Quotientenriume des
Raumes s der schnell fallenden Folgen charakterisiert; die Giiltigkeit von (DN) und
(92) charakterisiert die komplementierten Unterrdume von s.

Die Beweise dieser Charakterisierungen beruhen auf einem grundlegenden Splitting-
Satz, den wir in Abschnitt 12.5 beweisen: Eine kurze exakte Sequenz (S) nuklearer
Fréchetriume zerfiillt, falls G die Eigenschaft (2) und @ die Eigenschaft (DN) be-
sitzt. Eine Konsequenz des Splitting-Satzes ist der folgende Lifting-Satz: Hat G die
Eigenschaft () und F die Eigenschaft (DN), so ist die Sequenz (F®S) exakt.
Diese Resultate haben vielfiltige Anwendungen in der Analysis; wir zeigen hier nur
die Giiltigkeit des Satzes von Mittag-Leffler fiir Funktionen mit Werten im Dualraum
eines nuklearen Fréchetraums mit Eigenschaft (DN).

12.1 %, -Raume und Lifting-Satze

Es seien (5) eine kurze exakte Sequenz von Fréchetriumen und F' ein weiterer Fréchet-
raum. Die Exaktheit der Sequenz (F&,S) ist im Wesentlichen nur an der dritten Stelle
problematisch, die von (F®,S) nur an der ersten Stelle:

Satz 12.1

Es seien F' ein Fréchetraum und (S) eine kurze exakte Sequenz von Fréchetrdumen.
a) Ist I@.0: F®. E — F®.Q offen, so sind die Sequenzen (F ®. S) und (F®.S)
topologisch exakt.

b) Ist [ @r1: F®x G — F®y E offen, so sind die Sequenzen (F @x S) und (F&xS)
topologisch exakt.

BEWEIS. Wegen F @ E = F(F',E) (vgl. S. 246) ist die Sequenz (F ® S) algebraisch
exakt. Aufgrund der Definitionen der ¢ - und 7 -Topologie sind I®.t : FR.G — FR: E
und I @0 : F®x E — F ®, Q offen. Die Voraussetzungen a) und b) implizieren also
die topologische Exaktheit der Sequenzen (F' ®. S) und (F ®x S) und nach Satz 9.8
auch die der vervollstéandigten Sequenzen. %

Im Rahmen von Banachrdumen héangt die Frage nach der Exaktheit einer , tensorier-
ten Sequenz“ eng mit der Struktur der endlichdimensionalen Teilrdume dieser Ba-

nachrdume zusammen. Das folgende Konzept aus [Lindenstrau8 und Pelczyniski 1968]
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wurde in [Lindenstrau8 und Rosenthal 1969] weiter untersucht; wir verweisen auch auf
[Lindenstraul und Tzafriri 1973], IL. 5, und [Defant und Floret 1993], § 23.

Zp-Raume. a) Die Banach-Mazur-Distanz isomorpher Banachriume X,Y ist ge-
geben durch (vgl. [GK], (3.5))

d(X,Y) = mf (|77 )| T:X —Y Tsomorphismus} (> 1).

b) Es seien 1 < p < oo und A > 1. Ein Banachraum X heifit %}, » -Raum, falls zu
jedem Raum U C X mit dimU < oo ein Raum U C V C X mit dimV =r < o
existiert, sodass d(V, £;,) < A gilt. Ein Banachraum heifit %), -Raum, falls er ein %), » -

Raum fiir ein geeignetes A > 1 ist.

¢) Ein Banachraum X ist genau dann ein .45 -Raum, wenn er zu einem Hilbertraum
isomorph ist, vgl. [Lindenstraufl und Tzafriri 1973], 11.2.8.

d) Ein £ -Raum besitzt die b.A.E., vgl. Aufgabe 12.1.

Satz 12.2

a) Fir einen kompakten Raum K st C(K) ein Luo x -Raum fir alle X > 1.

b) Firl <p < oo und ein positives Mafl v ist Lp(p) ein Zp x -Raum fir alle X > 1.

BEWEIS. a) Fiir einen Unterraum U C C(K) mit dimU = n < oo wihlen wir eine
Basis {f1,..., fn} mit || fx|| =1 firk=1,...,n. Wegen U ~ (3, gibt es M > 0 mit

M1 %1%¥|ck| < S e fell < M?’aiqcu fiir alle (cx) € K™. (1)
“ = °

Zu A > 1 wahlen wir 0 < § < 1 mit 1+5 < A und setzen ¢ : QfM . Wie im Beweis von
Satz 10.16 b) wihlen wir eine offene Uberdeckung {w;}j—; von K, Punkte z; € w;
und eine {w;} untergeordnete stetige Zerlegung der Eins {c;}j—; auf K, definieren

Funktionen g : x — Z fe(zj)a; in C(K) und erhalten || fr — gi | < e fiir alle
k=1,...,n. Aus (1) folgt sofort
n

(2M) 1 r1£175¥|ck| < Yol < 2M r}rc{éi{|ck| fir alle (cx) € K™. (2)

= = =
Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es Funktionale py € C(K)" mit (g, ux) = ik
T
und || ug || < 2M fir k,i = 1,...,n. Wegen || > cjoj] = m?a,i<|cj| ist der Raum
=

Jj=1
W = [a;]j=1 isometrisch zu £, . Wir definieren einen linearen Operator

T:W —C(K) durch Th:= h+ Y (b, ux) (fx — g) -
k=1
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Danngilt Tg; = f; firi=1,...,n und (1-98) || h|| < || Th| < (1+40) || h]| firh e W.
Fiir den Raum V := T(W) C C(K) gilt daher U C V' und d(V, ¢5,) < 22 < .

b) Im Fall 1 < p < oo kann der Beweis dhnlich wie der von a) gefithrt werden; an
Stelle der Konstruktion aus Satz 10.16 b) verwenden wir Approzimationen durch Trep-
penfunktionen (vgl. S. 256). Im Fall p = co gilt Loo(p) =2 C(ON) fir einen kompakten
Raum 91 aufgrund des Satzes von Gelfand-Naimark 15.3. %

Fiir die folgenden Untersuchungen sind vor allem der Fall p = co und der dazu duale
Fall p = 1 interessant. Ahnlich wie in Satz 12.2 a) ergibt sich auch die .~ -Eigenschaft
der Banachrdume c¢g aller Nullfolgen und Co(€2) aller in co verschwindenden steti-
gen Funktionen auf einem lokalkompakten Raum €. Nach R. Bonic, J. Frampton
und A. Tromba (1969/72) gelten fiir eine unendliche kompakte Menge K C R™ und
0 < a < 1 Isomorphien A%(K) ~ lss und A\*(K) ~ ¢o fiir Rdume Holder-stetiger
Funktionen (vgl. Aufgabe 10.4), und dies gilt auch entsprechend fiir Raume von C"" -
Funktionen mit Holder-Bedingungen. Dagegen wurde in [Kaballo 1979] mittels des
folgenden Theorem 12.6 gezeigt, dass fiir n > 2 die Riume C'(S™) und A*(S™) auf
der n-dimensionalen Sphiire S™ C R™! keine %5 -Riume sind.

Satz 12.3
Es sei (S) eine kurze exakte Sequenz von Banachrdiumen. Fir einen ZLs -Raum F ist
dann auch die Sequenz (F®.S) exakt.

BEWEIS. Da o offen ist, gibt es M > 0, sodass es zu jedem y € Q ein x € E mit
cx=y und ||z|| < M| y| gibt. Wegen Satz 12.1 geniigt es, eine Konstante C' > 0
zu finden, sodass jeder Tensor t € F ® @ ein Lifting s € F® E mit || s|| < C||¢|| hat.

Essei F' ein % »-Raum fir A > 1. Fiirt € F®Q C Le(Q5, F) gilt dim R(t) < oo ; es
gibt also einen Unterraum V' C F' mit R(t) C V und einen Isomorphismus T : V' — £5,
mit || T] |77 < 2X\. Mit den Funktionalen §; : & — &; auf £5, definieren wir
yj = 6;Tt € (Qr) = Q fir j = 1,...,r. Wir wihlen z; € £ mit oz; = y; und
|2; ]| < M|ly;|| und definieren u € Le(Ej, €5,) durch u(z') := ((z;,2"))—; . Fir
s:=T 'u€ Le(EL,F) giltdann s € FRE, (I ®0)s =t und

Isl < U7 Hull < 1771 maxg lz; | < MATHIIT G < 20M [ ¢]]. O

Erweiterungen. a) Satz 12.3 gilt auch fiir kurze exakte Sequenzen von Fréchetrau-
men; dies ist ein Spezialfall von Theorem 12.9 unten oder ein solcher der folgenden

Uberlegungen:

b) Es sel 0 € L(E,Q) eine Surjektion lokalkonvexer Riume und F ein Zu -
Banachraum mit Einheitskugel U. Fiir t € FeQ = L.(F/.,Q) ist t(U°) kompakt
in @. Wir nehmen nun an, dass jede kompakte Menge in @Q sehr kompakt ist , d.h.
dass Q), ein Schwartzraum ist (vgl. Aufgabe 11.18). Es gibt also eine kompakte Ku-
gel K € R(Q), sodass t(U°) sogar im Banachraum Qg kompakt ist. Nun induzie-
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ren @ und Qi auf t(U°) die gleiche Topologie. Daher ist die Einschrinkung von
t: F, — Qr auf alle gleichstetigen Mengen in F’ stetig, und mittels Aufgabe 8.5
folgt t € FeQxk .

Nun nehmen wir an, dass E ein folgenvollstindiger Raum mit striktem Gewebe (vgl.
Aufgabe 7.16) ist. Nach einem Resultat von M. De Wilde [De Wilde 1978], II1.5
existiert dann eine kompakte Kugel C' € R(F) mit o(C) = K, und offenbar ist
o0 : Ec — Qk eine Quotientenabbildung von Banachraumen. Nach Satz 12.3 existiert
dann ein Lifting s € Fe Fc C FeE von't.

¢) Die Voraussetzungen in b) sind erfiillt fiir Surjektionen von Fréchetrdumen oder von
vollstindigen (DF’) -Schwartzrdumen.

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 12.3; einen Beweis konnen wir hier nur skizzieren.
Wir benétigen das folgende Resultat aus [Lindenstraufl und Rosenthal 1969] (vgl. auch
[Defant und Floret 1993], § 23):

Satz 12.4
a) Fir1l <p<oo und % + % =1 ist ein Banachraum F genau dann ein £, -Raum,
wenn der Dualraum F' ein £, -Raum ist.

b) Ein komplementierter Unterraum eines Lo -Raumes bzw. eines £ -Raumes ist
ebenfalls ein Lo -Raum bzw. ein £ -Raum.

¢) Ein injektiver Banachraum F ist ein L -Raum.

Aussage c) folgt leicht aus b): F' ist zu einem Unterraum eines Raumes ¢ (I) isome-
trisch (vgl. [GK], S. 179), der wegen der Injektivitdt von F' in £o(I) komplementiert
sein muss.

Das folgende Resultat geht auf C.P. Stegall und J.R. Retherford (1972) sowie K. Floret
(1973) zuriick:

Satz 12.5

Ein Banachraum F ist genau dann ein £ -Raum, wenn fir alle kurzen exakten Se-
quenzen (S) von Banachriumen auch (F ®x S) topologisch exakt ist. In diesem Fall
ist F' ein injektiver Banachraum.

BEWEIS. ,<“: ZuT € L(G, F’) definieren wir eine Bilinearform B € B(F x G) durch
B(y,z) == (y,Tz) fir y € Y und z € G. Nach Satz 10.21 gilt B € (F @ G)’. Da
F ®x G zu einem Unterraum von F' ®, F isomorph ist, liefert der Satz von Hahn-
Banach eine Fortsetzung B € (F ®r E) =2 B(F x E). Durch (yj:x) = E(y,x) fiir
r € F und y € F' erhalten wir dann eine Fortsetzung Te L(E,F") von T'. Somit ist
F’ ein injektiver Banachraum und dann F ein . -Raum nach Satz 12.4.

»,= “ ergibt sich dhnlich wie Satz 12.3 mittels Satz 10.26 fiir 7 -Rdume. %
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Zusatz. a) Ist sogar fiir jede Isometrie « : G — E von Banachrdumen stets auch
I®r1: F®:G— F®xE eine Isometrie, so ist F’ sogar ein P; -Raum.

b) Fiir ein positives Maf p erfiillt der Raum F = L1 () aufgrund von Satz 10.26 die
Voraussetzung von a), da Li(p,tG) — L1(u, E) offenbar eine Isometrie ist. Nach Satz
12.5 ist daher Loo(p) =2 Li(p)’ ein Pp-Raum. Wir haben somit einen alternativen
Beweis von Satz 9.35 gefunden.

Dualitéit von Tensorprodukten und integrale Operatoren. a) Fiir die Um-
kehrung von Satz 12.3 benétigen wir nun eine Aussage zur Dualitdt von €- und 7-
Tensorprodukten. Fiir Banachrdume E, F gilt (F @, E)" = L(F,E") nach (10.35).
Operatoren T' € L(F,E’), die sogar beziiglich der ¢-Norm auf F @ E stetig sind,
heiflen integral, Notation: T € Z(F, E'). Die integralen Operatoren bilden ein Opera-
torideal (vgl. [Grothendieck 1955], 1§ 4.3, [Defant und Floret 1993], 10.1 und § 33, oder
[Diestel und Uhl 1977], VIIL.2).
b) Hat nun E’ die A.E., so hat man F'®,E' = N(F,E’) (vgl. S. 275). Weiter gilt
N(F,E") = Z(F,E"), falls E" reflexiv oder separabel ist (vgl. [Grothendieck 1955],
1§4.2), allgemein genau dann, wenn E’ die Radon-Nikodym-FEigenschaft besitzt (vgl.
[Defant und Floret 1993], § 33, oder [Diestel und Uhl 1977], VIII.2). Unter diesen An-
nahmen gilt also

(FR.E) = F'®.FE'. (3)

¢) Wir benétigen (3) hier nur fiir den Spezialfall dim F < oo (vgl. dazu [Kéthe 1979],
§45.1(9), oder [Defant und Floret 1993], 6.4).

Nun kénnen wir die Umkehrung von Satz 12.3 zeigen (vgl. [Kaballo 1977]); etwas
allgemeiner gilt das folgende Resultat:

Theorem 12.6
Es sei F' ein Banachraum, sodass fiir alle Isometrien « : G — E von Banachrdumen zu
jedem t € FR.G' ein s € FeE' mit (Ie)s =t existiert. Dann ist F ein Lo -Raum.

BEWEISs. a) Wir zeigen die Existenz einer Konstanten C' > 0, sodass fiir jede Isometrie
t: G — E endlichdimensionaler Banachrdaume jeder Tensor ¢t € F' ®. G’ ein Lifting
s € FeE' mit || s|| < C|t|| hat. Andernfalls gibt es solche Isometrien v, : G, — Ep,

und t, € F ®: G) mit |[t,| = 1, sodass jedes Lifting s, € FeE, Norm > n®
o0 o0

hat. Wir definieren eine Isometrie ¢ : G := (@ Gn)e, — E = (P En)e, durch
n=1 n=1

t:(gn) = (tngn); dannist ' : B 2 (@ Ep)e, — (P Gh)e, 2 G’ gegeben durch

n=1 n=1

o0
() — () (vel. Aufgabe 10.23). Das Element t := @ n™%t,, € F®.G’ besitzt
n=1

ein Lifting s € FeE' = L.(F., E'). Mit der kanonischen Projektion P, : E' — E,
ist dann s, := n*Py,s ein Lifting von t, mit || s, | < n?|s|, und wir haben einen
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Widerspruch.

b) Nun sei wieder ¢ : G — E eine Isometrie von Banachriumen. Zu 7 € F' @ G
gibt es einen Unterraum U C G mit dimU < co und 7 € F' ®@ U; offenbar gilt
|7llFre.c <||TllFre.u. Weiter gibt es einen Unterraum V C E mit dimV < oo,
sodass 7 € ' @V und ||7||re.v < 2|7 re.e gilt. Nach Vergroferung von V
kénnen wir U C V' annehmen. Nach (3) gibt es t € F @ U’ mit ||t|Fg.0r = 1 und
I7llFe.u=1(7)|. Nacha)gibtess € FQV’ mit (I®!)s =t und || s||rg.v' < C.
Daher folgt

IN

I7llre,v = [{T@)s,7)| = [(s,T®)7)|
Clrlre.v < 20| 7lFre.E-

I7TlFe.c

IN

Somit ist I @x ¢ : F' ®@x G — F' ®, E eine topologische Inklusion, und nach Satz 12.5
ist I ein % -Raum. Aufgrund von Satz 12.4 ist dann F' ein %~ -Raum. O

Aus den Sétzen 12.3, 12.6 und 10.4 ergeben sich nun die folgenden Aussagen von J. Lin-
denstrauf (1964) sowie J. Lindenstraufl und H.P. Rosenthal (1969) iiber Fortsetzungen
und Liftings kompakter Operatoren:

Satz 12.7

a) Ein Banachraum F ist genau dann ein ZLoo -Raum, wenn fiir jeden abgeschlossenen
Unterraum G eines Banachraumes E jeder kompakte Operator T € K(G,F) eine
Fortsetzung T € K(E, F) besitzt.

b) Ein Banachraum F st genau dann ein £ -Raum, wenn fir jede Surjektion
o € L(E,Q) von Banachriumen jeder kompakte Operator T € K(F,Q) ein Lifting
TV € K(F,E) besitzt.

BEWEIS. a) Die Restriktion K(FE, F) & FeE' — FeG' = K(G, F) ist genau dann stets
surjektiv, wenn F' ein % -Raum ist.

b) Die Abbildung oo : K(F,E) & F'eE — F'eG & K(F,G) ist genau dann stets
surjektiv, wenn F’ ein %~ -Raum ist. O

12.2 ®-Sequenzen

In diesem Abschnitt charakterisieren wir diejenigen kurzen exakten Sequenzen (S) von
Banachriumen, fiir die fiir jeden Banachraum F auch die Sequenz (F®.S) exakt ist.
Wie in [Kaballo und Vogt 1980] nennen wir eine solche Sequenz eine ® -Sequenz.

Beispiele von ® -Sequenzen sind natiirlich zerfallende Sequenzen. Allgemeiner ist aber
nach [Grothendieck 1956] (S) bereits (und genau) dann eine ®-Sequenz, wenn die
duale Sequenz (S’) zerfillt. Interessante Beispiele solcher Sequenzen erhalten wir mit-
tels einer Abschwichung des Begriffs der Linksinvertierbarkeit. Dieses Konzept aus
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[Kaballo 1977] wurde durch Ergebnisse von P. Kuchment (1975) zum Lifting holomor-
pher Funktionen mit stetigen Randwerten (vgl. Abschnitt 12.3) motiviert:

Approximativ linksinvertierbare Inklusionen. Es seien E,G Banachrdume.
Ein Operator ¢ € L(G, E) heiit approzimativ linksinvertierbar (a.l.), falls es A > 0
und ein Netz {La}aca in L(E,G) gibt mit || Lo || < A firallea € A und Lo (tz) — z
fiir alle x € G'. Ein a.l. Operator ist offenbar injektiv und offen, also eine topologische
Inklusion.

Beispiele. a) Ein .2 »-Raum G sei Unterraum eines Banachraumes £. Dann ist
die Inklusion ¢ : G — E a.l. In der Tat gibt es zu jedem endlichdimensionalen Raum
UCG einen Raum U CV C G mit dimV =r < 0o, sodass d(V,£L,) < A gilt. Dann
existiert eine Projektion Py : E — V mit || Py || < 2\, und fiir das Netz {Py} in
L(E,G) gilt Pyxz — x firallexz € G.

b) Es seien X,Y Banachrdume, und Y besitze die b.A.E. Dann ist die Inklusion
t: K(X,Y) — L(X,Y) al. In der Tat gibt es ein Netz {Fo} in F(Y) mit || Fo || <A
firein A >0 und Fo — I in L (Y) (vgl. S. 247). Mit Lo(T) := F. T fiw T € L(X,Y)
folgt dann sofort die Behauptung.

c¢) Fiir einen Banachraum Y mit b.A.E. ist die kanonische Inklusion ¢ty : Y — Y” al.
Mit dem Netz {F,} in L(Y) aus b) setzen wir dazu einfach Lo := 13 Ffy : Y — Y.

Diese Beispiele zeigen, dass a.l. Operatoren i. A. nicht linksinvertierbar sind; dies gilt
auch fiir Beispiel b) etwa im Fall von Hilbertrdumen X,Y . Dieses Beispiel ist inter-
essant im Hinblick auf Fredholm-Operatorfunktionen (vgl. Abschnitt 14.1).

Wir zeigen nun u. a., dass kurze exakte Sequenzen mit a.l. Inklusionen ® -Sequenzen
sind. Die Aquivalenz der folgenden Aussagen (b) und (c) geht auf [Grothendieck 1956],
S. 27 und 76 zuriick. Fiir weitere Aquivalenzen, auch im Rahmen lokalkonvexer Riume,
sei auf [Kaballo und Vogt 1980] verwiesen.

Theorem 12.8
Es sei (S) eine kurze exakte Sequenz von Banachrdumen. Fir die Aussagen
(a) Die Inklusion v : G — E ist a.l.
(b) Die Sequenz (S) ist eine ® -Sequenz.
(c) Die duale Sequenz (S") zerfillt:
0e— & LB Q 0. (8"
(d) Die duale Sequenz (S') ist eine ® -Sequenz.
(e) Die Abbildung IR : GR.E' — G®.G' ist surjektiv.

gelten die Implikationen (a) = (b) & (c) < (d) = (e); hat G die b.A.E., so gilt
auch (e) = (a).
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Wir beweisen ,(a) = (b)“, ,(a) = (¢) = (d) = (e) = (a) ¢, Letzteres unter der
Annahme der b.A.E. fiir G, und skizzieren Beweise der iibrigen Behauptungen.

BEWEIS. ,,(a) = (b)“: Es gibt A > 0 und ein Netz {Lq faca in L(E,G) mit | Lo || < A
fir alle « € A und Lo(tz) — x firallex € G. Esseit = ) f;Qy; € F ® Q mit

J=1
linear unabhéngigen y1,...,yr € @ gegeben. Wir wihlen x; € E mit oz; = y; und
setzen u:= Y f;®z; € F® E. Nun gilt
j=1
a !
Itlle = sup || 2(f5 f)yille = sup inf || Z (fis fyaj —2lE
<1 j=1 i<t #€
> 5 sup inf || E<fjaf’>$j —z|e
I l<1 2€C% - =1
fiir einen endlichdimensionalen Raum Go C G. Zu n := ||[t| (2] t] + [[u])™" >0

gibt es @« € A mit || Loz — z|| < n| 2| fir alle z € Go.

Wir modifizieren nun das Lifting v vont zu s := Y f;®(z; — Law;j) € F®E; wegen
j=1
oLax; = 0 gilt in der Tat (I ® o)s = t. Zu zeigen bleibt || s|c < C| ¢t fiir eine

geeignete Konstante C' > 0. Fiir ein festes Funktional f € F’ mit || f'|] <1 wihlen
T
wir z € Go mit || Y (fj, f)z; — z|| < 2|/ t|| und erhalten
j=1

r

|3 5 £ @5 = Laap) | < | X (o )2y = 2l 412 = Loz | + 1| Loz = £ (f3.
J= J=

Jj=1

IN

2t +nllzll+2 LalllIE]l-
Nun ist aber

2]l < ||Z-Z<f37 Y|+l 2 Fin il < 20l + Nl = o7t 2],

Jj=

< (3+2A)||t]le durch Bildung des Supremums iiber

und insgesamt ergibt sich || s||<
alle f' € F/ mit || f'|| <1.

»(a) = (c)*“: Nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki 8.6 hat das Netz {L,,} in L(G', E’)
ein gegen ein R € L(G', E") punktweise schwach*-konvergentes Teilnetz {L’}. Fiir
z€ G und 2 € G’ gilt dann

(2, RZ") = (12, R’y = lim(tz, L}2") = lim(Lyez,2") = (2,2'),
Bt ¥

und daher ist 'Rz’ = 2.
»(c) = (d) = (e)“ ist klar.
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»(e) = (a)“: Da G die b.A.E. hat, gibt es ein Netz {F,} in G ® G’ = F(G) mit
| Fo || < A fiir ein A > 0 und Fozx — z fiir alle x € G. Nach (e) gibt es C > 0 und
Liftings Lo € GR.E' C K(E,G) C L(E,G) von F, mit || Lo || < C||Fal| < CA fiir
alle @« und Lox = Fox — x fir x € G.

»(b) = (c)“ kann #hnlich wie Theorem 12.6 gezeigt werden: Zunichst existiert ein
C > 0, sodass fiir jeden endlichdimensionalen Raum F jeder Tensor t € F ®. @ ein
Lifting s € F ®. E mit ||s|| < C|¢| hat. Mit (3) ergibt sich daraus, dass fiir jeden
Banachraum F die Abbildung I @ ¢’ : F @, Q" — F ®x E’ offen und somit die
Restriktion p : L(E', F') — L(Q', F') surjektiv ist; fiir F' = Q erhilt man dann durch
Fortsetzung der Identitéit auf Q' eine Projektion von E’ auf Q.

»(c) = (b)“: Es sei F' ein Banachraum. Aufgrund von Theorem 9.6 geniigt es zum
Nachweis der Surjektivitit von I®.0 : F®.E — F®.Q zu zeigen, dass der transpo-
nierte Operator (I®.0)" : (F®.Q) — (F®.E)" offen ist. GemiB den Ausfiihrungen
auf S. 295 entspricht dieser der Abbildung o'c : Z(F, Q") — Z(F, E") zwischen Riu-
men integraler Operatoren. Fiir eine stetige Projektion P : E' — Q' wird dann durch
Po:Z(F,E') — Z(F,Q’) eine stetige lineare Linksinverse zu ¢’o definiert, und daher
ist diese Abbildung offen.

»(d) = (c¢)“: Aufgrund der schon gezeigten Implikation ,,(b) = (c)* zerfallen die Se-
quenzen (S”) und (S”); es gibt also eine stetige Projektion P : B — Q"". Mit der
Restriktion R : Q"' — @’ ist dann die Einschrinkung von RP auf E’ eine stetige
Projektion von E’ auf Q. O

Folgerungen. a) Aus Theorem 12.8 und Satz 12.4 ergibt sich: Ist (S) fiir einen
% -Raum E eine ®-Sequenz, so ist G’ zu einem komplementierten Unterraum des
% -Raumes E’ isomorph. Somit ist auch G’ ein .%; -Raum und G ein % -Raum.

b) Es sei G ein Banachraum mit b.A.E., der kein %, -Raum ist. Fiir eine Inklusion
t:G — FE in einen £ -Raum E ist dann die Abbildung (I@EL') :GR.E — GR.G'
nicht surjektiv. Ein konkretes Beispiel fiir diese Situation folgt im néchsten Abschnitt.

Analog zu a.l. Inklusionen kénnen wir auch den folgenden Begriff einfiihren:

Approximativ rechtsinvertierbare Surjektionen. a) Wir nennen eine Surjek-
tion 0 € L(E,Q) von Banachrdumen approzimativ rechtsinvertierbar (a.r.), falls es
A > 0 und ein Netz {Ra}aca in L(Q, E) gibt mit ||Ra || < A fiir alle @« € A und
ocRyy — y firalley € Q.

b) Fiir einen .21 -Raum @ ist jede Surjektion o € L(E, Q) a.r.

¢) Wie in Theorem 12.8 sieht man, dass fiir eine a.r. Surjektion o € L(E,Q) jede
kurze exakte Sequenz (S) eine ®-Sequenz ist. Hat umgekehrt @@ die b.A.E. und ist
(I®.0): Q'®.E — Q'®.Q surjektiv, so ist o € L(E,Q) a.r.

d) Auch obige Folgerungen gelten entsprechend.
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Mit Hilfe der Mittag-Leffler-Methode lassen sich nun Resultate vom Banachraum-Fall

auf den Fréchetraum-Fall iibertragen:

Theorem 12.9

Es seien (S) eine kurze exakte Sequenz von Fréchetriumen und F ein weiterer
Fréchetraum. Kann man abzihlbare wachsende Fundamentalsysteme von Halbnormen
so wéhlen, dass deren lokale Banachriume von F' Lo -Riume, von G Loo -Riume,
von E Hilbertriume oder von Q % -Réiume sind, so ist auch die Sequenz (F®.S)
exakt.

BEWEIS. Fiir ein solches Fundamentalsystem von Halbnormen ist E = proj{ En, py, }n
ein reduzierter projektiver Limes lokaler Banachraume. Mit den Einschridnkungen die-
ser Halbnormen auf G und den entsprechenden Quotienten-Halbnormen auf @ sind
auch G = proj{Gn, 05, }n und Q = proj{Q., 7, }n reduzierte projektive Limiten, und
wir erhalten die kommutativen Diagramme mit exakten Zeilen

On

0o — Gn LN E, — Qn — 0
T 924—1 T PZ-H T 7'7?4-1
0 — Gnpn 2 Enn T Quia — 0

Entsprechend ist auch F' = proj{Fy, ¢, }n ein reduzierter projektiver Limes lokaler
Banachraume, und wir erhalten die kommutativen Diagramme

~ I®.tn ~ IR0, ~
0 — Fh®:Gn % Fo®cEn ®—’ Frn®:Qn — 0
T ¢Z+1®s‘92+1 T ¢Z+1®6P2+1 T ¢Z+1®e7’:f+1
~ I@s n ~ I@aon =
0 — Fn+1®5Gn+1 —L’+1 Fn+1®aEn+1 _>+1 Fn+1®eQn+l — 0
Aufgrund der Voraussetzungen kénnen wir annehmen, dass alle F,, Zs -Réume, alle
Gn Y- -Riéume, alle E,, Hilbertriume oder alle Q,, %1 -Réume sind; im Fall der
Bedingung an G oder Q verwenden wir dazu Aufgabe 7.10. Aufgrund unserer Er-
gebnisse fiir den Banachraum-Fall hat also obiges Diagramm ebenfalls exakte Zei-
len. Da die linearen Abbildungen ¢Z+1®502+1 offenbar dichtes Bild haben, impli-
ziert dann Theorem 9.14 die Exaktheit der Sequenz der projektiven Limiten. Nun ist
F®.G = proj{Fn@)an, ¢;”®50%}N7 und Entsprechendes gilt fiir die Réume FQ.F
und F®.Q (vgl. Aufgabe 10.20). Daraus folgt die Behauptung. %

Beispiele. a) Theorem 12.9 gilt insbesondere dann, wenn einer der Rdume F,G, E
oder @ nuklear ist (vgl. Aufgabe 11.17).

b) Beispiele moglicher Rdume F' oder G sind Rdume C(2) stetiger Funktionen oder



12.3 Holomorphe Funktionen mit Randbedingungen 301

Raume A™ < (€2) von C"™ -Funktionen mit Holder-Bedingungen (0 < o < 1) auf offenen
Mengen ©2 C R"™.

¢) Die Bedingung an E wird von lokalen Sobolev-Riumen W3'°°(Q), diejenige an Q
von Réumen WF'°°(Q) erfiillt.

12.3 Holomorphe Funktionen mit Randbedingungen

Fiir eine offene Menge 2 C C (oder Q C C™ ) und einen quasivollstdndigen Raum F' sei
H0°°(Q, F) der Raum der beschrinkten holomorphen F -wertigen Funktionen. Fiir eine
Surjektion o : E — ) von Banachrdumen besitzt eine Funktion f € 2°°(Q, Q) nach
Satz 10.14 ein holomorphes Lifting nach ', und natiirlich gibt es auch ein beschrinktes
Lifting. Die Frage, ob es sogar ein Lifting f € 2#°°(Q, E) gibt, werden wir nun negativ
beantworten.

Lifting von Dirac-Funktionalen und Integralformeln. a) Integralformeln der
komplexen Analysis lassen sich nach A.M. Gleason (1962) &hnlich wie Formel (8.22)
auf S. 192 konstruieren: Fiir eine beschrinkte offene Menge 2 C C™ betrachten wir

die Banachalgebra
AQ) = {peC(®) | vlg € ()}

(vel. Aufgabe 10.13). Die Restriktion ¢ : A(Q) — C(092) von Funktionen auf den Rand
von () ist eine Isometrie aufgrund des Maximum-Prinzips. Durch

§:Q— AQ), (p6.):= ¢(z) fir 2z€Q und ¢ € AQ), (4)

I

wird aufgrund des Zusatzes zu Satz 10.11 eine holomorphe Funktion § : Q — A(€)
definiert, die offenbar || 0, || =1 fur alle z € Q erfillt.

b) Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (vgl. [Rudin c(oQ)
1974], Theorem 6.19) kann C(992)" mit dem Raum aller } L
komplexen reguldren Borel-Mafle auf 02 identifiziert wer-
den. Ein holomorphes Lifting i : Q — C(99Q)" von § liefert
somit eine Integralformel

p(z) = fano(C)duz(C) fir z€Q und <€ AQ). (5)

c¢) Im Fall des Einheitskreises D = {z € C | | z| < 1} ist ein holomorphes Lifting von
§:D — A(D) aufgrund der Cauchyschen Integralformel gegeben durch

Q X AQ)

m:D — C(@D), m, = 5= 2 fir z€ D. (6)

Fiir z = re"* € D und ¢ = ¢'? berechnen wir

Lo Jd¢] 1 pmo _ de _ 1 7 ds

||mZH T 27 Jon TC=2] T 2x JonTee—re®| T 2x JomTe—r]"
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Wegen
e —r|> = 1 —2rcoss+7r? = (1—r)2+47"sin2§ < (1=r)247rs?

ergibt sich fiir 3 <7 < 1 mit der Substitution s = (1 —r)u

1
1 1 —r d 1 1 d
lmell 2 o IS s 2 27 o ¢1+UW >z i also
Ima |l > 7 log =z fir 3 <|z|<1. (7)

Ein beschrinktes holomorphes Lifting von § : D — A(D)" wire also in gewissem
Sinne eine Verbesserung der Cauchyschen Integralformel! Es gilt jedoch das folgende
Resultat aus [Kaballo 1980]:

Theorem 12.10
Es gibt kein holomorphes Lifting i € 2€(D,C(OD)") von § € 5°°(D, A(D)") mit

|zl = O(IOgl%m) fir |z] —1. (8)

BEWEIS. a) Fiir @ € 9D und f € C(0D) betrachten wir die durch fo : ¢ — f(a()
gegebene rotierte Funktion in C(0D) . Fiir das Lifting m € 2#(D,C(dD)’) von § aus
(6) gilt my-1,(fa) =m.(f) fir alle a € 9D, d.h. m ist rotationsinvariant.

b) Nun sei u € #(D,C(0D)") ein Lifting von § mit (8). Wir rotieren y zu holomor-
phen Funktionen uf : f — po-1.(fa) und mitteln die rotierten Funktionen zu

Aeif e [oput(f)da, z€D, fec(D).
Dann ist A € 52(D,C(0D)’) ein rotationsinvariantes Lifting von § mit (8).

¢) Offenbar gilt A, (™) = 2" = m(¢") firallen € No. Fiir A, = Y. 72" undn € Z
k=0
mit n < 0 liefert die Rotationsinvarianz fiir alle « € 9D

3 (€ ) 052 = Rasl(") = A=((00)") = § (00" ) 2 = 3 (¢ ) a” 2,

also (¢, k) a® = (C", vi) @™ fiir alle & € D . Es folgt (¢", ) = 0 fiir alle k € Ny
und somit A\;(¢") =

d) Wie in ¢) folgt auch m;(¢") = 0 fiir n < 0. Nach dem Satz von Fejér (vgl. [GK],
Theorem 5.2) ist der Raum [("], ez in C(OD) dicht, und somit gilt A = m. Mit (7)
und (8) erhalten wir nun einen Widerspruch. O

Fiir Funktionen f € (£, Q) kann also hochstens die Existenz holomorpher Liftings
Y e #(Q, E) mit f(z) = O(logdaa(z) ') erwartet werden. Liftings mit dieser oder
etwas schwiicheren Eigenschaften wurden in [Kaballo 1980] konstruiert. Hier gehen wir
noch auf Konsequenzen aus Theorem 12.10 in anderer Richtung ein:
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Folgerungen. a) Aufgrund von Theorem 12.10 kann offenbar die Quotientenab-
bildung ¢/ : C(OD) — A(D)’ nicht rechtsinvertierbar sein. Nach Theorem 12.8 ist
daher die Isometrie ¢ : A(Q) — C(9S2) nicht a.l., und nach Beispiel a) auf S. 297
ist die Disc Algebra A(D) kein £~ -Raum. Da diese die b.A.E. besitzt (vgl. Auf-
gabe 10.14), ist nach Folgerung b) zu Theorem 12.8 insbesondere die Abbildung
I1&: : A(D)®.C(0D) — A(D)&.A(D)" nicht surjektiv.

b) Nach a) ist insbesondere die Disc Algebra A(D) in C(992) nicht komplementiert.
Ein Beweis dieser Aussage in [Rudin 1973], S. 127-130 inspirierte auch den angegebe-
nen Beweis des stidrkeren Theorems 12.10. A. Pelczyniski zeigte bereits 1974 mit einer
anderen Methode, dass A(D) fiir kein p € [1,00] ein .%,-Raum ist und auch keine
lokal unbedingte Struktur besitzt.

c) Theorem 12.10 impliziert auch, dass der Banachraum .7°°°(D) der beschrinkten
holomorphen Funktionen auf D kein . -Raum ist. In der Tat existieren nach einem
Satz von Fatou (1906, vgl. [Rudin 1974], Theorem 11.21) fiir f € 2°°(D) die radialen
Limiten

(GHQ) = lim f(r¢)

fiir fast alle ¢ € 9D, und dies liefert eine Isometrie j : H#°°°(D) — Loo(0D). Das
folgende kommutative Diagramm von Isometrien liefert ein duales Diagramm von Quo-

tientenabbildungen:
C(0D) - Loo(0D) Leo(dD) - c(oD)
w
Te TJ : / L’ LY
AD) — #>(D) D 2 w#~D) — ADY

Wie in (4) definieren die Dirac-Funktionale eine Abbildung A € J#°°(D, > (D)").
Ist nun J#°°(D) ein % -Raum, so hat A ein Lifting ¥ € 5#°°(D, Lo (0D)’). Dann
ist aber y := ¢’V € s#°°(D,C(0D)’) ein Lifting von § € 5#°°(D, A(D)") im Wider-
spruch zu Theorem 12.10.

Gewichtete Rdume holomorpher Funktionen. a) Es seien @ C C" eine be-
schriankte offene Menge und v : 2 — (0,00) eine stetige Funktion mit v(z) — 0 fiir
z — 0. Wir definieren Banachrdume holomorpher Funktionen durch

AvQ) = {feQ]flo:= fgng(Z) |v(2) < oo} und
Hvo(Q) = {f€AvQ)]| lim |f(z)|v(z)=0}.

b) Entsprechend lassen sich auch Rdume vektorwertiger Funktionen definieren; es gilt
Hvo(Q, F) = Hvo(Q)eF fiir quasivollstindige Rdume F (vgl. Aufgabe 12.10). Ist
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nun vo(Q) ein Zs -Raum, so lassen sich fiir eine Surjektion o : E — @ von
Fréchetrdumen Funktionen in J#vo(Q2, Q) aufgrund von Satz 12.3 nach v (€2, E)
liften.

¢) Wir betrachten nun den Einheitskreis D = {z € C | |z| < 1} und radiale, nur
von r = | z| abhingige Gewichtsfunktionen v mit v(r) | 0 fiir »r — 17 . Stets ist
Hvo(D)" ~ #v(D). Nach A.L. Shields und D.L. Williams (1971) gilt #v(Q) =~ lo
und v (2) ~ ¢o fiir normale Gewichtsfunktionen, z. B. fiir v(r) = (1 — )% und
0 < a < 00o. Wegen b) und Theorem 12.10 konnen jedoch s#v(2) und v () fiir

v(r) =log(2=)” und 0 < v < 1 keine Ls -Réume sein.

d) Eine genaue Charakterisierung derjenigen radialen Gewichtsfunktionen v, fiir die
Hv(D) ~ b und Hvo(D) =~ co gilt, stammt von W. Lusky; dies ist der Fall fiir
normal fallende v wie v(r) = (1 —r)® fiir 0 < a < co und auch fiir schnell fallende v
wie v(r) = exp(—(1—7)""). In allen anderen Fillen gilt J#v(D) ~ s#°°(D); dies ist
der Fall fiir langsam fallende v wie v(r) = log(72=)” fiir 0 < v < co. Fiir diese und
verwandte Resultate sei auf [Lusky 2006] verwiesen.

12.4 Die Eigenschaften (DN) und (Q)

Im zweiten Teil dieses Kapitels geben wir eine Einfithrung in eine Strukturtheorie nu-
klearer Fréchetrdume, die ab etwa 1975 von D. Vogt entwickelt wurde, und folgen dabei
im Wesentlichen [Vogt 1977b], [Meise und Vogt 1992] und [Poppenberg 1994]. Zunéchst
fithren wir die fiir den fundamentalen Splitting-Satz 12.16 wesentlichen Begriffe ein.

Notationen. a) Wie in [Meise und Vogt 1992] bezeichnen wir in Abweichung von
der bisherigen Notation mit

o <0 h <o b lle <01 lligr < -

ein Fundamentalsystem stetiger Halbnormen auf einem Fréchetraum F . Die entspre-
chenden Einheitskugeln bezeichnen wir mit Uy, die lokalen Banachrdume mit EY .

b) Fiir eine Halbnorm || || auf E bezeichnen wir mit

[F1" = sup{| f(@)] | |z ]| <1} €[0,00]

die zu || || duale Norm eines Funktionals f € E* . Genau dann ist || f ||} < co, wenn
f € By = Eye = (Ey)" gilt.

Die Eigenschaft (DN). a) Ein Fréchetraum E mit einem wachsenden Fundamen-

talsystem (|| ||x) stetiger Halbnormen besitzt die Eigenschaft (DN), falls gilt:
JdeNgVkeNyIneNy,C>0VzecE : ||z||t < Cllzlallz|n- 9)

In diesem Fall schreiben wir auch kurz ,E € (DN) “.
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b) Aus (9) folgt sofort, dass || ||q eine Norm auf E ist; diese wird dominierende Norm
genannt. Rdume ohne stetige Norm, wie etwa der Raum w aller Folgen, besitzen also
die Eigenschaft (DN) nicht.

¢) Mit E besitzt auch jeder zu E isomorphe Fréchetraum die Eigenschaft (DN),
und diese héngt nicht von der Wahl eines Fundamentalsystems ab. Weiter vererbt sich
(DN) offenbar auf Unterrdume.

Fir Kothe-Raume (vgl. S. 248) gilt:

Satz 12.11
a) Fir eine Kdthe-Matriz A = (aj k) ken, ¢ilt genau dann X2(A) € (DN), wenn

3deNogVkeNoIneNg,C>0 : ajp < Cajaajn. (10)

b) Ein Potenzreihenraum Ao (c) unendlichen Typs besitzt die FEigenschaft (DN),
nicht aber ein Potenzreihenraum Ao(a) endlichen Typs.

BEWEIS. a) Die Normen auf A2(A) sind gegeben durch
2 — 2 2
ol = 5 lay Pade fir @ = () € da(4).
J:
Aus (10) folgt daher mit der Schwarzschen Ungleichung
2 — 2
Izl < C ZO|$J‘| ajaajn < Cllzlallzn
i=

fiir x € A2(A), also (9). Mittels Einsetzen der , Einheitsvektoren“ z := e; folgt umge-
kehrt auch (10) aus (9).

b) Im Fall R = oo wiihlen wir a; 3 = €** und erhalten sofort aik = ajo0aj2k, also
(10) mit d =0 und n = 2k.

Nun sei R = 0. Gilt (10), so gibt es d < 0, sodass zu 4 < ¢ < 0 ein s < 0 und ein
C > 0 existieren mit

exp(2ta;) < C exp(day) exp(sa;) < C exp(dajy),
also 2t < aj_l logC' 4+ d. Mit j — oo folgt dann der Widerspruch 2t < d. %

Beispiele und Bemerkungen. a) Der Raum s = A (log(j+1)) der schnell fallen-
den Folgen und die zu diesem isomorphen Riume C*[a,b], Z]a,b], s(Z"), E2x(R™)
und S(R™) besitzten die Eigenschaft (DN). Fiir eine kompakte Menge K C R™ ist
der Raum Z(K) ein Unterraum von &1, (R™) fiir ein geeignetes L > 0, hat also eben-
falls (DN). Es gilt (fiir int(K) # 0) sogar Z(K) ~ s (vgl. [Meise und Vogt 1992],
Satz 31.12).
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b) Der Raum 7 (C) = Ao (j) der ganzen Funktionen hat (DN), nicht aber der Raum
(D) = Ag(j) der holomorphen Funktionen auf dem Einheitskreis.

¢) Ein Potenzreihenraum endlichen Typs kann nicht zu einem Unterraum eines Po-
tenzreihenraums unendlichen Typs isomorph sein. Fiir einen Raum F € (DN) muss
sogar jede stetige lineare Abbildung 7" : Ag(a) — F' eine Nullumgebung von Ag(«a) in
eine beschrinkte Teilmenge von F' abbilden, vgl. [Meise und Vogt 1992], Satz 29.21.

Wir benétigen dquivalente Formulierungen der Eigenschaft (DN) . Die Interpolations-
bedingung (12) fiir Halbnormen lisst sich auch als Zerlegungsbedingung (13) fiir die

dualen Einheitskugeln formulieren:

Lemma 12.12
Fir einen Fréchetraum E st die Eigenschaft (DN) zu jeder der folgenden Eigenschaf-

ten dquivalent:
FdeNoVEkeNoVe>03neNy,C>0 : | 7 < |l llall II5. (11)

3deNoVEkeNoVe>03neNy,C>0Vr>0: | |l <7l lat & ln-
(12)
3deNoVkeNoVe>03neNy,C>0Vr>0: U CrU3+SU,. (13)

BEWEIS. a) Offenbar ist (9) der Spezialfall ¢ = 1 von (11). Nun gelte (9) mit d € Np.
Es sei k > d gegeben. Wir setzen ng := d, n1 := k und finden rekursiv njy1 > n;
und C; > 0 mit

Iz, < Cillzllall@n,,, firale z€E.

Damit folgt fiir x £ 0 und alle m € N:

m

I leym @ ling i c lllngen C (IR E—
()™ = I e = G T = (116 e
j=1 j=1 i j=1
m 1
Mit Dy, := (][] )"/ ergibt sich daraus
j=1
|l < Dmllz | g Tll/"‘ fir alle z € E.
< D (11 m—+1
. . . . 1 L 1
Fir ¢ > 0 wahlen wir nun m € N mit .- < 7 := 5. Wegen (m)f m <1
folgt
lzlls < Dmllally " I, firale € E,

und daraus ergibt sich (11).

b) Die Aquivalenz von (11) und (12) ergibt sich durch Berechnung des Minimums bzg]l.
r > 0 der rechten Seite von (12).



12.4 Die Eigenschaften (DN) und (2) 307

c¢) Nun gelte (13). Zu z € E wihlen wir 2’ € Uy mit ||z || = | (z,2’)|. Wegen (13)
ist o’ = ry’ + %Zl mit 4’ € U] und 2’ € Uy, , und daraus folgt (12).

Umgekehrt ergibt sich aus (12) mit dem Bipolarensatz

U

22U, 2 (AU N (5)Un = °(rUS)N °(SUR) 2 °(rUJU SUS), also
ivg ¢ rug+<uy

und somit (13), da die letzte Summe schwach*-kompakt ist. O

Die Eigenschaft (). a) Ein Fréchetraum E mit einem wachsenden Fundamental-
system (|| ||x) stetiger Halbnormen besitzt die Eigenschaft (), falls fiir die dualen
Normen

VpeNoIgeNoVhkeNg30<A<1,C>0: || |2 < I 17 (4)

gilt. In diesem Fall schreiben wir auch kurz , E € (Q2) «.

b) Mit E besitzt auch jeder zu E isomorphe Fréchetraum die Eigenschaft (2), und
diese hédngt nicht von der Wahl eines Fundamentalsystems ab.

¢) Mit E besitzt auch jeder Quotientenraum @ von F die Eigenschaft (2). Dazu sei
o : E — Q die Quotientenabbildung und || ||, die Quotienten-Halbnorm von || ||
(vgl. (7.12)). Fiir y’ € Q" gilt dann

Iy' I = sup{[{y,4") | | y € Uk} = sup{[{ow,y) ||z €U} = |lo'y Ik,

und daher vererbt sich (14) von E auf Q.

Fiir Kothe-Rdaume gilt:

Satz 12.13
a) Fir eine Kothe-Matric A = (aj,k) ken, 9ilt genau dann A\1(A) € (Q), wenn

VpeNoIqgeNoVEkeENoI0<A<1,C>0VjeNy : Cajy > ajpa.
(15)

b) Fiir jeden nuklearen Potenzreihenraum gilt Ar(a) € (2), R € RU {0} .

BEWEIS. a) Der Dualraum A} (A) und die dualen Normen sind gegeben durch
Ai(A) = {y=(y) [FTEeNo : [lyli =Sflolglyj|a;i < oo}
j=

(vgl. Aufgabe 10.15). Daher folgt (14) aus (15), und mittels Einsetzen der ,,Einheits-
vektoren® y := e; folgt umgekehrt auch (15) aus (14).

b) Wir wiihlen eine Folge t T R mit tx_1 + tgp4+1 < 2t ; im Fall R = oo sei einfach
tr =k, und im Fall R =0 sei tx = —%. Fir a; 5 := etre gilt dann

VkeN Vje No : aik > Qj k+105k—1 - (16)
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Fiir p € Ny wihlen wir ¢ := p+ 1; fiir k > ¢ gilt dann

—1
aji aj g \k—
ajr = ajp [[ =2 < ajp (329)°77,
1=p :
und daraus ergibt sich (15) mit X := klfp . O

Beispiele. a) Der Raum s = Ax(log(j + 1)) der schnell fallenden Folgen und jeder
zu einem Quotientenraum von s isomorphe Fréchetraum besitzen die Eigenschaft (Q) .
Dies gilt insbesondere fiir den Raum w aller Folgen, da dieser nach dem Satz von Borel
9.12 ein Quotient von C35, (R) ~ s ist.

b) Der Raum J7(Ugr) = Ar(j) der holomorphen Funktionen auf einem Kreis in C
besitzt die Eigenschaft (€2). Allgemeiner gilt 57 (D) € () fiir jede offene Menge
D C C (vgl. [Petzsche 1980]).

¢) Fiir a; j := ¢’" st der Raum A1(A) wegen > et e < S exp(—2 ") < o0

. =)

7=0
nuklear (vgl. Satz 11.16). Insbesondere ist A1(A) = A2(A), und wegen

2jk j2k

2 < _
gk = € > ee = @j,0Qj,2k

a

gilt (10); somit ist A\1(A) € (DN). Es ist jedoch A1(A) & (2); andernfalls miisste es
nach (15) zup=1ein g€ No undzu k:=¢g+1 ein 0 < A < 1 geben mit

Agatt A A 1—X 54
€ = ajg+1 < Ajgr1a;;" < Cajq = Ce

fiir alle 5 € No, was offenbar nicht richtig ist. Der Kéthe-Raum A1 (A) ist also nicht
isomorph zu einem Quotienten eines Potenzreihenraumes.

Ahnlich wie in Lemma 12.12 hat man die folgenden dquivalenten Formulierungen der
Eigenschaft (2). Die Interpolationsbedingung (18) fiir duale Normen ldsst sich auch
als Zerlegungsbedingung (19) fiir die entsprechenden Einheitskugeln formulieren:

Lemma 12.14
Fiir einen Fréchetraum E ist die Eigenschaft (1) zu jeder der folgenden Eigenschaften

dquivalent:
VpeNgIgeNgVEeNgIn>0,C>0 : | ||;1+" <l IE" N - (17)
VpeNgIgeNoVkeNgIn>0,C>0Vr>0: | |z < Cr ||;+%|| Il -

(18)
VpeNoIqgeNoVkeNgIn>0,C>0Vr>0:U; C Cr"Up+1U,. (19

BEWES. a) Die Aquivalenz von (14) und (17) ergibt sich sofort mit n = 25, die von
(17) und (18) durch Berechnung des Minimums bzgl. » > 0 der rechten Seite von (18).
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b) Nun gelte (18). Dann folgt
Us 2 (2Cr™"Ui)° N (2Up)° 2 (2Cr"Uk U 2Up)°,

und der Bipolarensatz liefert

Ug C© °((2Cr"Ux U %Up)o) C 20Uk + %UP) C 3Cr"U + %Up.

Umgekehrt gelte nun (19). Fiir ' € E’ und z € U, wihlen wir y € Uy und z € U,
mit z = Cr"y + 1z und erhalten | (z,2’) | < Cr™ | (y,2") | + % | (z,2’) | und somit

[2']l7 = sup{|(z,a')[ |z € U} < Cr™ |2k + 3 lla" 5. ¢

Schliefllich benétigen wir noch:

Lemma 12.15
Es sei E ein nuklearer Fréchetraum E mit Figenschaft (). Fir die Einheitskugeln

Uk der lokalen Banachrdiume Ek und die kanonischen Abbildungen ﬁﬁ : En — Ek fiir
n >k gilt dann

VpeNo3g>pVk>pIn>0,C>0Vr>0: phU, C Cr"pPU+1U,. (20)

BEWEIS. Zu p € Ng wihlen wir ¢ > p gemif (19), zu k > p dann k < £ € Ny, sodass
i : By — E), kompakt ist. Zu ¢ wéhlen wir schlielich n > 0 und ¢ > 0 gemé$ (19).
Zu z € U, gibt es eine Folge (z;) in Uy mit p,z; — = in E,. Nach (19) gibt es
zu r > 0 Zerlegungen x; = y; + z; mit y; € er"Uy und 25 € rUp. Nach Ubergang
zu einer Teilfolge kénnen wir py; — y € c|| pk || 7"Us, annchmen. Dann folgt auch
ppzj — 2 € %ﬁp, und es ist phx = phy + 2. Somit gilt (20) mit C' = c|| p} | - O

An Stelle der Nuklearitéit geniigt in Lemma 12.15 auch die Schwartz-Eigenschaft von
E (vgl. Aufgabe 11.18).

12.5 Ein Splitting-Satz

In diesem Abschnitt beweisen wir das folgende fundamentale Resultat aus [Vogt 1977a]
und [Vogt und Wagner 1980]:

Theorem 12.16

Eine kurze exakte Sequenz nuklearer Fréchetrdiume
0—G-——-FE-Z Q—0 (S)
zerfillt, falls G die Eigenschaft (2) und Q die Eigenschaft (DN) hat.

Der Beweis ist im Wesentlichen eine Verfeinerung der Mittag-Leffler-Methode 9.14.
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Beweis-Anfang. a) Wir kénnen annehmen, dass G ein abgeschlossener Unterraum
von £ und o : E — @ eine Quotientenabbildung ist. Auf dem nuklearen Raum FE
existiert nach Satz 11.17 ein wachsendes Fundamentalsystem {|| ||} von Hilbert-
Halbnormen, und dieses induziert Fundamentalsysteme {| ||$} und {|| HkQ} von
Hilbert-Halbnormen auf G und Q. Wie im Beweis von Satz 11.19 erhalten wir die
folgenden kommutativen Diagramme von Hilbertrdumen und stetigen linearen Abbil-
dungen mit exakten Zeilen:

0 — Gra 22 Era pl @k 1 — 0
LSS SR

0 — Gy By T Qs — 0
10k, T Plisa T 7o

0 — Gk+1 das Ek+1 phaass @k-ﬂ — 0

Durch Ubergang zu einer Teilfolge der Halbnormen kénnen wir erreichen, dass die
(DN ) Bedmgung (13) in @ fiir d = 0 gilt und dass die kanonischen Abbildungen
Qk 1 : Gy — Gp_1 nuklear sind und Bedingung (20) so erfiillen:

VkeNo3n, >0,C, >0Vr>0: 0:'UF C Cur™ 05 1US, +20E, . (21)

b) Da die Ek Hilbertrdume sind, gibt es r, € L(@k,Ek) mit orrE = I@k . Fiir die
Abbildungen sy := r, 1 € L(Q, Ek) gilt
~k—1 ~k—1 ~k—1
Or—1(Py Sk — Sk—1) = T} OkSk — Ok 1Tk—1Th—1 = T}, Tk —Th—1 = 0;

es gibt also dx_1 € L(Q,@k_l) mit

Z)\,,z Sk — Sk—1 = lgp—1dr—1 fir ke N.

Die Abbildungen & := é\,i:+1dk+1 € L(Q, @k) sind dann nuklear.

¢) Wir konstruieren nun Zerlegungen
5,’3715]@ = Vk_1 —é\:ilvk fir keN (22)
mit Abbildungen vy, € L(Q, Gy) .

Damit definieren wir Ry, := ﬁt+25k+2 + v € L(Q, Ek) und berechnen

~k—1 ~k—1 nk—1 ~k—1 nk—1
P Br = Dpriasete tu—10y vk = ppioskt2 +tk—1(vk—1 — 0 k)

1 1
Pry1 (Sk+1 + thr1diy1) + th—1Vk—1 — Py 1tk 1dr41

1
= Ppr1Sk+1 tlk—1Vk—1 = Rg—1
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fir k > 1. Wegen E = proj, Ex (vgl. (7.9)) definiert dann die Folge (Ry) einen
Operator R € L(Q, E), fir den py R = Ry, fiir k > 0 gilt. Wegen

_ _ _ ~k _ ~k
TkO'R = O'kka = O'kRk = OkPk+2Sk+2 = OkPr4+2TE4+2Tk+2
~k ~k
= Tp420k+2Tk+2Tk+2 — Te42Tk+2 — Tk

fiir K > 0 gilt dann o R = I, und der Beweis von Theorem 12.16 ist erbracht.

Der Beweis verlauft also formal sehr &hnlich zu dem von Theorem 9.14; sein Kern ist die
Existenz der Zerlegungen (22). Da die Riume L(Q, ék) keine Fréchetriume sind, ist
die Konstruktion , konvergenzerzeugender Summanden® schwieriger als in der Situa-
tion von Theorem 9.14, gelingt aber unter Verwendung nuklearer Reihenentwicklun-
gen und der Bedingungen (DN) und (). Das wesentliche Approximationsargument
enthélt:

Lemma 12.17
Firk € N gibt es zu einer nuklearen Abbildung 6 € N(Q,Gy) unde > 0 eine nukleare
Abbildung u € N(Q, Gry1) mit 0,6 — 0 1u € N(Q,Gr—1) und

1O o =0 iwylle, , < ellyl§ firale yeQ. (23)

BEWEIS. a) Wir setzen ﬁk = ﬁkG und Vj = U,? . Da § nuklear ist, gilt

n=1

mit (An) € b1, xpn € ﬁk - @k und y;, € V,° fiir ein geeignetes £ € No. Fiir m > 1
setzen wir 7 = 3™ und finden mittels der (Q2)-Bedingung (21)

Tnm € Cr 3™ Uppr mit [0 'an — Opianmlg, , < 37™. (25)
Aufgrund der (DN)-Bedingung (13) mit d = 0 gibt es zu £ ein ¢/ € N mit
Ve C rVg +er 2™V fiir ein ¢>0 undalle r >0 in Q.
Fiir m € N und r = 2™ finden wir also
Ynom € c272VR mit yl — ynom € 27V (26)
b) Nun setzen wir
Tn0:=0 und Znm = Tnm — Tn.m_1 € 2C) 3™ Up 11 (27)
und erhalten

k1 k1 k1 k1 k1
[0ctiznmllag, , < 0ciiznm =0 "anllg, + 10k on — 0 1Znm-1llg, ,,also
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1051 2nm lg, , < 37m+37mh = 4.3 (28)

J
aus (25). Wegen zn,; = > zn,m gilt also
m=1

> O tenm = 08 e, in Ghoy. (29)

m=1

¢) Nun definieren wir w : Q — ék+1 durch

An <y» y;L,m> Znym, Y€ Q.
1

wy =
n,

i

Nach (26) und (27) hat man 4™"*y;, ., € ¢V und 37"z m € 2C,Up+1; wegen
oo -~
(2)™™ | Ap | < 0o ist dann w € N(Q, Gr+1) nuklear. Weiter gilt wegen (29)

n,m=1

0k+1w 5112716 = Z An <ya y;z,m > 9£+%2n,m . (30)

n,m=1

Nach (26) und (28) hat man 2~ (yp, m —yn) € Vo und 3™ HZJr%zn,m € 4Uy_1 ; wegen

> (3)™|An| < oo ist daher auch é\’z;iw - 5’,:716 € N(Q,Gj_1) nuklear. Nun

n,m=1

wihlen wir j € N mit > (2)™|An| < § und definieren u € N(Q, Gr_1) durch
n,m=j+1

j _
w= wy— 3 MU Ynm —Un) O iiznm, YEQ.

n,m=1
Aus (30) und | (¥, Yn.m — Yn) | <2™ ||y |& folgt dann die Behauptung (23). O

Beweis-Ende. a) Zum Nachweis der Zerlegungen (22) konstruieren wir nun rekursiv
nukleare Abbildungen u, : Q — Gp: Es sei u1 = 0. Ist u, € N(Q Gn) bereits
konstruiert, so finden wir mittels Lemma 12.17 zu u, — 65 € N(Q, Gn) eine nukleare
Abbildung un 11 € N(Q, Gny1) mit

100 (un = 6n) = O quns)ylg, . < 27"yl firalle y€Q. (31)

b) Nun setzen wir hy := 0p — Un + §Z+1un+1 € N(Q, @n) und definieren die in (22)

gesuchten Abbildungen durch vy := /0\7;+1uk+1 + > 0% hy, . Nach (31) ist
n=k-+1

> N05haylle, <X N05haylle, , < llyllo fir yeQ,
n=k+1 ) n=k+1
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und daher gilt in der Tat vy, € L(Q,Gy). Weiter ist nach Konstruktion

Oy Mok +0k) = 07 Ok +OFyur + Y 0%hn)
n=k+1

= 5571(516 + é\]I:+1Uk+1 + > é\ﬁhn — (0k —ur + (/9\,}2+1uk+1))
n=k

= é\lljil(uk"‘ > gﬁhn) = vp_1 firalle k€N.
n==k

Damit sind (22) und Theorem 12.16 vollstédndig bewiesen. O

Erweiterungen. a) Fiir den soeben ausgefiihrten Beweis ist die Nuklearitidt von G
wesentlich; die Nuklearitit von E wird jedoch nur fiir die Konstruktion der ,lokalen
Rechtsinversen® rj, € L(@k, Ek) verwendet. Es geniigt daher, die Nuklearitit nur von
G und die Sepambz'lz'tdt von E vorauszusetzen. Dann kann man die Halbnormen so
wéhlen, dass stets Gk ~ ¢o gllt (vgl. die Aufgaben 11.17 und 7.10) und die Existenz
einer stetigen Projektion von Ek auf Gk verwenden (Satz von Sobcezyk, vgl. S. 224
und [Meise und Vogt 1992], 10.10).

b) In [Meise und Vogt 1992], § 30 wird der Splitting-Satz fiir Fréchetriume mit Hilbert-
Halbnormen ohne Annahme der Nuklearitét bewiesen. Der im Vergleich zu dem hier
vorgestellten wesentlich kompliziertere Beweis verwendet die Spektraltheorie unbe-
schrankter selbstadjungierter Operatoren (vgl. Kapitel 16).

c¢) Eine allgemeinere Version des Splitting-Satzes im Rahmen von Fréchetrdumen fin-
det man in [Vogt 1987].

d) In den letzten Jahren wurde auch eine Splitting-Theorie fiir kurze exakte Sequenzen
von (PLS) -Riumen entwickelt; dazu verweisen wir auf [Bonet und Domanski 2006],
[Bonet und Domaénski 2008] und die dort zitierte Literatur. (PLS) -Réume sind abz&hl-
bare projektive Limiten von Dualrdumen von Fréchet-Schwartz-Réumen (vgl. Aufga-
be 11.18); wesentliche Beispiele sind nukleare Riume Z5(2) von Distributionen (oder
Ultradistributionen, vgl. S. 41) sowie Raume A(QY) reell-analytischer Funktionen auf
offenen Mengen 2 C R™ (vgl. S. 166). Somit liefert die Splitting-Theorie Resultate
iiber Parameterabhingigkeit bei surjektiven (Differential-)Operatoren zwischen Rau-
men dieses Typs.

Eine wesentliche Anwendung von Theorem 12.16 ist der folgende Lifting-Satz fiir stetige
lineare Operatoren und fiir Tensorprodukte:

Theorem 12.18
Es seien F € (DN) ein nuklearer Fréchetraum und (S) eine kurze exakte Sequenz

nuklearer Fréchetriume mit G € (Q).

a) ZuT € L(F,Q) gibt es TV € L(F,E) mit oT" =T :
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o — @ % E % @ — 0
™ve“<~~~ 17T
'

b) Die Abbildung I & o : Fj RE — Fj ®Q ist surjektiv.
BEWEIS. a) Wir betrachten den abgeschlossenen Unterraum
H:= {(z,y) e ExF|o(x) =T(y)}

von E X F'. Mit jz := (12,0) fir z € G und a(z,y) :=y fir (z,y) € H erhalten wir
eine Sequenz nuklearer Fréchetraume

0—G -1 HF_—0.

Offenbar ist j : G — H eine topologische Inklusion, a : H — F' ist surjektiv, und
man hat aj = 0. Fiir (z,y) € N(a) gilt y = 0, also auch cx = Ty = 0, und daher
existiert z € G mit 1z =z, also jz = (x,0).

Die Sequenz ist also exakt und splittet daher aufgrund von Theorem 12.16. Es gibt also
R e L(F,H) mit «R = Ir. Mit der Projektion p1 : H — E auf die erste Koordinate
setzen wir dann TV := p1R € L(F, E) und erhalten ¢TY = op1R=TaR=T.

b) Es ist Fj ®Q ~ FyeQ = Le((Fj)k, Q) ~ L(F,Q) und Fj ® E ~ L(F, E) aufgrund
der Satze 11.14, 10.17 und 11.18. Aussage b) folgt somit sofort aus a). O

Beispiele und Folgerungen. a) Nach den Beispielen auf S. 305 gilt Theorem 12.18
fiir die nuklearen Fréchetrdume F = s, C*[a, b], Z[a,b], E2-(R™), S(R™), Z(K) und
H(C).

b) Nach Satz 9.22 ist der Cauchy-Riemann-Operator 9 : £(Q) — £(Q) iiber jeder
offenen Menge 2 C C surjektiv. Da der Kern N(9) = () nach [Petzsche 1980] die
Eigenschaft (2) hat, ist fiir einen nuklearen Fréchetraum F mit Eigenschaft (DN)
auch der Operator CRET (Q, F) — £(Q, Fj) surjektiv; dies gilt also insbesondere fiir
die Rdume F aus a).

¢) Nach Theorem 10.12 sind fiir Réiume Fj; wie in b) Cousin-Probleme iiber offenen
Mengen in C stets losbar, und nach Satz 10.13 gilt fir F; [/3 -wertige Funktionen auch
der Satz von Mittag-Leffler.

d) Aussage b) gilt fiir jeden surjektiven Differentialoperator P(D) : £(Q) — £(),
fiir den der Kern N(P(D)) die Eigenschaft (£2) hat. Nach [Vogt 1983] ist dies fiir
elliptische Operatoren iiber beliebigen offenen Mengen stets der Fall. Fiir hypoellip-
tische Operatoren besitzt N(P(D)) die Eigenschaft () nach [Petzsche 1980] iiber
konvexen offenen Mengen. Nach [Bonet und Doménski 2006] ist dies fiir allgemeine
offene Mengen 2 C R™ genau dann der Fall, wenn auch der augmentierte Operator
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P(D): 2'(Q xR) — 2'( x R) surjektiv ist. Dies wiederum ist nach [Kalmes 2012b]
nicht immer der Fall, nach [Kalmes 2012a] jedoch richtig im Fall n = 2 und in weiteren

Spezialfillen.

12.6 Unterraume und Quotientenraume von s

In diesem letzten Abschnitt des Kapitels charakterisieren wir die Unterrdume bzw.
Quotientenrdume von s durch die Eigenschaften (DN) und (£2) ; diese Resultate stam-
men aus [Vogt 1977a] und [Vogt und Wagner 1980].

Lemma 12.19
Es gibt eine kurze exakte Sequenz

0—s—s-2s" —0. (32)

BEWEIS. Nach Satz 9.12 liefert die Borel-Abbildung 8 : f +— (f(j)(O))jeNO eine exakte

Sequenz
0— N(pB) LH‘JQW(R) Lw—s0.

Nach Satz 1.7 gilt E2+(R) ~ s. Weiter ist der Kern von  gegeben durch

N@B) = {f€&xr(R)|VjeENy, keZ : f92n)=0} ~ 2[021] ~ s
aufgrund von Aufgabe 3.10. Die Borel-Abbildung liefert also eine exakte Sequenz
0—s—s5s—w—0

nuklearer Fréchetraume, und nach Theorem 12.9 ist dann auch die Sequenz

0—sRs—5@s — sQw — 0

exakt. Wegen s @ s ~ s und s @ w ~ s'° (vgl. die Aufgaben 10.7 und 10.5) folgt daraus
die Behauptung. %

Lemma 12.20
Fir einen nuklearen Fréchetraum E gibt es eine kurze exakte Sequenz

0—s5s——-G-"FE—0 (33)
mit einem Unterraum G von s.

BEWwEIS. Nach dem Satz von Komura-Komura 11.20 konnen wir E als Unterraum
von s auffassen. In der exakten Sequenz (32) definieren wir G := o ' (E) C s und
erhalten sofort (33). O

Nun koénnen wir zeigen:
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Satz 12.21
Ein Fréchetraum E st genau dann zu einem Unterraum von s isomorph, wenn E
nuklear ist und die Eigenschaft (DN) besitzt.

BEWEIS. ,,<=“: Nach Lemma 12.20 gibt es eine exakte Sequenz (33), die aufgrund von
Theorem 12.16 splittet. Daher ist £ isomorph zu einem Unterraum von G und somit
zu einem solchen von s. Die Umkehrung ,,= ¢ ist klar. %

Als Nichstes charakterisieren wir die komplementierten Unterrdume von s. Dazu
bendtigen wir noch:

Lemma 12.22
Gegeben seien zwei kurze exakte Sequenzen

0 — G -~ E S
Tu Q — 0
0 — Go % E» [

nuklearer Fréchetriume. Besitzt Fo die Figenschaft (DN) und G1 die Figenschaft
(), so gibt es eine exakte Sequenz

0—>G2—L>G1XE2L>E1—>O.

BeweIs. Nach Theorem 12.18 a) hat o2 € L(FE2,Q) ein Lifting u € L(E2, E1), fiir das
also o1u = og gilt. Fiir z2 € G2 ist uteze € N(01) = R(t1), und daher kénnen wir

-1
t: Gy — Gi1 x By durch z0:= (17 utazz, t222)
definieren. Weiter erkldren wir
0:G1 X By — E1 durch o(z1,22) :== 1121 —uzs.

Offenbar ist ¢ injektiv, und es gilt oo = 0. Aus 0 = o(z1,22) = t121 — uxe folgt
0 = g1t121 = o1uxe = o222 . Daher gibt es z2 € G2 mit 1222 = x2, und daraus folgt
auch 1121 = uzs = utaze, also (z1,x2) = t22.

Schliefflich ist o surjektiv: Zu z1 € E; gibt es o € E> mit osx2 = —o1x1. Fir
Yy := x1 +uxe € F1 ist dann o1y = 0; es gibt daher z; € G1 mit y = 1121, also
1 =y —ure = t(z1,22). O
Satz 12.23

Ein Fréchetraum E st genau dann zu einem komplementierten Unterraum von s
isomorph, wenn E nuklear ist und die Eigenschaften (DN) und () besitzt.
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BEWEIS. ,,<= “: Es gibt eine exakte Sequenz 0 — E — s — @ — 0 nach Satz 12.21, da
E die Eigenschaften (DN) hat. Da @ nuklear ist, existiert nach Lemma 12.20 auch
eine exakte Sequenz 0 — s — G —  — 0 mit einem Unterraum G von s. Daher
existiert eine exakte Sequenz 0 — F — s Xx s — G — 0 nach Lemma 12.22. Diese
splittet aufgrund von Theorem 12.16, und somit ist £ zu einem komplementierten

Unterraum von s X s ~ s isomorph (vgl. Aufgabe 1.4).

Die Umkehrung ,,= “ ist klar. %

Schlieflich gilt analog zu Satz 12.21:

Satz 12.24
FEin Fréchetraum E ist genau dann zu einem Quotientenraum von s isomorph, wenn
E nuklear ist und die Eigenschaft (2) besitzt.

BEWEIS. ,,<=“: Nach dem Satz von Komura-Komura 11.20 gibt es eine kurze exakte

No . @ — 0, und nach Lemma 12.20 gibt es eine exakte Sequenz

Sequenz 0 — E — s
0 — s — G — @ — 0 mit einem Unterraum G von s. Nun liefert Lemma 12.22
eine exakte Sequenz 0 — s — E x G — s — 0. Wir wenden dieses Lemma noch
einmal an auf diese Sequenz zusammen mit der Sequenz (33) und erhalten eine exakte
Sequenz 0 — s — s — ' x G — 0. Somit ist £ X G zu einem Quotientenraum von s

isomorph, und dies gilt dann auch fiir £. Die Umkehrung ,,= ¢ ist klar. %

Insbesondere sind also alle Potenzreihenrdume zu Quotientenrdumen von s isomorph,
solche vom unendlichen Typ sogar zu komplementierten Unterrdumen von s .

12.7 Aufgaben

Aufgabe 12.1
Zeigen Sie, dass ein £ -Raum die b.A.E. besitzt.

Aufgabe 12.2
a) Es seien F' ein lokalkonvexer Raum und (S) eine kurze topologisch exakte Sequenz
lokalkonvexer Réume. Zeigen Sie, dass die Sequenz (FeS) an der ersten und an der

zweiten Stelle topologisch exakt ist.

b) Folgern Sie fiir vollstindige Riume auch die Exaktheit von (F®.S) an der ersten
und an der zweiten Stelle, falls F' die A.E. besitzt.

¢) Nun sei E ein vollstéindiger Raum mit A.E. Zeigen Sie, dass die Sequenz (F®.S)

genau dann fiir jeden Banachraum F' an der zweiten Stelle topologisch exakt ist, wenn
auch G die A.E. besitzt.
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Aufgabe 12.3

Fiir eine kurze exakte Sequenz (S) von Banachriumen ist auch die k-duale Sequenz
(S7) exakt nach Satz 8.28. Zeigen Sie, dass fiir einen Banachraum F die Abbildung
Ie! : FeEl, — FeGl, genau dann surjektiv ist, wenn F ein injektiver Banachraum
ist.

Aufgabe 12.4

Es sei P(D): 2'(Q) — 2'(Q) ein surjektiver Differentialoperator iiber einer offenen
Menge @ C R™ (vgl. S. 214). Zeigen Sie, dass fiir jeden Banachraum F auch der
Operator P(D)¥ : 2/(Q)eF — 2'(Q)eF surjektiv ist .

Aufgabe 12.5

Es sei F' ein .%) -Raum. Beweisen Sie ,,= “ in Lemma 12.5 und schlieBen Sie, dass F’
ein injektiver Banachraum ist. Folgern Sie, dass ein dualer £~ -Raum stets injektiv
ist.

Aufgabe 12.6
Es seien X,Y Banachriume, und X’ besitze die b.A.E. Zeigen Sie, dass die Inklusion
1 K(X,Y) — L(X,Y) al. ist.

Aufgabe 12.7
Es sei Y = X’ ein dualer Banachraum. Zeigen Sie:

a) Fiir eine a.l. Inklusion ¢ : G — E von Banachrdumen hat die Restriktionsabbildung
p: L(E,Y) — L(G,Y) eine stetige lineare Rechtsinverse.

b) Fiir eine a.r. Surjektion o : E — @ von Banachrdumen ist L(Q,Y) in L(E,Y)
komplementiert.

Aufgabe 12.8
Verifizieren Sie die Aussagen b)—d) iiber approximativ rechtsinvertierbare Surjektionen
auf S. 299.

Aufgabe 12.9

Es seien (S) eine ®-Sequenz von Banachrdumen, sodass @@ die A.E. besitzt, und F
ein vollstandiger lokalkonvexer Raum, in dem jede kompakte Menge sehr kompakt ist.
Zeigen Sie, dass I®.0 : FR.E — F®.Q surjektiv ist.

Aufgabe 12.10
Es seien Q C C™ eine beschrinkte offene Menge und v : Q — (0,00) eine Gewichts-
funktion wie auf S. 303. Zeigen Sie 7vo (2, F) ~ 7 v0(Q)eF .

Aufgabe 12.11

a) Fiir Banachrdume Fi, F> sei u € L(F1, F2) iiber einen .%o -Raum F faktorisierbar.
Weiter sei o : E — Q eine Surjektion von Banachriumen. Zeigen Sie: Zu ¢ € F1®.Q
gibt es s € F2®.F mit (I®.0)s = (u®.1)t.
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b) Fiir v > 0 seien durch v(r) = (log =—)” Gewichtsfunktionen auf dem Einheitskreis

definiert. Zeigen Sie, dass die Inklusion J¢vq (D) — Fvg(D) fiir 0 < o < 8 < 1 nicht
iiber einen %, -Raum faktorisierbar ist.

Aufgabe 12.12
a) Ein Fréchetraum E besitze ein Fundamentalsystem stetiger Halbnormen mit

lzln < Crll@|lk-1llz|rss fiir € E und geeignete Cy >0. (34)

Zeigen Sie E € (DN).

b) Verifizieren Sie (34) fiir den Fréchetraum C*[a, b] mit den Halbnormen
171l := sup |1/ lloup, € No.
0<j<k

HinweErs. Taylor-Formel!

c) Verifizieren Sie (34) auch fiir den Fréchetraum C>°(Q) fiir beschriinkte offene Mengen
Q CR" mit z. B. C°*°-Rand.

Aufgabe 12.13

Zeigen Sie A (C™) ~ Aoo(j /") fiir den Raum der ganzen Funktionen auf C™ . Schlie-
Ben Sie, dass Raum 47 (C™) zu einem komplementierten Unterraum von s(Ng) iso-
morph ist. Gilt sogar 7 (C") ~ s(Ng) ?

Aufgabe 12.14
a) Es sei E ein nuklearer Fréchetraum. Konstruieren Sie eine wachsende Funktion
¢ :(0,00) — (0,00), sodass E die folgende Eigenschaft (24) hat:

VpeNoIgeNgVEeENgIC>0Vr>0: Uy C Cop(r)Up+2Up.

b) Zeigen Sie, dass Eigenschaft (€4) sich auf Quotienten vererbt.

¢) Konstruieren Sie zu gegebenem ¢ einen nuklearen Kéthe-Raum, der die Eigenschaft
(©2¢) nicht besitzt.

Aufgabe 12.15

Es seien F' € () ein nuklearer Fréchetraum und (S) eine kurze exakte Sequenz
vollsténdiger nuklearer (DF)-Réume mit G € (DN). Zeigen Sie die Surjektivitéit
der Abbildung I®c: FRFE — F®Q.

Aufgabe 12.16

Es seien F' € (2) ein nuklearer Fréchetraum und (S) eine kurze exakte Sequenz nuklea-
rer Fréchetriume mit Q € (DN). Konstruieren Sie zu u € L(G, F') eine Fortsetzung
v € L(E,F), fir die also ve. = u gilt.
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Aufgabe 12.17
a) Zeigen Sie Theorem 12.18 auch fiir den Raum F' = Z(Q) der Testfunktionen auf
einer offenen Menge Q2 C R"™.

b) Folgern Sie die Lésbarkeit von Cousin-Problemen und die Giiltigkeit des Satzes von
Mittag-Leffler fiir Funktionen mit Werten in Z5(€2) .

Aufgabe 12.18

Es sei F' ein vollsténdiger lokalkonvexer Raum und (y;);en, eine Folge in F'. Unter
welchen Annahmen an F existiert eine Funktion f € CS2(R, F') mit f9)(0) =y, fiir
alle j € Ng 7

Aufgabe 12.19
Zeigen Sie, dass die Bedingungen (DN) bzw. () an @ bzw. G im Splitting-Satz
12.16 in gewissem Sinne notwendig sind.



2 Springer
http://www.springer.com/978-3-642-37793-8

Aufbaukurs Funktionalanalysis und Operatortheorie
Distributionen - lokalkonvexe Methoden -
Spektraltheorie

Kaballo, 'W.

2014, XI, 493 5, 30 Abb., Softcover

ISBN: 978-3-642-37793-8



	II Lokalkonvexe Methoden der Analysis
	6 Topologische Vektorräume
	6.1 Lineare Topologien
	6.2 Lokalbeschränkte Räume und Quasi-Normen
	6.3 Aufgaben

	7 Lokalkonvexe Räume
	7.1 Das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit
	7.2 Projektive Topologien
	7.3 Induktive lokalkonvexe Topologien
	7.4 (LF) -Räume
	7.5 Gewebe und der Satz vom abgeschlossenen Graphen
	7.6 Aufgaben

	8 Dualität
	8.1 Polare lokalkonvexe Topologien
	8.2 Reflexive Räume
	8.3 (DF) -Räume
	8.4 Exakte Sequenzen
	8.5 Kompakte konvexe Mengen
	8.6 Aufgaben

	9 Lösung linearer Gleichungen
	9.1 Abgeschlossene Operatoren und duale Operatoren
	9.2 Normal auflösbare und surjektive Operatoren
	9.3 Die Mittag-Leffler-Methode
	9.4 Globale Lösbarkeit linearer Differentialgleichungen
	9.5 Stetige Lösungsoperatoren
	9.6 Stetige lineare Lösungsoperatoren und Projektionen
	9.7 Fortsetzung und Lifting linearer Operatoren
	9.8 Aufgaben

	10 Vektorfunktionen und Tensorprodukte
	10.1 Funktionenräume und ε -Produkte
	10.2 ε -Produkte linearer Operatoren
	10.3 Holomorphe Funktionen und Cousin-Probleme
	10.4 ε -Tensorprodukte und Approximationseigenschaft
	10.5 π -Tensorprodukte und Bochner-Integrale
	10.6 Aufgaben

	11 Operatorideale und nukleare Räume
	11.1 Approximationszahlen und Integraloperatoren
	11.2 Nukleare Operatoren
	11.3 Spuren
	11.4 Nukleare Räume
	11.5 Schnell fallende Folgen
	11.6 Aufgaben

	12 Exakte Sequenzen und Tensorprodukte
	12.1 ℒ∞ -Räume und Lifting-Sätze
	12.2 ⊗-Sequenzen
	12.3 Holomorphe Funktionen mit Randbedingungen
	12.4 Die Eigenschaften (DN) und (Ω)
	12.5 Ein Splitting-Satz
	12.6 Unterräume und Quotientenräume von s
	12.7 Aufgaben





