Lie-Gruppen und homogene Raume

1.1 Lie-Gruppen und ihre Algebren

Zu den grundlegenden Objekten, die in der Eichfeldtheorie auftreten, gehéren Gruppen mit
differenzierbarer Struktur. Im ersten Kapitel werden wir einige grundlegende Eigenschaften
und Aussagen liber solche Gruppen behandeln, die wir spéter bendtigen werden.

Definition 1.1 Eine Gruppe G, die zusdtzlich mit einer differenzierbaren Struktur' versehen
ist, heifst Lie-Gruppe, wenn die Abbildung

GxG— G

(g,(l)t—)gwf1

glatt ist.

Viele gut bekannte Gruppen sind Lie-Gruppen. Wir nennen zur Illustration zunéchst einige
Beispiele fiir Lie-Gruppen, die hdufig vorkommen. Das sind:

1. Der Vektorraum R” mit der Addition von Vektoren als Gruppenoperation und der
durch die Koordinaten gegebenen Mannigfaltigkeitsstruktur.

2. Die Sphire S! := {z € C | |z| = 1} mit der Multiplikation von komplexen Zahlen als
Gruppenoperation und der durch die Einbettung in den R? gegebenen Mannigfaltig-
keitsstruktur.

3. DiezGruppen GL(n, R) bzw. GL(n, C) als offene Untermannigfaltigkeit des R™ bzw. des
R,

1 Mit differenzierbarer Struktur meinen wir immer die Struktur einer glatten (d. h. C*°) Mannigfal-
tigkeit. Alle in diesem Buch betrachteten Mannigfaltigkeiten sind glatt. Wir sagen deshalb oft kurz
nur ,Mannigfaltigkeit®.
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Sind G und H zwei Lie-Gruppen, so ist das Gruppenprodukt G x H, versehen mit dem
Produkt der differenzierbaren Strukturen, ebenfalls eine Lie-Gruppe.

In Abschn. 1.4 werden wir zeigen, dass jede (topologisch) abgeschlossene Untergruppe
einer Lie-Gruppe wieder eine Lie-Gruppe ist. Insbesondere sind also die Matrizengrup-
pen SL(n, R), SL(n, C), O(n), SO(n), U(n), SU(n), Sp(n), O(p. 9), SO(p, 9), U(p, q),
SU(p, q) und Sp(p, q) Lie-Gruppen.

In der Riemannschen Geometrie betrachtet man Gruppen von Diffeomorphismen mit
speziellen geometrischen Eigenschaften, z. B. die Gruppe aller Isometrien oder die Grup-
pe aller konformen Abbildungen einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit. Man kann
zeigen, dass auch diese Gruppen Lie-Gruppen sind.

Definition 1.2 Sei V ein Vektorraum? und [-,-] : V x V. — V eine schiefsymmetrische
bilineare Abbildung, die die Jacobi-Identitdt

[[uw, v], w] + [[v, w], u] + [[w, ul, v] = O fur alleu,v,w € V

erfiillt. Dann heifst (V, [-, -1) Lie-Algebra und [-, -] Kommutator oder Lie-Klammer.

Auch hier nennen wir zur [llustration zunéchst einige Beispiele fiir gut bekannte und haufig
auftretende Lie-Algebren:

1.
2.

R"” mit [-, -] := 0.

R? mit dem durch das Vektorprodukt gegebenen Kommutator:

[v,w] :==v x w.

Jede assoziative Algebra (4, -) mit dem Kommutator [a, b] := a-b —b - a. Insbesondere
ist die Algebra End(V) aller Endomorphismen eines Vektorraumes bzw. die Algebra
M(n, K) aller (n x n)-Matrizen eine Lie-Algebra.

4. Die spurfreien Matrizen sl(n, R) = {X € M(n, R) | Tr(X) = 0}.

v

Die schiefsymmetrischen Matrizen so(n) = {X € M(n, R) | X! = —X}.

Der Vektorraum X(M) der glatten Vektorfelder einer glatten Mannigfaltigkeit M mit
dem Vektorfeld-Kommutator.

Der Vektorraum aller Killingfelder einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit mit dem
Vektorfeld-Kommutator.

Der Vektorraum aller konformen Vektorfelder einer semi-Riemannschen Mannigfaltig-
keit mit dem Vektorfeld-Kommutator.

Wir wollen nun jeder Lie-Gruppe G eine endlich-dimensionale reelle Lie- Algebra zuordnen.

Dazu fiihren wir zunichst folgende Bezeichnungen ein. Fiir ein festes Element ¢ € G heifSen
die Diffeomorphismen

2 Wir werden in diesem Buch nur reelle und komplexe Vektorriume betrachten.
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Lg :xeG—g-x€G Linkstranslation,
Ry :xeG—x-g€G Rechtstranslation,
ag =Lgo Rg_1 :G— G innerer Automorphismus.

Ist M eine Mannigfaltigkeit, F : M — M ein Diffeomorphismus und X € X(M) ein
Vektorfeld auf M, dann bezeichne dF(X) das durch

dF(X)(x) := dFp-1xX(F ' (x)), x €M,
definierte Vektorfeld. Bekanntlich gilt
dF([X,Y]) = [dF(X),dF(Y)] firalleX,Y e X(M). (1.1)

Ein Vektorfeld X € X(G) auf einer Lie-Gruppe G heift linksinvariant (rechtsinvariant),
falls dLy (X) = X (bzw. dRy(X) = X) fiir alle g € G gilt. Wegen (1.1) ist der Vektorraum

g := {X € X(G) | X ist linksinvariant}
mit dem Vektorfeld-Kommutator [, -] eine Lie-Algebra.

Definition 1.3 Die Lie-Algebra der linksinvarianten Vektorfelder (g, [-, -1) heifit Lie-Algebra
der Lie-Gruppe G.

Offensichtlich ist jedes linksinvariante Vektorfeld X € g durch den Vektor X(e) € T,G im
Tangentialraum an das 1-Element e € G eindeutig bestimmt, denn es gilt

X(g) = dLg(X(e)) firg € G. (1.2)

XO7 e = x0)
9 g

Deshalb werden wir im Folgenden oft g und T, G in diesem Sinne identifizieren.

Beispiel 1.1 Sei G = GL(n,R) die Lie-Gruppe aller invertierbaren reellen (n x n)-
Matrizen. Die zugehorige Lie-Algebra ist der Vektorraum g = gl(n, R) aller reellen (n x n)-
Matrizen mit dem Kommutator

[X,Y]=XoY—-YoX, X,Yeg.

Dies ist leicht einzusehen: Da G = GL(n, R) eine offene Untermannigfaltigkeit von R"
ist, kann man den Tangentialraum TrG an die Einheitsmatrix E mit dem R” = gl(n, R)
identifizieren. Sei X € TgG und yx : I — G eine glatte Kurve in G = GL(n, R) mit
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¥x(0) = Eund yy (0) = X. Fiir das durch X gemaf3 (1.2) erzeugte linksinvariante Vektorfeld
X gilt dann

- d

X(A) = dLa(0) = Z (La0x(e)

d
= E(A oyx(t)),_g =AoX.

Da der Kommutator von Vektorfeldern auf Untermannigfaltigkeiten durch Richtungsablei-
tungen berechnet werden kann, folgt:

[X,Y] = [X, YI(E) = X(Y)(E) — Y(X)(E)

d - d -
= 2 (Yox®),_g — 2 (XOr (),
d
= (@Y —yr(®oX),_,
=XoY—-—YoX.

Beispiel 1.2 Sind (g, [+, -1g) und (b, [+, -]p) Lie-Algebren, so ist die direkte Summe g & b
der Vektorraume mit dem Kommutator

[X1+ Y1, X5 + Yol = [X1, Xolg + [Y1, Y2lp, X1, X2€9,Y1,Y2€h

eine Lie-Algebra. Sind G und H zwei Lie-Gruppen mit den zugehorigen Lie-Algebren g und
b, so ist g @ h die Lie-Algebra der Lie-Gruppe G x H.

Definition 1.4 1. Seien G, und G, zwei Lie-Gruppen und v : Gy — Gy ein Gruppen-
Homomorphismus. Ist \ zusdtzlich glatt, so nennt man  einen Lie-Gruppen-Homomor-
phismus.

2. Seien (V1, [+, -11), [V2, [, -]2) zwei Lie-Algebren und ¢ : V1 — V), eine lineare Abbildung.
@ heift Lie-Algebren-Homomorphismus, falls

lo(n), p(W)]2 = @(lv, wh) fiir alle v, w € V.

Satz 1.1 Sei  : Gy —> G; ein Lie-Gruppen-Homomorphismus und seien g1 bzw. g, die
Lie-Algebren der Lie-Gruppen Gy bzw. Gy. Fiir X € g bezeichne Y. X € g, das durch den
Vektor dyr.(X(e)) € T.G, definierte linksinvariante Vektorfeld. Dann ist die Abbildung

Vsl — B2
X +— ¥ X

ein Lie-Algebren-Homomorphismus.

Beweis Sei e das neutrale Element von G;. Da das Differential di, linear ist, ist auch ¥,
eine lineare Abbildung. Wir zeigen, dass die Vektorfelder X und v..X -verkniipft sind,
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d.h., dass
(U X) (¥ (9) = (dyg)(X(g)) fiiralle g € G1.

GOhe

Auf Grund der Definition von ¥, X gilt:

Go

(Y X) (Y (g)) = dLy (g)(dre(X(e))
= d(Lyg) o ¥)eX(e)
=d( o Lg).X(e)
= dyrg(dLgX (e)) = dg(X(g)).

Fiir den Kommutator i -verkniipfter Vektorfelder gilt also

[%X, W*Y] = W*[X, Yl

Folglich ist v, ein Lie-Algebren-Homomorphismus. U

1.2 Die Exponential-Abbildung einer Lie-Gruppe

Im folgenden Abschnitt beweisen wir spezielle Eigenschaften von linksinvarianten Vektor-
feldern auf Lie-Gruppen, die es uns gestatten, angepasste Koordinaten einzufithren.

Satz 1.2 Sei G eine Lie-Gruppe und g ihre Lie-Algebra. px bezeichne die maximale Integral-
kurve eines linksinvarianten Vektorfeldes X € g durch das neutrale Element e € G. Dann

gilt:

1. @x ist auf ganz R definiert.
2. ¢x : R — G ist ein Homomorphismus der Lie-Gruppen, d. h.

ox(0) =e und @x(s+1t)=@x(s) ex(t) firalles, t €R.

3. osx(t) = x(s-t) fiiralles, t € R.

Beweis Sei ¢x : I = (tmin, tmax) C R —> G die maximale Integralkurve von X durch e,
d.h. px(0) = e und @x(t) = X(px(t)), wobei ¢ die Ableitung von ¢ nach t bezeichnet.
Wir zeigen zunidchst, dass firalles, t € Imits+¢ € I

ox(s+1t) = px(s) - px(t)
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gilt. Sei dazu s € I ein fester Parameter und g := ¢x(s) € G. Wir betrachten die glatten
Kurven

n:tel — g-px(1) €Qq,

7:7T € (tmin — S, tmax —$) — ¢x(T +5) € G.

n und 7 sind Integralkurven von X durch ¢ € G, denn n(0) = g - ¢x(0) = g, 7(0) =
¢x(s) = gund

(1) = dLe(¢x (7)) = dLy (X (px (1)) = X(g - ox (7)) = X(n(7)),
1(t) = gx(t +5) = X(px(t +5)) = X(7i(7)).

Auf Grund der Eindeutigkeit von Integralkurven stimmen 7 und 7 auf dem gemeinsamen
Definitionsbereich I N (tmin — S, fmax — $) Uberein. Somit gilt fiir alle f € I mit ¢t + s € I:

n(t) = ex(s) - ox(t) = nt) = ex(s + ).

Wir zeigen nun, dass ¢x auf ganz R definiert ist.
Angenommen, fmax < 00. Sei & := min(fmax, |fmin|). Wir betrachten die Kurve n(s) :=

@x(5) - ox(s — §). Dann ist n(0) = ¢x(5) - ox(—=5) = ¢x(0) = e und mit g := ¢x(5

0(s) = dLg(sz(S - %)) = dLg(X(¢X(S - %)))
- X(g.(px(s_ %)) =X(<px(%) ~<px(s - %))

= X(n(s)).

Das bedeutet aber, dass 1 die Integralkurve px von X tiber fmax hinaus fortsetzt, was im
Widerspruch zur Maximalitit von ¢x steht. Also war die Annahme tn,x < oo falsch.
Analog zeigt man, dass t,,;, = —00. Die Integralkurve gy ist folglich auf ganz R definiert.
Wir zeigen abschlieflend, dass ¢sx () = @x (s - ).

Sei dazu §(t) := @x(s - t). Dann ist §(0) = ¢x(0) = e und

8(t) = sgx (s - 1) = sX(gx (s - 1)) = sX(8(1)).
Folglich ist § die Integralkurve von sX durch e, d. h. ¢sx(t) = ¢x(s - t). O
Definition 1.5 Sei g die Lie-Algebra von G. Die Abbildung

exp:g— G

X — ox(1)
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heifst Exponentialabbildung der Lie-Gruppe G.

Nach Satz 1.2 ist die Kurve t € R = ¢x (1) = ¢ix(1) = exp tX die maximale Integralkurve
von X durch e € G und die Kurve t € R — g - exp tX die maximale Integralkurve von X
durch g € G.

Beispiel 1.3 Wir betrachten als Beispiel wieder die Gruppe GL(n, R) aller invertierbaren
Matrizen mit ihrer Lie-Algebra gl(n, R). Fir diese Gruppe stimmt die Exponentialabbil-
dung mit dem tiblichen Exponential von Matrizen iiberein, d. h., es gilt
0 yn
expX = X = —

n!’
n=0

Der folgende Satz beschreibt eine sehr wichtige Beziehung zwischen Lie-Gruppen-
Homomorphismen und ihren Ableitungen.

Satz 1.3 Seiy : G — G ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Dann gilt

Y(exp X) = exp(¥X)
fiir alle Elemente X in der Lie-Algebra von Gj.

Beweis Wir betrachten y (t) := Y (exp tX). Dann gilt ¥ (0) = ¥ (e;) = ez, wobei e; das
neutrale Element in G; bezeichnet, und

y(t) = dWexp tX (X(eXP tX)) = d‘/fexp tX (dLexp X (X(el)))
= dLy (expx)dVe, (X (e1)) = (¥ X) (¥ (exp(£X)))
= W0 (r ().

Folglich ist y die Integralkurve des linksinvarianten Vektorfeldes 1. X durch das neutrale
Element e, € G3, was die Behauptung liefert. O

Als néchstes beweisen wir einige grundlegende Eigenschaften der Exponentialabbildung.

Satz 1.4 Die Exponentialabbildung exp : ¢ —> G ist glatt und ein lokaler Diffeomorphis-
mus um den Nullvektor o € g. Weiterhin gilt:

1. exp(o) =,
2. exp(—X) = (epr)_l,
3. exp((t +9)X) = exp(sX) - exp(tX), s,teR X eg.
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Beweis Die Glattheit der Exponentialabbildung folgt aus den Standardsitzen iiber die glatte
Abhingigkeit der Losung von linearen Differentialgleichungen von den Anfangswerten. Die
Eigenschaften 1., 2., 3. folgen aus Satz 1.2. Es bleibt zu zeigen, dass

dexp,: Tog~g — T.G~g

ein Isomorphismus, d. h., dass exp ein lokaler Diffeomorphismus um o € g ist. Um das zu
zeigen, wihlen wir ein linksinvariantes Vektorfeld X € g. Dann gilt

d d
dexp,(X) = E(exp(o + tX))t:o =7 (exp tX)t:o = X(e).
Identifizieren wir T,G mit g, so erhalten wir sogar d exp, = Idg. O

Mit Hilfe der Exponentialabbildung kénnen wir spezielle Koordinaten auf der Lie-Gruppe
G einfithren. Sei W(e) C G eine offene Menge in G, die das diffeomorphe Bild einer bzgl. o
sternformigen Umgebung V' (0) C g ist. Fiir ¢ € G setzen wir

W(Q) :=Lg(W(e)) und ¢ :=exp ' oLg1:W(g) — V(o) Cg~R"

VCg W(g) CG

W) CG
O

Dann ist (W(g), ¢;) eine zuldssige Karte der Mannigfaltigkeit G um g. Die Umgebung
W(g) heifft Normalenumgebung von g und die durch die Kartenabbildung ¢, gegebenen
Koordinaten Normalkoordinaten um g.

Satz 1.5 Sei G eine Lie-Gruppe und bezeichne G° die Zusammenhangskomponente des neu-
tralen Elementes e von G. Dann ist G° eine Untergruppe von G. Sie ist offen, abgeschlossen
und bogenzusammenhingend in G und wird von einer beliebigen Umgebung® des neutralen
Elementes e erzeugt. Insbesondere gilt fiir jede Normalenumgebung W = exp(V) von e

o0
GO:UWk ={wr-...-w | wi,...,wr € W, ke N}L
k=1

Beweis Da die Abbildung (g, a) € G x G — g -a ! € G stetig ist und das Bild zusam-
menhingender Mengen bei stetigen Abbildungen zusammenhingend bleibt, ist G° eine
Untergruppe von G. Die Teilmenge G° C G ist offen, abgeschlossen und bogenzusammen-
hingend, da dies fiir jede Zusammenhangskomponente einer Mannigfaltigkeit gilt. Die
letzte Aussage des Satzes folgt dann aus einem allgemeinen Resultat fiir topologische Grup-

3 Unter einer Umgebung eines Punktes x verstehen wir in diesem Buch immer eine offene Menge,
die x enthilt.
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pen: Eine zusammenhingende topologische Gruppe wird von einer beliebigen Umgebung
ihres neutralen Elementes erzeugt (siche Aufgabe 1.1). O

Fir spitere Anwendungen beweisen wir die folgende Produktformel fiir die Exponential-
abbildung.

Satz 1.6 Sei G eine Lie-Gruppe und g ihre Lie-Algebra. Dann gilt
exptX - exptY = exp(t(X + Y) + O(t%)),
wobei X, Y € gund |t| < ¢, ¢ hinreichend klein.

Beweis Wir wihlen Normalkoordinaten (W, ¢) um e € G. Sei (Xi, ... X,) eine Basis in g
und ¢ : W — R”" die Karte

‘/’(exp(xlxl +oo 4+ ann)) = (X1, .. Xn)-

Da die Multiplikation in G stetig ist, gibt es eine Umgebung U des neutralen Elementes mit
U-U C W. Wir betrachten die Gruppenmultiplikation in den Karten (U x U, ¢ x ¢) und
(W, ¢):

UxUCGxG——WCG

e

UxUCR' xR —— W C R"
Dabei ist fi(x, 0) = x und j1(0, y) = y. Die Taylorformel fiir i um (0, 0) ergibt:
i(x, y) = [i(0, 0) + Z (o 0)x; + Z (o 0)y; + 0(2) =0+ x+y + 0(2),

wobei O(2) fiir Ableitungen ab der zweiten Ordnung steht. Damit ist gezeigt, dass
exp(X) - exp(Y) = exp(X + Y + 0(2))

fiir hinreichend kleine Vektoren X und Y. O

Satz 1.6 ist ein Spezialfall der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel.* Liegen mit X, Y € g
zwei Vektoren vor, fiir die das Produkt exp(X) - exp(Y) in einer Normalenumgebung
W(e) C G liegt, so existiert nach Satz 1.4 genau ein Vektor X « Y € exp (W) C g mit
exp(X) - exp(Y) = exp(X * Y). Der Vektor X » Y heiflt Campbell-Hausdor{f-Produkt von
X und Y und hat die folgende Darstellung:

4 Die genaue Formel findet man z. B. im Buch von S. Helgason [He01].
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XxY=X+Y+ %[X, Y] — é{[[x, Y], X1+ (1Y, X], Y1}

+ weitere Kommutatoren.

Aus Satz 1.4 folgt insbesondere, dass die durch ein Element X € g definierte Abbildung
f:teR— exptX €G

ein glatter Gruppenhomomorphismus ist. Wir zeigen als néchstes, dass jeder stetige Grup-
penhomomorphismus von R nach G in dieser Form darstellbar ist.

Satz 1.7 Sei G eine Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra g und ¢ : R — G ein stetiger Grup-
penhomomorphismus. Dann gibt es ein Element X € g mit Y (t) = exptX fiir allet € R.
Insbesondere ist jeder stetige Gruppenhomomorphismus  : R — G auch glatt.

Beweis Essei W = exp(V (0)) eine Normalenumgebung um e € G. Da ¢y : R — G stetig
ist und ¥ (0) = e gilt, existiert ein ¢ > O mit ¢ (t) € W furalle t mit [t| < &.Sei Y € V(o)
der Vektor mit exp(Y) = ¢(¢) und X := % Wir zeigen

Y(t) = exp(tX) =: f(¢) furalle t € R.

Dazu betrachten wir die Menge K := {t € R | f(t) = ¥ ()} C R. Da die Abbildungen
f.¥ : R — G Gruppenhomomorphismen sind, ist K C R eine Untergruppe. K ist
auflerdem abgeschlossen und enthilt 0 und ¢. Jede nicht-triviale Untergruppe von R ist
entweder R selbst oder eine diskrete Gruppe der Form K, := {n-d | n € Z}, wobei d das
kleinste positive Element von K ist. Wir zeigen, dass K = R gilt.

Angenommen, es wire K = K;. Da e € K, ist % < &. Somit folgt:

() = (o) =omax g0 = via = o (2)'
Die Gruppenelemente f (d) und v (d) liegen in W. Aus

res (2) = ((2)) =0 (0(2)) =200 (v(D)

folgt w(%) =f (%). Dann wire aber d nicht das kleinste Element von K. Also war die
Annahme K = Kj falsch. Somit gilt K = R. O

In Verallgemeinerung des eben bewiesenen Resultates zeigen wir, dass jeder stetige Grup-
penhomomorphismus zwischen beliebigen Lie-Gruppen glatt ist. Zunichst verallgemeinern
wir Satz 1.4.

Satz 1.8 Sei G eine Lie-Gruppe und g ihre Lie-Algebra, fiir die eine Vektorraumzerlegung
g=V1®...® V, gegeben ist. Dann ist die Abbildung
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¢p:g=V1®..0V, — G

vi4+--+ v — exp(vy) - ... exp(vy)
ein lokaler Diffeomorphismus um o € g.
Beweis Der Beweis verlduft analog zu Satz 1.4. Wir betrachten das Differential
dpo :Tog~g=V1d...0V, > T.G2g=V&...®V,.

Fiir X; € V; erhalten wir

d d
do, (X)) = Z((ﬁ(txi))'tzo = E(eXp(O) cooexp(tX) - .. exp(0)) =0

d
= Z(exp(tXi)) lt=0 = Xi. 0

Satz 1.9 Jeder stetige Gruppenhomomorphismus ¢ : Gi — Gy zwischen Lie-Gruppen G
und Gy ist glatt.

Beweis Sei g; die Lie-Algebra von G; und g, die Lie-Algebra von G,. Wir fixieren eine
Basis (X1, ..., Xy) in g1. Dannist ¢; : t € R — ¢ (exptX;) € G, ein stetiger Gruppenho-
momorphismus. Nach Satz 1.7 existiert ein Y; € g5, so dass

Yi(t) = Y(exp tX;) = exp tY;.
Die Abbildung x : g1 — Ga, definiert durch
xXy 4+ -+ t,X,) i=exp(t1Yy) - ... - exp(tnYy),
ist glatt. Sei ¢ : g1 — G die in Satz 1.8 betrachtete Abbildung
o1 Xy + -+ t,Xy) = exp(t1Xy) - ... - exp(t,Xy).

Da ¢ ein lokaler Diffeomorphismus um o € g ist, gilt ¥ = x o ¢! auf einer Normalen-
umgebung W (e) C Gj. Das zeigt, dass ¥ auf W (e) glatt ist. Da

V(g -a)=v(Q) - v =Lyg ),

ist Y auch glatt auf der Normalenumgebung W(g) = Lg(W (e)) des Punktesg € G;. [

Als weitere Folgerung aus den Eigenschaften der Exponentialabbildung erhalten wir die
folgende Aussage tiber die Struktur abelscher Lie-Gruppen. Dabei nennen wir eine Lie-
Gruppe abelsch, wenn ihr Gruppenprodukt kommutativ ist.

Satz 1.10 Sei G eine zusammenhdngende abelsche Lie-Gruppe. Dann ist G diffeomorph zu
einem Produkt T* x R™ aus einem Torus und einem Euklidischen Raum.
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Beweis Wir zeigen zunichst, dass die Exponentialabbildung exp : g — G im Fall abel-
scher Gruppen ein Gruppenhomomorphismus ist. Fiir X, Y € g und hinreichend grofles
N e Ny gilt nach Satz 1.4 und 1.6

exp) - exp() = (e(3)) - (e (x))”

= (eXp(%) 'eXp%))N
- (exp(ll\](x +Y)+ 0(1%)))N

= exp(X +Y + o(%)).

Mit N — oo folgt exp(X) - exp(Y) = exp(X + Y). Da G eine zusammenhingende Lie-
Gruppe ist, wird sie von der Normalenumgebung W(e) C G erzeugt, d.h,, jedes g € G ist
in der Form

g =exp(Xy) -exp(Xp) - ... -exp(Xy) = exp(X1 +---+ X)), Xie€g,

darstellbar. Folglich ist exp : g — G ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Da exp :
g — G ein lokaler Diffeomorphismus ist, ist K = Ker exp C g ein diskreter Normalteiler.
Also gilt

G~g/K=TFxR". O

Sei v € T.G und X das von v erzeugte linksinvariante Vektorfeld auf G. Dann ist g(t) =
exp(tX) die Integralkurve von X durch e € G, d.h., g(¢) ist eine glatte Kurve mit

g(t) = X(gt) =dLg(v) und g(0) =e.

Abschliefiend wollen wir die Existenz solcher Kurven g(¢) fiir nichtkonstante Kurven v(t)
in T,G beweisen.

Satz 1.11 Es sei G eine Lie-Gruppe und v : [0, 1] — T,G eine stetige Kurve. Dann existieren
eindeutig bestimmte C'-Kurven g, a : [0, 1] — G, die folgende Differentialgleichungen losen:

§(t) = dLgry(v(t)) und g(0) =e, (1.3)
a(t) = dRyr(v(t)) und a(0) =e. (1.4)

Beweis Wir beweisen nur die Existenz und Eindeutigkeit von g(t). Der Beweis fir a(t)
wird analog gefithrt. OBdA konnen wir annehmen, dass die stetige Kurve v auf ganz R
definiert ist. Der Beweis der Existenz der Losung g(#) von (1.3) basiert auf dem Studium
der Integralkurven des Vektorfeldes Z auf G x R, das mittels

9
Z(g,s) = (dLg(v(s)), E(s)) € Tig.o(G x R)
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definiert ist. Wir bezeichnen mit ¢;(z) die Integralkurve von Z durch z € G x R. Fiir die
Integralkurve ¢ (e, 0) = (g(t), t) gilt g(t) = dLg(;)(v(¢)) und g(0) = e. Lokale Losungen
g(t) von (1.3) existieren also immer, es bleibt zu zeigen, dass g auf dem ganzen Intervall
[0, 1] definiert ist. Sei (e, s) € G x R. Da {e} x [0,1] C G x R kompakt ist, gibt es ein
8 > 0, so dass die Integralkurven ¢x (e, s) fur alle s € [0, 1] und |t] < § existieren. Wir
fixieren eine Zerlegung 0 =ty < t; < --- < t, = 1 von [0, 1] mit [¢t, — t,_;| < §. Auf dem
Intervall [0, t;] haben wir bereits eine Losung g(¢) von (1.3). Die Integralkurve ¢x (e, t1)
mit 0 < t < t, — t; hat die Form ¢y (e, t;) = (b(t), t + t1), wobei b(t) = dLy()(v(t + 1))
und b(0) = e gilt. Wir setzen nun die Kurve g(¢) auf das Intervall [#;, f,] stetig durch

gt):==g(t)-b(t — 1), telh, bl
fort. Differenzieren ergibt
g = dLg(tl)i?(t —t1) = dLg(t,) ALp(t—ty) (V(1)) = dLg() (v(1)),

folglich haben wir die Losung von (1.3) auf dem Intervall [0, £,]. Wir fahren auf diese
Weise fiir jeden Teilungsschritt fort und erhalten insgesamt eine C'-Losung g : [0, 1] — G
von (1.3). Die Eindeutigkeit folgt aus Standardsitzen tiber gewohnliche Differentialglei-
chungen. 0

Die Losungen der Anfangswertprobleme (1.3) und (1.4) sind glatt bzw. stiickweise glatt,
falls die Kurve v(t) diese Eigenschaft hat.

1.3  Die adjungierte Darstellung

Die adjungierte Darstellung ist ein spezieller Homomorphismus einer Lie-Gruppe G in die
Gruppe GL(g) aller invertierbaren linearen Abbildungen auf der Lie-Algebra g von G. Bevor
wir diese Darstellung betrachten, stellen wir einige grundlegende Begriffe und Fakten iiber
Darstellungen zusammen.

Definition 1.6 Sei G eine Lie-Gruppe, (A, [-, -]) eine Lie-Algebra und V ein Vektorraum
iiber dem Korper der reellen oder komplexen Zahlen. Ein Lie-Gruppen-Homomorphismus p :
G —> GL(V) heif$t auch Darstellung der Lie-Gruppe G iiber dem Vektorraum V. Unter einer
Darstellung der Lie-Algebra A tiber V' versteht man einen Lie-Algebren-Homomorphismus
¢ A— gl(V), d h. eine lineare Abbildung, fiir die gilt

(X, YD) =0X) 0op(Y) —p(Y)op(X),  X,Y €A

Der Vektorraum V heifst dann Darstellungsraum.
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Im Folgenden werden wir fiir Darstellungen oft abkiirzend die Symbolik (G, p) oder (V, p)
benutzen.

Sei G eine Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra g. Ist p : G — GL(V) eine Darstellung der
Lie-Gruppe G iiber V, so ist nach Satz 1.1 das Differential p, : g —> gl(V) eine Darstellung
der Lie-Algebra g tiber V.

Aus gegebenen Darstellungen kann man neue erzeugen. Sind z. B. (V, p) und (W, o) zwei
Darstellungen der Lie-Gruppe G tiber dem Vektorraum V bzw. W, so ergibt sich eine
Darstellung von G tiber der direkten Summe V & W

p®o:G— GL(Ve W)
gr— (p®0)Q

durch
(0 ® )W ®W) = p(gv ® o (gIw.

Wir nennen diese Darstellung direkte Summe der Darstellungen (V, p) und (W, o) und
bezeichnen sie auch mit (V, p) @ (W, o). Auf die analoge Weise werden Darstellungen
von G iiber dem Tensorprodukt V ® W, den Homomorphismen Hom(V, W), dem dualen
Raum V* bzw. dem Raum der k-Formen AX(V*) definiert. Wir geben hier nur kurz die
dem Element g € G jeweils zugeordneten linearen Abbildungen an:

(P @)W = p(gvo(@w,
hom, & (g)(F)(v) := o (§)F(p(g~)v),
P*(@)(L)(v) := L(p(g HHv),
ok(@ L1 A .. AN Lg) = p*(g)L1 A A p*(g)Lk.

Definition 1.7 Eine Darstellung p : G — GL(V) iiber einem n-dimensionalen euklidischen
bzw. hermiteschen Vektorraum (V, (-, -)v) heifst orthogonal bzw. unitir, falls das Skalarpro-
dukt (-, -) G-invariant ist, d. h., falls

(p@v, p(@w)y = (v,w)y fiirallev,we V, g € G.

Wir zeigen als ndchstes, dass jede Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe orthogonal
bzw. unitdr ist.

Satz 1.12 Sei G eine kompakte Lie-Gruppe und p : G — GL(V) eine Darstellung von
G iiber einem reellen oder komplexen Vektorraum V. Dann existiert ein G-invariantes eu-
klidisches bzw. hermitesches Skalarprodukt auf V, d. h., die Darstellung ist orthogonal bzw.
unitdr.

Beweis Sei (X1, ...X,) eine Basis in T,G und bezeichne X} € X(G) die durch X; de-
finierten rechtsinvarianten Vektorfelder: X;(g) := dRy(X;). Wir betrachten die dualen
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1-Formen (o', ..., ") zu (X¥, ... , X¥). Dann ist die n-Form w = o' A ... A" eine
rechtsinvariante Volumenform auf G. Sei (-, -) ein beliebiges positiv definites Skalarpro-
dukt auf V. Da G kompakt ist, definiert

(v, w) = /G (P @V p(g)W)wg

ein neues positiv definites Skalarprodukt auf V und wegen der Rechtsinvarianz von w gilt:
(p(@)v, playw) = /G (o (g, p(ga)w)aog
= [ Rtoom. p@mia)

[ to@v pemia;
Ra(G)
= (v, w). m
Erganzend bemerken wir den folgenden Fakt.

Satz 1.13 Istp : G — GL(V) eine Darstellung einer Lie-Gruppe und (-, -) ein G-invariantes
Skalarprodukt® auf V, d. h.

(@, p(Qw) = (v, w) VgeG,v,weV. (1.5)
Dann gilt
(P X)v, w) + (v, px(X)w) =0 VXeg,v,weV. (1.6)
Ist G zusammenhdngend, so sind (1.5) und (1.6) dquivalent.

Beweis Seien X € gund v, w € V. Aus (1.5) folgt mit Satz 1.3

(v, w) = (p(exp(tX))v, p(exp(tX))w)
_ (efP XDy tos ()

Leiten wir diese Gleichung nach t ab und setzen t = 0, so folgt (1.6). Sei nun G zu-

sammenhingend und gelte (1.6). Die Gruppe G wird von einer Normalenumgebung ihres

neutralen Elementes e erzeugt (siehe Satz 1.5). Da p ein Homomorphismus ist, gentigt es

zum Nachweis von (1.5) zu zeigen, dass

(p(exp(EX))v, p(exp(tX))w) = (v, w) (1.7)

firjedes X € g,t € Rund v, w € V gilt. Setzen wir fiir fixierte X € g, v, w € V

> In diesem Buch benutzen wir den Begriff Skalarprodukt fiir eine nichtausgeartete bilineare bzw.
hermitesche Form auf V. Positiv definit wird nicht gefordert.
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F(t) := { p(exp(tX)v. p(exp(X))w) = (e Dy, P Oyy),
so folgt fiir die Ableitung von F
F(t) = (p*(X)et’o*(X)v, etp*(X)w) + (etp*(X)v’ ,o*(X)etp*(X)w).

Die Invarianzeigenschaft (1.6) liefert F'(t) = 0 fiir alle t € R. F ist also konstant und
F(t) = F(0) = (v, w). Damit ist (1.7) gezeigt. O

Definition 1.8 Eine Darstellung p : G — GL(V') heif$t irreduzibel, falls kein echter Unter-
raum W C V existiert, fiir den p(G)W C W gilt.

Satz 1.14 Sei p : G — GL(V) eine Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe tiber einem
endlich-dimensionalen Vektorraum. Dann zerlegt sich (V, p) in die direkte Summe von
irreduziblen orthogonalen bzw. unitiren G-Darstellungen, d. h.

(Vv /O) = (Vlv 101) @ st @ (Vn» Iofl)a
wobei (Vi, p;) irreduzible orthogonale bzw. unitire G-Darstellungen sind.

Beweis Nach Satz 1.12 gibt es auf V ein G-invariantes euklidisches bzw. hermitesches
Skalarprodukt (-, -). Angenommen p : G — GL(V) ist nicht irreduzibel. Dann existiert
ein echter p(G)-invarianter Unterraum W C V. Sei W' das orthogonale Komplement
von W beziiglich des G-invarianten Skalarproduktes (-, -). Dann gilt p(G) wt c wt,
d.h., wir haben eine Zerlegung V = W & W+ in zwei p(G)-invariante Teilriume, die wir
dann gegebenenfalls weiter zerlegen konnen. Die Einschrinkung von p(g) und (-, -) auf
diese Teilraume liefert die G-Darstellungen (V;, p;). Da V endlich-dimensional ist, folgt die
Behauptung. 0

Satz 1.14 gilt im Allgemeinen nicht mehr, wenn die Gruppe G nicht kompakt ist. Betrachten
wir zum Beispiel die Wirkung der Gruppe G = {((1) Nlae R} durch Matrizenmultipli-
kation auf R?. Dann ist ein 1-dimensionaler Unterraum W C R2 genau dann G-invariant,
wenn er vom Vektor (1, 0)? erzeugt wird. Der invariante Unterraum R(1, 0) hat folglich
kein invariantes Komplement.

Wir kommen nun zur Definition der adjungierten Darstellung einer Lie-Gruppe G tiber
ihrer eigenen Lie-Algebra g. Fiir ein Element ¢ € G betrachten wir den inneren Automor-
phismus

oy :ZLgORg—l G — G.

Das Differential (ag)« : g — g ist ein Isomorphismus der Lie-Algebra g von G und wir
erhalten
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Satz 1.15 1. Die Abbildung Ad : ¢ € G — (ag)« € GL(g) ist eine Darstellung der
Lie-Gruppe G.
2. Fiir das Differential ad := Ad, : g —> gl(g) von Ad gilt

ad(X)(Y) = [X, Y].

3. Sei Z(G) das Zentrum der Lie-Gruppe G. Dann gilt Z(G) C Ker Ad und Z(G) = Ker Ad,
falls G zusammenhdngend ist.

Beweis Die Abbildung Ad : G — GL(g) ist ein Homomorphismus, da
Ad(ga) = (aga)* = (‘xg 00g)s = (ag)* o (@g)+ = Ad(g) o Ad(a).

Fir X € g und hinreichend kleine t € R folgt aus Satz 1.3

1 1
Ad(@)X = ?<exp_1(ag(exp tX))) = ;(exp_l(g -exp tX -g_l)).

Dies zeigt die Stetigkeit von Ad. Wegen Satz 1.9 ist Ad auch glatt.

Wir zeigen als niachstes ad(X)Y = [X, Y] fur X, Y € g. Wir benutzen dazu die Darstellung
des Kommutators zweier Vektorfelder als Lie-Ableitung. Sei t € R — ¢;(x) € G die
Integralkurve des linksinvarianten Vektorfeldes X € X(G) durch x € G. Dann ist

d
[X, Y](x) = E(dﬁl?—t(Y((Ot(x)))h:o-

Wie wir in Abschn. 1.2 gesehen hatten, ist ¢;(g) = g - exp(tX) = Rexp(1x)(g)-
Dann gilt

ad(X)Y = Ad,(X)Y = %(Ad(exp X)) =0 Y

d
= E (dRexp(ftX) o dLexp tX(Y)) lt=0

d
= — [@Rexp(00) (Y (exp £X))) |10

=[X,Y].

Zum Beweis der 3. Behauptung bemerken wir, dass g genau dann im Zentrum von G liegt,
wenn oy = Idg gilt. Folglich ist Z(G) C Ker Ad. Sei nun G zusammenhingend und
g € Ker Ad. Da G als zusammenhingende Lie-Gruppe von einer Normalenumgebung des
1-Elementes erzeugt wird (Satz 1.5), geniigt es zu zeigen, dass exp tX = a, (exp tX) fiir alle
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X € g,t € R. Wir betrachten den Homomorphismus
Y:teR — ag(exptX) € G.

Nach Satz 1.7 existiertein Y € gso, dass exptY = ag(exptX) fiirallet € R. Differenzieren
wir diese Gleichung in ¢t = 0, so folgt

d
Y(e) = (exp 1Y) li—o = (darg)e(X(@))
= Ad(@©)(X(e)) = X (o).

Demnach ist X = Y und somit o = Idg. [l

Definition 1.9 Die Darstellung Ad : G — GL(g) heifst adjungierte Darstellung der
Lie-Gruppe G. Die Darstellung ad : g — gl(g) heifSt adjungierte Darstellung der Lie-
Algebra g.

Als erste Anwendung der adjungierten Darstellung erhalten wir die folgende Beziehung
zwischen abelschen Lie-Gruppen und abelschen Lie-Algebren. Eine Lie-Gruppe ist abelsch,
wenn das Gruppenprodukt kommutativ ist. Eine Lie-Algebra g nennt man abelsch, wenn
fir ihren Kommutator [+, -]g = 0 gilt.

Folgerung 1.1 Ist G eine abelsche Lie-Gruppe, so ist ihre Lie-Algebra g abelsch. Ist umgekehrt
G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe mit abelscher Lie-Algebra g, so ist G abelsch.

Beweis Ist G eine abelsche Lie-Gruppe, so gilt G = Z(G) = Ker Ad. Folglich ist Ad :
G — GL(g) eine konstante Abbildung und somit ad = Ad, = 0. Aus Satz 1.15 folgt fiir
den Kommutator von g : [+, -]g = 0, also ist g abelsch.
Sei nun G zusammenhéngend und die Lie-Algebra g abelsch. Dann gilt ad = 0 = (Ad).
und folglich

Ad(exp tX) = exp(t Ad« (X)) = exp(0) = Id € GL(g)

furalle t € R, X € g. Da G zusammenhingend ist, wird G von einer Normalenumgebung
des 1-Elementes erzeugt. Folglich gilt Ad(g) = Id fiir alle g € G. Da G zusammenhéngend
ist, folgt auflerdem nach Satz 1.15, dass G = Ker Ad = Z(G). Somit ist die Gruppe G
abelsch. O

Abschlieflend beschiftigen wir uns in diesem Abschnitt mit speziellen Skalarprodukten auf
Lie-Algebren und den Eigenschaften der von ihnen erzeugten Metriken auf den zugehorigen
Lie-Gruppen. Dazu betrachten wir zundchst die sogenannte kanonische Form einer Lie-
Gruppe G - eine 1-Form auf G, die jeden Tangentialvektor an G durch Linkstranslation in
das 1-Element von G verschiebt.
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Definition 1.10 Sei G eine Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra g. Die 1-Form
uc € 4G, g).° definiert durch

(1G)g(Xg) = dLy1(Xg) € T.G=g Vg e G, X, € T,G,

heifst kanonische Form von G. Andere, hdufig benutzte Namen fiir g sind Strukturform oder
Maurer-Cartan-Form.

Die kanonische Form j1g ordnet jedem linksinvarianten Vektorfeld X auf G den erzeugen-
den Vektor X (e) zu, sie beschreibt also die Identifizierung von g mit T, G.

Satz 1.16 Die kanonische Form g von G hat die folgenden Invarianz-Eigenschaften bei
Links- und Rechtstranslation:

Leng = ua,

RZ/,LG = Ad(g_l) oug  fiiralleg € G.

Beweis Die Linksinvarianz folgt unmittelbar aus der Definition. Zum Nachweis der 2.
Formel wahlen wir v € T,G und g € G und erhalten

(R;MG)a(V) = (/LG)ag(ng(V)) = dL(ag)—lng(V)
= dLg-1dRedL, 1 (v) = Ad(g™ ) (116)a(v). 0
Eine Metrik h auf einer Lie-Gruppe G heifit linksinvariant (bzw. rechtsinvariant), wenn
Leh = h (bzw. Ryh = h) fir alle g € G gilt. Ist h sowohl links- als auch rechtsinva-

riant, so nennt man h biinvariant. Aus jedem Skalarprodukt (-, -) auf g erhélt man eine
linksinvariante Metrik k. ., durch

hi (X, Y) = (uc(X), ug(Y)), X, Y Vektorfelder auf G,
oder mit anderen Worten durch
(hi, g, w) = (dLg—IV, dLg—IW), g€G,v,we T,G.

Andererseits ist fir eine linksinvariante Metrik 4 auf G die Bilinearform h, : T,.G x T,.G —
R ein Skalarprodukt auf g ~ T,G. Die Menge der linksinvarianten Metriken auf einer
Lie-Gruppe G steht also in bijektiver Beziehung zur Menge der Skalarprodukte auf ihrer
Lie-Algebra g.

Satz 1.17 Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und h eine linksinvariante Metrik auf
G. Dann ist h genau dann biinvariant, wenn das zu h gehorende Skalarprodukt h, =: (-, -)

6 2K(N, V) bezeichnet den Raum der glatten k-Formen auf der Mannigfaltigkeit N mit Werten im
Vektorraum V. Leser, die mit diesem Begriff nicht vertraut sind, finden eine Erkldrung im Anhang
A2.



20 1 Lie-Gruppen und homogene Raume

Ad-invariant ist, d. h., wenn
(Ad(g)v, Ad(g)w) = (v, w) VgeG,v,weg.
Beweis Seien X und Y zwei Vektorfelder auf G. Wir erhalten mit Satz 1.16:

(REh)(X, Y) = h(dRg(X), dRg(Y)) = (puG(dRy (X)), G (dRg (Y)))
= (Ad(g ™Y ueX), Ad(g™) ug(Y)).

Daraus folgt die Behauptung des Satzes. O

Biinvariante Metriken auf Lie-Gruppen haben sehr schone geometrische Eigenschaften.
Wir verweisen den mit Riemannscher Geometrie vertrauten Leser dazu auf die Aufgaben
1.9 und 1.10 am Ende des Kapitels. Abschlieflend lernen wir eine spezielle Ad-invariante
Bilinearform auf Lie-Algebren kennen, die sogenannte Killing-Form, die sich auch als wich-
tiges Hilfsmittel fiir die Untersuchung der Struktur von Lie-Algebren erwiesen hat.

Definition 1.11 Sei g eine Lie-Algebra iiber dem Kérper K. Die Bilinearform

Bg:gxg — K
X,Y) —> Tr(ad(X) oad(Y))

heifit Killing-Form” von g. Dabei bezeichnet Tr die Spur des Endomorphismus. Ist G eine
Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra g, so nennt man By auch oft die Killing-Form von G und
bezeichnet sie mit B := By.

Die Killing-Form hat die folgenden Invarianz-Eigenschaften.

Satz 1.18 Sei G eine Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra g und bezeichne By die dazu gehorige
Killing-Form. Des Weiteren sei o : g — g ein Lie-Algebren-Isomorphismus. Dann gilt

Bg(0(X),0(Y)) =Bg(X,Y) VX, Yeg. (1.8)
Insbesondere gilt fiir die adjungierten Darstellungen

Bg(Ad(9)X, Ad(g)Y) = By(X, Y), (1.9)
Bg(ad(X)(Y), Z) + By(Y, ad(X)(2)) = 0, (1.10)

wobeige GundX,Y,Z € g.
Beweis Dao([X,Y]) =[0X,o0Y]undad(X)Y = [X, Y], folgt

ad(@X)Y =[6X,Y]=0(X,07'Y]) =0 0ad(X)(c " (Y))

7 Der Name Killing-Form geht auf Wilhelm Karl Joseph Killing (10.05.1847-11.02.1923) zuriick und
hat demnach nichts mit Mord und Totschlag zu tun.
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und somit ad(6X) = o o ad(X) o o L. Fiir die Killing-Form erhalten wir daraus

By(0X,0Y) = Tr(ad(cX) oad(cY))
= Tr(o oad(X) oad(Y) oo ™})
= Tr(ad(X) o ad(Y))
= By(X, V).

Fiir jedes g € G ist Ad(g) : g — g ein Isomorphismus der Lie-Algebra. Formel (1.9) ist
also ein Spezialfall von (1.8). Die Formel (1.10) ist wegen Ad,. = ad eine Folgerung aus Satz
1.13. U

Die in den folgenden Beispielen aufgefithrten Formeln fir die Killing-Form erhélt man
durch direktes Nachrechnen.

Beispiel 1.4 Ist G abelsch, so gilt By = 0.
Beispiel 1.5 Fiir die Lie-Algebra g = gl(n, R) gilt
Bginr) (X, Y) = 21 Tr(X 0 Y) — 2 Tr(X) - Tr(Y).
Beispiel 1.6 Sei g eine Lie-Algebra. Einen Unterraum h C g mit [h, glg C b nennt man
Ideal von g. Ein Ideal ist mit der Einschrankung des Kommutators von g offensichtlich
selbst eine Lie-Algebra.
Ist h C g ein Ideal, so gilt
Bg lgxp= Bp-
Als Anwendung erhalt man fiir die Lie-Algebra der spurfreien Matrizen
sl(n,R) = {X € gl(n,R) | Tr(X) = 0},
die ein Ideal in gl(n, R) bilden,
BEI(H,R)(Xa Y) =2n TI'(X o Y)

Beispiel 1.7 Die Einschrankungsregel aus dem letzten Beispiel gilt im Allgemeinen nicht.
Betrachten wir zum Beispiel die Lie-Algebra der schief-symmetrischen Matrizen

so(n) ={X egln,R) | X+X' =0}.
s0(n) ist kein Ideal in gl(n, R) und es gilt

Bsoe (X, Y) = (n — 2) Tr(X o Y).
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Die Killing-Formen von SL(n, R) (n > 2) bzw. von SO(n) (n > 3) sind nicht-ausgeartet.
Lie-Gruppen bzw. Lie- Algebren mit nicht-ausgearteter Killing-Form nennt man auch halb-
einfach. Diese Klasse von Lie-Gruppen bzw. Lie-Algebren kann man vollstindig klassifizie-
ren. Wir verweisen den interessierten Leser dazu auf Biicher {iber Lie-Gruppen-Theorie,
z.B. auf [K02]. Insbesondere besitzen solche Lie-Gruppen eine von der Killing-Form er-
zeugte biinvariante semi-Riemannsche Einstein-Metrik (siehe Aufgabe 1.10).

Wir beweisen hier noch

Satz 1.19 Sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Dann ist ihre Killing-Form negativ semidefinit.

Beweis Sei g die Lie-Algebra der kompakten Lie-Gruppe G und By ihre Killing-Form.
Nach Satz 1.12 existiert auf g ein Ad(G)-invariantes Euklidisches Skalarprodukt (-, -). Durch
Differenzieren erhilt man

@d(X)Y,Z) 4+ (Y,ad(X)Z) =0 VX,Y,Z eg.

Sei X € g und (Xj)) die zu ad(X) gehérende Matrix bzgl. einer fixierten orthonormalen
Basis in (g, (-, -)). Dann ist (Xjj) schiefsymmetrisch und es gilt

Bg(X, X) = Tr (ad(X) 0o ad(X)) = Tr ((Xj) o (Xu))

n n
= > XyXp = — D Xj <0

jk=1 k=1 O

Insbesondere ist die Killing-Form jeder kompakten, halbeinfachen Lie-Gruppe negativ de-
finit.

1.4 Lie-Untergruppen

In diesem Abschnitt betrachten wir Untergruppen von Lie-Gruppen. Wir geben Kriterien
dafiir an, dass eine Untergruppe einer Lie-Gruppe selbst eine Lie-Gruppe ist.

Definition 1.12 Es sei G eine Lie-Gruppe und (g, [-, -1¢) eine Lie-Algebra.

1. Eine Untergruppe H C G, die zusdtzlich mit einer glatten Mannigfaltigkeitsstruktur ver-
sehen ist, heifSt Lie-Untergruppe von G, wenn die Gruppenoperationen in H glatt sind und
die Inklusionsabbildung . : H — G eine glatte Immersion ist, d. h., wenn H mit dieser
Mannigfaltigkeitsstruktur sowohl eine Lie-Gruppe als auch eine Untermannigfaltigkeit®
von G ist.

8 Achtung: Der Begriff Untermannigfaltigkeit wird in der Literatur nicht einheitlich benutzt. Zu dem
hier benutzten Begriff der Untermannigfaltigkeit verweisen wir auf den Anhang A.3.
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2. Eine Lie-Untergruppe H C G heifst topologische Lie-Untergruppe, falls die Mannigfaltig-
keitstopologie von H mit der durch G induzierten Topologie iibereinstimmt.
3. Einlinearer Unterraum b C g heifst Lie-Unteralgebra von g, falls [, h]g C b gilt.

Lie-Unteralgebren i) C g sind also mit dem auf ) eingeschrinkten Kommutator von g selbst
Lie-Algebren. Ist ¢ : g1 — g2 ein Homomorphismus von Lie-Algebren, so ist das Bild von
¢ eine Lie-Unteralgebra in g, und der Kern von ¢ ein Ideal in g;.

Seien H eine Lie-Untergruppe der Lie-Gruppe G und §) bzw. g die Lie-Algebren von H
bzw. G. Da die Inklusionsabbildung ¢ : H < G ein Lie-Gruppen-Homomorphismus ist,
ist ihr Differential ¢, : h < g ein Lie-Algebren-Homomorphismus. t,(h) C g ist also
eine Lie-Unteralgebra von g. ¢, ist aulerdem injektiv. Im Folgenden identifizieren wir die
Lie-Algebra h immer mit ihrem Bild ¢, (h) C g und betrachten § als Lie-Unteralgebra von
g. Wenden wir Satz 1.3 auf die Inklusion ¢ : H < G an, so erhalten wir das kommutative

b
s l
H
d.h., es gilt exp” = expGIh.
Nun zum ersten Resultat dieses Abschnitts:

Diagramm

H

Q%m

H

Satz 1.20 Sei G eine Lie-Gruppe und H C G eine topologische Lie-Untergruppe. Dann ist H
abgeschlossen in G.

Beweis Sei (hy),cN eine Folge von Elementen von H, die in G gegen g € G konvergiert.
Wir miissen zeigen, dass g € H ist. Sei U C H eine Normalenumgebung von e € H und
U:= = (exp)~1(U) C b. Wir wihlen eine offene Umgebung 0 € V c U mit kompaktem
Abschluss cl(V) c U. Dann ist V = exp(V) C H offen und cl(V) = exp(cl(V)) C H
kompakt. DaH C G mitder Teilraumtopologie versehen ist, existiert eine offene Umgebung
W C Gvonee Gmit WNH = V.Seinun W C g eine offene Umgebung von 0 € g mit
exp(—VNV) ~exp(W) c W.

Wegen h,, — g existiert einng € Nmith, € g - exp(W) fiir alle n > ny. Dann ist

h;ol -hy, € (exp(—W)g_lg exp(W)) NHCWNH=V.

Nach Konstruktion von V existiert demnach eine Folge (x,) in V mit h’ - hy = exp(xy)
fiir n > ny. Wegen der Kompaktheit von cl(V) existiert eine konvergente Tellfolge (%Xn;)jeN
mit x,;, —> z € (V) c b. Dann folgt wegen exp(z) € H:

hnj = hy, - exp(xp;) — hy, - exp(z) € H.

Andererseits ist nach Voraussetzung h,, — g, d.h. g = hy, - exp(z) € H. O
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Unser Ziel ist es nun, die Umkehrung von Satz 1.20 zu zeigen, also dass jede abgeschlossene
Untergruppe H einer Lie-Gruppe G eine topologische Lie-Untergruppe ist. Das liefert uns
ein reiches Beispielreservoir fiir Lie-Gruppen und eine Methode, deren Lie-Algebren zu
berechnen.

Ein Kandidat fiir die zu H gehorige Lie-Algebra ist offensichtlich

h:={Xeg|exp(tX) e H firallet € R}.

Zunéchst werden wir zeigen, dass ) tatsdchlich ein Vektorraum ist. Danach werden wir auf
H einen glatten Atlas definieren, mit dem H eine topologische Lie-Untergruppe mit der
Lie-Algebra b wird.

Lemma 1.1 Sei (X,) N eine Nullfolge von nichttrivialen Vektoren in g mit exp(X,) € H
fiir jedes n. Wir setzen voraus, dass der Grenzwert X := lim 22 existiert. Dann gilt
n—00

(Xl
exp(tX) € H fiir allet € R.

Beweis Seit € R eine fixierte Zahl und ¢, := max{k € Z | k- || X,, ||< t}. Dann gilt:

I Xnll<t < (cn+1) || Xn ll. Da (Xp)en eine Nullfolge ist, folgt lim ¢, || X, I|=t.
n—0o0

Mit Satz 1.14 erhalten wir

X,
exp(cnXp) = (expX,)" = exP(Cn | X |l T Xn ||) <.
n

Somit konvergiert die Folge (exp(c,Xn))neN gegen exp tX. Da H abgeschlossen ist, folgt
exptX € H furallet € R. O

Lemma 1.2 Die Menge ) := {X € g | exptX € H fiir alle t € R} ist ein linearer Unter-
raum von g.

Beweis IstX € hunds € R, so folgt aus der Definition von ), dass sX € h. Seien X, Y € b.
Nach Satz 1.6 gilt fiir hinreichend kleine ¢

exp tX - exptY = exp(t(X + Y) + O(t?)) € H.

Sei t(X + Y) + O(t?) = t(X + Y + Z(t)). Wir wihlen eine Nullfolge hinreichend kleiner
positiver Zahlen ¢, — 0 so, dass

Xy = ta(X + Y + Z(t,)) # 0.

Dann gilt exp X,, € H und

X, X+Y+2Z2(ty) — X+Y
= n—-o0 —————— .
I Xnll I X+Y+Z(E) | I X+Y|
Aus Lemma 1.1 folgt exp(tﬁ) € Hfirallet e R,dh.X+Y eb. O
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Lemmal.3 Seih = {X € g | exptX € H fiirallet € R} und m C g ein algebraisches
Komplement zu b, d.h. g = m @ h. Dann existiert eine offene Umgebung Vi, C m des
Nullvektors o € m so, dass exp(Vin\{o}) NH = .

Beweis Angenommen, fiir jede Umgebung Vi, des Nullvektors in m gilt exp(Vin\{o}) N
H # (. Dann gibt es eine Nullfolge (X,) ,en in m mit exp(X,) € H. Sei £ die Menge

E={Xem|l X2}

und sei fiir jedes n € N eine Zahl ¢, € N so gewihlt, dass ¢,X,, € € gilt. Da £ kompakt ist,
existiert eine konvergente Teilfolge (¢, Xy,);, die gegen ein X € £ konvergiert. Dann gilt
X,, Cn X, X
= —_ .
X I N € X |l X

Aus dem Lemma 1.1 folgt exp(tnig—”) € H firrallet € Rund somit X € b.
Da aber X € £ C m im Komplement von b liegt, erhalten wir X = o im Widerspruch zu
L[| X[=2. O

Mit diesen Vorbereitungen beweisen wir.

Satz 1.21 Sei G eine Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra g und H C G eine abgeschlossene
Untergruppe von G. Dann ist H eine topologische Lie-Untergruppe von G, insbesondere selbst
eine Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra

h={Xeg| exptX € H fiir alle t € R}.

Beweis Sei r die Dimension von . Wir zeigen, dass H eine r-dimensionale topologische
Untermannigfaltigkeit von G ist. Dazu miissen wir um jeden Punkt a € H eine Karte
(U, 9 = (x1, ..., xn)) von G angeben mit

o(UNH)=¢eU)N{x; =...=xy—r = 0}. (1.11)
Seig=m@®hund ¢ : g — G die Abbildung

p:g=mdh — G
XPY — exp(X) - exp(Y).
Nach Satz 1.8 ist ¢ ein Diffeomorphismus auf einer Umgebung V.= V,, x Vy C m @ b
um den Nullvektor, wobei V,,, C m entsprechend Lemma 1.3 so gewahlt werden kann, dass

exp(Vm\{o}) N H = @ gilt. Danniist (U = ¢(V), 1) eine zuldssige Karte von Gume € G
mit der Eigenschaft

¢~ (UNH) = {o} x Vg = ¢~ (V)N ({0} x R).
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(U, ¢~ 1) ist also eine Untermannigfaltigkeitskarte um e € H. Fiir ein beliebiges Ele-
ment a € H erfiillt die Karte (L,(U), ¢! o L,-1) die Bedingung (1.11). Folglich ist H
eine r-dimensionale topologische Untermannigfaltigkeit von G, also eine topologische Lie-
Untergruppe. Die Elemente X € § sind linksinvariante Vektorfelder auf H, die Dimension
des Vektorraumes h und der Mannigfaltigkeit H stimmen iibereinstimmen. Also ist ) die
Lie-Algebra von H. 0

Beispiel 1.8 Die spezielle lineare Gruppe
SL(n,R) ={A € GL(n,R) | det A = 1}.

SL(n, R) ist eine abgeschlossene Untergruppe der Lie-Gruppe GL(n, R). Nach Satz 1.8 ist
SL(n, R) eine Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra

sl(n,R) = {X € gl(n; R) | det(e”™) =1 fiiralle t € R}.

Aus det(eX) = &) folgt insbesondere %(det(etx))’ o = Tr(X). Also ist eine Matrix X
genau dann in s((n, R), wenn Tr(X) = 0 gilt:

sl(n, R) = {X € gl(n, R) | Tr(X) = 0}.

Beispiel 1.9 Invarianzgruppen nichtausgearteter Formen

Sei K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen oder der Schiefkorper der Quater-
nionen und bezeichne (-, -) eine nichtausgeartete bilineare (K = R) oder hermitesche
(K = C, H) Form auf K". Die Invarianzgruppe dieser Form, die sogenannte Automorphis-
mengruppe von (K", (-, -)),

H = Aut(Kns <'1 ))
:={A: K" — K" | A linear und (Ax, Ay) = (x, y) fiiralle x, y € K"},

ist eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n, K), also eine Lie-Gruppe. Wir wollen ihre
Lie-Algebra b bestimmen. Fiir eine lineare Abbildung A : K” — K" gibt es eine eindeutig
bestimmte adjungierte Abbildung A* mit

(Ax,y) = (x, A™y) firalle x, y € K".
Fiir die adjungierte Abbildung gilt offensichtlich
d * / * A* A *
7 A7) = @A) und &% = ()",
wobei A(t) eine differenzierbare Familie von linearen Abbildungen bezeichnet. Wir zeigen

b~ (X egl(nK)| X =—X*. (1.12)
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Aus der Definition von H und A* folgt bei Identifizierung der linearen Abbildungen mit
Matrizen

H~{AeGL(nK)|A*A = E}. (1.13)

Somit ist nach Satz 1.21 die Matrix X genau dann in b, wenn sie fiir alle t € R die Bedingung

*
(etX)*etX — etX etX —E

erfilllt. Die Ableitung dieser Bedingung liefert fiir Matrizen X aus ) die Eigenschaft X* =

—X. Ist andererseits Letzteres erfiillt, so kommutieren X und X* und es gilt X e =

et X+ — o0 — E fiiralle t € R. X liegt folglich in h. Damit haben wir (1.12) bewiesen.

Wir betrachten als erstes Beispiel den R” mit dem Skalarprodukt (-, -), 4

(xa y)p,q = _x1y1 —_ . — xPyP +xp+1yp+1 + -+ xnyn.

Hierbei ist n = p+ qund 0 < p < n. Die Invarianzgruppe dieses Skalarproduktes

heifit (pseudo-)orthogonale Gruppe und wird mit O(p, q) bezeichnet. Fiir eine Matrix
A € O(p, q) gilt A* = J, 4A'], 4, wobei J, 4 = (7(1)1’ (;q) und I die Einheitsmatrix in
GL(k, R) ist. Entsprechend den Formeln (1.13) und (1.12) gilt fiir die Lie-Gruppe O(p, q)

und ihre Lie-Algebra o(p, q)

O(p,q) = {A € GLn,R) | A'Jp A = Jp 4},
o(p, ) = {X € gl(n,R) | X'Jp.q + Jp.qX = 0}.

Als zweites Beispiel betrachten wir den R*" mit der symplektischen Form wy

n
©0(X, ) = D XiYntj = Xnt i)
j=1

Die Invarianzgruppe dieser nichtausgearteten Form heif8t symplektische Gruppe und wird
mit Sp(2n, R) bezeichnet. Fiir eine Matrix A € Sp(2n, R) gilt A* = —F,A'F,, wobei

_ (01
Fo= (00

Aus (1.13) und (1.12) folgt fiir die symplektische Gruppe und ihre Lie-Algebra

Sp(2n,R) = {A € GL(2n, R) | A'F,A = F,},
sp(2n, R) = {X € gl2n, R) | X'F, + F,X = 0}.

Die Bestimmung der Lie-Algebren fiir andere Automorphismengruppen geht analog. Wir
fassen einige Spezialfille in der folgenden Tabelle zusammen.
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H Relation b Relation

SL(n,K) C GL(n,K) detA =1 sl(n,K) TrX=0

Sp2n, K) € GL(2n,K) A'FA =F sp(2n, K) X'F+FX =0

o(n) C GL(n,R) |A'A=E o(n) Xt+X=0

SO(m) CGL(n,R) A'A=E,detA=1 so(n) X'+X=0

U(n) Cc GL(n,C) A'A=E u(n) Xt+X=0

SU(m)  C GL(n,C) A'A =E,detA =1 su(n) X 4+X=0,TrX=0
Sp(n)  C GL(n,H) A'A=E sp(n)  X'+X=0

O(p.q CGL(n,R) AJA=] op.9 X'J+JX=0
SO(p,q) C GL(n,R) A'JA=],detA=1s0(p,q) X'J+JX=0

U(p.q) CGL(»n,C) AJA=] up.qg) X'J+JX=0
SU(p,q) C GL(n,C) AJA=],detA=1 su(p,q) XJ+J]X=0,TrX=0
Sp(p.q) C GL(n,H) A'JA=] sp(p.g) X'J+JX=0

In dieser Tabelle ist ] = Jp ¢, F = Fn und Tr X die Spur der Matrix X.

Eine ausfiihrliche Behandlung der Eigenschaften der klassischen Lie-Gruppen findet der
interessierte Leser in dem Buch [He90].

Ist H eine Lie-Untergruppe einer Lie-Gruppe G, so ist ihre Lie-Algebra b eine Lie-
Unteralgebra der Lie-Algebra g von G. Wir wollen im Folgenden die Umkehrung dieser
Aussage beweisen:

Satz 1.22 Sei G eine Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra g und by C g eine Lie-Unteralgebra.
Dann existiert eine eindeutig bestimmte zusammenhdingende Lie-Untergruppe H C G mit
der Lie-Algebra b.

Beweis Fiir den Beweis benutzen wir den Satz von Frobenius, der im Anhang A.4 zu finden
ist. Wir fixieren eine Basis (Xi, ..., X;) von ) und betrachten die folgende geometrische
Distribution E auf der Lie-Gruppe G:

E:geG— E;:={X(g) € T,G| X €h Cg}=span(Xi(g), ..., X (g).

Wir zeigen zunichst, dass E involutiv ist: Zwei Vektorfelder X und Y auf G mit Werten in
E lassen sich in der Form

r r
X(@ = fi@Xig) und Y@ = > h(gXg)
i=1 i=1
darstellen, wobei f; und h; glatte Funktionen auf G sind. Dann folgt fir den Kommutator:

[X, Y1 =D fil [Xi, X1 + fiXi(h)X; — X (f) Xi.
ij=1
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Wegen [X;, X;] € b nimmt das Vektorfeld [X, Y] seine Werte ebenfalls in E an, E ist also
involutiv. Nach dem Satz von Frobenius existiert dann eine maximale zusammenhéngende
Integralmannigfaltigkeit H C G von E durch e € G. Wir zeigen, dass H eine Untergruppe
von G ist: Sei a € H. Dann ist L,-1(H), versehen mit der durch die Linkstranslation L,
tibertragenen Mannigfaltigkeitsstruktur ebenfalls eine zusammenhéingende Untermannig-
faltigkeit von G. Wegen der Linksinvarianz der Vektorfelder in b gilt

T,~1,(L,—1H) =dL,~1(TpH) = dL,~1({X(h) | X € b})
= {X(a'h) | X € b} = Egy,

also ist L,-1H ebenfalls eine zusammenhingende Integralmannigfaltigkeit von E durch
e € G. Da H maximal mit dieser Eigenschaft ist, folgt L,-1H C H fiir alle a € H. Also
liegt mit zwei Elementen a,h € H auch a™'h € H, H ist demnach eine Untergruppe
von G. Da H eine Untermannigfaltigkeit von G ist, ist die Inklusion ¢ : H — G ein
reguldrer Gruppenhomomorphismus. Es bleibt zu zeigen, dass H selbst eine Lie-Gruppe
ist, d. h., dass die Gruppenmultiplikation  : (a,h) € H x H —> a~'h € H glatt ist. Sei
i1 G x G —> G die entsprechende Gruppenmultiplikation in G. & ist glatt, da G eine
Lie-Gruppe ist, auflerdem kommutiert folgendes Diagramm:

HxH-->H

N

G

Die Glattheit von p folgt dann aus dem zweiten Teil des Satzes von Frobenius. Da h =
E. = T.H, ist die Unteralgebra ) C g die Lie-Algebra der Lie-Gruppe H. Damit ist die
Existenzaussage des Satzes bewiesen.

Es bleibt die Eindeutigkeit von H zu zeigen. Sei H eine weitere zusammenhingen-
de Lie-Untergruppe von G mit der Lie-Algebra h. Dann ist H ebenfalls eine Integral-
mannigfaltigkeit von E durch e € G. Wegen der Maximalitit von H ist H C H. Nun sind
die Normalumgebungen Ul(e) := {exp(tX) | X € b, |t| < ¢} in H und H enthalten. Da H
und H zusammenhingend sind, erzeugt U (e) sowohl H als auch H, d.h. H = H. O

Wie wir aus Satz 1.21 wissen, ist jede abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe eine
Lie-Untergruppe. Wir wollen das gleiche jetzt fiir eine weitere Klasse zusammenhéngender
aber nicht notwendig abgeschlossener Untergruppen beweisen.

Satz 1.23 Sei G eine Lie-Gruppe und H C G eine Untergruppe von G, die folgende Eigen-
schaft hat: Zu jedem h € H gibt es eine stiickweise glatte Kurve y : I — G mit Bild in H,
die das neutrale Element e mit h verbindet. Dann ist H eine Lie-Untergruppe von G.

Beweis Wir identifizieren im Folgenden wie iiblich den Tangentialraum T,G mit der Lie-
Algebra g von G und betrachten die Teilmenge
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S.— { XeT, G‘ es existierty : I — G stiickweise glatt]

y(0) = e, y'(0) = X,Im(y) C H

Wir zeigen zunichst, dass S eine Unteralgebra von g ist:

Seien X, Y € Sund x(#) bzw. y(¢) entsprechende Kurven in H mitx’(0) = X undy’(0) = Y.
Fiir r € R ist die Kurve z(t) := x(rt) glatt mit z(0) = e und z/(0) = rX. Alsoist 7X € S.
Die Kurve n(t) = x(t) - y(t) ist ebenfalls glatt mit Bild in H und erfullt n(0) = e und
17'(0) = x'(0)+y'(0). Folglichist X + Y € S. Damit ist S ein Unterraum. Es bleibt zu zeigen,
dass [X, Y] € S. Dazu betrachten wir ein Element h € H und die Kurve u(t) = hx(t)h~! =
ap(x(t)). Die Kurve u ist glatt, das Bild liegt in H, £(0) = e und ©/(0) = Ad(h)x'(0).
Folglich gilt Ad(h)X € S fiir alle h € H. Fr die Kurve y(¢) folgt damit Ad(y(¢))X € S. Die
Ableitung dieser Kurve ergibt

ad(y' (0)X = ad(Y)X = [V, X] € S.

Damit ist bewiesen, dass S eine Lie-Unteralgebra von g ist. Nach Satz 1.22 existiert eine
Lie-Untergruppe K von G mit der Lie-Algebra S. Es bleibt zu zeigen, dass K = H.

Wir zeigen zuerst H C K. Seih € Hund y : [0, 1] = G eine stiickweise glatte Kurve mit
Bild in H und y(0) = ¢, (1) = h. Sei s € [0, 1] ein fixierter Parameter und v, die Kurve
vs(t) = y(s)" 1y (t). Dann ist v/(s) = dL, -1 (y'(s)) € S und folglich y'(s) € dL,S.
Entsprechend dem Beweis von Satz 1.22 ist

g€G —> S = dLy(S)

die geometrische Distribution, die die Lie-Gruppe K als maximale Integralmannigfaltigkeit
hat. Nach dem Satz von Frobenius liegt jede stiickweise glatte Kurve, deren Tangential-
vektoren alle in der Distribution S liegen, vollstindig in K. Folglich ist Im(y) C K, also
insbesondere h € K.

Um K C H zu zeigen, fixieren wir eine Basis (X1, . .., X;) von S und entsprechende Kurven
x1(t), ..., x,(¢) in H mit xj(0) = e und x]f(O) = Xj. Die Abbildung f: U — H C K

f(t],...,tr) =x1(ty))-...-x(ty) e HCK

bildet stiickweise glatt von einer offenen Umgebung U des Nullvektors im R" in die Un-
termannigfaltigkeit K von G ab. Da die Vektoren Xj, ..., X, eine Basis in S bilden, ist das
Differential von f im Nullvektor regulir, also f ein lokaler Diffeomorphismus um 0. Wihlen
wir U hinreichend klein, so konnen wir annehmen, dass f die Menge U diffeomorph auf
die offene Teilmenge f(U) C K abbildet. Da K zusammenhingend ist, wird K von f(U)
erzeugt. Da aber nach Definition von f die Menge f(U) in H liegt, ist K C H. O
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1.5 Transformationsgruppen und homogene Raume

In diesem Abschnitt betrachten wir Mannigfaltigkeiten, auf denen eine Lie-Gruppe G glatt
und transitiv wirkt. Wir werden zeigen, dass sich solche Mannigfaltigkeiten als Faktorrdume
G/H fiir eine abgeschlossene Untergruppe H C G darstellen lassen. Andererseits tragt jeder
solche Faktorraum G/H eine kanonische Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass G glatt und
transitiv wirkt.

Definition 1.13 Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Lie-Gruppe. Man sagt: G wirkt von
links auf M, falls eine glatte Abbildung

p:(g.x)eGXMr—g-xeM
gegeben ist, fiir die folgende Eigenschaften gelten:

1. Fiir jedes g € G ist die Abbildung I, : x € M — g - x € M ein Diffeomorphismus.
2. x =e-x fiiralle x € M, wobei e das 1-Element von G ist.
3. g-(a-x)=(g-a)- x firallexeM, g,aeG.

Ist eine solche Wirkung von G auf M gegeben, so nennt man das Paar [M, G] auch Liesche
Transformationsgruppe. Eine G-Wirkung ¢ : G x M — M heifit transitiv, falls zu jedem
Paar x,y € M ein g € G existiert mit ¢ - x = y. Die Wirkung heif3t einfach-transitiv, falls
sie transitiv ist und das Element g eindeutig bestimmt ist. Sie heif3t frei, falls [, : M — M
fixpunktfrei fiir alle g # e ist. Die Wirkung heif3t effektiv, falls [, = Idy nur fiir g = e gilt.
Analog definiert man diese Begriffe fiir eine Rechtswirkung ¢ : M x G — M. In diesem
Fall bezeichnet ry den Diffeomorphismus 1y : x € M~ x - g 1= ¢(x,g) € M.

Definition 1.14 Eine Mannigfaltigkeit M, auf der eine Lie-Gruppe G transitiv wirkt, heifst
homogener Raum.

Beispiel 1.10 Die Lie-Gruppe GL(n, R) wirkt von links auf R” durch die Matrizenmulti-
plikation ¢ (A, x) := Ax. Diese Wirkung ist transitiv auf R"\{o}, wobei o den Nullvektor
von R" bezeichnet.

Beispiel 1.11 Die orthogonale Gruppe O(n) wirkt transitiv auf der Sphére S"l(r)={x €
R" ||| x || = r} vom Radius r im R", aber nicht transitiv auf R"\ {o}.

Beispiel 1.12 Wir betrachten die spezielle unitire Gruppe SU(2) und ihre 3-dimensionale
Lie-Algebra
su(2) = {X esl(2,C) | X' + X =0}

ix] Xy + ix3 ¢ 3 3
= [( . . ) | (x11x2’x3) ER ~R .
—Xy +1x3 —ixy
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Wir identifizieren einen Vektor x = (x1, x2, x3)) € R? mit der durch ihn definierten
Matrix X(x) € su(2) und bezeichnen mit ¢(X(x)) = x die inverse Zuordnung. Dann
gilt det(X(x)) = (x, x)gs. Die adjungierte Darstellung von SU(2) iiber su(2) liefert eine
Wirkung von SU(2) tiber dem 3-dimensionalen Euklidischen Raum R3:

(A, x) € SUQR) x R — I1(x) = p(AX (x)A™1) e R,

Die Abbildung I4 : R® — R3 ist speziell-orthogonal. Man kann zeigen, dass der Homo-
morphismus
p:AeSUR)— 4 € SOQ3)

eine 2-fache Uberlagerung der speziellen orthogonalen Gruppe SO(3) ist.

Beispiel 1.13 Wir betrachten die spezielle lineare Gruppe SL(2, C) und definieren eine
Wirkung dieser Gruppe auf dem 4-dimensionalen Minkowski-Raum R!:3. Dazu identifi-
zieren wir zunichst den Minkowski-Raum mit dem Vektorraum 7 (2) der hermiteschen
(2 x 2)-Matrizen: Seien

(01 (0 (1o
'=\10) 27 \io ) 27 \o-1

1
die Pauli-Matrizen und op = ( 0 ) Dann ist die Abbildung

01
R — H(2)
3 0 3001 2
0 .1 2 3 k X +x X —ix
= 5 5 5 X = = .
x=(x",x,x°,x") —> X(x) k_gox ok (x1+1x2 xo—x3>

ein Isomorphismus. Die inverse Abbildung ist durch
1
XeHQ)r— (xk = 3 Tr (ak oX)) eR!3
gegeben. Ist X € H(2) und A € SL(2; C), so ist AXA! ebenfalls in H(2). Dies gestattet es,
die folgende Wirkung von SL(2, C) auf dem Minkowski-Raum zu definieren:

¢ :SL(2,C) x R — RM ~ H(2)
(A, x) —> AX(x)A".

Fir die Determinante der hermiteschen Matrix X (x) gilt
det X(x) = (x")? = (¢1)? = (¢*)* = (&)

Folglich erhilt die Transformation
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Iy iR — RY3

x+— ¢(A, x)

die Minkowski-Metrik n(x, y) = —x%y? + x'y! + x?y? + x3y>. Man kann zeigen, dass der
Lie-Gruppen-Homomorphismus

p:AeSLR2,C) — Iy € SOy(1, 3)

eine 2-fache Uberlagerung der eigentlichen Lorentzgruppe SO°(1, 3), d. h. der Zusammen-
gangskomponente des 1-Elementes von O(1, 3), ist.

Sei G eine Lie-Gruppe und H C G eine abgeschlossene Untergruppe. Wir nennen zwei
Elemente g1, ¢ € G aquivalent (g1 ~u £), falls es ein h € H mit g = g - h gibt. Mit
[gl:=={g-h|heH}=gH seidie Aquivalenzklasse eines Elementes ¢ € G bezeichnet.

G/H = | JIg]

geG

sei die Menge der Aquivalenzklassen und 7 : G — G/H die natiirliche Projektion 7 (g) =
[g]. Wir zeigen nun, dass der Faktorraum G/H ein homogener Raum ist.

Satz 1.24 Sei H eine abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe G. Dann existiert auf
dem Faktorraum G/H eine Mannigfaltigkeitsstruktur so, dass gilt:

1. Die Projektion w : G — G/H ist glatt.

2. Mitder Linkswirkung (g, [al) € Gx G/H +— [ga] € G/H ist G/H ein homogener Raum.

3. Es existieren ,lokale Schnitte in & : G — G/H , d. h., zu jeder Aquivalenzklasse [a] €
G/H existiert eine Umgebung W ([al) C G/H und eine glatte Abbildung s, : W([a]) —
G mitm o5y = Idw([u]).

Beweis Wir versehen die Menge der Aquivalenzklassen G/H mitder durchz : G - G/H
definierten Faktortopologie. Da H eine abgeschlossene Teilmenge von G und 7 eine offene
Abbildung ist, ist G/H ein Hausdorff-Raum mit abzahlbarer Basis. Wir definieren nun um
jeden Punkt [g] € G/H eine Karte: Dazu verfahren wir wie im Beweis von Satz 1.21. Sei b
die Lie-Algebra von H, m C g ein algebraisches Komplement von f in g und ¢ der lokale
Diffeomorphismus um den Nullvektor o € g

¢p:g=médh— G
XBY — exp(X) - exp(Y).
Wir verkleinern die im Beweis von Satz 1.21 angegebene Umgebung V = Vi x Vy

noch einmal auf eine Umgebung W = Wiy x Wy C Vi x Vy derart, dass (exp wy— L.
exp W C U. Dann priift man leicht nach, dass fiir jedes g € G die Abbildung
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exp

Ly p
g Wm — G— G— G/H

ein Homo6omorphismus auf ihr Bild ist. Folglich ist ((p[g](Wm),(p[;]l) eine Karte um
[g] € G/H. Fiir zwei solche Karten, deren Kartenbereiche einen gemeinsamen Durch-
schnitt haben, gilt

Plal © 91 X) = prmo ¢~ (Ly-1gexp(X)), X € W,

wobei pry, die Projektion von g auf m bezeichnet. Da alle Abbildungen auf der rechten Seite
glatt sind, sind die Karteniiberginge glatte Abbildungen. Demnach ist

A= {(¢1g1(Wm), ¢5)) | € € G}

ein glatter Atlas auf G/H.

Wir zeigen nun, dass die Projektion 7 : G — G/H beziiglich dieser Mannigfaltigkeits-
struktur glatt ist. Dazu betrachten wir die Kartendarstellung von 7 um g € G in den Karten
(Lgop(W), (Lg o $) ™) um g € G und (¢[g)(Win), (p[;]l) um [¢] € G/H. Benutzt man die
Definition von ¢g}, so erhélt man fiir die Kartendarstellung der Projektion 7

(p[;]l omo(Lgo¢)=prm.

7 ist folglich glatt. Auf analoge Weise zeigt man die Glattheit der Linkswirkung von G auf
G/H. Die Transitivitit der Wirkung folgt aus den Gruppeneigenschaften von G. Somit ist
G/H ein homogener Raum.
Lokale Schnitte fiir 7 : G — G/H erhilt man auf folgende Weise:
Fiir [g] € G/H betrachten wir den Kartenbereich W([g]) := ¢[g)(W) und die glatte
Abbildung

Sig] *= Lgoexpo go[;]l :W(gh — G.

Sei [a] € W([g]). Dann existiert genau ein X, € Wiy, mit
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[a]l = ¢g)(Xm) = mLgexp X = wLgexp golgjl [a]l = 7 (sg1laD).
Folglich ist sjg) ein lokaler Schnitt. O

Wenn wir im Folgenden von abgeschlossenen Untergruppen H einer Lie-Gruppe G und
von homogenen Raumen G/H reden, so seien diese immer mit den in Satz 1.21 und 1.24
beschriebenen Mannigfaltigkeitsstrukturen versehen.

Wir zeigen als néchstes, dass sich jeder homogene Raum [M, G] in der Form M = G/H
fir eine geeignete abgeschlossene Untergruppe H C G darstellen lasst. Fiir einen Punkt
x € M bezeichnet G, C G den Stabilisator von x:

Gy ={geG| gx=x}.

Gy ist offensichtlich eine abgeschlossene Untergruppe von G. Es gilt

Satz 1.25 Sei G eine Lie-Gruppe, die von links transitiv auf M wirkt, und x € M. Dann ist
die Abbildung
VU:laleG/IGyr—>a-xeM

ein G-dquivarianter Diffeomorphismus, d. h., es gilt W (g-[a]) = g- ¥ ([a]) fiirallea, g € G.

Beweis Da G transitiv auf M wirkt, ist ¥ korrekt definiert und bijektiv. Die Vertausch-
barkeit von ¥ mit der G-Wirkung folgt aus der Definition. Es bleibt zu zeigen, dass ¥ ein
Diffeomorphismus ist. Sei 8 : G — M die glatte Abbildung S(g) = g - x. B ist ein Lift von
¥,d.h. ¥ o = B. Analog wie im Beweis von Satz 1.24 zeigt man, dass die Kartendar-
stellungen von ¥ glatt sind. Es gentigt nun zu zeigen, dass fiir jeden Punkt [a] € G/Gy das
Differential

AW : TiaG/Gx = Ty oM

ein Isomorphismus ist. Bezeichnen wir die Linkswirkung des Elementes a € G auf G/Gy
und auf M der Einfachheit halber in beiden Fillen mit I,, so gilt

AWa o (dlg)e] = (dlg)x 0 d¥e).

Es reicht also aus, die Isomorphie von d¥) fiir das triviale Elements e € G zu zeigen.
Aus Satz 1.24 folgt T1,)(G/Gy) = dgpe(m), wobei m C g ein algebraisches Komplement
der Lie-Algebra b von Gy ist. Fiir X € m erhalten wir

AW (dere}(X)) = d(W o 7w 0 exp)(X) = d(B o exp)(X) = dBe(X).
Die Abbildung dg, : g — TxM hat den Kern b, folglich ist
AW : Tie)(G/Gx) = TxM

ein Isomorphismus. 0
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Beispiel 1.14 Sei S” C R"*! die Sphire vom Radius 1. Die spezielle orthogonale Gruppe
SO(n + 1) wirkt transitiv auf $”. Der Stabilisator des Vektors e, 11 = (0,0, ...,0, 1)’ ist
die Untergruppe SO(n) < SO(n + 1), eingebettet durch A — (OA ?) Folglich kann man
§" als homogenen Raum S" = SO(n + 1)/SO(n) darstellen.

Beispiel 1.15 Sei RP" der n-dimensionale reell-projektive Raum. RP" ist die Mannigfal-
tigkeit aller Geraden durch o im R"*!. Die Gruppe SO(n + 1) wirkt transitiv auf RP". Der
Stabilisator der Geraden Re, 1 ist die Untergruppe

O(n) = {(‘3 de‘:A) |Ae O(n)} C SO(n+1).

Also haben wir
RP" = SO(n + 1)/0(n).

Beispiel 1.16 Sei CP" der n-dimensionale komplex-projektive Raum. CP” ist die Mannig-
faltigkeit aller 1-dimensionalen komplexen Unterraume des C"!. Wie im Beispiel 2 erhalt
man

CP" =SU(n+1)/S(U(1) x U(n)).

Beispiel 1.17 Bezeichne K die reellen oder komplexen Zahlen oder die Quaternionen
und (-, -)gn das entsprechende Standard-Skalarprodukt. Unter der Stiefel-Mannigfaltigkeit
Vi (K") versteht man die Menge der k-Tupel von orthonormalen Vektoren im K"

ViK™ = {1, ..., v | vi € K, (i, vj)n = 8}

Diese Menge kann man mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen. Die orthogonale
Gruppe O(n) wirkt transitiv auf Vi (R") durch

A-(v,...vi) = (Avy, .. Avp).

Der Stabilisator des k-Tupels (e,—k+1, - - - , €x) ist die Untergruppe

O(n—k)= [(32) IAGO(n—k)} C O(n).

(Hierbei bezeichnet ¢; = (0,...,0,1,0,...) und E die Einheitsmatrix.) Demnach ist
Vi(R™) als homogener Raum

Vi([R") = O(n)/O(n — k)
darstellbar. Analog erhilt man

Vi(C"H =Um)/U(n — k),
Vi(H") = Sp(n)/Sp(n — k).
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Beispiel 1.18 Unter der Grassmann-Mannigfaltigkeit G (K") versteht man die Menge aller
k-dimensionalen Unterrdume von K”. Auch diese Menge trigt eine Mannigfaltigkeitsstruk-
tur und ist auf folgende Weise als homogener Raum darstellbar:

Gk(R") = O(n)/(O(k) x O(n — k)),
Gk (C") = Um)/(U(k) x U(n —k)),
Gr(H") = Sp(n)/(Sp(k) x Sp(n — k)).
Man kann eine Mannigfaltigkeit M ggf. auf verschiedene Weise in der Form G/H darstel-

len, da verschiedene Gruppen transitiv auf M wirken konnen. Eine besonders niitzliche
Darstellung als Faktorraum ist die als sogenannter reduktiver homogener Raum.

Definition 1.15 Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe, by die Lie-
Algebra von H und g die Lie-Algebra von G. Der homogene Raum G/H heifst reduktiv, falls
es eine Vektorraum-Zerlegung g = b @ m der Lie-Algebra g gibt, so dass

Ad(Hm Cm
gilt.

Die Sphidre S§” hat z. B. die reduktive Darstellung $" = SO(n + 1)/SO(n) (Beispiel 1.14).
Eine weitere (nicht-reduktive) Darstellung von S” als homogener Raum ist in Aufgabe 1.11.
am Ende des Kapitels beschrieben.

1.6 Fundamentale Vektorfelder

Wirkt eine Lie-Gruppe G auf einer glatten Mannigfaltigkeit M, so definiert jedes Element
der Lie-Algebra g von G ein spezielles Vektorfeld auf M, das sogenannte fundamentale
Vektorfeld, das auch in der Eichfeldtheorie eine wichtige Rolle spielt.

Definition 1.16 Sei [M, G] eine Links-Transformationsgruppe und X € g. Das Vektorfeld
X auf M,

= d

X(x) := E(exp(—tX) ~x)|t:0,
heifit das zu X gehorende fundamentale Vektorfeld. Ist [M, G] eine Rechtstransformations-
gruppe, so ist das fundamentale Vektorfeld definiert durch

Ry = 4 tX
(%) = E(x - exp(tX))|/=o.

Satz 1.26 Sei [M, G] eine Liesche Transformationsgruppe.
1. Die Abbildung
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g— X(M)
X— X

ist linear und es gilt [E\/Y] = [X', ?]. Insbesondere bildet die Menge der fundamentalen
Vektorfelder eine Lie-Unteralgebra der Lie-Algebra aller Vektorfelder.
2. Wirkt die Zusammenhangskomponente der Einheit von G effektiv auf M, so ist

g— (X eX(M) | X eg)

ein Lie-Algebren-Isomorphismus.
3. Wirkt G von rechts auf M, so gilt fiir allea € Gund X € g

—_~—

(dry)(X) = Ad(a—H)X.

Fiir eine Linkswirkung gilt
(dl)(X) = Ad(a)X.

Beweis Wir fithren den Beweis hier fiir Rechtswirkungen. Fiir Linkswirkungen schlief3t
man analog. Sei x € M fixiert und bezeichne ¢, : G — M die Abbildung ¢, (g) = x - g. Fir
ein linksinvariantes Vektorfeld X € g gilt

d
(dox)a(X(a)) = dpx(dLa(X(e))) = E((px(Lu(eXp £X)))lt=o

d ~ -
= E(x -a-exp tX)|[:0 = X(x-a) = X(px(a)).

Folglichsind X € g C X(G) und X € X(M) @x-verkniipft fiir alle x € M. Damit erhilt man

[X,Y]=[X, Y]

Die Linearitit der Zuordnung X € g — X € X(M) folgt aus der Linearitit des Differentials
(dgy)a- Sei G° die Zusammenhangskomponente von e € G. Wir zeigen, dass die Zuord-
nung X € g — X € X(M) injektiv ist, falls G° effektiv wirkt.

Sei X = 0. Dann ist jeder Punkt von M eine Nullstelle von X, folglich bewegt der Fluss von
X die Punkte von M nicht. Wir erhalten

x-exptX =x furallexe M,teR.

Fir hinreichend kleine £y € R liegt gy = exp X in einer Normalenumgebung des 1-
Elementes von G°. Da G° effektiv auf M wirkt, folgtaus r,, = Idj dass go = e, also X = Oist,
Seinunx € M, a € Gund X € g. Dann gilt:

(dra(X))(x) = (drg)ge1 X (xa™ 1))
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d
= (drg) .1 (E(xa_1 - exp tX)lt:())

d
= E(x . (a_1 -exptX - a))|t:0

d
= E(x . (aa—lexp tX))l[:()

d
== (x - exp(t Ad(a_l)X)) lt=0

= (Ad@ X)), -

Wir beweisen abschliefSend eine im Folgenden haufig benutzte Ableitungsregel fir Trans-
formationsgruppen.

Satz 1.27 Essei[M, G] eine von rechts wirkende Transformationsgruppe. Sei x(t) eine Kurve
in der Mannigfaltigkeit M mit x(0) = x, g(t) eine Kurve in der Lie-Gruppe G mit g(0) = g
und bezeichne z(t) die Kurve z(t) := x(t) - g(t) in M. Dann gilt folgende Formel fiir den
Tangentialvektor der Kurve z(t) int = 0:

P

2(0) = drg(x(0)) + (dLg-1£(0)) (x - g). (1.14)

Dabei bezeichnet X das von einem Element X der Lie-Algebra von G erzeugte fundamentale
Vektorfeld auf M.

Beweis Sei ¢ : M x G — M die G-Wirkung auf M. In den folgenden Rechnungen
benutzen wir die kanonische Identifizierung des Tangentialraums von M x G mit denen
der Faktoren M und G

Ty (M X G) = TxM @ T¢G.

Mit rg : M — M und ¢, : G — M bezeichnen wir die durch ry(x) := x - ¢ und
@x(g) 1= x - g definierten Abbildungen. Wir erhalten

. d o
z(0) = E(¢(x(t),g(t)))|t=o = dp(x.g)(%(0), £(0))
= d(x.g)(%(0), 0) + dp(x.)(0, £(0))

_d d
= a(¢(x( ) )le=0 + Z@)(x,g(t)))lt:o

d d
= 2 (e O)li=0 + 7 (2@ (1) =0
= drg(5(0)) + dpx(§(0)).
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Sei X € g das vom Vektor dLg—l £(0) € T,G erzeugte linksinvariante Vektorfeld in g. Aus
dem Beweis von Satz 1.26 wissen wir, dass

X(x - ) = dpc(X(9)) = dex(§(0)).

Damit ist die Formel (1.14) bewiesen. O

1.7  Aufgaben zu Kapitel 1

1.1. Eine Gruppe G, die zusitzlich mit einer Topologie versehen ist, heif3t topologische
Gruppe, wenn die Abbildung

GxG— G

(g,a)r—>g-(f1

stetig ist. Sei G eine zusammenhangende topologische Gruppe und U eine beliebige Umge-
bung des neutralen Elementes von G. Zeigen Sie, dass die Menge U die Gruppe G erzeugt.

1.2. Zeigen Sie, dass es genau zwei 2-dimensionale, zueinander nicht isomorphe reelle
Lie-Algebren gibt. Geben Sie in beiden Fillen eine Lie-Gruppe mit der entsprechenden
Lie-Algebra an.

1.3. Zeigen Sie, dass die Sphire S die Struktur einer Lie-Gruppe trigt. Warum kann es
keine Lie-Gruppen-Struktur auf der Sphire S? geben?

1.4. Zeigen Sie, dass die Lie-Algebra der speziellen orthogonalen Gruppe SO(3) isomorph
zur Lie-Algebra (R?, x) ist, wobei x das Vektorprodukt im R bezeichnet.

1.5. Fir A € GL(n, R) und v € R” bezeichne F, , die folgende Abbildung auf dem R":
Fyy(x) := Ax + v, x € R".

Zeigen Sie, dass die affine Gruppe Aff(R") := {F4, | A € GL(n,R), v € R"} eine Lie-
Gruppe ist und bestimmen Sie ihre Lie-Algebra.

1.6. Sei SO(n) die spezielle orthogonale Gruppe und so(n) ihre Lie-Algebra, betrachtet als
Menge der schiefsymmetrischen Abbildungen des R”. Weiterhin bezeichne p, die durch
die Matrizenwirkung von SO(n) auf R” induzierte Darstellung von SO(n) auf dem Raum
der alternierenden Tensoren R” AR". Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ : R AR" —
s50(n), die durch

d(v Aw) =Xy, wobei X, ,(2) = (v,z)w— (w,z)v firzeR",
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gegeben ist. Zeigen Sie, dass ¢ ein linearer Isomorphismus ist, der mit der Wirkung (02)+
von so(n) auf R” A R” und der durch die adjungierte Darstellung ad definierten Wirkung
von s0(n) auf s0(n) kommutiert.

1.7. Bestimmen Sie die Signatur der Killing-Formen von s[(2, R) und von su(2).

1.8. Es sei so(p, g) die Lie-Algebra der pseudo-orthogonalen Gruppe O(p, q). Zeigen Sie,
dass fiir die Killing-Form von so(p, q) die Formel

BsopgX.Y) =(n—2) Tr(X oY)

mit n = p + g gilt. Zeigen Sie, dass die Killing-Form Bsg(p,q) nicht-ausgeartet ist und
bestimmen Sie ihre Signatur.

1.9. (Metriken konstanter Kriimmung auf Lie-Gruppen.)
a) Es sei h die linksinvariante Metrik auf SU(2), die durch das Skalarprodukt

1
<X, Y)gu(z) = _E Tr (X o Y)

auf der Lie-Algebra su(2) von SU(2) gegeben ist. Zeigen Sie, dass (SU(2), h) eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit ist, die isometrisch zur Sphire S* mit der Standardmetrik ist.
(Insbesondere ist (SU(2), h) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter
Schnittkriimmung 1.)

b) Es sei b die linksinvariante Metrik auf SU(1, 1), die durch das Skalarprodukt
1
(X, Y)sua,n = +E Tr(XoY)

auf der Lie-Algebra su(1, 1) von SU(1, 1) gegeben ist. Zeigen Sie, dass durch (SU(1, 1), b)
eine Lorentz-Mannigfaltigkeit gegeben ist, die isometrisch zum 3-dimensionalen AdS-
Raum H!? := {x € R*| (x, x).» = —1} mit der durch (, ), ; induzierten Lorentz-Metrik
ist. (Insbesondere ist (SU(1, 1), b) eine vollstindige Lorentz-Mannigfaltigkeit konstanter
Schnittkriimmung —1.)

1.10. (Geometrie von Lie-Gruppen mit biinvarianter Metrik.)

Sei G eine zusammenhingende Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra g und sei / eine biinvari-
ante Metrik auf G. Zeigen Sie:

a) Fiir den Levi-Civita-Zusammenhang und die Kriimmung von (G, h) gilt
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1
VXYZE[Xa Y], X,Y eg,
1
R(X7 Y)Z = _Z[[X’ Y]7Z]5 Xa Y5 Z S ga
1
Ric(X, ¥) = = By(X. Y), X, Y eg.

(Ist also h insbesondere die durch die Killing-Form einer halbeinfachen Lie-Gruppe G de-
finierte biinvariante semi-Riemannsche Metrik, dann ist (G, h) ein Einstein-Raum.)

b) Die Geoditen von (G, h) stimmen mit den Integralkurven der linksinvarianten Vektor-
felder tiberein, d. h., jede Geodite y mit y(0) = ¢ € G hat die Form

y(t) =g exp(tX), teR,

fir ein X € g. Insbesondere ist die semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (G, ) geoditisch
vollstandig.
¢) (G, h) ist ein symmetrischer Raum, d.h., fiir jedes a € G existiert eine Isometrie s, :
G — G mit

sq(a) =a und (dsa)e = —IdT1,G .

(Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung s, mits,(g) :==a-g~ ! -a.)

d) Ist die Killing-Form By der Lie-Gruppe G negativ definit, so ist G kompakt und ihre
Fundamentalgruppe endlich.

(Hinweis: Hierzu bendtigt man den Satz von Bonnet-Myers, der eine Aussage iiber den
Zusammenhang zwischen Topologie und Kriimmung macht.)

1.11. Es bezeichne C := {x € R""*! | (x,x); 41 = 0} den Lichtkegel im (n + 2)-
dimensionalen Minkowski-Raum und PC := {Rx | x € C \ {o}} seine Projektivierung.

a) Zeigen Sie, dass PC diffeomorph zur Sphire S” ist. Veranschaulichen Sie dies an einem
Bild.

b) Zeigen Sie, dass die pseudo-orthogonale Gruppe O(1, n + 1) transitiv auf PC wirkt.
Bestimmen Sie den Stabilisator des Punktes R(1,0,...,0, 1) € PC.

1.12. Essei [F, G] eine Liesche Transformationsgruppe, wobei die Lie-Gruppe G von links
auf F wirke. Zeigen Sie, dass durch

(g, X) € G x TF —> dly(X) € TF

eine G-Wirkung auf dem Tangentialbiindel von F gegeben ist. Das Paar [TF, G] ist also eine
Liesche Transformationsgruppe.

1.13. Formulieren und beweisen Sie die zu Satz 1.27 analoge Produktformel fiir von links
wirkende Lie-Gruppen.
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