IT Gruppen : Strukturtheorie

In diesem Kapitel wird die Gruppentheorie von Kapitel I fortgefiihrt. Die
klassischen Sétze von Sylow werden bewiesen. Wir betrachten spezielle Klas-
sen von Gruppen (auflésbare, nilpotente). Insbesondere werden alle endlichen
abelschen Gruppen beschrieben.

§ 1 Die Satze von Sylow

Im folgenden wollen wir uns mit sogenannten p—Untergruppen endlicher
Gruppen beschéftigen. Fiir eine Primzahl p heifit eine endliche Gruppe H
eine p—Gruppe, falls die Ordnung von H eine Potenz von p ist, d.h. |H| = p”
fiir irgendein k € N.

1.1. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, und ist die Primzahl p ein Teiler
von |G|, so gibt es ein g € G mit ord(g) = p. Mit Induktion tiber die Ord-
nung |G| ist dies zu sehen: Der Fall |G| =1 ist klar. Sonst sei h € G, h # e;
setze m := ord(h). Gilt p | m, dann ist A" mit m’ =m/p ein Element der
Ordnung p in G. Ist p kein Teiler von m, so betrachte die von h erzeugte
(zyklische) Untergruppe (h) und die zugehorige Faktorgruppe G/(h). Wegen
|G| = |(h)| - |G/(h)| teilt p deren Ordnung |G/(h)|. Nach Induktionsvoraus-
setzung existiert ein g € G mit ord(g(h)) = p. Sei n := ord(g); nun gilt
(g- (W)™ = g™(h) = (h), also p | n. Wie im ersten Fall ist ¢" mit n’ = n/p
ein Element der Ordnung p in G.

Die Bedingung der Kommutativitit der Gruppe G ist fiir die gemachte
Aussage nicht entscheidend. Es gilt allgemeiner:

Satz 1.2. (Cauchy) Ist G eine endliche Gruppe und ist die Prim-
zahl p ein Teiler der Ordnung |G| von G, so enthdlt G ein Element
der Ordnung p.

Beweis: Wir verwenden Induktion iiber |G| =: n. Der Fall |G| =1 ist klar.
Sei |G| > 1, und sei p ein Teiler von |G|. Gibt es eine echte Untergruppe H
von G, deren Ordnung |H| durch p teilbar ist, so enthdlt H (und damit
auch G) nach Induktionsvoraussetzung ein Element der Ordnung p. Also
kénnen wir annehmen: Die Ordnung jeder echten Untergruppe von G wird
nicht von p geteilt. Fiir jedes g € G, das nicht im Zentrum Z(G) von G
liegt, ist der Zentralisator C(g) von ¢ in G eine echte Untergruppe, und es
gilt pt|Cq(g)|. Weil aber |G| von p geteilt wird, folgt: p | [G : Cc(g)]. Die
Klassengleichung

Gl = 2@+ Y [G:Calm)),
2. 2(G)
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wobel (x;);er ein Reprisentantensystem fiir die Konjugationsklassen von G
ist, liefert dann, daf p auch die Ordnung |Z(G)| des Zentrums teilt. Da aber
nach Voraussetzung p nicht die Ordnung einer echten Untergruppe teilt, muf
schon Z(G) = G gelten, d.h., die Gruppe G mufs abelsch sein. In diesem Fall
ist die Aussage jedoch schon gezeigt. O

Eine unmittelbare Folgerung dieses Ergebnisses ist:

Korollar 1.3. Eine endliche Gruppe G ist genau dann eine p-Gruppe,
wenn die Ordnung jedes Elements von G eine Potenz von p ist.

Bemerkung: Diese Charakterisierung einer endlichen p—Gruppe nimmt
man als Definition des Begriffes p—Gruppe im Falle unendlicher Gruppen.

Lemma 1.4. Seien p eine Primzahl und G eine endliche p—Gruppe.
Operiert G auf einer endlichen Menge X, so gilt fiir die Menge X©
der Fizpunkte, daff |X%| = |X| (mod p).

Beweis: Fiir alle x € X \ X9 gilt G, # G, also ist [G : G,] durch p teilbar.
Daher folgt die Behauptung aus 1.6.5(2). O

Satz 1.5. Das Zentrum Z(G) einer endlichen p—Gruppe G # {e}
ist nicht—trivial.

Beweis: Man wende Lemma 1.4 auf die Operation von G auf sich selbst durch
Konjugation an. In diesen Fall ist Z(G) die Menge der Fixpunkte. Deshalb
gilt |Z(G)| = |G| (mod p), und wegen G # {e} ist |Z(G)| durch p teilbar.

O

Sei p eine Primzahl. Ist G eine endliche Gruppe, so kénnen wir die Ordnung
von G in der Form |G| = p™ - ¢ schreiben, wobei ¢ € N prim zu p ist. Dann
nennt man eine Untergruppe S von G eine p—Sylowuntergruppe von G,
wenn |S| = p™ gilt. Die Existenz solcher Untergruppen ist Teil der folgenden
Aussagen, die von Sylow stammen:

Satz 1.6. Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = p™ -q, mit
q prim zu der Primzahl p. Dann gilt:
(a) Zu jedem k, 1 < k < m, gibt es mindestens eine Untergruppe
in G der Ordnung p* .
(b) Sind H eine p—Untergruppe von G und S eine p-Sylowunter-
gruppe von G, so gibt es ein g € G mit H < gSg~!.
(¢c) Ist s die Anzahl der (verschiedenen) p—Sylowuntergruppen von G,
so gilt s|q und s=1 (mod p).
Beweis: Die Behauptungen sind klar, wenn m = 0. Wir nehmen im folgenden
an, daft m > 0.
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(a) Wir verwenden Induktion tiber die Ordnung |G|. Man betrachte die
Operation von G auf sich selbst durch Konjugation. Sei (z;);c; ein Repré-
sentantensystem der nicht—zentralen Konjugationsklassen von G, d.h. mit
x; ¢ Z(G). Die Klassengleichung lautet

Gl = 1Z2(@)| + ) [G: Colxy)).
iel

Gilt p1|Z(G)|, so existiert mindestens ein ¢ € I mit p{[G : Co(z;)]. Es
folgt |Ca(x;)] = p™¢ mit ptq¢ und Cu(x;) < G. Nach Induktionsvoraus-
setzung besitzt der Zentralisator Cg(z;) eine Untergruppe der Ordnung p*.

Gilt p | |Z(G)], so enthélt Z(G) nach 1.1 ein Element g mit ord(g) = p.
Es gilt dann (g) <G und |G/{g)| = p™ ! -q. Nach Induktionsvorausssetzung
gibt es in G/{g) eine Untergruppe U der Ordnung |U| = p*~! wenn k > 1.
Sie ist von der Form U = V/(g) mit einer Untergruppe V von G. Dann gilt
[VI=1U]-Kg)l =p*"-p=0p".
(b) Seien H eine p-Untergruppe und S eine p-Sylowuntergruppe von G.
Man betrachte die Operation von H auf der Menge der Linksnebenklassen
X = G/S, definiert durch (h,¢S) — hgS. Es gilt |X| = |G|/|S| = ¢q. Nach
Lemma 1.4 gilt |[X?| = |X| = ¢ (mod p); da ¢ prim zu p ist, folgt, daf
|X*| nicht durch p teilbar ist. Daher kann X% nicht leer sein, und wir
koénnen ein g € G mit ¢S € X finden. Dann gilt hgS = ¢S fiir alle h € H,
also g~thg € S. Damit erhalten wir H C gSg~!.

(¢) Sei S eine p—Sylowuntergruppe von G. Bezeichne mit X die Menge aller
p—Sylowuntergruppen von G. Aus (b) folgt, daf alle Elemente in X zu S
unter G konjugiert sind. Satz 1.6.4 impliziert, dafs s := |X| gleich dem Index
[G: Ng(9)] ist. Aus [G : S] =[G : Ng(S)][Ne(S) : S] und [G : S] = ¢ folgt
nun s | q.

Betrachte die Operation von S auf X durch Konjugation. Wir wollen
zeigen, dafs S der einzige Fixpunkt dieser Operation ist; daraus folgt dann
mit Lemma 1.4, daf s = 1 (mod p). Beachte, dak S’ € X genau dann
ein Fixpunkt von S ist, wenn S im Normalisator von S’ enthalten ist:
S C Ng(S'). Ist allgemein eine p—Untergruppe H von G im Normalisa-
tor Ng(S') einer p—Sylowuntergruppe S’ enthalten, so gilt schon H C S’.
Denn: Da S” < Ng(S'), ist HS' eine Untergruppe von Ng(S), und es gilt
H.-S')S" =2 H/HnNS'. Daher ist H -S’/S" eine p—Gruppe. Der Index
[H -5 : 5] teilt den Index [G : S’], der aber nicht durch p teilbar ist; also
folgt H-S" = S’, und damit H C S’. In unserer Situation bedeutet dies, daf
S c 8 gilt, also S’ = S, weil beide Gruppen Ordnung p™ haben. Damit
ist S, wie behauptet, der einzige Fixpunkt der Operation von S auf X. [

Wir halten insbesondere fest:

Korollar 1.7. Die p-Sylowuntergruppen von G bilden eine Klasse
konjugierter Untergruppen in G.
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Bemerkung: In einer beliebigen (nicht notwendig endlichen) Gruppe G
heifst eine Untergruppe S eine p—Sylowuntergruppe von G, wenn S ma-
ximal in der Menge aller p—Untergruppen von G ist. Satz 1.6.b zeigt, dafs
diese neue Definition mit der alten im Fall einer endlichen Gruppe vertrég-
lich ist. Die Existenz von p—Sylowuntergruppen folgt im allgemeinen Fall
aus dem Lemma von Zorn. Denn: Die Menge X aller p—Untergruppen ist
nicht leer, da X die triviale Gruppe enthélt. Eine Kette Z bestehend aus
p-Untergruppen (H;)ie; in X hat in X die p—Untergruppe (J,.; H; als
obere Schranke. Deshalb enthdlt X mindestens ein maximales Element.

Satz 1.8. Seien p und g Primzahlen mit p < q und p { (¢ —1).
Dann ist jede endliche Gruppe G der Ordnung |G| = p - q zyklisch,
also isomorph zu 7./pqZ..

Beweis: Seien S eine p—Sylowuntergruppe und U eine ¢—Sylowuntergruppe
von G; dann gilt SNU = {e}. Sei s (bzw. r) die Anzahl der p— (bzw. g—)
Sylowuntergruppen von G. Dann gilt:

r=1lmodgq, 7|p und s=1modp, s]|q.

Da p < q ist, folgt » = 1, also ist U normal in G. Fiir s folgt: s = ¢
oder s = 1. Im ersten Fall wire jedoch ¢ = 1 mod p, d.h. p | (¢ — 1), im
Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt s = 1, und S ist normal in G.
Daher ist S-U eine Untergruppe in G, also G = S5-U = S x U. Wahle g € S
und h € U, beide ungleich e. Weil |S| = p und |U| = ¢ Primzahlen sind,
gelten ordg = p und ord h = ¢. Es folgt, da gh = hg, da ord(gh) = pg und
daher G = (gh). O

§ 2 Normal- und Kompositionsreihen

Sei G eine Gruppe. Eine Normalreihe in G ist eine endliche Folge von Unter-

gruppen
{e} =G 9G1 <Gy <--- 4G, =G

d.h. jede Gruppe G; ist normal in G;y1, i = 0,...,n — 1. Die Faktorgrup-
pen G,11/G; heifen die Faktoren der Reihe, die Gruppen G; deren Terme.
Man beachte, daft die Untergruppen G; nicht unbedingt normal in G sein
miissen. Da stets G := {e} <G =: G eine Normalreihe in G ist, hat jede
Gruppe eine Normalreihe. Sind H und G zwei Normalreihen in G, so heifst
H eine Verfeinerung von G, falls jeder Term von G auch ein Term von H
ist. Man sagt, dalt H dquivalent zu G ist, falls es eine Bijektion von der
Menge der Faktoren von H auf die Menge der Faktoren von G gibt, so daf§
entsprechende Faktoren isomorph sind.

Der folgende Satz 2.2 und das vorangehende Lemma 2.1 sind niitzlich, um
verschiedene Normalreihen G und H in einer Gruppe G zu vergleichen.
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Lemma 2.1. Seien U,V Untergruppen einer Gruppe G, und seien
U' QU bzw. V' QV normale Untergruppen von U bzw. V. Dann gilt
uvunv)ysu(UnvV) und V/(VNU') IV (VNU). Die zugehiri-
gen Faktorgruppen sind zueinander und zu (UNV)/(UNV)(U' NV)
isomorph.:

UNUNV)UUNV) = (UNV)/UnV)U NV)
~ V(VAU)/VI(VAU).

Beweis: Es geniigt, die erste Isomorphie nachzuweisen, da die zweite Faktor-
gruppe symmetrisch in U und V' ist, man also die zweite Isomorphie durch
Vertauschen von U und V in der Argumentation erhélt.

Da U NV eine Untergruppe von U und U’ eine normale Untergruppe
von U ist, ist U'(UNV) eine Untergruppe von U . Die Gruppe U’ ist normal
in U'(UNV), also ist die Faktorgruppe U'(UNV) /U’ erklart. Mit 1.4.3 gilt

Uuonv)/u'=20nwv)/(UnvnlU)=UnV)/ (U NV). (1)

Da UNV’ und U’ NV jeweils normale Untergruppen in U NV sind, hat
man mit 1.4.4

unv/ (unvHu'nv) ((UmV)/(U’mV))/((UﬁV’)(U’mV)/(U’mV)),

also ist die linke Seite eine Faktorgruppe von (U NV)/(U'NV). Unter Ver-
wendung von (1) hat man deshalb einen surjektiven Homomorphismus

a:U'(UNV)/U — (UNV)/(UNnV) U NV).

Der Kern von « ist gerade U (U NV’)/U’. Satz 1.4.1.a impliziert dann die
Isomorphie

UUnv) U Unv’) = UUN V)/U’)/kera ~ (UNV)/UNV) U NV).
O

Satz 2.2. Sind G und H zwei Normalreihen in einer gegebenen
Gruppe G, so besitzen sie dquivalente Verfeinerungen.

Beweis: Gegeben seien die zwei Normalreihen
G:{e}=Gp <G, <G, <9--- <G, =G

und
H:{e}=Hy<H <H,<---<H,=G.

Dann setze man Gj; := G;(Giy1 N Hj) und H;; := Hj(G; N Hjyq) fir alle
i und j. Wendet man das Lemma in der Situation U = G;y1, U’ = G,
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V= Hj+1, V/ = Hj an, so erhélt man Gij S] Gi,j—i-l und Hij SI Hi-‘rl,j und
einen Isomorphismus der Faktorgruppen

Gij+1/Gij = Hiv,5/Hij

fiir alle 4 und j. Es gilt jeweils Gy = Gig10 und Hy; = Ho jy1 sowie
Gnoim =G = Hy 1. Die Gjj mit 1 =0,...,n—1;j=0,...,m und die
H;; mit i=0,...,n; j =0,...,m—1 bilden dann zwei Normalreihen in G,
die dquivalente Verfeinerungen von G bzw. H sind. O

Eine Normalreihe G von G heifit Kompositionsreihe, falls G keine echte
Verfeinerung besitzt. Eine endliche Gruppe G besitzt stets eine Komposi-
tionsreihe. Diese erhélt man, indem man eine gegebene Normalreihe durch
Einfligen von Termen verfeinert. Da G endlich ist, ergibt sich nach endlich
vielen Schritten eine Kompositionsreihe.

Satz 2.3. FEine Normalrethe G in G ist genau dann eine Komposi-
tionsreihe, wenn jeder der Faktoren in G eine einfache Gruppe ist.

Beweis: TIst einer der Faktoren G;1/G; der Normalreihe G in G nicht
einfach, so besitzt er eine nicht—triviale normale Untergruppe der Form N/G;
mit Giy1 2 N 2D G;. Die Gruppe N ist normal in G;1;. Fiigt man den
Term N in die Normalreihe G ein, so erhélt man eine echte Verfeinerung
von G. Deshalb ist G keine Kompositionreihe.

Besitzt umgekehrt die Normalreihe G eine echte Verfeinerung, so gibt es
einen Index ¢ und eine Untergruppe K in G mit G; < K < G;41. Dann ist
die Faktorgruppe K/G; eine nicht—triviale normale Untergruppe in G;+1/G;,
also ist diese Gruppe nicht einfach. O

Diese Charakterisierung einer Kompositionsreihe kann auch so ausgesprochen
werden: Eine Normalreihe

{e}=Gy <G, 4G, <--- 4G, =G

in G ist eine Kompositionsreihe, falls fiir jedes i = 0,...,n—1 die Gruppe G;
maximal normal in G, ist.

Als leichte Folgerung von Satz 2.2 erkennt man:

Satz 2.4. (Jordan-Holder) Ist G eine Gruppe mit einer Komposi-
tionsreihe G, so ist jede Kompositionsrethe H in G zu G dquivalent.

Beispiele: (1) Die zyklische Gruppe (Z/nZ,+) der Ordnung n > 0 besitzt
als endliche Gruppe eine Kompositionsreihe. Ist n = myms ... my eine Zerle-
gung von n in positive Faktoren, so erhilt man eine zugehorige Normalreihe

{e} =mima...mpZ/nZ Ams ... mpZ/nZ < ---
I mp_1mpZ/nZ < myZ/nZ < Z/nZ.
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Die Faktoren dieser Reihe sind zu Z/m;Z mit 1 < i < k isomorph. Wihlt
man alle m; als (nicht notwendig verschiedene) Primzahlen, so ist diese Nor-
malreihe eine Kompositionsreihe, da Z/pZ fiir eine Primzahl p einfach ist.
Die Aquivalenz zweier solcher Kompositionsreihen gem#f Satz 2.4 entspricht
der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung der Zahl n bis auf Reihenfolge.

(2) Ist p eine Primzahl, so besitzt eine zyklische Gruppe der Ordnung ¢ = p”
mit v € N genau eine Kompositionsreihe.

(3) Die additive Gruppe (Z, +) besitzt keine Kompositionsreihe, da jede Nor-
malreihe als kleinsten Term ungleich {0} eine unendliche zyklische Gruppe
aufweist und weil diese nicht einfach ist.

(4) Esist {e}<9A3<9S55 eine Kompositionsreihe in S3, da S3/A3 = Z /27 und
Az = 7Z/37. Die symmetrische Gruppe S, hat mehrere Kompositionsreihen,
vgl. Ubung 18. Fiir n > 5 kann man zeigen, dak A, eine einfache Gruppe
ist; also ist dann {e} < A,, <5, eine Kompositionsreihe in S, .

§ 3 Auflésbare Gruppen

Eine abelsche Normalreihe in einer Gruppe G ist eine Normalreihe {e} =
Gyp <Gy <Gy <--- 4G, = G, in der alle Faktoren G;41/G; abelsch sind.
Eine Gruppe G heifit aufiésbar, wenn G eine abelsche Normalreihe besitzt.

Beispiele 3.1. (1) Jede abelsche Gruppe ist auflosbar.

(2) Die Gruppe G = {(Z 2) € GLy(k) | ¢ =0}, k ein Korper, ist auflésbar.

ay bl ag bg o aia9 albg -+ b1d2
O d1 O d2 B 0 d1d2

definiert (8 g) — (a,d) einen Homomorphismus a: G — k* x k* mit ker o =

{((1)117) € GLg(k)}. Die Gruppe G, := kera ist normal in G, und Gy ist
zur additiven Gruppe von k isomorph. Man erhélt die abelsche Normalreihe

Wegen

{e} =Gy < Gy =kera 9 G2 =G.

(3) Die symmetrische Gruppe S, ist auflosbar. Man erhélt eine abelsche
Normalreihe mit G = {e, (12) (34),(13)(24),(14) (23)} und G5 = A4 und
Gs=29,.

Satz 3.2. Die Klasse der auflosbaren Gruppen ist abgeschlossen unter
der Bildung von Untergruppen, homomorphen Bildern und Erweiterun-
gen.

Beweis: Sei {e} = Go <Gy <--- 4G, = G eine abelsche Normalreihe in
einer auflésbaren Gruppe G.
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Ist U < G eine Untergruppe, so bilden die UNG; (i = 0,...,n) eine
abelsche Normalreihe in U, und U ist auflsbar. Denn jedes UNG; ist normal
inUnN Gi+17 und (U N Gi+1)/(Uﬂ Gl) ist zu (Uﬂ G1+1)G2/G1 < G7;+1/Gi
isomorph (nach Satz 1.4.3), also abelsch.

Ist p: G — G’ ein surjektiver Homomorphismus, so bilden die ¢(G;) mit
0 < i < n eine abelsche Normalreihe in G, und G’ ist auflosbar. Denn jedes
©(G;) ist normal in ¢(G,11), und die Abbildung G;11 — ¢(Gi+1)/v(G;) mit
g — ¢(g) ¢(G;) induziert einen surjektiven Homomorphismus von G;41/G;
auf ©(G,11)/p(G;); daher ist ©(Giy1)/9(G;) abelsch.

Seinun 1 - N % G 5 H — 1 eine Erweiterung von N durch H, bei
der N und H auflosbar sind. Es seien {e} = Hy< Hy; <--- < H, = H eine
abelsche Normalreihe in H und {e} = Ng<<N; <---<N,, = N eine abelsche
Normalreihe in N. Wir setzen

G = N; flir¢ =0,...,m,
T m Y Hily) firi=m+1,...,m+n.

Dann ist jedes G; normal in G171 (i=1,...,m+n—1), und fiir ¢ > m gilt
Git1/Gi 2 Hiz1—m/H;—pm . Also ist (G;) eine abelsche Normalreihe von G.
O

Korollar 3.3. Das Produkt zweier normaler auflésbarer Untergruppen
einer Gruppe G ist auflésbar.

Beweis: Sind Np, No zwei normale auflosbare Untergruppen in G, so gilt
Ni1N5 /Ny =2 Ny /(N1 N Na). Mit 3.2 ist die rechte Seite aufldsbar und damit
auch N1 N2 . O

Korollar 3.4. Sei p eine Primzahl. Jede endliche p—Gruppe ist auf-
losbar.

Beweis: Wir beniitzen Induktion tiber |G|. Der Fall |G| = 1 ist trivial. Ist
|G| > 1, so ist das Zentrum Z(G) nicht-trivial nach Satz 1.5. Daher ist
G/Z(G) eine p—Gruppe mit |G/Z(G)| < |G|, also auflésbar nach Induktion.
Da auch Z(G) als kommutative Gruppe auflosbar ist, folgt die Behauptung
aus Satz 3.2. O

Satz 3.5. Sei G eine endliche auflésbare Gruppe. Dann besitzt G
eine abelsche Normalreihe {e} = Go <G; <--- <G, = G, so daf
jedes Gi41/G; (i=0,...,n —1) zyklisch von Primzahlordnung ist.

Beweis: Wir haben in § 2 bemerkt, dafl jede endliche Gruppe G eine Kom-
positionsreihe {e} = Gy <Gy 4--- <G, = G besitzt; alle Faktoren G;41/G;
sind hier einfach. Wenn nun G auflésbar ist, so sind nach Satz 3.2 auch alle
Gi11/G; auflosbar. Es reicht daher zu zeigen, daf eine einfache auflésbare
Gruppe zyklisch von Primzahlordnung ist.
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Sei also H eine einfache und auflésbare Gruppe. Weil {e} und H die
einzigen Normalteiler in H sind, kann eine abelsche Normalreihe von H nur
aus {e} und H bestehen, also muk H kommutativ sein. Fiir jedes h € H,
h # e ist (h) eine nicht-triviale normale Untergruppe von H, also gleich H.
Daher ist H zyklisch, und Satz 1.1.13 impliziert, daft |H| eine Primzahl sein
mufs. 0

3.6. Sei G eine Gruppe. Man nennt [a,b] := aba='b~! den Kommuta-
tor zweier Elemente a,b € G. Die Kommutatoruntergruppe (oder derivierte
Gruppe) von G ist definiert als

D(G) = {aba™'b"' | a,b € G).
Allgemeiner nennt man fiir zwei Untergruppen U, V von G die Untergruppe
[U,V]=(aba b |acUbecV)

die gegenseitige Kommutatorgruppe von U und V. (Es gilt also D(G) =
[G,G].) Sind U und V normal in G, so auch [U, V]. Insbesondere ist D(G)
eine normale Untergruppe von G. Die Gruppe G/D(G) ist abelsch und wird
Faktorkommutatorgruppe von G genannt. Ist N ein Normalteiler in G, so
ist G/N genau dann abelsch, wenn D(G) < N gilt.

Man definiert D"(G) fiir alle n € N, indem man D°(G) = G und induktiv
D"(G) = D(D"Y(@)) = [D" (@), D" }(G)] fiir n > 1 setzt. Man erhilt
die sogenannte abgeleitete Reihe

G = D'(G) & D'(G) & DX(G) & DXG) & -

von G. Die Faktorgruppen sind abelsche Gruppen. Die abgeleitete Reihe
kann zur Charakterisierung auflésbarer Gruppen herangezogen werden:

Satz 3.7. Eine Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn es m € N
mit D™(G) = {e} gibt.

Beweis: Gilt D™(G) = {e}, so bilden die G; = D™ *(G) eine abelsche
Normalreihe von G, und G ist auflésbar.

Sei umgekehrt {e} =Gy <G J--- G, = G eine abelsche Normalreihe
von G. Fiir alle r > 0 gilt [G,,G,] C G,_1, da [G,, G,] der kleinste Normal-
teiler N von G, ist, so dal die Faktorgruppe G,./N abelsch ist. Wir behaup-
ten, daf DY(G) < G,,_; fiir alle i < n. Offensichtlich ist D°(G) = G < G,,.
Nehmen wir induktiv an, daR D'(G) < G,,_; fiir ein i < n gilt, so folgt
D*HG) = [DY(G),DN(G)] C [Gn—i,Gn—i] C Gn_(i+1)- Wir erhalten nun
D"(G) C Gp—p, = Gy = {e}. O
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Beispiel 3.8. Wir wollen zeigen, dat D(S,,) = D(A,) = A,, fiir alle ganzen
Zahlen n > 5. Sind a,b,c,d, e funf verschiedene Zahlen in {1,2,...,n}, so
gilt fiir die Dreierzyklen x := (abd) und y := (ace), dak zyx~ly~! = (abc).
Dies zeigt, daf jeder Dreierzyklus in A,, zu D(A,,) gehort. Nach 1.3.4 wird A,
von seinen Dreierzyklen erzeugt. Daraus folgt A,, = D(A,,) und dann auch
A, < D(Sp). Da S, /A, = {£1} abelsch ist, gilt aber auch D(S,,) < A,,; es
folgt, dak D(S,) = A,.

Diese Beschreibung von D(S,) und D(A,) zeigt nach Satz 3.7, dak S,
und A,, fir n > 5 nicht auflésbar sind. Man kann genauer zeigen, dafs A,
fiir n > 5 einfach ist, also keine normale Untergruppen aufer {e} und A,
selbst hat.

§ 4 Nilpotente Gruppen

Eine Normalreihe
{e}:GO < Gl <---4d Gn:G

in einer Gruppe G heifst zentrale Normalreihe von G, wenn
(1) jedes G; normal in G ist (0 <i<mn), und
(2) jedes Git1/G; im Zentrum von G/G; enthalten ist (0 <i < n).

Satz 4.1. Sei G eine Normalreihe in einer Gruppe G. Ist jeder
Term G; von G normal in G, so ist G genau dann eine zentrale
Normalreihe, wenn

[Git1,G] < Gy
fiir jedes i =0,...,n—1 gilt.

Beweis: Ist die Normalreihe G zentral, so gilt G;11/G; C Z(G/G;). Dies ist
dquivalent mit der Aussage: Fiiralle v € G411, 9 € Gundallei =0,...,n—1
gilt [vG;, gG;] = eG;. Eine leichte Rechnung zeigt, dafs dies jedoch gleich-
bedeutend mit [y, g]G; = eG;, also mit [y, g] € G; ist. O

4.2. Eine Gruppe G heilst nilpotent, falls es in G eine zentrale Normalreihe
gibt. Die Lénge einer kiirzesten zentralen Normalreihe in einer nilpotenten
Gruppe G wird auch die Klasse von G genannt. Eine nilpotente Gruppe G
ist offenbar auflésbar, da die Faktoren in einer zentralen Normalreihe abelsch
sind.

Beispiele: (1) Sei p eine Primzahl. Dann ist jede p—Gruppe G nilpotent.
Wir kénnen dazu annehmen, dat G' # {e}. Dann ist nach Satz 1.5 auch das
Zentrum Z(G) nicht—trivial. Nach Induktion {iber |G| besitzt G/Z(G) eine
zentrale Normalreihe (Z;). Mit Hilfe der Projektion m: G — G/Z(G) erhélt
man durch

{e}y < Z2(G) <2 HZ) <-4 G
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