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2 Allgemeine Spannungs- und
Verzerrungszustande

Im Folgenden werden die lokalen Gleichgewichtsbilanzen fiir differenzielle
Korperteile angegeben. Die in der Realitéit auftretenden Verschiebungen von
Punkten der gelagerten Korper seien wie bisher als hinreichend klein im
Vergleich zu den entsprechenden Koérperabmessungen angenommen, so dass
ihr Einfluss auf die Gleichgewichtsbilanzen fiir den aktuellen Belastungszu-
stand vernachléssigbar ist. Obwohl diese Verschiebungen bei ungleichméBiger
Verteilung iiber die Koérperpunkte Verzerrungen und damit Spannungen im
Korper verursachen, wird ihre Kenntnis fiir die allgemeine Definition des
Spannungsbegriffes unter obiger Voraussetzung nicht benétigt.

2.1 Spannungsvektor

Zur Untersuchung des Spannungszustandes eines beliebig belasteten, im
Gleichgewicht befindlichen Korpers betrachten wir die Anordnung nach Bild
2.1, wo als duflere Lasten beispielhaft drei Einzelkrifte F;, eine Streckenlast
q und ein Einzelmoment M auftreten. Denkbar wéren auch Flichenkrifte,
Volumenkréfte und Momente pro Léngeneinheit (Linienmomente), die nicht
eingetragen wurden, sowie Momente pro Fldcheneinheit und Momente pro
Volumeneinheit, welche in der vorliegenden Theorie nicht beriicksichtigt wer-
den. Die Lasten kénnen auch im Korperinneren angreifen.

Bild 2.1. Zur Definition des Spannungsvektors

Wir zerlegen den Korper in zwei Teile mit der gemeinsamen glatten Schnitt-
fliche A. In dieser Schnittfliche befindet sich das Flichenelement dA, das den
Punkt P einschlieSt und den nach auflen gerichteten Normaleneinheitsvektor
n besitzt. Es unterliegt einer auf ihm glatt verteilten Flidchenkraft t, die der
angrenzende, hier nicht eingezeichnete Korperteil ausiibt. Eine Momenten-
wechselwirkung iiber dA hinweg wird ausgeschlossen.
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Die gesamte, auf das Flichenelement dA wirkende Kraft dF ist
dF = tdA . (2.1)

Die Flachenkraft t heifit, wie oben schon erwahnt, Spannungsvektor. Die
Grofle dieses Vektors hingt nicht nur von der Position P des Flachenele-
mentes dA, sondern auch von der Orientierung des Normaleneinheitsvektors n
relativ zum Korper ab (vgl. Abschnitt 1.7.2). Der Spannungsvektor t bzw. der
gemif (2.1) bestimmte Kraftvektor dF und der Normalenvektor n liegen in
einer Ebene, deren Schnittlinie mit der Fliche A im Punkt P den tangentia-
len Einheitsvektor s besitzt. Die Vektoren t bzw. dF/dA konnen nach dem
Normaleneinheitsvektor n und dem tangentialen Einheitsvektor s geméf3
_dFy dFr

t—ﬂn—l-ms:(fn—l-TS (22)

zerlegt werden (Bild 2.1), wobei o die Normalspannung und 7 die Schubspan-
nung bezeichnen. Die Grolen o und 7 sind die Mafizahlen oder Koordinaten
des Vektors t beziiglich der aus n und s bestehenden Vektorbasis.

Wenn der Spannungsvektor t mit dem Normalenvektor n einen spitzen Win-
kel einschliefit, wird die Normalspannung o positiv und heifit Zugspannung.
Bei einem stumpfen Winkel ist die Normalspannung o negativ und bezeichnet
eine Druckspannung.

2.2 Zweiachsiger Spannungszustand

Eine gegeniiber Bild 2.1 vereinfachte Situation entsteht fiir einen prismati-
schen Korper, der nur durch Spannungsvektoren belastet wird, die parallel
zu den Grundflichen orientiert und gleichméfig iiber den Seitenflichen ver-
teilt sind. Dies fiihrt zu einem zweiachsigen oder ebenen Spannungszustand,
abgekiirzt als ESZ. Ein solcher Spannungszustand existiert exakt an freien
Korperoberflichen und néherungsweise z. B. in diinnen Scheiben, die durch
gleichméBig tiber der Scheibendicke verteilte duflere Flachenkrifte normal
zum Scheibenrand und parallel zur Scheibenmittelebene belastet werden. Er
hat technische Bedeutung (vgl. Abschnitt 9.2.2).

Wir betrachten nach Bild 2.2a das aus einer senkrecht zur z-Achse liegenden
Scheibe herausgeschnittene quaderférmige Element mit der Dicke b und den
Seitenflichen x = konst. bzw. y = konst.

Die Seitenflachen seien geméfl Bild 2.2a durch glatt verteilte Spannungsvek-
toren belastet, die bereits in normale und tangentiale Anteile (Spannungen)
zerlegt wurden. Diese Spannungen sind jeweils durch nur einen Pfeil symbo-
lisiert. Der eingefithrte Doppelindex ist so definiert, dass der erste Index die
Koordinate anzeigt, zu welcher die d&uflere Normale der betrachteten Fliche
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Bild 2.2. Kartesisches Scheibenelement im ebenen Spannungszustand

parallel ist (z. B. z fiir beide vertikale Fléchen), wiahrend der zweite Index die
zugeordnete Fldchenkraftrichtung angibt. Die Zahlpfeile der Spannungen in
Bild 2.2a weisen dabei definitionsgeméfl auf der Seite, wo die Flidchennormale
die positive Koordinatenrichtung besitzt, in positive Koordinatenrichtung.
Die betreffende Seite heifit positives Schnittufer. Auf der gegeniiberliegenden
Seite, dem negativen Schnittufer, sind die Zahlpfeile der Spannungen in ne-
gativer Koordinatenrichtung orientiert. So zeigt der Z&ahlpfeil der Normal-
spannung o, an der rechten Fliche x = konst. in positiver z-Richtung,
an der linken Flache x = konst. in negativer z-Richtung. Der Z#hlpfeil der
Schubspannung 7, besitzt an der rechten Fliche x = konst. die positive
y-Orientierung, an der linken Fliche x = konst. die negative y-Orientierung.
Der Spannungsvektor t an einer beliebig orientierten Schnittfliche dA des
Scheibenelementes (Bild 2.2b) ist durch die Spannungsvektoren an den Ko-
ordinatenflichen x = konst. bzw. y = konst. bestimmt. Denn die fiir das
Scheibenelement giiltigen (lokalen) Kréftebilanzen

— tpdA — 0ppdAcosp — TydAsing =0,
T ¢ tydA—TpydAcosp — oyydAsing =0

liefern

Ly = Opa COS QY + Typ SINQ = TpaNy + TyaNy (2.3a)

by = Tuy COS P + Oyy SIN P = Tyy Ny + TyyNy - (2.3b)

Die GréBen n, und n, bezeichnen die Koordinaten des Flichennormalenvek-
tors n. In die Bilanzen (2.3) gehen Volumenkrifte nicht ein, da das Volumen
des Scheibenelementteiles aus Bild 2.2b

1/dA  dA

dA . 1 : 2
3 (7 €08 == sin @)b = 5y cospsin p(dA) (2.4)

betriigt und Terme der Ordnung (dA)? gegeniiber Termen der Ordnung dA
entfallen.
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Beziiglich des Momentengleichgewichts des Scheibenelementes von Bild 2.2a
gilt wie schon in Abschnitt 1.2 die lokale Momentenbilanz

P Trydybdr — Ty dxbdy = 0
d.h.

Toy = Tyz » (2.5)

die so genannte Gleichheit der zugeordneten Schubspannungen. In (2.5) blei-
ben Volumenkrifte dhnlich wie in den Kréftebilanzen bedeutungslos, da sie
wieder auf Differenziale hoherer Ordnung fiihren. Die Symmetriebedingung
(2.5) kann verletzt sein, wenn das Scheibenmaterial elektrisch polarisiert oder
magnetisiert ist und einem dufleren elektrischen oder magnetischen Feld un-
terliegt. Unter diesen Voraussetzungen wirken Volumenmomente, welche hier
ausgeschlossen werden.

Die auf der rechten Seite von (2.3) enthaltenen Spannungen kénnen in der
symmetrischen Matrix

(on) = (011 Tym) _ (Uzz T:I:y)
Tay Oyy Tyz Oyy

angeordnet werden. Sie legen den Spannungszustand im betrachteten Korper-
punkt vollstdndig fest. Dabei vermitteln sie eine lineare Beziehung zwischen
dem Normalenvektor n des Flichenelementes und dem auf diesem Fléchen-
element wirkenden Spannungsvektor t. In diesem Zusammenhang werden sie
als Koordinaten des Spannungstensors beziiglich der Vektorbasis e,,e, be-
zeichnet.

Derselbe Spannungszustand ist auch mittels einer gedrehten Vektorbasis an-
gebbar. Hierzu betrachten wir Bild 2.3.

Bild 2.3. Spannungszustand in verschiedenen kartesischen Vektorbasissystemen

Zu der Vektorbasis e, e, wurde die mit dem Winkel ¢ um die 2-Achse ge-
drehte Vektorbasis ey, e, eingefiihrt. Ein und derselbe Spannungstensor hat
beziiglich der gedrehten Vektorbasis die neuen Koordinaten oy, 0,, und 7,



2.2 Zweiachsiger Spannungszustand 35

anstelle der alten 0., 0yy und 7,,. Zur Berechnung der neuen Spannungs-
tensorkoordinaten in Abhéngigkeit von den alten werden an rechtwinkligen
Dreiecksscheibenelementen mit Hypothenusen in u- bzw. v-Richtung (Bild
2.4) die lokalen Kriftebilanzen in u- bzw. v-Richtung aufgestellt.
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Bild 2.4. Zur Transformation der Spannungstensorkoordinaten
Sie liefern fiir die Zerlegung nach Bild 2.4a

N OwdA—oy,dA cos? ¢ + TyzdA cos @ sin ¢ + 7,y dAsin ¢ cos ¢
— 0 ppdAsin® p=0,

¢ TyudA + 0prdAsin o cos o + Ty dAsin® ¢ — o, dA cos psin
2 ¥ y ¥ yy 2 2
—TyedAcos® o =0

bzw. mit (2.5)

Opy = Ogy sin® ¢ + Oyy cos? p — 27,y sinpcos g (2.6)

Tou = —(Opz — Tyy) SN P COS P + Ty (cos? p — sin? @) . (2.7)
Die Kriftebilanz in u-Richtung geméfl der Zerlegung nach Bild 2.4b ergibt
Oun = Ogg COSZ @ + Oyy sin? o + 27,y sinp cos g . (2.8)

Kiinftig werden wir auch die vereinfachte Schreibweise 0., = 04, 0yy = 0y
und oy, = Oy, vy = 0, benutzen.
Bei Anwendung der Formeln sin® ¢ = (1 — cos 2¢) /2, cos? ¢ = (14 cos 2¢)/2
und 2sin ¢ cos ¢ = sin2¢ in (2.6) bis (2.8) entsteht noch

1

1
Oy = i(tfx +oy) + §<Ux — 0y) €08 20 + Ty sin 20 (2.9)

1 1 .
oy = 5(055 +o0y) — i(aw — 0y) COS2¢ — Ty sin2¢ | (2.10)
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1
Tup = 75(03, — 0y) sin 2¢ + 74, cos 2¢p . (2.11)

Die mathematische Struktur der Gleichungen (2.6) bis (2.8) bzw. (2.9) bis
(2.11) ist identisch zur Struktur der Transformationsgleichungen der Flichen-
momente zweiter Ordnung in der Statik. Sie spiegelt die mathematischen
Eigenschaften von Tensoren zweiter Stufe wider, zu denen sowohl Flichen-
momente zweiter Ordnung als auch Spannungstensoren gehoren. Die zweite
Stufe entspricht dabei den zwei Indizes an den Tensorkoordinaten oy;. Sie ist
von der Dimension des Raumes zu unterscheiden, die hier wegen des ebenen
Spannungszustandes zwei betrigt im Gegensatz zur Dimension drei beim
dreiachsigen Spannungszustand (s. Abschnitt 2.3).

Wie im Fall der Fléichenmomente zweiter Ordnung liefert (2.11) mit der For-
derung 7,, = 0 eine Bestimmungsgleichung fiir den Winkel 2¢ in der Formel

2Tpy

tan 2¢p = (2.12)

Op — 0y
Zu den beiden Lésungen ¢o und ¢y = ¢ + m/2 gehoren zwei senkrecht
aufeinander stehende Achsen, die als Hauptachsen bzw. -richtungen bezeich-
net werden. Die dazu gehérenden Normalspannungen oq,02 = 03 2 heilen
Hauptspannungen. Sie berechnen sich durch Einsetzen von ¢y und @y in
(2.8) bzw. (2.9) zahlenmiBig direkt oder nach Elimination der Winkel aus
(2.12), (2.9) und (2.10) zu

1

1
o120 = §(U$ +o0,) £ \/4(@8 —0y)?+712,, o01>02, (2.13)

wobei die Winkelzuordnung hinsichtlich der Hauptspannungen auch aus

tan po1,2 = T (2.14)
Ox — 021

entnehmbar ist. Zur Herleitung von (2.14) wurde das Additionstheorem

2tan o
tan 20 = ————
1 —tan“ «
auf (2.12) angewendet und (2.13) benutzt.

Die Angabe des Hauptachsenbezugssystems und der beiden Hauptspannun-
gen legen den ebenen Spannungszustand vollsténdig fest und begriinden den
Begriff | zweiachsiger Spannungszustand®.

Mit (2.9), (2.10) und (2.13) folgt noch die Beziehung

Oy + 0y =0y +0,=01+02, (2.15)

in der die Summen offensichtlich invariant gegeniiber dem Wechsel der Be-
zugssysteme sind und deshalb als Rechenkontrollen dienen kénnen.
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Die Beziehungen (2.9) bis (2.15) lassen sich in derselben Weise wie bei den
Flachenmomenten zweiter Ordnung in der Statik mittels des MOHRschen
Trégheitskreises, nach MOHR (1835-1918), veranschaulichen.

Beispiel 2.1

Gegeben ist die Scheibe unter reiner Schubbeanspruchung 7 geméaf Bild 1.4d
bzw. Bild 1.7. Gesucht sind die Hauptspannungen und -richtungen.

Lésung:

Nach Bild 1.7 und Bild 2.3a ist 7, = 7 sowie 0, = 0, = 0. Aus (2.13) folgt

01,2 = +7
und aus (2.14)
T
tan (,0()1,2 = —(:FT) = :t].

bzw.

po1 = 45°, 2 = 135° .

Der reine Schubspannungszustand (auch als reiner Schub bezeichnet) ist also
gemif den Alternativen von Bild 2.5 angebbar.

T

— * TN Ao
7 T AN

T

Bild 2.5. Alternative Beschreibungen des reinen Schubspannungszustandes

Ahnliches gilt auch fiir unterschiedliche Beschreibungen ein und desselben
Verzerrungszustandes (siehe hierzu Bild 1.2 und Beispiel 2.3). g

Abschlielend seien noch die lokalen Kriiftebilanzen des differenziellen Schei-
benelementes im ebenen, ortlich verénderlichen Spannungszustand betrach-
tet. Hierfiir benotigen wir den Begriff der partiellen Ableitung einer Funktion
z = f(x,y) von zwei unabhéngigen Variablen x und y.

Bei Verdnderung nur einer unabhéngigen Variable, z. B. x um Az, kann der
Grenzwert des Differenzenquotienten der Funktion z = f(z,y)

_ Of(x,y) _0f
T 9x Oz

gebildet werden. Dieser Grenzwert stellt die partielle Ableitung der Funk-
tion z = f(z,y) nach x mit verschiedenen Schreibweisen dar. Die Diffe-

IMIJ*f@+A%w_fWW)

= = Z
Az=0 Az fo=2a
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renziationsregeln fiir Funktionen von einer unabhéngigen Variablen koénnen
iibernommen werden, wobei nur die {ibrige Variable y als Konstante anzuse-
hen ist. Die Erweiterung auf drei und mehr unabhéngige Variable erfordert
keine weiteren grundsitzlichen Uberlegungen.

In den lokalen Kriftebilanzen soll die Wirkung der Volumenkrifte f, und
f, (Bild 2.6) mit einbezogen werden. Ahnlich wie beim Stab in Bild 1.14
bekommt die Schnittkraft o,bdy beim Fortschreiten um dx den Zuwachs

0(o,bdy) 0o,

———*dx = bdy——

ox v rr

wobei das partielle Ableitungssymbol 0()/0x das Festhalten der y-Koordi-

nate beinhaltet und die Konstanz des kartesischen Fliachendifferenzials bdy

beim Ableiten berticksichtigt wurde. Entsprechend gewinnt die Kraft 7,,bdx
beim Fortschreiten um dy in der y-Richtung den Zuwachs

O(ryzbdx) O0Tya
ay dy = bdx By dy

Wegen der Ortsunabhéngigkeit der kartesischen Fléchendifferenziale bdx und
bdy wurden in Bild 2.6 nur die Spannungen und ihre partiellen Differenzia-
le eingetragen. Es empfiehlt sich aber bei Untersuchung des Kriéftegleichge-

dx ,

wichtes krummlinig berandeter Scheibenelemente oder bei verdnderlicher
Scheibendicke die Kréfte selbst in die Elementskizze einzutragen und da-
mit die Verdnderlichkeit der Flichenelemente bei der partiellen Ableitung
schon im Bild mit zu erfassen. Dies wird am Beispiel von Polarkoordinaten
im Kapitel 9 demonstriert.

g,
o, + 6y/ dy
or,
* Tt oy W
g y
Dick 0T,
Yy i 1cﬁJe b Tayt = Y do
e 2
U - 4» dy $—> oo
e T e 0, +—dz
2 e, ¥ o da 0z
P Pm—

Tye ‘
Ty

Bild 2.6. Zum Gleichgewicht des Scheibenelementes im ebenen Spannungszustand
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In der horizontalen Kriftebilanz

0oy

—:  —ozbdy + o,bdy + dxbdy
Ox
— Tyobdz + Typbdz + 8(;Zx dybdz + fobdzdy = 0

verbleiben nach Herauskiirzen des gemeinsamen Faktors bdxdy nur die Volu-
menkraft f, und die partiellen Ableitungen der beiden Spannungen o, Ty
in der Form

0oy OTyy

Ox oy

4 fo=0. (2.16a)

Das Ergebnis der obigen Uberlegungen fiir die y-Richtung lautet

OTzy ~ Ooy

ot + En +f,=0. (2.16b)
Die beiden Gleichungen (2.16) sind lokale Kriftebilanzen. An dieser Stelle
sei darauf verwiesen, dass im kinetischen Fall beschleunigter Bewegungen die
Erweiterung von (2.16) nur die Beriicksichtigung von Trigheitsanteilen in den
Volumenkréften erfordert (s. Abschnitt 12.5).

Beide lokalen Kréftebilanzen (2.16) und die lokale Momentenbilanz (2.5) ent-
halten, wie bereits in Abschnitt 1.2 gefordert, keine Einzellasten.

In der Momentenbilanz, z. B. um P ausgefiihrt, haben die partiellen Span-
nungsableitungen und die Volumenkrifte keinen Einfluss. Die Symmetriebe-
dingung (2.5) bleibt also sowohl in der Statik als auch in der Kinetik giiltig.
Sie sorgt fiir die Kopplung zwischen (2.16a) und (2.16b).

Die beiden als lineare inhomogene partielle Differenzialgleichungen einzuord-
nenden Beziehungen (2.16) enthalten die drei Unbekannten o, o, und 7.
Deshalb ist das Gleichungssystem (2.16) einfach statisch unbestimmt. Die-
se Unbestimmtheit kann durch Hinzunahme von Gleichungen fiir die Verfor-

mungskinematik und das Materialverhalten beseitigt werden. Dariiber hinaus
sind die Gleichungen (2.16) durch statische Rand- oder Sprungbedingungen
zu erginzen, die Angaben iiber den Spannungsvektor betreffen (vgl. Kapitel
12).

2.3 Dreiachsiger Spannungszustand

Im allgemeinen Fall ist von einem dreiachsigen oder rdumlichen Spannungs-
zustand auszugehen. Die Erweiterung der Anordnung von Bild 2.3a fiithrt auf
das quaderférmige differenzielle Volumenelement im Bild 2.7.

2.3
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dy ' T

dx

Bild 2.7. Kartesisches Quaderelement im raumlichen Spannungszustand

Die drei sichtbaren Koordinatenflichen sind durch glatt verteilte Spannungs-
vektoren belastet, die mittels ihrer Koordinatentripel

(szv Txy, Tacz) y (Tym Oyy» Tyz) 5 (Tz:m T2y, Uzz)

beziiglich der kartesischen Basis e, e,, e, beschrieben werden. Auf den
Riickseiten liegen die entgegengesetzt gleich groflen Flichenkrifte vor.
Ahnlich wie in Abschnitt 2.2 fragen wir nach dem Zusammenhang zwischen
dem Spannungsvektor an einem beliebig orientierten Flichenelement mit der
Einheitsnormalen n und den Spannungsvektoren an fest orientierten Koordi-
natenflachenelementen eines freigeschnittenen Tetraeders (Bild 2.8). Ersterer
ist in Bild 2.8 als t eingetragen. Fiir ihn werden zwei Komponentenzerle-
gungen benutzt, eine beziiglich der Basis e, e,, e, und die andere beziiglich
des Normaleneinheitsvektors n sowie des tangentialen Einheitsvektors s des
Fldachenelementes dA. Die Zerlegungen sind

t=1t,e, +tye,+t.e,=0on+r7s, (2.17)

wobei o wieder eine Normalspannung und 7 eine Schubspannung bezeich-
nen. Von den Spannungsvektoren an den Koordinatenflichenelementen liegt
bereits die Koordinatendarstellung vor.

Die Inhalte der Fldchenelemente in den Koordinatenebenen ergeben sich als
Projektionen des geneigten Flichenelementes dA auf die Koordinatenebenen
aus

dA, = dAcos(n,e;) =n,dA ,

dA, = dAcos(n,e,) = ny,dA , (2.18)
dA, = dAcos(n,e,) =n.dA ,
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Bild 2.8. Zur Darstellung des Spannungsvektors

wobel

n = nge, +nye, +n.e, (2.19)

gilt und (n,ey), k = z,y, z den Winkel zwischen dem Normalenvektor n und
dem Basisivektor e bezeichnet.

Die Kriftebilanz fiir das Tetraeder, in der dhnlich wie in Abschnitt 2.2 Vo-
lumenkréfte weggelassen werden konnen, fithrt mit der linken Gleichung von

(2.17) und gemif Bild 2.8 auf

— 1 —tpdA 4 04 dAy + Ty dAy + To0d A= 0,
1+ —tydA+ TpydAy + oyydAy + ToydA.= 0, (2.20)
S =t dA+ Ty dAy 4+ 1y dAy +0.,dA, =0 .

Hieraus entsteht unter Benutzung von (2.18)

ty = OpaNg + TyaMy + TzzNz
ty = ToyNa + OyyNy + Ty, (2.21)

ty = TeaNg + TyzNy + 0221 .

Diese Beziehungen, die auf CAUCHY (1789-1857) zuriickgehen, stellen den
angekiindigten Zusammenhang zwischen den auf die Basis e, e,, e, bezo-
genen kartesischen Koordinaten des an einem beliebig orientierten Schnitt-
flichenelement nd A wirkenden Spannungsvektors t und den kartesischen Ko-
ordinaten der Spannungsvektoren an den kartesischen Koordinatenfléchen-
elementen dar. Im ebenen Spannungszustand gemif (2.3) entfallen die z-
indizierten Terme.
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Beziiglich des Momentengleichgewichts des Quaders von Bild 2.7 gelten in
Verallgemeinerung von (2.5) die Symmetriebedingungen

Toy = Tyz »  Toz = Taz ,  Tyz = Tay - (2.22)

Der rdumliche Spannungszustand ist demnach durch sechs unabhéingige An-
gaben bestimmt, die in der symmetrischen Matrix

Ogxx Toy Txz
(Ukl) = | Tyz Oyy Tyz

Tzx Tzy Ozz

angeordnet werden konnen. Diese Angaben stellen wie im ebenen Fall die
Koordinaten des Spannungstensors dar. Es entstehen auch hier keine Miss-
verstdndnisse, wenn die doppelten Indizes an den Normalspannungen durch
einfache ersetzt werden, d. h. wir benutzen kiinftig die Schreibweise 0., = 0,
Oyy =0y und o,, = 0.

Analog zum ebenen Fall kann auch ein und derselbe rdumliche Spannungszu-
stand beziiglich verschiedener gegeneinander raumlich gedrehter Vektorbasen
beschrieben werden. Die Spannungstensorkoordinaten in Bezug auf die alte
Vektorbasis und die Spannungstensorkoordinaten in Bezug auf die neue, ge-
drehte Vektorbasis hingen iiber Gleichungen voneinander ab, die den Bezie-
hungen (2.6) bis (2.8) dhneln und in der weiterfithrenden Literatur zu finden
sind.

Im Folgenden schrianken wir den Spannungsvektor t so ein, dass er normal
zum schrigen Schnittflichenelement wirken soll, und geben seine Koordina-
tendarstellung unter Nutzung von (2.17) und (2.19) an:

t =t,e, +t,ey+1t.e. =on=onze, +onye, +on.e; (2.23)

bzw.
ty=0ny,, ty=o0ny, t.=on,. (2.24)
Einsetzen von (2.24) in (2.21) ergibt ein lineares homogenes Gleichungssystem

fiir die unbekannten Richtungskosinus n,, n, und n, das unter Benutzung
von (2.22) in der Form

(02 — 0)na+ TuyTy+ Tezz =0,
TyaNa+(0y — 0)ny+ Tysnz =0, (2.25)
TopNa+ TayNy+(0; —o)n, =0

geschrieben werden kann.
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Die notwendige Bedingung fiir nichttriviale Losungen von (2.25) besteht im
Verschwinden der Koeffizientendeterminante

Oy — 0 Tay Tez
Tyz oy — 0 Ty | =0. (2.26)
Tox Tay 0, — 0

Ohne Beweis sei festgestellt, dass die in (2.26) ausgedriickte Polynomglei-
chung dritten Grades

3 2 2 2 2
— 0%+ (0p + 0y +0,)0° — (0,04 + 0,0, + 0y0, — Toy = Taz — TyZ)U
Or Taxy Tzz

+|Tye oy Ty2| =0 (2.27)

Tzx Tzy Oz

wegen der Symmetrie der Koeffizientenmatrix von (2.26) drei reelle Losungen
besitzt. Diese drei Losungen (Wurzeln) sind die Eigenwerte o;, i = 1,2, 3 oder
Hauptwerte des Spannungstensors und heiflen Hauptspannungen.

Die drei Eigenwerte seien verschieden. Dann erzeugt jeder dieser Eigenwerte
mit (2.25) ein homogenes Gleichungssystem fiir die drei Koordinaten des
zum jeweiligen Eigenwert gehorenden Eigenvektors. Fiir ¢ = 1 lautet das
Gleichungssystem der zu bestimmenden Eigenvektorkoordinaten

(Ux - 01)n1z+ Txyn1y+ TezN1z =0,
TyzMz+(0y — 01)N1y+ TyzN1 =0, (2.28)
TeaNiz+ szn1y+(az - Ul)nlz =0.

In (2.28) sind genau zwei Gleichungen linear unabhiingig. Mittels dieser Glei-
chungen lassen sich zwei Eigenvektorkoordinaten durch die dritte ausdriicken.
Der aus (2.28) folgende Eigenvektor

n; = nNiz€; + N1y€y +ni.e, , (229)

der die Richtung einer Hauptachse hat, besitzt zunichst eine unbestimmte
Lénge, die durch die Normierungsbedingung

In;| = nfT + n%y + n%z =1 (2.30)

festgelegt wird, so dass 714, n1, und n, die Richtungskosinus von n; dar-
stellen.

Die Wiederholung der Prozedur (2.28), (2.30) fiir ¢ = 2,3 fithrt auf die
verbleibenden Eigenvektoren ny und ns. Diese kénnen in einem Rechtssys-
tem, dem Hauptachsenbezugssystem, angeordnet werden. Thre Richtungsko-
sinus bilden dann eine eigentlich orthogonale Matrix. Diese Matrix beschreibt
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die rdumliche Drehung des Hauptachsenbezugssystems gegeniiber dem Aus-
gangssystem. Die zu den Hauptachsen senkrechten Ebenen heiflen Hauptebe-
nen.

Bei einer Doppelwurzel von (2.27) bestimmen die dazugehorigen Eigenvek-
toren eine Ebene, die senkrecht zum Eigenvektor der dritten Wurzel von
(2.27) angeordnet ist. Die beiden Eigenvektoren der Doppelwurzel kénnen so
gewahlt werden, dass sie zusammen mit dem dritten Eigenvektor ein karte-
sisches Rechtssystem bilden (Orthonormierung).

Entsteht das Hauptachsenbezugssystem durch Drehung um nur eine Ko-
ordinatenachse des Ausgangsbezugssystems, wobei diese Koordinatenachse
schon eine Hauptachse ist, so fiihrt die erlduterte Vorschrift zur Berechnung
der Hauptspannungen und -richtungen auf die speziellen Formeln (2.12) bis
(2.14).

Verschwindet eine Hauptspannung, so liegt ein ebener Spannungszustand vor.
Umgekehrt geht der ebene Spannungszustand immer mit dem Verschwinden
einer Hauptspannung einher. Ein einachsiger Spannungszustand ist gegeben,
wenn zwei Hauptspannungen null sind. Drei gleiche Hauptspannungen cha-
rakterisieren den hydrostatischen Spannungszustand, bei dem jedes orthogo-
nale Bezugssystem Hauptachsensystem ist.

Mit Kenntnis der Hauptspannungen lisst sich (2.27) nach den Regeln der
Algebra auch als

—(0 —01)(o0 —09)(0 —03) = —0° + (01 + 02 + 03)0?

—(0102 + 0103 + 0203)0 + 010203 =0 (2.31)

schreiben. Die Koeffizienten von (2.27) und (2.31) legen dasselbe Polynom
fest. Sie sind offensichtlich nicht vom Wechsel des Bezugs vom x, y, z-System
auf das Hauptachsensystem betroffen und heiflen deshalb Invarianten des
Spannungstensors.

Ohne Beweis sei noch die maximale Schubspannung 7,.x angegeben, deren
Definition fiir o und o; mit k& # [ durch

1

Tmax — §|0k - Ul|max 5 k,l = 1;2,3 (232)
bzw.
1
Tmax=§(0'1—03) ) 01 2 02 2 03 (2.33)

gegeben ist, wobei die Hauptspannungen der Gréfle nach geordnet sind. Die
maximale Schubspannung wirkt in Ebenen, die jeweils eine Neigung von je
45° gegeniiber den Hauptachsen 1 und 3 besitzen.

Die Hauptspannungen und die maximale Schubspannung haben Bedeutung
fiir die Beurteilung der Festigkeit von Bauteilen (vgl. Kapitel 6).
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Das oben erlduterte Eigenwertproblem des Spannungstensors ist identisch
mit dem Eigenwertproblem symmetrischer quadratischer Matrizen.

Beispiel 2.2

Bei der Berechnung eines Bauteiles wurde der rdumliche Spannungszustand
mit den Zahlenwerten o, = 100 MPa, o, = 80 MPa, o, = 90 MPa, 7., = 0,
Tz> = 20 MPa und 7,, = 20 MPa ermittelt (vgl.a. Bild 2.7). Gesucht sind
die Hauptspannungen und -richtungen sowie die maximale Schubspannung.
Lésung:

In der Eigenwertgleichung (2.27) wird der normierte Eigenwert & mittels
o = & - 10 MPa eingefiihrt, so dass

—53 + 92752 — 2346 + 648 = 0

mit den Losungen 1 = 12, 69 = 9 und 63 = 6 folgt. Die Hauptspannungen
sind dann o7 = 120 MPa, 05 = 90 MPa und o3 = 60 MPa.

Aus den gegebenen Spannungswerten und der ersten Hauptspannung o er-
gibt sich mit (2.28) das homogene Gleichungssystem zur Bestimmung der
Richtungskosinus 114, n1, und ny, des Eigenvektors n; der ersten Hauptrich-
tung

_2n1x +2n12 =0 )
- 4n1y+2n1z =0 )

2n1, + 2n1y—3n1, =0 .

Diese Gleichungen liefern nq, = ni1, und n1, = n1,/2. Die Normierungsbe-
dingung (2.30) ergibt
2

9
2 2 2 _ _
Ng + nly + Ny = anz =1

bzw. nig = 2/3, ni, = 1/3 und ny, = 2/3.

Analoge Rechnungen fiir oo und o3 fithren auf no, = —2/3, ngyy = 2/3 und
ne, = 1/3 baw. ng; = —1/3, nzy, = —2/3 und n3. = 2/3. Die Normierung
der Eigenvektoren wurde so realisiert, dass die Eigenvektoren n;, ns und ng
der Hauptrichtungen ein Rechtssystem bilden.

Die maximale Schubspannung betréigt nach (2.32) bzw. (2.33)

1
Tmax = 5(0’1 —o03) =30 MPa .

O

Es sei noch erwihnt, dass zur Untersuchung inhomogener dreiachsiger Span-
nungszustinde und bei Berticksichtigung von beliebigen Volumenkréften ein-
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schlieflich Tragheitsanteilen die Anordnung aus Bild 2.6 um Terme beziiglich
der z-Richtung erweitert werden muss. Das Kriftegleichgewicht fithrt dann
auf drei Gleichungen anstelle von (2.16a) und (2.16b) sowie in den dazu-
gehorigen statischen Randbedingungen fiir den Spannungsvektor auf die Be-
riicksichtigung einer z-Komponente (s. Kapitel 12). Die Symmetrie (2.22)
des Spannungstensors als Ausdruck der Erfiillung der Momentenbilanz bleibt
bestehen.

An dieser Stelle ist zu bemerken, dass die mitunter anzutreffenden, durch
die Punktmechanik inspirierten kugelférmigen Massen- bzw. Volumenelemen-
te anstelle der durch Koordinatenflichen wie in Bild 2.7 abgegrenzten Ele-
mente fiir die obigen Betrachtungen ungeeignet sind. Denn sie hinterlassen
auch bei noch so geringen Abmessungen in dichtester Packung Liicken, die
im Widerspruch zu der mit dem Korperbegriff eingefiihrten Kontinuumsan-
nahme stehen, und die Erfiillung ihres Momentengleichgewichtes bleibt offen
(s.a. Kapitel 12).

2.4 Verschiebungen und Verzerrungen

Wird ein Korper belastet, so verformt er sich. Dabei werden die Korper-
punkte in Abhéngigkeit von ihrem Ort verschoben. Die Verschiebungen al-
ler Kérperpunkte bilden den Verschiebungszustand des Koérpers, auch als
Verschiebungsfeld bezeichnet. Ortsverédnderliche Verschiebungsfelder verur-
sachen i. Allg. Verzerrungen des Korpers. Die Verzerrungen gehen gemeinsam
mit den Spannungen in die Materialgleichungen ein. Es werden deshalb De-
finitionsgleichungen fiir die Verzerrungen benétigt, die kinematischer (auch
geometrischer) Natur sind.

Zur Berechnung des kinematischen Zusammenhangs zwischen dem Verschie-
bungsfeld der Kérperpunkte und den daraus folgenden Verzerrungen betrach-
ten wir ein kartesisches Volumenelement des Korpers. Von einer in der z, y-
Ebene liegenden Fliche dieses elementaren Quaders sind in Bild 2.9 die ma-
teriellen Seitenlinien AB und AC eingezeichnet.

Zunéchst werde der Quader nur parallel zur x,y-Ebene bewegt. Dabei wird
der anféinglich bei A(z,y) befindliche Kérperpunkt an den Ort A’ verschoben.
Der entsprechende Verschiebungsvektor ergibt sich als Funktion der beiden
unabhéingigen Ortskoordinaten x und y der Ausgangslage A des Korper-
punktes zu

u(z,y) =ra —ra=uz(z,y)es + uy(z,y)e, . (2.34)

In Bild 2.9 wurde der Vektor u zur Vereinfachung ohne die Argumente x und
y eingetragen.
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A u(@,y+dy)
u,(,y+dy) o ¢
’YzyZ
+d
yray C
dy B
A Vayl u,(z+dz,y)
ey — K | g B
y ?A B
N ry
u,(T,y) u (z+dz,y)
7
z o T dx T+dzr =:z

Bild 2.9. Zur Berechnung der Verzerrungen

Infolge ebener Verzerrung des Quaderelemetes wird der in der Ausgangsan-
ordnung um dr vom Korperpunkt bei A entfernte Korperpunkt bei B nach
B’ verschoben. Der dabei erzeugte Winkel 7,1 zwischen der materiellen Sei-
tenlinie im verzerrten Zustand A’B’ und im Ausgangszustand AB sei hin-
reichend klein, |y;,1| < 1. Dann ist ndherungsweise A’B’ ~ A’B”, und die
Dehnung des mit seinen Enden urspriinglich in den Punkten A und B be-
findlichen materiellen Lingenelementes dz ergibt sich analog zu (1.31) und
mit ug(x + dx,y) = uz(x,y) + de in der Form

 ABF-AB 1 B,

= = [ e de ) (o) - do] = S (2.39)

wobei das Symbol 9()/0x wieder die partielle Ableitung fiir festgehaltenes y
bezeichnet und der Doppelindex xz auf die Form der rechten Seite in (2.35)
Bezug nimmt.

Eine #hnliche Uberlegung beziiglich des materiellen Elementes dy fithrt auf

6II

_ Ouy

= (2.36)
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Wir setzen auch |e,,], |eyy| < 1 voraus. Fiir |y,,1]| < 1 gilt dann in derselben
Néaherungsordnung mit A’B” ~ dx noch

B'B" 1

Ouy
Yoy = S = o [w( + dey) ()] = T (238)
und analog
Ouy
w2 = — . 2.38
Vxy2 8y ( )

Das verzerrte materielle Zweibein A’ B’ — A’C’ weicht deshalb um die Schub-

verzerrung

Ouy  Ouy

vom urspriinglich rechten Winkel ab.

Bei einer rdaumlichen Verzerrung des Korpers ist das materielle Zweibein
AB — AC aus Bild 2.9 um einen dritten Schenkel in z-Richtung AD zu
ergénzen und die Abhéngigkeit aller Verschiebungsvektorkoordinaten wug,
und u, von den unabhéngigen Ortsvariablen z,y und z zu beachten. Fiir
analoge Niherungen wie oben bleiben die Formeln (2.35), (2.36) und (2.39)
erhalten. Es kommen noch eine Dehnung in z-Richtung ¢, sowie zwei Schub-
verzerrungen ;. bzw. v, in den Ebenen x — z bzw. y — 2z hinzu, so dass sich
schliellich insgesamt drei Dehnungen

8ux 8uy 8uz
5ww:8$7 5yy:7ya azz:aza
und drei Schubverzerrungen
Ouy — Ouy Ou,  Ou, Ouy ~ Ou,
Yoy = gy Tor o T, Ty T T oy
[Vayl, [Vazl, =] <1

lezas |€yy|7 22| <1 (2.40)

(2.41)

ergeben.
Die Dehnungen (2.40) und Schubverzerrungen (2.41) lassen sich mit der De-
finition

1
Skl = kL k#1 (2.42)

und der Indexvereinbarung z, = z, v, = y, £, = 2 zu den Maflzahlen oder
Koordinaten des so genannten Verzerrungstensors

1 (8’[% oy

e A . 2.43
€kl 2 3zl + axk) B ) T, Y,z ( )
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zusammenfassen. Die Verzerrungen (2.43), welche den Verzerrungszustand
eindeutig festlegen, werden auch héufig in der Matrixform

1 1
Exx Exy Exz Ea 2Vry ez
— _ 1 1
(erm) = | eyaeyyewe | = | 30 & 3w
1 1
Caz Ezy Ezz §7zw §7zy €z

angegeben.

Die schon angesprochene Kleinheit der Betrige |ey;| in (2.43) garantieren wir
durch die Bedingung |Ouy/0z;| < 1 fiir die Verschiebungsgradienten. Die
vorgenommene Nidherung erlaubt auch die Vernachlédssigung der hier nicht
erklédrten lokalen Starrkorperrotationen, welche z. B. fiir das Knicken schlan-
ker Stidbe bedeutsam sind (s. Abschnitt 8.3). Sie stellt eine geometrische
Linearisierung dar.

Der Verzerrungstensor (2.43) besitzt dieselben mathematischen Eigenschaf-
ten wie der Spannungstensor. Er ist offensichtlich symmetrisch, d.h. seine
Koordinaten geniigen der Bedingung

€kl = €k (2.44)

so dass in den neun kinematischen (auch geometrischen) Beziehungen (2.43)
nur sechs unabhéngig sind.

Die Transformation der Verzerrungstensorkoordinaten bei Drehung des Be-
zugssystems erfolgt nach denselben Gleichungen wie beim Spannungstensor.
Beispielsweise ergeben sich im ebenen Fall, der durch das Verschwinden einer
Hauptdehnung definiert ist, beim Wechsel vom kartesischen x, y-System auf
das kartesische u, v-System in der schon festgelegten Hauptebene nach Bild
2.3 die Transformationsgleichungen

1 1 1
eu = 5(Ea+ey) + 5 (er — ) 0829+ Sy sin 20 (2.45)
1 1 1
Ey = §(€x +ey) — 5(% —€y) o8 2¢p — 5 Vzy sin2¢ (2.46)
Y= — (€x — z—:y) Sin 2¢ + vy €S 2¢ , (2.47)

in denen die Definition (2.42) und die Indexvereinfachung zx, yy, uu, vvo —
x,y,u,v eingesetzt wurden. Der Formalismus zur Bestimmung der Haupt-
werte und -achsen kann vom Spannungstensor allein durch Austausch der
Bezeichnungen unter Beachtung von (2.42) vollstéindig {ibernommen werden.
Nach Sortierung der Hauptdehnungen in der Anordnung

€1 2 €2 > €3 (2.48)
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ergibt sich die maximale Schubverzerrung analog zur maximalen Schubspan-
nung bis auf den Faktor 1/2 aus
Ymax = €1 ~ €3 - (2.49)
Besonders erwéhnt sei die erste Invariante e des Verzerrungstensors
€=¢€pp+Eyy +Ez=61F6E2+¢€3. (2.50)

Sie liefert die auf das Ausgangsvolumen Vj bezogene Anderung des Volumens
V -V, wie die homogene Dehnung eines Quaders mit den Kantenldngen [;, Iy
und 3 zeigt. Es gilt zunéchst

V-W _l1(1 +e1)lo(14e2)l3(1 +e3) — l1lal3
Voo Lilals
=(14e1)(l+e)(l+es)—1.

Fiir |¢;| < 1 und die daher erlaubte Vernachlissigung der nichtlinearen Terme
ergibt sich
V-V
Vo

Der Ausdruck (2.51) heiit Volumendehnung.

Abschliefend wird nochmals darauf hingewiesen, dass fiir die im Gleichge-
wicht befindlichen Koérper bei ihrer Bindung an eine feste Umgebung sowie
wegen der vorausgesetzten sehr kleinen Dehnungen und Winkeldnderungen
die Ortskoordinaten der materiellen Korperpunkte in der Ausgangspositi-
on naherungsweise auch zur Angabe der aktuellen Position benutzt werden
diirfen (geometrische Linearisierung). Ausgenommen davon ist das Kapitel 8
iiber elastische Stabilititsprobleme. Im Ubrigen gehdren zu den Differenzial-
gleichungen (2.43) noch kinematische (auch geometrisch genannte) Randbe-
dingungen mit Angaben iiber die Verschiebungen (s. Kapitel 12).

et ergtez=e. (2.51)

Beispiel 2.3

Man betrachte das Bild 1.2 und bestimme den Zusammenhang zwischen der
relativen Langendnderung e = Al/l und der Abweichung vom rechten Winkel
~. Das Ergebnis ist mittels der Transformationsformeln (2.45) bis (2.47) zu
iiberpriifen.

Lésung:

Aus Bild 1.2b kann

tan(w ’y)_l/Q—Al/Q_l—e

4 2) I24A12 1+¢
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abgelesen werden. Das Additionstheorem fiir den Tangens liefert

tan(z—1>: tan § — tan 3 zl—tan%'
4 2 l+tanftand  1+tan

Wegen |v|, le| < 1 gelten tanvy/2 ~ v/2, (1+7v/2) ! ~ 1—/2und (1+¢)~ ! ~
1 — e. Daraus ergibt sich

™ ’Y) 1—v/2 2 2
t - — =)= ~(1—7v/2)"~=(1-
an(F-3) = 1o~ -2~ (-9

bzw. im Rahmen der geometrischen Linearisierung
¥ =2.

Fiir die Anwendung der Transformationsformeln (2.45) bis (2.47) sind zu-
nachst geméf Bild 1.2 die Beziehungen €, = €1 =¢, ¢y = €2 = —¢€, Yoy =0
und ¢ = /4 festzustellen. Diese fithren auf €, =0, £, = 0 und vy, = —2¢ =
—~. Das Minuszeichen geniigt der Tatsache, dass v eine Verkleinerung des
urspriinglich rechten Winkels in Bild 1.2 bezeichnet, ein durch die Achsen
u, v gegebener rechter Winkel aber nach Bild 1.2b um ~ vergrofiert wird. [

Das Beispiel 2.3 zeigt, dass wie im Fall des Spannungszustandes ein und
derselbe Verzerrungszustand durch genau einen Verzerrungstensor festge-
legt wird, wobei die Koordinaten des Verzerrungstensors, d.h. die Beschrei-
bung des Verzerrungszustandes, in unterschiedlichen Bezugssystemen, hier
x,y bzw. u,v, verschieden ausfallen (vgl. auch Beispiel 2.1).

Beispiel 2.4
Auf der Oberfliche eines ebenen Blechs befinden sich drei Dehnmessstreifen
a, b und ¢ mit den Richtungen nach Bild 2.10.

Y

b
€y, A a
€: €, x

Bild 2.10. Dehnmessstreifenanordnung

Gesucht sind die Koordinaten des Verzerrungstensors beziiglich des x,y, 2-
Systems in Abhéngigkeit von den gemessenen Dehnungen &, ¢, und &..
Lésung:

Aus Bild 2.10 kénnen €, = ¢, und ¢, = €. abgelesen werden. Fiir ¢, ergibt
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sich mit (2.45)

1 1 1
Ep =&y = 5(61 +ey) + 5(5:,3 —&y) cos 90° + 3y sin 90°
und folglich
1 1

Epy = ?ymy = 5(255 — €4 —E¢) -

Die restlichen Verzerrungstensorkoordinaten e, €., und €., bleiben unbe-
stimmt. O

2.5 HOOKEsches Gesetz

Die bereits in Abschnitt 1.3 aus den Ergebnissen des Zugversuches gewon-
nenen linear-elastischen Materialgleichungen werden jetzt auf den dreiachsi-
gen Spannungszustand verallgemeinert. Wir setzen weiterhin Isotropie, d. h.
Richtungsunabhéngigkeit, und Homogenitét, d.h. Ortsunabhéngigkeit, der
Materialeigenschaften des Korpers voraus.

Zunichst liege ein einachsiger Spannungszustand o vor (Bild 2.11a).

b)

Bild 2.11. Zur Verallgemeinerung des HOOKEschen Gesetzes

Die Dehnung ¢ in Richtung der Spannung o, die so genannte Ldngsdehnung,
folgt mit dem schon aus (1.13) bekannten Elastizititsmodul E zu
o
= F
und die dazugehorige Querdehnung mit der Querkontraktionszahl v nach
(1.15) zu

€g=—VE=—V— .

= Q
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Wird der Kérper aufler durch eine Langsspannung o, noch durch zwei Quer-
spannungen o, und o, beansprucht (Bild 2.11b), so verringert sich die Langs-
dehnung in z-Richtung um die anteiligen Querdehnungen infolge der Langs-
dehnungen in y- bzw. z-Richtung, so dass

1 v v 1
B T E
entsteht. Dabei durften die anteiligen Terme wegen ihrer linearen Abhéngig-
keit von der Spannung addiert werden. Die Wiederholung der Uberlegung fiir
die y- und die z-Richtung liefert noch

€p = [o0p — v(oy + 02)] (2.52)

€ A ! - ! [ (00 +02)] (2.53)
= ——=0g, — — 0, = — — V(0g z ) .
v TR T R T g0 T plOy V0= T O
v v 1 1
=gt oyt pos= gl vle o) (250

Nach Addition der drei Dehnungen entsteht die Volumendehnung (2.50) in

der Form

1-2
e=¢czte g te.= Ty(ax—&-oy—l-az). (2.55)

Sie ist also der Spannungssumme proportional. Mit ihrer Hilfe lédsst sich die
Umkehrung des Gleichungssystems (2.52) bis (2.54) als

E {(1—# v )ew + ' o+ E}
Oy — T z
1+v 1—2v 1—-20 Y 1-—2w

14

E
_ 2.56
ot T,0) (2.56)
E [ v . +(1+ v )8 n v E}
0’ = < &z z
Y 1+vil—2v 1—2077Y  1-92w
14
= 2.
T Gt oY) (2:57)
£ { L T 5)}
ag =
T l4vll—20  1—2wY 1—20 %
E v
pr— 2.
SR (2:58)

schreiben. In den Gleichungssystemen (2.52) bis (2.54) und (2.56) bis (2.58)
ist die bedeutsame Symmetrie der aus den Materialkonstanten gebildeten
Koeflizientenmatrix zu erkennen.
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Der Beanspruchungsfall reinen Schubes nach Bild 1.7 und Gleichung (1.16)
wird auf die drei Ebenen xy, xz und yz angewendet:

Tey = G7zy v Ter = Gz Tyz = G’sz . (259)

Alle drei Gleichungen enthalten als Materialkonstante denselben Schub-
modul G.

Der noch zu beweisende Zusammenhang (1.17) zwischen den drei Material-
konstanten F, G und v bleibt bestehen (s. Abschnitt 2.6).

Wie im Fall einachsiger Spannung miissen gegebenenfalls auch unter allgemei-
neren Bedingungen Wirmedehnungen beriicksichtigt werden. Bei isotropem
Material diirfen sie sich in den drei Hauptrichtungen des thermischen Ver-
zerrungstensors nicht unterscheiden. Die drei gleichen Hauptwerte gelten in
allen kartesischen Bezugssystemen. Temperaturdnderungen erzeugen deshalb
keine Schubverzerrungen. Dies demonstriert die selbstdhnliche VergroBerung
eines kartesischen Netzes infolge Temperaturerhohung um AT geméfl dem

Bild 2.12.
A

Bild 2.12. Verformung infolge Temperaturerh6hung

T

In Verallgemeinerung von

—~

1.18) und (2.52) bis (2.54) ergibt sich damit

1
€g = E[UI —v(oy + O‘Z)} + aAT |
1
=% [0y —v(os +02)] + AT, (2.60)
1
=4 [0, — v(og +0y)] + AT
oder aufgeldst nach den Normalspannungen mit (2.55)
E v 1
T — T - EaAT ;
ol ol w L A e
oy = = (ey + v e) — EaAT (2.61)
Yool 12w 1—2v ’ '
FE v 1
., = . — EaAT .
S Sl G R w i Rl

Hier bezeichnet « wieder die Wéarmedehnzahl. Die Beziehungen (2.59) bleiben
bestehen.
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2.6 Arbeit, Verzerrungsarbeit und -energie

Bei Belastung und Verformung von Koérpern wird in den Korpern Arbeit
verrichtet, die bei elastischem Materialverhalten in diesen gespeichert und
wéhrend der Entlastung zuriickgewonnen werden kann. Die Speicherung ist
mit dem Begriff , Energie“ verbunden. Arbeit und Energie stellen streng zu
unterscheidende fundamentale Definitionen der Mechanik dar, deren Kennt-
nis fiir das theoretische Versténdnis als auch fiir die Losung praktischer Auf-
gaben wichtig ist (s. Kapitel 6 bis 8).

Die Arbeit W, die eine Kraft F' wihrend der Verschiebung lings eines Weges
u verrichtet, betrégt bei gleichen Orientierungen von Kraft und Verschiebung
definitionsgeméf

W = /F(a)da . (2.62)

Wirkt die Kraft F' aulerhalb des Zugstabes in Bild 2.13 und besitzt einen
Angriffspunkt, der mit dem rechten Ende des Zugstabes zusammenfillt, so
verrichtet sie an der Verschiebung u die duflere Arbeit W,, welche sich mit
(2.62) zu

W, = [ F(a)da (2.63)
/

ergibt.

@ <F—L i L
S *ﬁ+ﬂ PR

- l

Bild 2.13. Zur Berechnung der Arbeit am Zugstab

Die Langsdehnung des Zugstabes geht einher mit einer nach Bild 2.13 orts-
unabhéngigen, im Inneren des Stabes wirkenden Kraft, der Léngskraft F7 .
Die Léangskraft verrichtet an der Verschiebung u des rechten Zugstabendes
(Bild 2.13) die innere Arbeit

W, =— FL(’lj)d’a . (264)
/

Das Minuszeichen entsteht, weil die Langskraft F;, am freigeschnittenen rech-
ten Zugstabende entgegengesetzt zur Wegkoordinate u gerichtet ist. Es wird
bei der Definition der inneren Arbeit in anderen Darstellungen mitunter weg-
gelassen. Dies bedingt dann ein Pluszeichen zwischen innerer Arbeit und Po-

2.6
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tenzial der inneren Lasten anstelle des Minuszeichens (s.u. (2.70)). Befindet
sich das rechte Zugstabende wihrend der Lastaufbringung immer im Gleich-
gewicht, d. h.

F(u) = Fr(u) , (2.65)

so folgt die Identitat

u u

/ Fy (@)dii = —W; . (2.66)
0 0

S
Il
—
=
=
QU
N
Il

Fiir die Berechnung der inneren Arbeit setzen wir eine hinreichende Schlank-
heit und homogene linear-elastische Materialeigenschaften des Zugstabes vor-
aus. Die Storung des Spannungs- und Verzerrungszustandes im Einspann-
und Krafteinleitungsbereich mit der Abklinglinge a < [ kann dann geméif
dem Prinzip von DE SAINT VENANT (s. Abschnitt 10.1) vernachléssigt
werden. Es ergibt sich wie in Beispiel 1.1 ndherungsweise im gesamten Stab-
volumen eine konstante Spannung o = Fr, /A und eine konstante Dehnung

e = % . (2.67)

Damit wird die bei der Verformung des Zugstabes verrichtete innere Arbeit,
die so genannte Verzerrungsarbeit,

Wi = — 0/ Fy(@)di = — Al O/ o ()d5 (2.68)

Aus ihr kann, da der Integralausdruck auf der rechten Seite von (2.68) an
allen Stellen des Zugstabes gleich ist, die spezifische innere Verzerrungsarbeit
je Volumeneinheit

= Wi —/a(é)dé (2.69)

gewonnen werden.

Das Integral in (2.69) stellt die Fldche unter der Spannungsdehnungskurve
dar (Bild 2.14). Das lineare Kurvenstiick (1) entsprechend dem HOOKE-
schen Gesetz liefert fiir Be- und Entlastungswege gleiche Flichen (vertikal
schraffiert), d.h. die bei Belastung verrichtete innere Arbeit (2.69) wird bei
Entlastung vollstdndig zuriickgewonnen. Sie war im Zugstab gespeichert. Ei-
ne Arbeit mit dieser besonderen Eigenschaft wird bis auf ein aus forma-
len Griinden noch zu beriicksichtigendes Minuszeichen als Energie, poten-
zielle Energie oder Potenzial bezeichnet, hier als die spezifische elastische
Verzerrungsenergie U*. Die statische Last, deren Arbeit gespeichert wurde,
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heifit konservativ (energieerhaltend) oder Potenziallast. Mit der Definition
U* = -W}, d.h. U*(0) = 0, und dem HOOKEschen Gesetz (1.13) ergibt
sich aus (2.69)

U* = W*—/E (E)ds—/eEsds—lEez—aQ—la (2.70)
I 27 Tap T 27 '
0 0
7 @/’7
£
®
oy
/
fam ¥

)

Bild 2.14. Spannungsdehnungsdiagramm mit Be- und Entlastungswegen

Die MaBeinheit fiir U* ist Nm/m® = N/m?, gleicht also der MaBeinheit der
Spannung, obwohl beide Groéflen physikalisch verschieden voneinander sind.
Das Spannungsdehnungsdiagramm metallischer Konstruktionswerkstoffe
setzt sich meist oberhalb eines linearen Anfangsstiickes nichtlinear fort. Dies
zeigen, ergdnzend zu Bild 1.6, das Geradenstiick @ und der gekriimmte
Linienabschnitt (2) in Bild 2.14. Die unter beiden Kurven (1) und (2) be-
findliche horizontal schraffierte Flidche représentiert die spezifische Verzer-
rungsarbeit (2.69). Das Entlastungsverhalten der genannten Materialien kann
niherungsweise durch die Gerade (3) parallel zu (1) beschrieben werden.
Dann wird nur die Arbeit zuriickgewonnen, welche der Fliche unter der Gera-
den @ entspricht. Der Rest geht zum grofiten Teil in Wéarme tiber, wihrend
ein kleiner Teil davon, begleitet von Strukturverdnderungen des Materials, im
Material verbleibt. Das beschriebene Materialverhalten heifit elastoplastisch.
Fiir linear-elastisches Material ldsst sich die Beziehung (2.66) mit (2.69) und
(2.70) als

Wi = —AIW; = AlU* = U = %Alm—: = %FLU =W, (2.71)

schreiben, wobei U die Verzerrungsenergie des Stabes bezeichnet.

Es gibt auch nichtlinear-elastische Materialien mit Kennlinien wie in Bild
2.15, bei denen Be- und Entlastungsweg {ibereinstimmen, so dass wieder U* =
—W; folgt. In diesem Fall kann zur spezifischen Verzerrungsenergie U* die
so genannte spezifische Erginzungsenergie U* definiert werden, fiir die

U*=0e-U* (2.72)
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oA o

oy

Bild 2.15. Spannungsdehnungsdiagramm bei nichtlinearer Elastizitéit

gilt und die gelegentlich als Hilfsrechengrofie Verwendung findet. Bei linearem
Material entstehen in Bild 2.15 zwei Dreiecke mit gleichem Flécheninhalt,
d.h.

U =Ur. (2.73)

Unter reiner homogener Schubbeanspruchung geméfl Bild 1.7 betrégt die spe-
zifische innere Verzerrungsarbeit wegen |y| < 1

v

P 0/ (5)ahbdy = — 0/ (55 | (2.74)

die fiir linear-elastisches Material mit (1.16) unabhéngig vom Belastungsweg
ist und deshalb auf die spezifische elastische Verzerrungsenergie

Y Y )

U* = —W; = /T(:y)d’_y - /Gadry - %Gﬁ - 2% - %m (2.75)
0 0

fiihrt.

Zur Berechnung der spezifischen Verzerrungsenergie des linear-elastischen

Materials im rdumlichen Spannungs- und Verzerrungszustand notieren wir

zundchst die spezifische innere Verzerrungsarbeit als Summe aller Anteile

der Normalspannungen an den Dehnungen geméf (2.69) und der Schubspan-

nungen an den Schubverzerrungen geméif (2.74) in der Form

-W; :/ [00(ex,6y,€2)des + 0y(en, 6y, €2 )dey + 04 (e, ey, 2 )de
+ T:cy('ny)d'ny + oz (Voz)dYzz + Tyz ('VyZ)d’sz] . (2.76)

Dabei wird die Abhéngigkeit der Normalspannungen von allen drei Dehnun-
gen entsprechend (2.56) bis (2.58) und der Schubspannungen von der je-
weiligen Schubverzerrung nach (2.59) angezeigt. Alle Verzerrungen variieren
zwischen null und einem Endwert. Die letzten drei Summanden in (2.76)
sind bestimmte Integrale einer Funktion von einer Verénderlichen. Dagegen
bilden die ersten drei Summanden ein Linienintegral —W; . Das Linieninte-
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gral, auch als Kurven- oder Wegintegral bezeichnet, hingt genau dann nicht
vom Weg L der Zustandsvariablen €, ¢, und €, ab, wenn sein Integrand das
vollstandige Differenzial einer Zustandsfunktion U; (g4, €y, €,) ist, d. h.

. [ ou; oU: oUs
—Wp = /(axdegg +oydey + 0,de,) = / ( Oz, dey + 7, de, + 8—62dez>
L L
— [ i =Vieaene) (2.77)
L

Notwendig und hinreichend fiir die Existenz der auch als Potenzial bezeich-
neten Zustandsfunktion U} sind die Bedingungen

do, oy do, do, do, o,
gy Oey ' 0Os, Oep,  0Oe, Ogy

(2.78)

welche wegen der Symmetrie der Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems
(2.56) bis (2.58) erfiillt werden. Die Integration von (2.77) unter Beachtung
von (2.56) bis (2.58) fiir einen beliebigen Weg L vom unverzerrten zum ver-
zerrten Zustand liefert

E 1-
I+v)(1—2v)l 2

v
Ui(eg,€y,62) = (53 +s§ +5§) +v(ezeyt+eze, +sy52)} ,

(2.79)
ein Ergebnis, das durch die Bildung von
ou;y ou;y ou;f
x — ) - 3 z = 280
7 e, Ty Oz, 7 Oe., (2.80)

aus (2.79) und Vergleich mit (2.56) bis (2.58) bestiitigt wird. Wegen der Po-
tenzialeigenschaft (2.80) heifit das elastische Materialgesetz konservativ. Das
Wort konservativ weist auf den Fakt hin, dass bei Verformung des Materials
Energie nicht dissipiert, d. h. nicht irreversibel in Wérme umgewandelt wird.
Die Addition von U} in der Form (2.79) zu den mit (2.59) berechneten letzten
drei Integralen aus (2.76) ergibt die spezifische elastische Verzerrungsenergie

N E 1—v
U :(1+u)(1—21/) 5 (ai+5§+5§)+V(5wsy+emez—|—€yez)
+§(2+2+2) (2.81)
2 ’y:ry IYZI?Z A/yz Y M
welche mit (2.52) bis (2.54) und (2.59) auch als
1
Ur = i(azga; +oyey + 0262 + Tay Yoy + TezVoz + TyzVyz) (2.82)

geschrieben werden kann. Desweiteren lédsst sich U* noch allein durch die
Spannungen ausdriicken.
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Die spezifische elastische Verzerrungsenergie ist in einen Volumen- und einen
Gestaltdnderungsanteil zerlegbar

Ut = U+ U . (2.83)

Ersterer folgt aus der mittleren Spannung

O = g(aw +oy+0.)
mit der Volumendehnung e aus (2.55) zu
1 1-2
Uy = 50me = 67Ey(am Yoy +0.)2>0), (2.84)

letzterer unter Beachtung von (1.17) in (2.81) und (2.84) aus der Differenz
U&= U* — Uy nach elementarer Rechnung zu

1
Ut = DTE [(Uz—ay)Q“r(O’x—Jz)2+(0'y—JZ)2+6(T§y+T§z+Ty22)] >0. (2.85)

Die spezifische Gestalténderungsenergie U, ist Bestandteil einer klassischen
Festigkeitshypothese zur Beurteilung der Bauteilbeanspruchung unter allge-
meinen Spannungszustinden (s. Kapitel 6).

Die spezifische Verzerrungsenergie U* dient als Grundlage sowohl numeri-
scher Berechnungsverfahren als auch der effizienten Bestimmung diskreter
VerformungsgroBen (s. Kapitel 7, in dem der Zusammenhang zwischen der
Wegunabhéngigkeit von U* und der Symmetrie der Steifigkeitskoeffizien-
ten nochmals angesprochen wird). Dariiber hinaus findet sie bei allgemeinen
theoretischen Uberlegungen Verwendung. Hierzu betrachten wir abschliefend
den Zusammenhang (1.17) zwischen den Konstanten des isotropen linear-
elastischen Materials.

Geméf Bild 2.5 kann ein- und derselbe Spannungszustand im Bezugssystem
x,y oder im Hauptachsensystem 1,2 beschrieben werden. Beide Beschrei-
bungen miissen zu der gleichen spezifischen Verzerrungsenergiedichte fiihren.

Diese betrigt nach (2.82) fiir die reine Schubbeanspruchung
L1 1
U = 5 TayVay = 5(0161 + 0262)
bzw. mit (2.59) sowie (2.52) und (2.53) in Hauptachsenkoordinaten
72 1 72 14+v
%G = 38 [01(01 — vo2) + 02(02 —voy)]| = Yo l+v—(-1-v)] = TTQ,

so dass E = 2G(1 + v) aus (1.17) bestétigt wird.
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