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1 Kinematik

Gegenstand der Kinematik ist die Beschreibung der
Lagen und Bewegungen von Punkten und Körpern
mit Mitteln der analytischen Geometrie. Dabei spie-
len weder physikalische Körpereigenschaften noch
Kräfte als Ursachen von Bewegungen eine Rolle. In-
folgedessen tauchen die Begriffe Schwerpunkt, Träg-
heitshauptachsen, Inertialsystem und absolute Bewe-
gung nicht auf. Betrachtet werden Lagen und Bewe-
gungen relativ zu einem beliebig bewegten kartesi-
schen Achsensystem mit dem Ursprung 0 und mit
Achseneinheitsvektoren e0

1, e0
2, e0

3 (genannt Basis e0

oder Körper Null)

1.1 Kinematik des Punktes

1.1.1 Lage. Lagekoordinaten

Die Lage eines Punktes P in der Basis e0 wird durch
den Orts- oder Radiusvektor r oder durch drei skalare
Lagekoordinaten gekennzeichnet. Die am häufigsten
verwendeten Lagekoordinaten sind nach Bild 1-1a
kartesische Koordinaten x, y, z, Zylinderkoordinaten
�, ϕ, z mit � � 0 und Kugelkoordinaten r, ϑ, ϕ mit
r = |r|. Bei Lagen in der (e0

1, e0
2)-Ebene sind die

Zylinderkoordinaten z = 0 und � = r. Dann heißen r
und ϕ Polarkoordinaten (Bild 1-1b). Bei Bewegun-
gen des Punktes P längs einer Bahnkurve sind der
Ortsvektor r und seine Lagekoordinaten Funktionen
der Zeit. Nach Bild 1-1c wird die Lage von P
auch durch die Form der Bahnkurve und durch die
Bogenlänge s längs der Kurve von einem beliebig
gewählten Punkt s = 0 aus gekennzeichnet. Allen

Lagekoordinaten sind nach Bild 1-1a–c Tripel von
zueinander orthogonalen Einheitsvektoren zugeord-
net, und zwar e0

1, e0
2, e0

3 den kartesischen Koordi-
naten, e�, eϕ, ez den Zylinderkoordinaten, er, eϑ, eϕ
den Kugelkoordinaten und et, en, eb (Tangenten-,
Hauptnormalen- und Binormalenvektor der Bahn-
kurve) in Bild 1-1c. In der Ebene von et und en liegt
der Krümmungskreis mit dem Krümmungsradius �
(nicht zu verwechseln mit der Zylinderkoordinate �).
Zur Bestimmung von et, en, eb und � in jedem Punkt
einer gegebenen Kurve siehe A 13.2 sowie [1]. Bei
ebenen Kurven mit der Darstellung y = f (x) ist

1
�(x)

=
d2 f
dx2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣1 +

(
d f
dx

)2⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

−3/2

.

Umrechnung zwischen kartesischen und Zy-
linderkoordinaten (bzw. Polarkoordinaten im
Fall z ≡ 0, r ≡ �):

� = (x2 + y2)1/2 , tan ϕ = y/x ,
x = � cosϕ , y = � sin ϕ , z ≡ z .

}

(1-1)

Umrechnung zwischen kartesischen und Kugelkoor-
dinaten:

r = (x2 + y2 + z2)1/2 , tanϑ = (x2 + y2)1/2/z ,
tanϕ = y/x , x = r sinϑ cosϕ ,
y = r sinϑ sin ϕ , z = r cosϑ .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(1-2)
Umrechnung zwischen Zylinder- und Kugelkoordina-
ten:

r = (�2 + z2)1/2 , tanϑ = �/z , ϕ ≡ ϕ ,
� = r sinϑ , z = r cosϑ .

}

(1-3)
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Bild 1-1. Ortsvektor r und Lagekoordinaten eines Punk-
tes P. a Kartesische Koordinaten x, y, z, Zylinderkoordina-
ten �, ϕ, z und Kugelkoordinaten r, ϑ, ϕ mit zugeordne-
ten Tripeln von Einheitsvektoren. b Polarkoordinaten r, ϕ
für ebene Bewegungen. c Bogenlänge s und Krümmungs-
radius � einer Bahnkurve

1.1.2 Geschwindigkeit. Beschleunigung

Die Geschwindigkeit v(t) und die Beschleunigung a(t)
des Punktes P relativ zu e0 sind die erste bzw. die
zweite zeitliche Ableitung von r(t) in dieser Basis:

v(t) =
dr
dt
, a(t) =

d2r
dt2
=

dv
dt

. (1-4)

Bei Vektoren kann durch die Schreibweise id/dt
darauf hingewiesen werden, dass in einer bestimm-
ten Basis ei nach t differenziert wird. Für einen
Vektor c mit beliebiger physikalischer Dimension
ist der Zusammenhang zwischen den Ableitungen in
zwei Basen e0 und e1

0dc
dt
=

1dc
dt
+ ω × c , (1-5)

ωWinkelgeschwindigkeit von e1 relativ zu e0.

Komponentendarstellungen für v(t) und a(t)

Ein Punkt über einer skalaren Größe bedeutet Ablei-
tung nach der Zeit.
Kartesische Koordinaten:

v(t) = ẋe0
1 + ẏe0

2 + że0
3 ,

a(t) = ẍe0
1 + ÿe0

2 + z̈e0
3 .

}

(1-6)

Zylinderkoordinaten (bzw. Polarkoordinaten im Fall
z ≡ 0, � ≡ r):

v(t) = �̇e� + �ϕ̇eϕ + żez ,

a(t) = (�̈ − �ϕ̇2)e� + (�ϕ̈ + 2�̇ϕ̇)eϕ + z̈ez .
(1-7)

Kugelkoordinaten:

v(t) = ṙer + rϑ̇eϑ + rϕ̇ sinϑeϕ ,
a(t) = [r̈ − r(ϕ̇2 sin2 ϑ + ϑ̇2)]er

+[r(ϑ̈ − ϕ̇2 sinϑ cosϑ) + 2ṙϑ̇]eϑ
+[ṙ(ϕ̈ sinϑ + 2ϕ̇ϑ̇ cosϑ) + 2ṙϕ̇ sinϑ)]eϕ .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1-8)
Bogenlänge (� Krümmungsradius):

v(t) = ṡet , a(t) = s̈et + (ṡ2/�)en . (1-9)

Aus (1-9) erkennt man, dass v stets tangential gerich-
tet ist, während a bei gekrümmten Bahnen eine Kom-
ponente normal zur Bahn, und zwar zur Innenseite der
Kurve hin hat.
Zur Kinematik des Punktes mit Relativbewegung sie-
he 1.3.

1.2 Kinematik des starren Körpers
Sei e1 eine auf dem Körper feste Basis mit dem
Ursprung A in einem beliebig gewählten Punkt des
Körpers und mit Achseneinheitsvektoren e1

1, e
1
2, e

1
3

(Bild 1-2). Zur vollständigen Beschreibung von Lage
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1 Kinematik

Bild 1-2. Starrer Körper mit körperfester Basis e1 und kör-
perfestem Punkt A

und Bewegung des Körpers relativ zu e0 gehören
drei translatorische und drei rotatorische Größen. Die
translatorischen sind Lage rA(t), Geschwindigkeit
vA(t) und Beschleunigung aA(t) des Punktes A. Die
rotatorischen sind Winkellage, Winkelgeschwindig-
keit und Winkelbeschleunigung des Körpers.

1.2.1 Winkellage. Koordinatentransformation

Die Winkellage der Basis e1 in der Basis e0 wird durch
die (3 × 3)-Matrix A der Richtungscosinus

Ai j = cos �
(
e1

i , e
0
j

)
= e1

i · e0
j (i, j = 1, 2, 3) (1-10)

beschrieben. Es gilt

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

e1
1

e1
2

e1
3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

e0
1

e0
2

e0
3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1-11)

oder abgekürzt e1 = A e0.

Eigenschaften von A: In Zeile i stehen die Koordina-
ten des Vektors e1

i in der Basis e0 und in Spalte j die
Koordinaten des Vektors e0

j in der Basis e1.

3∑

k=1

AikA jk = δi j ,
3∑

k=1

AkiAk j = δi j

(δi j Kronecker-Symbol). Das sind für die neun Ele-
mente von A insgesamt zwölf Bindungsgleichungen,
von denen sechs unabhängig sind. det A = e1

1 ·e1
2×e1

3 =

1, A−1 = AT, A hat den Eigenwert +1.
Wenn v0 = [v0

1 v0
2 v0

3]T und v1 = [v1
1 v1

2 v1
3]T die Spal-

tenmatrizen der Koordinaten eines beliebigen Vektors
v in e0 bzw. in e1 bezeichnen, dann gilt

v1 = A v0 , v0 = ATv1 . (1-12)

Deshalb heißt A auch Transformationsmatrix. Ein
Körper hat zwischen 0 und 3 Freiheitsgraden der
Rotation relativ zu e0. Von entsprechend vielen
generalisierten Koordinaten der Winkellage ist A
abhängig. Drehungen um eine feste Achse und
ebene Bewegungen ohne feste Achse haben einen
Freiheitsgrad der Rotation. Wenn dabei z. B. e1

3 und
e0

3 ständig parallel sind, ist mit dem Winkel ϕ in
Bild 1-3

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cosϕ sin ϕ 0
− sin ϕ cosϕ 0

0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (1-13)

Für allgemeinere Fälle werden häufig Eulerwinkel
ψ, ϑ, ϕ, Kardanwinkel ϕ1, ϕ2, ϕ3 und Eulerparameter
q0, q1, q2, q3 verwendet.

Eulerwinkel (Bild 1-4a). Die zunächst mit e0 achsen-
parallele Basis e1 erreicht ihre gezeichnete Winkella-
ge durch drei aufeinander folgende Drehungen über
die Zwischenlagen e∗ und e∗∗. Die Drehungen um die
Winkel ψ, ϑ und ϕ werden in dieser Reihenfolge um
die Achsen e0

3, e
∗
1 und e∗∗3 ausgeführt. Mit den Abkür-

zungen sψ = sinψ, cψ = cosψ usw. ist

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cψcϕ − sψcϑsϕ sψcϕ + cψcϑsϕ sϑsϕ
−cψsϕ − sψcϑcϕ −sψsϕ + cψcϑcϕ sϑcϕ

sψsϑ −cψsϑ cϑ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(1-14)
Statt der Drehachsenfolge 3, 1, 3 sind auch die Folgen
1, 2, 1 und 2, 3, 2 möglich.

Kardanwinkel (Bild 1-4b). Die zunächst mit e0

achsenparallele Basis e1 erreicht ihre gezeichnete
Winkellage durch drei aufeinander folgende Drehun-
gen über die Zwischenlagen e∗ und e∗∗. Die Drehun-
gen um die Winkel ϕ1, ϕ2 und ϕ3 werden in dieser

Bild 1-3. Zwei Basen e0 und e1 mit der Transformation
(1-13)
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Bild 1-4. Zur Definition von Eulerwinkeln (Bild a), Kar-
danwinkeln (Bild b) und Eulerparametern (Bild c)

Reihenfolge um die Achsen e0
1, e∗2 und e∗∗3 ausgeführt.

Mit den Abkürzungen si = sin ϕi, ci = cosϕi ist

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c2c3 c1s3 + s1 s2c3 s1s3 − c1s2c3

−c2s3 c1c3 − s1s2 s3 s1c3 + c1s2 s3

s2 −s1c2 c1c2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(1-15)

Statt der Drehachsenfolge 1, 2, 3 sind auch die Folgen
2, 3, 1 und 3, 1, 2 möglich. Wenn alle drei Winkel
ϕ1, ϕ2, ϕ3 � 1 sind, ist in linearer Näherung

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 ϕ3 −ϕ2

−ϕ3 1 ϕ1

ϕ2 −ϕ1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (1-16)

Eulerparameter (Bild 1-4c)
Die zunächst mit e0 achsenparallele Basis e1 erreicht
ihre gezeichnete Winkellage durch eine Drehung um
eine in e0 und in e1 feste Achse mit dem Einheitsvek-
tor n. Der Drehwinkel ist ϕ im Rechtsschraubensinn
um n. Man definiert

q0 = cos (ϕ/2), q = n sin(ϕ/2) (1-17)

bzw. qi = ni sin(ϕ/2) (i = 1, 2, 3) .

q hat in e0 und in e1 dieselben Koordinaten.
q0, . . . , q3 sind die Eulerparameter. Sie sind durch
die Bindungsgleichung

q2
0 + q2 =

3∑

i=0

q2
i = 1 (1-18)

gekoppelt. Mit den Eulerparametern ist

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2
(
q2

0 + q2
1

)
− 1 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 − q0q2)

2(q1q2 − q0q3) 2
(
q2

0 + q2
2

)
− 1 2(q2q3 + q0q1)

2(q1q3 + q0q2) 2(q2q3 − q0q1) 2
(
q2

0 + q2
3

)
− 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(1-19)

q ist der Eigenvektor von A zum Eigenwert +1. Um-
rechnung von Richtungscosinus in Eulerwinkel :

cosϑ = A33 , sinϑ = (1 − cos2 ϑ)1/2

cosψ = −A32/ sinϑ, sinψ = A31/ sinϑ ,
cosϕ = A23/ sinϑ, sin ϕ = A13/ sinϑ .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(1-20)

Umrechnung von Richtungscosinus in Kardanwin-
kel:

sin ϕ2 = A31, cosϕ2 = (1 − sin2 ϕ2)1/2 ,

sin ϕ1 = −A32/ cosϕ2, cosϕ1 = A33/ cosϕ2 ,

sin ϕ3 = −A21/ cosϕ2, cosϕ3 = A11/ cosϕ2 .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(1-21)
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1 Kinematik

Umrechnung von Richtungscosinus in Eulerparame-
ter:

q0 = (1 + spA)1/2/2 , qi = (A jk − Ak j)/(4q0)

(i, j, k = 1, 2, 3 zyklisch) . (1-22)

Umrechnung von Eulerwinkeln in Eulerparameter:

q0 = cos(ϑ/2) cos[(ψ + ϕ)/2] ,
q1 = sin(ϑ/2) cos[(ψ − ϕ)/2] ,
q2 = sin(ϑ/2) sin[(ψ − ϕ)/2] ,
q3 = cos(ϑ/2) sin[(ψ + ϕ)/2] .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1-23)

Euler- und Kardanwinkel enthalten als Sonderfälle
die Drehung um eine Achse mit konstanter Rich-
tung (zwei Winkel identisch null) und Drehungen,
wie beim Kreuzgelenk, um zwei orthogonale Achsen
(ein Winkel identisch null). Eulerwinkel eignen sich
besonders für Präzessionsbewegungen, das sind Be-
wegungen mit ϑ = const. Sie eignen sich nicht, wenn
der kritische Fall sin ϑ = 0 eintreten kann. Abhilfe:
Man arbeitet alternierend mit zwei Tripeln von Eu-
lerwinkeln mit verschiedenen Drehachsenfolgen. Für
Kardanwinkel ist cos ϕ2 = 0 der entsprechende kri-
tische Fall. Kardanwinkel eignen sich gut für lineare
Näherungen, wenn alle Winkel klein sind. Eulerpa-
rameter eignen sich besonders bei drei Freiheitsgra-
den der Rotation und bei Drehungen um eine feste
Achse, die nicht die Richtung eines Basisvektors hat
(n1, n2, n3 konstant).

Schraubung. In Bild 1-5a ist die Lage der Basis e1

das Ergebnis einer Drehung (q0, q) und einer Transla-
tion r0 aus einer Anfangslage heraus, in der e1 mit e0

zusammenfiel. Den Übergang aus derselben Anfangs-
in dieselbe Endlage bewirkt nach Bild 1-5b auch ei-
ne mit einem Drehschubgelenk erzeugbare Schrau-
bung um eine zu q parallele Schraubachse mit dem-
selben Drehwinkel ϕ und mit der Translation s =
q · r0/sin(ϕ/2) in Richtung von q. Die Schraubach-
se hat in e0 die Parameterdarstellung

r(λ) = λq +
q0q × r0 − q × (q × r0)

2 sin2(ϕ/2)
. (1-24)

Resultierende Drehung. Zu zwei nacheinander aus-
geführten Drehungen um feste Achsen durch einen

Bild 1-5. Die Überlagerung der Drehung (q0, q) und der
Translation r0 in Bild a kann durch die Schraubung in
Bild b mit der Schraubachse r(λ), (1-24), ersetzt werden

gemeinsamen Punkt gibt es eine resultierende Dre-
hung, die den Körper aus derselben Ausgangslage in
dieselbe Endlage bringt. Wenn Winkel und Drehach-
sen für beide Drehungen in e0 gegeben sind, die erste
Drehung mit

(q01, q1) = (cos(ϕ1/2), n1 sin(ϕ1/2))

und die zweite mit

(q02, q2) = (cos(ϕ2/2), n2 sin(ϕ2/2)) ,

dann gilt für die resultierende Drehung

q0 res = q02q01 − q2 · q1 ,

qres = q02q1 + q01q2 + q2 × q1

}

(1-25a)

oder ausführlich

cos(ϕres/2) = cos(ϕ2/2) cos(ϕ1/2)

− n2 · n1 sin(ϕ2/2) sin(ϕ1/2) ,

nres sin(ϕres/2) = n1 cos(ϕ2/2) sin(ϕ1/2)

+ n2 cos(ϕ1/2) sin(ϕ2/2)

+ n2 × n1 sin(ϕ2/2) sin(ϕ1/2) .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1-25b)

Die Schraubachse der resultierenden Drehung ist von
der Reihenfolge der beiden Drehungen abhängig, der
Drehwinkel nicht. Nur im Grenzfall infinitesimal klei-
ner Winkel gilt für Winkelvektoren ϕ1 = ϕ1 n1 und
ϕ2 = ϕ2 n2 entlang den Drehachsen das Parallelo-
grammgesetz ϕres = ϕresnres = ϕ1 + ϕ2.

5



Bild 1-6. Für eine Winkelgeschwindigkeit mit konstanter
Richtung gilt ω = ϕ̇ und Drehzahl n = ω/(2π)

1.2.2 Winkelgeschwindigkeit

Die Winkelgeschwindigkeit ω(t) des Körpers e1 re-
lativ zu e0 ist ein Vektor, der an keinen Punkt ge-
bunden ist, denn er kennzeichnet die zeitliche Ände-
rung der Winkellage des Körpers. Bei einem einzi-
gen Freiheitsgrad der Rotation mit einer Winkelko-
ordinate ϕ hat ω konstante Richtung und die Größe
ω(t) = ϕ̇(t) (Bild 1-6). Bei zwei und drei Freiheitsgra-
den ist ω nicht Ableitung einer anderen Größe. Seien
ω1, ω2, ω3 die Koordinaten von ω bei Zerlegung in
der körperfesten Basis e1. Zwischen ihnen und gene-
ralisierten Koordinaten der Winkellage bestehen die
folgenden Beziehungen. Für Richtungscosinus in be-
liebiger Darstellung:

ω̃ = Ȧ AT , Ȧ = −ω̃ A (1-26)

mit der Matrix ω̃ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Für Eulerwinkel:
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω1

ω2

ω3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sϑsϕ cϕ 0
sϑcϕ −sϕ 0
cϑ 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ψ̇

ϑ̇

ϕ̇

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (1-27a)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ψ̇

ϑ̇

ϕ̇

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sϕ/sϑ cϕ/sϑ 0
cϕ −sϕ 0
−sϕcϑ/sϑ −cϕcϑ/sϑ 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω1

ω2

ω3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (1-27b)

Für Kardanwinkel:
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω1

ω2

ω3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c2c3 s3 0
−c2s3 c3 0

s2 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ϕ̇1

ϕ̇2

ϕ̇3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (1-28a)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ϕ̇1

ϕ̇2

ϕ̇3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c3/c2 −s3/c2 0
s3 c3 0
−c3s2/c2 s3s2/c2 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω1

ω2

ω3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (1-28b)

Im Fall sehr kleiner Winkel gilt die Näherung
ϕ̇i ≈ ωi (i = 1, 2, 3).
Für Eulerparameter:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω1

ω2

ω3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−q1 q0 q3 −q2

−q2 −q3 q0 q1

−q3 q2 −q1 q0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

q̇0

q̇1

q̇2

q̇3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (1-29a)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

q̇0

q̇1

q̇2

q̇3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
1
2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −ω1 −ω2 −ω3

ω1 0 ω3 −ω2

ω2 −ω3 0 ω1

ω3 ω2 −ω1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

q0

q1

q2

q3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (1-29b)

Die jeweils zweite der Glen. (1-26) bis (1-29) stellt ki-
nematische Differenzialgleichungen zur Berechnung
der Winkellage aus vorher berechneten Funktionen
ωi(t) dar. Wenn die numerische Integration bei Euler-
parametern Größen qi(t) liefert, die die Bindungsglei-
chung (1-18) nicht streng erfüllen, dann ersetze man
die qi(t) durch die renormierten Größen

q∗i (t) = qi(t)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3∑

j=0

q2
j(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

−1/2

(i = 0, . . . , 3) .

Geschwindigkeitsverteilung im starren Körper.
ω und die Geschwindigkeit vA eines körperfesten
Punktes A bestimmen die Geschwindigkeit vP jedes
anderen körperfesten Punktes P am Radiusvektor−−→
AP = �:

vP = vA +ω × � . (1-30)

Ebene Bewegung. Polbahnen. Geschwindigkeits-
plan. Bei der ebenen Bewegung eines Körpers hat
ω(t) konstante Richtung, und alle Körperpunkte
bewegen sich in parallelen Ebenen. Nur eine Bewe-
gungsebene wird betrachtet. In ihr hat der Körper in
jedem Zeitpunkt dieselbe Geschwindigkeitsvertei-
lung, wie bei einer Drehung um einen festen Punkt,
v= ω×r (Bild 1-7). Dieser Punkt heißt Momentanpol
der Geschwindigkeit, Geschwindigkeitspol, Drehpol
oder Pol. Er liegt im Schnittpunkt aller Geschwin-
digkeitslote. Zwei Lote genügen zur Bestimmung.
Im Sonderfall der reinen Translation liegt der Pol im
Unendlichen und im Sonderfall der Drehung
um eine feste Achse permanent auf der Achse.
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1 Kinematik

Bild 1-7. Die Richtungen der Geschwindigkeiten zweier
Punkte bestimmen den Momentanpol

Im Allgemeinen liegt er zu verschiedenen Zeiten an
verschiedenen Orten. Seine Bahn in e0 heißt Rastpol-
bahn und seine Bahn in e1 Gangpolbahn. Die Be-
wegung des Körpers kann man durch Abrollen der
Gangpolbahn auf der Rastpolbahn erzeugen.

Beispiel 1-1: In Bild 1-8a bewegt sich ein Stab der
Länge l mit seinen Enden auf Führungsgeraden. Der
Pol P hat von M und von der Stabmitte die konstanten
Entfernungen l bzw. l/2. Also sind die Polbahnen die
gezeichneten Kreise. Die Bewegung wird konstruktiv
eleganter erzeugt, indem man den kleinen Kreis mit
dem auf ihm festen Stab als Planetenrad im großen
Kreis abrollt. Da sich jeder Punkt am Umfang des
kleinen Rades auf einer Geraden durch M bewegt,
können zwei Räder mit dem Radienverhältnis 2:1
auch die Bewegung einer Stange auf zwei Füh-
rungen unter einem beliebigen Winkel α erzeugen
(Bild 1-8b). Der Radius des kleinen Rades ist
l/(2 sinα).
Wenn sich mehrere Körper relativ zu e0 in der-
selben Ebene bewegen, dann hat jeder Körper i
relativ zu jedem anderen Körper j einen Pol Pi j

(gleich Pji) der Relativbewegung und eine relative
Winkelgeschwindigkeit ωi j. Es gilt der Satz von

Bild 1-8. Polbahnen eines auf zwei Geraden geführten Sta-
bes

Bild 1-9. Zur Konstruktion des Pols P13

Kennedy und Aronhold: Die Pole Pi j, P jk und Pki

dreier Körper i, j und k liegen auf einer Geraden.
Das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten der
Körper i und j relativ zu Körper k ist (plus bei
gleicher Richtung der Vektoren, minus andernfalls)

ωik

ω jk
= ±|
−−−−→
P jkPi j|
|−−−→PikPi j|

.

Beispiel 1-2: Im Mechanismus von Bild 1-9 sind die
Pole P10, P12, P23 und P30 ohne den Satz von Kenne-
dy und Aronhold konstruierbar. Nach dem Satz liegt
P13 im Schnittpunkt von P10P30 und P12P23.

Bei ebenen Getrieben genügt die Kenntnis der Pole
zur Angabe aller Geschwindigkeitsverhältnisse.

Beispiel 1-3; Gliedergetriebe: In Bild 1-10 sei vrel

die Geschwindigkeit des Kolbens 2 relativ zum Zy-
linder 1. Sie ist zugleich die Geschwindigkeit relativ

Bild 1-10. Polplan für einen Baggerschaufelmechanismus.
Jeder Gelenkpunkt ist auf zwei Körpern fest und bewegt
sich momentan auf Kreisen um die Pole beider Körper. Dar-
aus ergibt sich vP : vrel = (r2r4r6r8)/(r1r3r5r7) mit r2 =

P20P23 und r3 = P30P23. Zu den virtuellen Verschiebungen
siehe 1.5
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zu Körper 0 desjenigen Punktes von 2, der mit P10 zu-
sammenfällt. Damit ergibt sich P20. Mit den gezeich-
neten Polen und mit den Radien r1, . . . , r8 erhält man
für die Größe der Geschwindigkeit vP den angegebe-
nen Ausdruck.

Beispiel 1-4; Planetengetriebe (in Bild 1-11 links):
Nach rechts herausgezogene Parallelen geben die La-
ge von Polen Pi j an. Im x, v-Diagramm in Bildmitte
gibt die Gerade i (i = 0, . . . , 4) an, wie im Körper i
die Geschwindigkeit v relativ zu Körper 0 vom Ort x
abhängt. Je zwei Geraden i und j schneiden sich
auf der Höhe von Pi j (i, j = 0, . . . , 4). Die Steigung
der Geraden i ist proportional zur Winkelgeschwin-
digkeit ωi0 von Körper i relativ zu Körper 0. Für
eine einzige Gerade wird die Steigung willkürlich
vorgegeben (z. B. für Gerade 1 mit v = 0 in der
Höhe von P10). Alle anderen Geraden sind danach
festgelegt. Im Winkelgeschwindigkeitsplan rechts
im Bild sind Parallelen zu allen Geraden von einem
Punkt aus angetragen. Die Abschnitte auf der Ge-
raden senkrecht zur Geraden 0 sind proportional zu
den Steigungen, d. h. zu den Winkelgeschwindig-
keiten ωi0. Als Differenzen sind auch alle relativen
Winkelgeschwindigkeiten ωi j = ωi0 − ω j0 ablesbar.

Mehr über Geschwindigkeitspläne ebener Getriebe
in [2].

Räumliche Drehung um einen festen Punkt. Win-
kelgeschwindigkeitsplan. Der nach Größe und Rich-
tung veränderliche Vektorω(t) des Körpers 1 erzeugt,
wenn man ihn vom festen Punkt 0 aus anträgt, so-

Bild 1-11. Bauplan eines Planetenradgetriebes (links)
mit Geschwindigkeitsplan (Mitte) und Winkelgeschwindig-
keitsplan (rechts) für stehendes Gehäuse 0

wohl in e0 als auch in e1 eine allgemeine Kegelflä-
che (Bild 1-12a). Die Kegel heißen Rastpolkegel bzw.
Gangpolkegel. Die Bewegung des Körpers kann man
dadurch erzeugen, dass man den Gangpolkegel auf
dem Rastpolkegel abrollt.

Beispiel 1-5: Das Kegelrad 2 in Bild 1-12b ist sein
eigener Gangpolkegel für die Drehung relativ zu
Rad 1, und Rad 1 ist der Rastpolkegel.

In Kegelradgetrieben mit mehreren Körpern
i = 0, . . . , n bewegt sich jeder Körper relativ zu
jedem anderen um einen allen gemeinsamen Punkt 0
(Bild 1-13). Sei ωi j die Winkelgeschwindigkeit von
Körper i relativ zu Körper j (i, j = 0, . . . , n), sodass
gilt

ω ji = −ωi j , ωik −ωjk = ωi j (1-31)

(i, j, k = 0, . . . , n) .

Bild 1-12. a Rastpolkegel und Gangpolkegel einer allge-
meinen Starrkörperbewegung um einen festen Punkt. b Für
die Bewegung des Kegelrades 2 relativ zu Rad 1 sind Rast-
und Gangpolkegel mit den Wälzkegeln 1 bzw. 2 identisch

Bild 1-13. Bauplan und Winkelgeschwindigkeitsplan eines
Differenzialgetriebes. ω10 und ω30 sind frei wählbar
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Bei einem vorgegebenen Getriebe mit f Freiheitsgra-
den können die Größen von f relativen Winkelge-
schwindigkeiten vorgegeben werden. Dann sind die
Größen aller anderen und alle Winkelgeschwindig-
keitsrichtungen durch die Richtungen der Radachsen
und der Kegelberührungslinien sowie durch (1-31)
festgelegt.

Beispiel 1-6: Das Differenzialgetriebe in Bild 1-13

hat Körper 0, . . . , 4 und f = 2 Freiheitsgrade. Im Bau-
plan oben geben Geraden mit Indizes i j die Richtun-
gen von relativen Winkelgeschwindigkeiten ωi j an.
Darunter der Winkelgeschwindigkeitsplan.

1.2.3 Winkelbeschleunigung

Die Winkelbeschleunigung des Körpers e1 relativ zu
e0 ist die zeitliche Ableitung vonω in der Basis e0. Sie
ist wegen (1-5) auch gleich der Ableitung in e1. Wenn
es keine Verwechslung geben kann, schreibt man ω̇.
Aus (1-27) und (1-28) ergeben sich die Darstellungen
für Eulerwinkel

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω̇1

ω̇2

ω̇3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sϑsϕ cϕ 0
sϑcϕ −sϕ 0
cϑ 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ψ̈

ϑ̈

ϕ̈

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cϑsϕψ̇ϑ̇ − sϕϑ̇ϕ̇ + sϑcϕϕ̇ψ̇
cϑcϕψ̇ϑ̇ − cϕϑ̇ϕ̇ − sϑsϕϕ̇ψ̇
−sϑψ̇ϑ̇

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1-32)

und für Kardanwinkel
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω̇1

ω̇2

ω̇3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c2c3 s3 0
−c2s3 c3 0

s2 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ϕ̈1

ϕ̈2

ϕ̈3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−s2c3ϕ̇1ϕ̇2 + c3ϕ̇2ϕ̇3 − c2s3ϕ̇3ϕ̇1

s2 s3ϕ̇1ϕ̇2 − s3ϕ̇2ϕ̇3 − c2c3ϕ̇3ϕ̇1

c2ϕ̇1ϕ̇2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (1-33)

Beschleunigungsverteilung im starren Körper.
ω, ω̇ und die Beschleunigung aA des Punktes A
bestimmen zusammen die Beschleunigung aP jedes
anderen körperfesten Punktes P am Radiusvektor−−→
AP = �:

aP = aA + ω̇ × � +ω × (ω × �)
= aA + ω̇ × � + (ω · �)ω −ω2� . (1-34)

1.3 Kinematik des Punktes
mit Relativbewegung

In Bild 1-14 bewegt sich Körper 1 mit der auf
ihm festen Basis e1 relativ zu e0, und der Punkt P
bewegt sich relativ zu e1. Der Bewegungszustand von
Körper 1 relativ zu e0 wird nach 1.2 durch die
sechs Größen rA, vA, aA, A, ω und ω̇ beschrieben.
Wenn diese Bewegung f1 ≤ 6 Freiheitsgrade hat,
dann können die sechs Größen als Funktionen von
f1 generalisierten Koordinaten qi (i = 1, . . . , f1)
und von deren Ableitungen dargestellt werden (sie-
he 1.1 und 1.2). Der Bewegungszustand von Punkt
P relativ zu e1 wird durch den Ortsvektor �, die
Relativgeschwindigkeit vrel und die Relativbeschleu-
nigung arel beschrieben. Wenn diese Relativbewe-
gung f2 ≤ 3 Freiheitsgrade hat, dann können die
drei Größen als Funktionen von f2 generalisierten
Koordinaten qi (i = f1 + 1, . . . , f1 + f2) und von deren
Ableitungen dargestellt werden. Der Ortsvektor rP,
die Geschwindigkeit vP und die Beschleunigung aP

von P relativ zu e0 sind die Größen (siehe (1-30)
und (1-34) sowie (1-5))

rP = rA + � , vP = vA +ω × � + vrel , (1-35a)

aP = aA + ω̇ × � +ω × (ω × �)
+ 2ω × vrel + arel . (1-35b)

Darin sind vA+ω×� = vkP und aA+ω̇×�+ω×(ω×�) =
akP die Geschwindigkeit bzw. die Beschleunigung
des mit P zusammenfallenden körperfesten Punktes;
2ω × vrel heißt Coriolisbeschleunigung. Welche Grö-
ßen in (1-35a) und (1-35b) gegeben und welche unbe-
kannt sind, hängt von der Problemstellung ab. Durch
Zerlegung aller Vektoren in einer gemeinsamen Basis
(z. B. in e1) werden skalare Gleichungen gebildet.

Bild 1-14. Darstellung aller Größen von (1-35)
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1.4 Freiheitsgrade der Bewegung.
Kinematische Bindungen

Die Anzahl f der Freiheitsgrade der Bewegung
eines mechanischen Systems ist gleich der An-
zahl unabhängiger generalisierter Lagekoordinaten
q1, . . . , q f , die zur eindeutigen Beschreibung der
Lage des Systems nötig sind. Verwendet man
n > f Lagekoordinaten q1, . . . , qn, dann wird die
Abhängigkeit von ν = n − f überzähligen Ko-
ordinaten durch ν voneinander unabhängige, sog.
holonome Bindungsgleichungen

fi(q1, . . . , qn, t) = 0 (i = 1, . . . , ν) (1-36)

ausgedrückt. Die Bindungen und das mechanische
System heißen holonom-skleronom, wenn die Zeit t
nicht explizit erscheint, sonst – bei Vorgabe von
Systemparametern als Funktionen der Zeit –
holonom-rheonom. Totale Differenziation von
(1-36) nach t liefert lineare Bindungsgleichun-
gen für generalisierte Geschwindigkeiten q̇i und
Beschleunigungen q̈i. Mit Ji j = ∂ fi/∂q j lauten sie

n∑

j=1
Ji jq̇ j +

∂ fi
∂t
= 0 ,

n∑

j=1

Ji jq̈ j +

n∑

j=1

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n∑

k=1

∂Ji j

∂qk
q̇k +

∂Ji j

∂t
+

∂2 fi
∂t∂q j

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ q̇ j

+
∂2 fi
∂t2
= 0 (i = 1, . . . , ν) .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1-37)
Für virtuelle Änderungen δq j der Koordinaten gilt im
skleronomen wie im rheonomen Fall

n∑

j=1

Ji jδq j = 0 (i = 1, . . . , ν) . (1-38)

Beispiel 1-7: Ein ebenes Punktpendel der vorgege-
benen veränderlichen Länge l(t) hat einen Freiheits-
grad. Die kartesischen Koordinaten x, y des Punktkör-
pers unterliegen der holonom-rheonomen Bindungs-
gleichung x2 + y2 − l2(t) = 0. Daraus folgen für (1-37)
und (1-38)

xẋ + yẏ − ll̇ = 0 ,

xẍ + yÿ + ẋ2 + ẏ2 − ll̈ − l̇2 = 0 ,

xδx + yδy = 0 .

Ein mechanisches System heißt nichtholonom, wenn
seine generalisierten Geschwindigkeiten q̇1, . . . , q̇n

Bindungsgleichungen unterliegen, die sich nicht
durch Integration in die Form (1-36) überführen
lassen. Nichtholonome Bindungen haben keinen
Einfluss auf die Anzahl f der unabhängigen Lage-
koordinaten, d. h. der Freiheitsgrade. Sie stellen aber
Bindungen zwischen den virtuellen Verschiebungen
δq1, . . . , δqn her, sodass im unendlich Kleinen die
Anzahl der Freiheitsgrade mit jeder unabhängi-
gen nichtholonomen Bindung um Eins abnimmt.
Mechanisch verursachte nichtholonome Bindungs-
gleichungen sind linear in q̇1, . . . , q̇n, also von der
Form

n∑

j=1

ai jq̇ j + ai0 = 0 (i = 1, . . . , ν) . (1-39)

Die ai j ( j = 0, . . . , n) sind Funktionen von q1, . . . , qn

im skleronomen Fall und von q1, . . . , qn und t im
rheonomen Fall. Differenziation nach t liefert für
Beschleunigungen und für virtuelle Verschiebungen
Bindungsgleichungen, die mit (1-37) bzw. (1-38)
identisch sind, wenn man Ji j durch ai j und ∂ fi/∂t
durch ai0 ersetzt.

Beispiel 1-8: Der vertikal stehende Schlittschuh in
Bild 1-15 mit punktueller Berührung der gekrümm-
ten Kufe hat drei unabhängige Lagekoordinaten x, y
und ϕ. Die nichtholonome Bindung „die Geschwin-
digkeit hat die Richtung der Kufe“ wird durch
ẏ − ẋ tan ϕ = 0 ausgedrückt. Daraus folgt
δy − δx tan ϕ = 0, ÿ − ẍ tanϕ − ẋϕ̇/cos2 ϕ = 0.

1.5 Virtuelle Verschiebungen

Virtuelle Verschiebungen eines Systems sind infinite-
simal kleine, mit allen Bindungen des Systems ver-
trägliche, im Übrigen aber beliebige Verschiebungen.

Bild 1-15. Nichtholonomes System
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