Was eigentlich ist ein Beweis und welches Verstindnis liegt diesem Begriff zugrunde?
Im ersten Teil dieses Kapitels wird der Versuch einer Begriffsklairung vorgenommen.
Anschlieffend werden verschiedene Aspekte eines Beweises aufgegriffen und in den
Fokus gestellt. Es folgen sodann Ausfithrungen zur Bedeutung von Beweisen sowie zu
deren vielfiltigen Funktionen, bevor unterschiedliche Typen von Beweisen und Typolo-
gien dargestellt werde.

2.1 Begriffsklarung

Beim Beweisen wird ,eine Behauptung in giltiger Weise Schritt fiir Schritt formal
deduktiv aus als bekannt vorausgesetzten Sitzen und Definitionen gefolgert® (Meyer
2007, S. 21). Es handelt sich also um einen Prozess, der nicht auf Erfahrung beruht,
sondern der ausgehend vom Allgemeinen zum Speziellen hin streng logischen Regeln
folgt. Ein mathematischer Satz gilt dann als wahre Aussage, wenn er aus anderen wah-
ren Aussagen gefolgert werden kann. Bei diesem Vorgang wird unterschieden zwischen
Behauptung und Voraussetzung. Das Ziel des Beweisens liegt darin, zu zeigen, dass die
aufgestellte Behauptung notwendig aus der Voraussetzung folgt bzw. daraus ableitbar
ist. Gelingt dies, wird auch die Behauptung als eine wahre Aussage betrachtet. Aller-
dings gelten die weiteren Aussagen, die auf dieser Basis aufgestellt werden, nur dann als
wahr, wenn sie auf andere wahre (bereits bewiesene) Aussagen oder Axiome (einfachste
Aussagen, die als wahr betrachtet werden und selbst nicht auf noch einfachere Aussa-
gen zuriickgefiihrt werden konnen) zuriickgreifen. Das zentrale Kriterium dabei ist die
Widerspruchsfreiheit der einzelnen Aussagen, die auf einander bezogen werden.

Um auch intersubjektiv Geltung beanspruchen zu konnen, muss eine solche Her-
leitung von anderen wahren Aussagen dokumentiert werden, d. h. die Vorgehensweise
wird verschriftlicht, damit die Kette von Argumenten bzw. die liickenlose Riickfiih-
rung auf Axiome von den Mitgliedern der fachlichen Gemeinschaft nachvollzogen und
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gepriift werden kann. Der sogenannten ,,Community“ obliegt damit eine Evaluations-
und Validierungsfunktion, da sie einen (neuen) Beweis auf den damit erhobenen Gel-
tungsanspruch priift. Ein Beweis stellt somit einen Begriindungszusammenhang her,
der - wenn er sich als giiltig herausstellt - allgemeine Akzeptanz erfihrt. Dies muss
allerdings nicht zwingend in einem deduktiven Vorgang erfolgen, auch ein induktives
Vorgehen - und damit riickt die Denkbewegung vom Speziellen ausgehend hin zum All-
gemeinen (vgl. Dewey 2002) in den Fokus - ist insbesondere in einer ersten Phase des
Beweisens eine angemessene und sinnvolle Strategie.

Folgt man der Argumentation Wittmanns und Miillers (1988, S. 254) liegt die Ziel-
setzung des (schulischen) Beweisens insbesondere darin, ,zu verstehen, warum der
betreffende Satz gilt“. Dabei treten festgelegte Vorgehens- und Denkweisen eher in
den Hintergrund. Im Mittelpunkt des Bemiihens steht das kohirente Begriinden eines
Zusammenhangs.

2.2 Einzelne Aspekte im Fokus

Im Zusammenhang mit dem Beweisen sind verschiedene Aspekte von besonderer
Bedeutung. Diese werden teilweise auch mit unterschiedlicher Akzentuierung, gleich-
wohl aber nicht vollig kontrovers diskutiert. Es sind dies die folgenden Aspekte: 1)
Produkt- und Prozesscharakter, 2) formale Strenge, 3) Wahrheit und Giiltigkeit, 4) Art
des Arguments und 5) Semantik und Syntaktik. Diese fiinf Aspekte werden im Folgen-
den genauer beleuchtet.

2.2.1 Produkt- und Prozesscharakter

Mathematik kann nicht nur als Ansammlung von wahren Aussagen verstanden wer-
den, wie dies die Ideengeschichte beriihmter Beweise vermuten liele (z. B. Winter 1991).
Nebst der Produktseite weist die Mathematik auch einen Prozesscharakter auf und ent-
wickelt sich gerade durch Beweise und die sich dadurch neu eréffnenden Moglichkeiten
weiter (vgl. Kap. 1). Pdlya (1949, S. 9) spricht in diesem Zusammenhang von der ,,wer-
denden® Mathematik und unterscheidet sie von der ,fertigen®, die er gemafl Euklid als
eine systematische, deduktive Wissenschaft beschreibt. Die ,werdende® Mathematik —
oder in den Worten Pélyas (1949, S. 9) ,,Mathematik in statu nascendi® - hingegen weist
einen stark experimentellen Charakter auf und geht zumindest in einem ersten Schritt
induktiv vor.

Die Produkte- wie die Prozessseite sind fiir die Mathematik selbst bedeutsam und
erganzen einander sinnvoll. Gerade angesichts der zahlreichen eleganten Beweise
der Ideengeschichte der Mathematik darf aber nicht vergessen gehen, dass der experi-
mentelle, induktive Zugang eine wichtige Voraussetzung zum Entstehen eines fertigen
Beweises ist. In der Literatur findet man diese beiden Seiten der Mathematik teilweise
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unterschiedlich gewichtet, was auf ein anders akzentuiertes Fachverstindnis schlie-
Ben ldsst. Die beiden extremen Positionen sind die A-priori-Sicht auf der einen Seite
und der Quasi-Empirismus auf der anderen. In der A-priori-Sicht wird Mathematik als
etwas verstanden, was auf reinem Denken und nicht auf Erfahrung beruht. Demnach ist
Wissen aus der Mathematik immer absolutes und sicheres Wissen, das nicht empirisch
validiert wird, sondern iiber Beweise: , Was einmal bewiesen ist, ist wahr fiir immer und
wahr fiir alle“ (Heintz 2000, S. 18). In der Position des Quasi-Empirismus (vgl. Lakatos
1979) hingegen wird Mathematik als empirische Wissenschaft, analog beispielsweise zur
Physik, verstanden. Damit hat Wissen immer vorliufige Giiltigkeit und ist nicht als abso-
lut zu verstehen. Diese beiden extremen Positionen unterscheiden sich somit beziiglich
ihrer Fokussierung auf die Produkt- bzw. die Prozessseite der Mathematik: Der Quasi-
Empirismus fokussiert (einseitig) den Prozesscharakter und vernachldssigt das Produkt,
wihrend die A-priori-Sicht den Prozess zu stark ausblendet.

Mit Pélya (1949), der beide Seiten betont, ist hier eine Mittelposition gefunden, die
auch von anderen Mathematikdidaktikern (z. B. Freudenthal 1977) geteilt wird: Mathe-
matik weist sowohl einen Prozess- als auch einen Produktcharakter auf. Das Beweisen
betont die Tétigkeit und damit den Prozess, der fertige Beweis hingegen fokussiert das
Produkt und damit die kulturelle Leistung, die ihrerseits aber auch aus einem Prozess des
Beweisens hervorgegangen ist.

2.2.2 Formale Strenge

Ein zweiter Aspekt von Beweisen betrifft die formale Strenge. In dieser Akzentuierung
geht es um die Frage, wie streng ein Beweis sein muss, um von der Community akzep-
tiert zu werden: Muss ein Beweis in jedem Fall formal-deduktiv und damit absolut streng
sein oder ist auch eine hinreichende Strenge, gesichert durch andere Begriindungsver-
fahren, moglich?

In der Disziplin wird von absoluter Strenge ausgegangen. Die berithmten Beweise
liegen selbstverstandlich (auch) in einer formal-deduktiven Darstellung vor und wei-
sen damit die geforderte absolute Strenge auf. In der Mathematikdidaktik hingegen hat
gerade dank des quasi-empirischen Verstindnisses von Mathematik (vgl. Lakatos 1979)
mit der stirkeren Betonung des Prozesses die Erkenntnis Einzug gehalten, dass nicht
einzig formal-deduktive Verfahren zugelassen werden sollten, sondern dass insbeson-
dere im schulischen Kontext auch eine hinreichende Strenge akzeptabel ist. Diese hin-
reichende Strenge bezieht sich allerdings nicht auf die Korrektheit oder auf das logische
Denken, sondern einzig auf die Strenge beziiglich der Formalisierung. Im Zusammen-
hang mit der werdenden Mathematik ist eine hinreichende Strenge in der Formulierung
Teil des Arbeitens und ein wichtiger Etappenschritt. Ein Zusammenhang kann auch ver-
standen und logisch kohirent begriindet werden, ohne dass dies bereits in einer formal-
deduktiven Weise zu erfolgen hat (vgl. Kap. 4). Dieser Zwischenschritt ist insbesondere
fir Schiilerinnen und Schiiler sehr bedeutsam, weil sie meist nicht in der Lage sind,
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einen Zusammenhang von Anfang an formal-deduktiv und damit formal-symbolisch
und algebraisch zu begriinden, und dies zudem ihrer Vorgehensweise des schrittweisen
Suchens und Erkennens von Zusammenhingen nicht entsprechen wiirde. Das betonen
Wittmann und Miiller (1988, S. 240), wenn sie schreiben, dass eine Fokussierung auf
absolute formale Strenge ,fiir die Entwicklung eines fiir den jeweiligen sozialen Kontext
angemessenen Beweisverstindnisses“ hinderlich sein kdnne.

Formale Strenge ist deshalb immer eine Frage des Mafles und somit kontextabhéngig:
»Rigour is a question of degree in any case. In the classroom one need provide not absolute
rigour, but enough rigour to achieve understanding and to convince (Hanna 1997, S. 183).
Riickt man das Verstehen von Zusammenhéngen von Schiilerinnen und Schiilern in den
Mittelpunkt, werden formale Aspekte schwicher gewichtet. Es geht also weniger um die
Frage der absoluten oder der hinreichenden formalen Strenge, sondern darum, dass formale
Strenge der Situation und den Voraussetzungen der Beteiligten angemessen ist. Die Strenge
im Denken und die Korrektheit in der Argumentation hingegen sind immer notwendig und
damit auch nicht kontextabhingig. Begriindet werden muss iiber logisches Schlief3en.

2.2.3 Wahrheit und Giiltigkeit

Ein weiterer Aspekt bezieht sich auf die Kriterien der Wahrheit und Giiltigkeit. Nur Aussa-
gen konnen wahr (oder falsch) sein, eine Argumentation hingegen ist nicht wahr, sondern
gliltig (oder ungiiltig), und zwar dann, wenn die Konklusion logisch aus den Pramissen folgt
(vgl. Abschn. 3.5.1). Ob die Pramissen selbst wahre Aussagen sind, ist eine andere Frage.
Giltigkeit ist im Gegensatz zur Wahrheit ein syntaktisches, d. h. ein formal-logisches Krite-
rium, wahrend sich Wahrheit auf den Inhalt der Aussage bezieht. Der Inhalt einer Aussage
liegt auf der semantischen Ebene und bedarf einer inhaltlichen Priifung der betreffenden
Aussage. Man kann also nicht von einer ,giiltigen Aussage“ oder einer ,wahren Argumen-
tation“ sprechen, sondern nur von ,wahren Aussagen® und ,giltigen Argumentationen®.
Die Unterscheidung dieser beiden Kriterien fillt allerdings schwer. Wohl auch deshalb wird
sie im Mathematikunterricht tendenziell vernachlissigt (vgl. Durand-Guerrier 2008), was zu
weiteren Schwierigkeiten im Verstehen und Fithren von Beweisen fiihrt. Die Giiltigkeit einer
Argumentation und damit das syntaktische Kriterium wird von der fachlichen Gemeinschaft
gepriift. Die Wahrheit einer Aussage hingegen wird auf inhaltlicher Ebene geklirt.

2.2.4 Artdes Arguments

Beim Beweisen wird in der Regel zwischen deduktiven und induktiven Argumenten unter-
schieden. Erstere vollziehen sich vom Allgemeinen zum Speziellen, Letztere hingegen vom
Speziellen zum Allgemeinen. Induktion und Deduktion kénnen somit in Ubereinstimmung
mit Dewey (2002) quasi als Richtungen des Denkens und des Schlussfolgerns betrachtet
werden. Diese werden im Zusammenhang mit den Denkprozessen beim Beweisen in jhrer
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Funktion als Begriindungsarten nochmals gesondert betrachtet werden (vgl. Abschn. 3.6).
Induktive Argumente sind im Gegensatz zu korrekten deduktiven Argumenten jedoch prob-
lematisch, weil stets die Gefahr besteht, dass vom Speziellen zu schnell oder filschlicherweise
auf das Allgemeine geschlossen wird. Statistische Argumente konnen diesen Umstand ent-
schérfen, indem von einer begrenzten Stichprobe vorsichtig auf die Gesamtheit der Elemente
geschlossen wird. Man spricht dann meist nicht von einem giiltigen Argument, sondern -
eben vorsichtig — nur von einem korrekten (vgl. Bayer 2007).

Jahnke (2008, 2010) differenziert zwischen offenen und geschlossenen Argumenten,
was einen erhellenden Beitrag zur Art der Argumente darstellt. Offene Argumente sind
nach Jahnke (2008, 2010) empirische Argumente, die auf Erfahrung und Beobachtung
basieren und die im Alltag dominieren. Geschlossene Argumente hingegen sind theo-
retische Argumente, wie sie in der Mathematik vorherrschen. Theoretische Argumente
sind dadurch gekennzeichnet, dass sie die Bedingungen, unter denen sie gelten, genau
auffithren. Sie sind ,,geschlossen®, weil genau definiert ist, unter welchen Bedingungen
etwas ausnahmslos gilt, und das Argument damit strikt giiltig ist. Im Gegensatz dazu
fithren Argumente aus dem Alltag tiblicherweise nicht auf, unter welchen Bedingungen
etwas gilt. Andern sich die Bedingungen, entstehen Ausnahmen, und die Giiltigkeit ist
fiir diese Fille nicht mehr gegeben. Hier handelt es sich deshalb um offene Argumente.
Beweisen beruht auf theoretischen Argumenten, die im Gegensatz zu offenen Argumen-
ten aus dem Alltag ein Auseinanderhalten von Voraussetzung und Behauptung erfor-
dern. Beim Beweisen ist deshalb ein Uberwinden alltiglichen Argumentierens nétig: ,,To
understand the essence of mathematical proof we need to overcome the limits of every-
day thinking“ (Jahnke 2008, S. 371).

2.2.5 Semantik und Syntaktik

Der letzte Aspekt, die hier fokussiert wird, bezieht sich auf die Ebene des Verstindnisses.
Grundsitzlich unterschieden werden die inhaltlich-semantische Ebene und die algorith-
misch-syntaktische Ebene (vgl. Wartha und Wittmann 2009). Vereinfacht gesagt bezieht
sich die inhaltlich-semantische Ebene auf inhaltliches Verstindnis, wahrend sich die algo-
rithmisch-syntaktische Ebene auf die formale Struktur und die Vorgehensweise bezieht.

Im Zusammenhang mit Wahrheit und Giiltigkeit (vgl. Abschn.2.2.3) wurden diese
beiden Ebenen bereits kurz angesprochen: Die Giiltigkeit einer Argumentation wird auf
syntaktischer Ebene geklart, wihrend die Wahrheit von Aussagen auf semantischer Ebene
gepriift wird. Fiir die Bearbeitung der inhaltlich-semantischen Ebene ist gerade im Mathe-
matikunterricht eine alltagsnahe Sprache durchaus ausreichend. Fiir das Verstehen und
Formulieren auf syntaktischer Ebene sind hingegen eine formale Sprache und das Beriick-
sichtigen eines genauen Vorgehens (die Konklusion folgt mittels Schlussfolgerung aus
mindestens zwei Pramissen) unabdingbar (vgl. Abschn. 3.5.1).

Beweisen verlangt demnach, sich sowohl auf inhaltlich-semantischer Ebene wie auf
algorithmisch-syntaktischer Ebene bewegen zu konnen. Sowohl eine ausschliefSliche
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Fokussierung der inhaltlichen Ebene wie eine solche der syntaktischen Ebene im Zusam-
menhang mit formaler Strenge eines Beweises sind kaum angemessen fiir den Prozess
des Beweisens, insbesondere dann nicht, wenn es sich um schulisches Beweisen handelt.
Generell gilt zwar in einem verstehensorientierten Mathematikunterricht, dass Semantik
vor Syntaktik kommt, was durchaus auch als Entwicklung verstanden werden kann, aber
es wire falsch, in einer bestimmten Entwicklungsphase lediglich die eine oder andere
Ebene zu beriicksichtigen, weil diese beiden Ebenen miteinander verbunden werden
miissen, um ein umfassendes Verstindnis erlangen zu kénnen.

2.3 Die kommunikative Bedeutung von Beweisen

Fir die Mathematik sind Beweise essenziell, weil sie als Triger mathematischen Wis-
sens (Hanna und Barbeau 2008) ,,identititskonstitutiv® (Heintz 2000, S. 14) wirken (vgl.
Kap. 1). Sie haben sowohl eine kulturumspannende wie eine kommunikative Bedeutung.
Die kulturumspannende Bedeutung von Beweisen ist durch die Verwendung eines ein-
heitlichen axiomatischen Regelwerks gegeben. Das macht das Verstehen von Beweisen
universell. Die formal-symbolische Sprache, die dabei verwendet wird, ist ihrerseits kul-
turunabhéngig und gleichzeitig durch den einheitlichen Gebrauch kulturverbindend.

Ein Beweis klirt einen Zusammenhang und schafft Gewissheit dariiber, ob und warum
eine Behauptung notwendigerweise gilt. Ein solcher Zusammenhang wird dargestellt, in
schriftlicher oder miindlicher Form, und dadurch kommuniziert. Deshalb haben Beweise
auch eine kommunikative Bedeutung. Neue Aussagen miissen immer mittels logischer
Regeln mit den Axiomen verbunden werden, um von der mathematischen Community
als wahre Aussagen akzeptiert zu werden. Ein schriftlich festgehaltener Beweis stellt einer-
seits einen vorldufigen Abschluss einer inhaltlichen Auseinandersetzung dar, andererseits
erhebt er einen Geltungsanspruch. Die mathematische Gemeinschaft priift die neue Aus-
sage oder den Beweis beziiglich der Widerspruchsfreiheit mit alten Beweisen. Dadurch
wird mathematisches Wissen als sicher garantiert. Ein Beweis ist somit auch stets ,ein
hochgradig normiertes Kommunikationsverfahren“ (Heintz 2000, S. 219).

Wihrend der Tétigkeit des Beweisens miissen universell giiltige Regeln eingehalten
werden. So miissen beispielsweise Begriffe zunédchst definiert, Notationen gekldrt und
samtliche Argumentationsschritte belegt werden.

Heintz (2000, S. 2271F.) beschreibt die kommunikative Funktion von Beweisen als kul-
turelle Ressource mit folgenden drei Thesen:

1. ,Die Institution des Beweises dient dazu, die privaten Gedanken in eine intersubjek-
tive Sprache zu tibersetzen.“

2. ,Gleichzeitig verhelfen Gespriche dazu, explizit zu machen, was in einem publizierten
Beweis implizit vorausgesetzt wird.“

3. ,Gespriche sind schliefSlich auch deshalb wichtig, weil lingst nicht alles mathemati-
sche Wissen in schriftlicher Form vorliegt.”
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Mit der kommunikativen Funktion von Beweisen wird auch der soziale Kontext des
fachlichen Diskurses angesprochen, der im Zusammenhang mit Beweisen unabdingbar
ist (vgl. Abschn. 4.1).

24 Die Funktionen von Beweisen

In der Literatur herrscht Einigkeit beziiglich der beiden Hauptfunktionen von Beweisen,
die im folgenden Abschnitt vorgestellt werden. Diese beiden Funktionen sind von ver-
schiedenen Autorinnen und Autoren erginzt worden. Darauf gehen die beiden weiteren
Abschnitte ein.

2.4.1 Zwei Hauptfunktionen von Beweisen

Hersh (1993) unterscheidet eine iiberzeugende und eine erklirende Funktion von
Beweisen. Erstere gilt insbesondere fiir die Disziplin selbst als sehr bedeutsam und
kommt immer dann zum Ausdruck, wenn in einem Beweis mittels logischer Schluss-
folgerungen ein Geltungsanspruch dargelegt wird, der von der fachlichen Commu-
nity gepriift wird und im Falle einer Annahme zur Bestitigung seiner Gultigkeit
fiihrt. Es geht dabei also um die Uberzeugungskraft der dargelegten Argumente.
Die erklirende Funktion hingegen ist dann angesprochen, wenn man einen ferti-
gen Beweis betrachtet und die darin formulierte Allgemeingiiltigkeit eines Zusam-
menhangs nachzuvollziehen versucht. Hier wird die Argumentation nicht infrage
gestellt, sondern der Beweis als sicheres Wissen interpretiert, der einen Zusammen-
hang erklart.

Die tiberzeugende Funktion von Beweisen ist zwar auch im Mathematikunter-
richt wichtig. Gleichwohl muss dabei beriicksichtigt werden, dass Schiilerinnen und
Schiiler - im Gegensatz zu einer fachlichen Community - relativ leicht tiberzeugt
werden konnen, weil Beweisen eine hochkomplexe und &duflerst anspruchsvolle
Tétigkeit ist, die Lernenden schwerfillt. Hinzu kommt, dass es sich beim schuli-
schen Diskurs um eine spezielle kommunikative Situation handelt, bei der ein hie-
rarchisches Ungleichgewicht besteht. Dies erklirt, warum Schiilerinnen und Schiiler
selbst nicht bewiesene Theoreme akzeptieren und tendenziell einen mathematischen
Satz eher selten infrage stellen. Deshalb ist fiir den Mathematikunterricht die zweite
Funktion, die erklirende, wichtiger als die iiberzeugende, denn ein Beweis als Tra-
ger mathematischen Wissens (vgl. Kap. 1) erkldrt einen Zusammenhang vollstidndig:
»Proof is complete explanation® (Hersh 1993, S. 397). Eine solche Erkldarung liegt in
einem Beweis in einer komprimierten Form vor. Fiir Schiilerinnen und Schiiler ist
deshalb diese Funktion eines Beweises besonders bedeutsam, weil ihnen im Beweis
ein mathematischer Zusammenhang tiberzeugend aufgezeigt und begriindet wird
und diesen erklart.
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2.4.2 Fiinf Funktionen von Beweisen in der Ubersicht

Diese beiden Hauptfunktionen von Beweisen gemifl Hersh (1993) - Uberzeugen und
Erkldren - konnen weiter ausdifferenziert und erginzt werden. De Villiers (1990) bei-
spielsweise fithrt fiinf Funktionen von Beweisen auf (vgl. Meyer 2007, S. 28): 1) Verifika-
tion, 2) Erklirung, 3) Kommunikation, 4) Entdecken und 5) Systematisierung. Die ersten
beiden Funktionen betreffen die kognitive Rolle, die Beweise spielen, wihrend sich die
dritte und die vierte Funktion auf die soziale Rolle beziehen und die letzte Funktion auf
die epistemologische (vgl. Schwarz et al. 2010).

Bei der Verifikation handelt es um ein Verfahren, die gemachten Aussagen beziiglich
ihres Wahrheitsgehaltes zu tiberpriifen und gegebenenfalls zu bestétigen.

Die Funktion der Erklirung entspricht derjenigen von Hersh (1993). Beweise als Tra-
ger von mathematischem Wissen dienen dem Verstehen. Sie vermitteln Einsicht darii-
ber, warum ein bestimmter Zusammenhang gilt oder eine Aussage wahr ist.

Die Funktion der Kommunikation ergibt sich aus den ersten beiden Funktionen.
Sowohl Erkliarungen wie Uberzeugungen spielen sich in einem sozialen Kontext ab. Im
Zusammenhang mit der Uberzeugungskraft eines Beweises ist die fachliche Commu-
nity die priifende Instanz, die dariiber entscheidet, ob ein neuer Beweis angenommen
oder abgelehnt wird: ,In mathematical practice, in the real living mathematicians, proof
is convincing argument, as judged by qualified judges“ (Hersh 1993, S. 389). Das ver-
leiht dem Akt des Beweisen nebst der formal-logischen Dimension zusitzlich auch eine
soziologische und kommunikative Dimension, die von Schwarz (2009, S. 106) wie folgt
beschrieben wird: ,,The role of proof is not to convince but to provide a way to com-
municate mathematical ideas.“ Beweise stellen damit auch einen Anlass fir die mathe-
matische Kommunikation dar. Dabei werden einerseits die im Geltungsanspruch eines
Beweises formulierten Aussagen gepriift. Andererseits wird das im Beweis enthaltene
mathematische Wissen im Diskurs rekontextualisiert.

Die Funktion des Entdeckens bedeutet, dass neue Zusammenhinge gefunden und in
einem Beweis dargelegt werden konnen.

Beweise dienen aber auch der Systematisierung. Als Triger mathematischen Wissens
sind sie dazu geeignet, Ergebnisse ordnend und systematisierend in einen theoretischen
Zusammenhang zu stellen und Beziehungen innerhalb der Mathematik zu fassen.

2.4.3 Erganzende Funktionen

Hanna (2005) ergénzt die fiinf von De Villiers (1990) genannten Funktionen von Bewei-
sen durch drei weitere. Es sind dies: 1) Konstruktion, 2) Exploration und 3) Inkorporation.
Diese drei weiteren Funktionen von Beweisen sind aber fiir den Mathematikunterricht
nicht im gleichen Mafle bedeutsam wie die erklarende Funktion.

Bei der Funktion der Konstruktion geht es darum, dass auf der Grundlage eines
Beweises eine neue Theorie entwickelt werden kann. Auf diesen Umstand weist auch Rav
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(1999, S. 6) hin (vgl. Kap. 1), wenn er deutlich macht, dass ein Beweis neue Werkzeuge
zur Verfiigung stellt, die der Weiterentwicklung der Mathematik dienen. Genau darum
geht es bei dieser Funktion von Beweisen.

Die Funktion der Exploration, die Hanna (2005) auffiithrt, bezieht sich auf das Erfor-
schen eines postulierten Zusammenhangs oder einer Definition im Hinblick auf mogli-
che Konsequenzen, die deren Annahme hitte.

Die letzte von Hanna (2005) genannte Funktion, diejenige der Inkorporation, bezieht
sich auf das Aufnehmen von Neuem in ein kohérentes Ganzes. Bekannte Tatsachen werden
in einen neuen Rahmenzusammenhang gestellt und Neues wird in einem Gesamtzusam-
menhang verortet.

Didaktisch kénnen auch diese beiden letzten erginzenden Funktionen genutzt
werden: Schiilerinnen und Schiiler kénnen auf der Basis eines vorgestellten Beweises
angeregt werden, zu untersuchen, welche Konsequenzen die Annahme einer bestimm-
ten Theorie oder eines Beweises hitte. Den Lehrpersonen obliegt es sodann, Ideen
und bewiesene Tatsachen in einem Rahmenzusammenhang sicht- und erkennbar zu
machen und damit einen Beitrag dazu zu leisten, Neues zu inkorporieren. Hingegen
werden Lernende kaum in der Lage sein, eine neue Theorie mittels eines Beweises zu
konstruieren. Deshalb tritt diese Funktion im schulischen Kontext in den Hintergrund.

2,5 Verschiedene Typen von Beweisen

Beweise konnen je nach gewidhlter Perspektive unterschiedlich kategorisiert werden.
Aus Sicht der Mathematik wird eine andere Klassifizierung gewihlt als aus derjenigen
der Mathematikdidaktik. Deshalb wird zunichst eine Kategorisierung aus der fach-
lichen Sicht heraus vorgestellt, bevor verschiedene didaktische Ansétze prasentiert
werden.

2.5.1 Unterschiedliche Beweise aus der Sicht des Faches

Aus Sicht der Disziplin Mathematik wird zwischen direkten und indirekten Beweisen
unterschieden. Direkte Beweise bezeichnen solche, bei denen eine Behauptung bewiesen
wird, indem bereits bewiesene Aussagen angewandt werden oder indem logisch gefolgert
wird. Indirekte Beweise hingegen beschiftigen sich zunachst mit dem Gegenteil, indem
sie zuerst davon ausgehen, dass die formulierte Behauptung nicht zutreffe. Im Verlauf
des nachfolgenden Beweisprozesses entsteht ein Widerspruch, der nur dadurch erklart
werden kann, dass die getroffene Annahme, wonach die Behauptung falsch sei, selbst
falsch ist. Die Behauptung wird dadurch indirekt bewiesen.

Ein Beispiel fiir einen solchen indirekten Beweis ist derjenige von Euklid (2003) zur
Behauptung, dass es unendlich viele Primzahlen gebe. Dabei wird zunichst angenom-
men, dass es eine endliche Menge von Primzahlen gibt:
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Fiir eine beliebige endliche Menge {p1,...., py} von Primzahlen sei n: = p; -p-.....pr + 1 und
p ein Primteiler von n. Wir sehen, dass p von allen p; verschieden ist, da p sonst sowohl
die Zahl n als auch das Produkt p;p;...p: teilen wiirde und somit auch die 1, was nicht sein
kann. Eine endliche Menge {py,...., p} kann also niemals die Menge aller Primzahlen sein.
(Aigner und Ziegler 2002, S. 3)

Diese Argumentation kann auch an einem konkreten Zahlenbeispiel nachvollzogen
werden: Wenn {2, 3, 5} alle Primzahlen wiren, dann miisste 31 =2-3 -5+ 1 durch
2, 3 oder 5 teilbar sein, weil 31 sonst eine weitere Primzahl wire. Ist sie das nicht,
miisste 1 durch 2, 3 oder 5 teilbar sein, was auch nicht der Fall ist. Damit ist die
Annahme, dass es eine endliche Anzahl von Primzahlen gibt, widerlegt und ein indi-
rekter Beweis erbracht.

Als weiteres wichtiges Beweisverfahren gilt die vollstindige Induktion, die selbst ein
Axiom darstellt. Die vollstindige Induktion zeigt in zwei Teilen, der Verankerung und
dem Induktionsschritt, dass etwas, das fir n gilt, auch fiir n 4 1 Giiltigkeit hat. Fiir Pélya
(1995, S. 133) ist Induktion ,,die Methode, allgemeine Gesetze durch Beobachtung und
Kombination besonderer Fille zu entdecken®. Damit riickt er die Induktion in die Nahe
der quasi-empirischen Wissenschaften (vgl. Abschn. 2.2.1). Induktion wird in verschie-
denen Wissenschaften, nicht nur in der Mathematik verwendet. Die vollstindige Induk-
tion hingegen gilt als eine Besonderheit des Fachs Mathematik und ist geeignet, ,,um
Lehrsitze einer gewissen Art zu beweisen® (Pélya 1995, S. 133). Poincaré (1914, S. 10)
bezeichnet die vollstindige Induktion sogar als ,mathematische Schlussweise in ihrer
reinsten Form®.

Diese drei Beweistypen - der direkte Beweis, der indirekte Beweis und die voll-
staindige Induktion - beziehen sich auf vollstindig ausgefiihrte Beweise von
Expertinnen und Experten. Sie beschreiben drei grundsitzlich unterschiedli-
che Vorgehensweisen zum Erlangen eines giiltigen, vollstindigen mathematischen
Beweises aus der Sicht der fachlichen Disziplin. Wenngleich diese drei Beweistypen
auch fiir beweisende Titigkeiten von Schiilerinnen und Schiilern bedeutsam sind, so
differenziert die Mathematikdidaktik doch noch weitere, didaktisch relevante Typen
von Beweisen aus. Diese sind insbesondere dazu geeignet, um das noch nicht routi-
nierte Ausfithren eines vollstindigen mathematischen Beweises von Lernenden zu
beschreiben.

2.5.2 Pragmatisches und intellektuelles Beweisen

In der fachdidaktischen Literatur existieren zahlreiche, didaktisch relevante Klassifi-
zierungen von Beweisen. So unterscheidet beispielsweise Balacheft (1988) zwischen
pragmatischen und intellektuellen Beweisen. Die pragmatischen Beweise erfolgen
durch Verifizieren an Beispielen und durch Experimentieren, wihrend die intellek-
tuellen Beweise entweder mit einem spezifischen Fall oder mit einer mentalen Operation
arbeiten.
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Eine Zweiteilung nehmen auch Fischer und Malle (2004) vor, wenn sie von Handlungs-
und von Beziehungsbeweisen sprechen, die sich komplementir zueinander verhalten.
Die Handlungsbeweise stiitzen auf eine Handlung oder eine Operation ab, wihrend die
Beziehungsbeweise die Strukturen vorwiegend mit symbolischen und formalen Mitteln
kldren. In dieser Unterscheidung angelegt ist einerseits eine Progression im Sinne einer
didaktischen Stufung fortschreitender Abstraktion:

Je strenger die Mathematik aufgebaut wird, desto mehr wird im Allgemeinen gefordert,
Handlungselemente auszuschlieffen und méglichst alles in Form von formalen Beziehungen
auszudriicken. (Fischer und Malle 2004, S. 186)

Andererseits weist diese Klassifizierung eine Néhe zu Balacheffs (1988) pragmatischen
und intellektuellen Beweisen auf, da Handlungsbeweise eher den pragmatischen Bewei-
sen zugeordnet werden koénnen, die Beziehungsbeweise hingegen den intellektuellen
Beweisen. Dass Handlungs- und Beziehungsbeweise komplementir zueinander konzi-
piert sind, wird auch im folgenden Zitat von Fischer und Malle (2004, S. 186) deutlich:

Umgekehrt spielen beim heuristischen Denken aber die Handlungen oft eine weit wichti-
gere Rolle als formale Beziehungen. Bei einer integrativen Sicht von Mathematik, wie wir sie
anstreben, darf keiner dieser beiden Aspekte fehlen. (Fischer und Malle 2004, S. 186)

Sowohl in der Klassifizierung von Balacheft (1988) wie in derjenigen von Fischer und
Malle (2004) wird der Prozess des Beweisens fokussiert, da jeweils geklart wird, auf welche
Weise ein Beweis erzeugt werden kann. Es wird also danach gefragt, wie ein bestimmter
Beweis zustande gekommen ist, und darauf aufbauend die Klassifizierung vorgenommen.

Eine noch stirker kognitionspsychologisch fundierte Klassifizierung ist in der Unter-
scheidung zwischen priformalen und formalen Beweisen (Blum und Kirsch 1991) oder
in der Klassifizierung von Wittmann und Miiller (1988) erkennbar, die im folgenden
Abschnitt genauer beleuchtet wird.

2.5.3 Drei Beweistypen nach Wittmann und Miiller (1988)

Wittmann und Miiller (1988) fokussieren in ihrer Klassifikation sowohl den Prozess und
die Handlung des Beweisens sowie die Form des fertigen Beweises und die dabei verwen-
dete Reprisentationsform des sich wihrend des Prozesses abspielenden Denkens (vgl.
Aebli 1981; Bruner 1974).

Als einfachste Form beschreiben Wittmann und Miiller (1988) den experimentellen
Beweis, der ausgehend von einzelnen Beispielen einen Sachverhalt priift und auf des-
sen Verifikation oder Falsifikation abzielt. Allerdings ergibt sich durch dieses Handeln
keine abschlieflende Gewissheit iiber die Gultigkeit der untersuchten Behauptung, da
dieser Anspruch lediglich fiir die gepriiften Beispiele erhoben werden kann. Es kann aber
keine Aussage beziiglich der Allgemeingiiltigkeit getroffen werden. Weil experimentelle
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Beweise mit konkreten Beispielen arbeiten, riicken sie formale Aspekte in den Hinter-
grund. Aus diesem Grund sind sie besonders geeignet fiir jiingere und weniger leistungs-
fahige Lernende, die sich mittels eines experimentellen Zugangs systematisch mit einer
Behauptung oder Vermutung auseinandersetzen konnen.

Die experimentellen Beweise von Wittmann und Miiller (1988) weisen uniibersehbar
eine Nihe zu den pragmatischen Beweisen von Balacheft (1988) auf und arbeiten an Bei-
spielen. Dabei geht es aber um mehr als nur naives Ausprobieren, sondern vielmehr um
»Veranschaulichungen, Plausibilitidtsbetrachtungen, empirische Verifikationen und an
Beispielen erlduterte Regeln, die bestimmte Aufgabenfelder erschlieffen® (Wittmann und
Miiller 1988, S. 248). Experimentelle Beweise verlangen zwar weder logisches Schluss-
folgern noch das formale Formulieren eines Zusammenhangs, bieten deshalb aber wie
festgehalten auch keine abschlieffende Sicherheit beziiglich der Allgemeingiiltigkeit. Die
Unsicherheit in Bezug auf die Frage, ob nicht doch noch ein Gegenbeispiel existieren
koénnte, das nicht gepriift worden ist oder werden kann, bleibt stets bestehen. Aus diesem
Grund gilt ein experimenteller Beweis in der Disziplin auch nicht als Beweis.

Als zweiten Typ nennen Wittmann und Miiller (1988) den inhaltlich-anschaulichen
Beweis. Da diesem Beweistyp immer eine Operation zugrunde liegt, wird er auch als ope-
rativer Beweise bezeichnet, was seinen Charakter besser umschreibt als die Bezeichnung
»inhaltlich-anschaulich®.

Inhaltlich-anschauliche oder operative Beweise beruhen nicht einzig auf dem Zeigen
von plausiblen Beispielen, sondern stiitzen sich auf ,Konstruktionen und Operatio-
nen, von denen intuitiv erkennbar ist, dass sie sich auf eine ganze Klasse von Beispie-
len anwenden lassen und bestimmte Folgerungen nach sich ziehen (Wittmann und
Miiller 1988, S. 249). Fiir Blum und Kirsch (1989, S. 202) stellen sie ,,eine Kette von kor-
rekten Schliissen ..., die auf nicht-formale Pramissen zuriickgreifen, dar. Im Gegensatz zu
den experimentellen Beweisen leisten inhaltlich-anschauliche oder operative Beweise eine
Verallgemeinerung, wobei diese moglichst intuitiv erkennbar oder ,,ablesbar® (vgl. Dun-
cker 1935) sein sollte. Die Pramissen des inhaltlich-anschaulichen Beweises liegen zwar
nicht formal vor, miissen den korrekten, formal gefassten Argumenten aber entsprechen.

Inhaltlich-anschauliche oder operative Beweisen korrespondieren mit den Hand-
lungsbeweisen von Fischer und Malle (2004) und haben zudem eine lange Tradition. So
beschreibt das berithmte Beispiel zur Flichenbestimmung eines Parallelogramms von
Wertheimer (1964) einen solchen inhaltlich-anschaulichen oder operativen Beweis. In die-
sem Beispiel (vgl. Abb. 2.1) berichtet Wertheimer (1964, S. 55ff.) von einem fiinfeinhalb-
jahrigen Midchen, das bei diesem Problem mit den Worten ,,Das ist nicht gut hier auf
die linke Seite (in der Abbildung eingezeichnet) des Parallelogramms zeigt und nach einer
Schere verlangt: ,,Was hier schlecht ist, ist genau, was dort gebraucht wird. Es passt.”

Das Midchen hat durch seine Uberlegung in einem operativen Sinne bewiesen, dass
die Fliche eines Parallelogramms gleich grof} ist wie die Fliche des entsprechenden
Rechtecks, das die gleiche Hohe und die gleiche Lange der Langsseite aufweist wie das
Parallelogramm.

Die Stichhaltigkeit eines operativen Beweises ergibt sich grundsitzlich aus der ,,intuitiven
Kohirenz der im Beweis aufgezeigten begriftlichen Beziehungen® (Wittmann und Miiller
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Abb. 2.1 Parallelogramm- N o~
Problem von Wertheimer '
(1964, S. 56)

1988, S. 253). Gleichwohl ist ein operativer Beweis aber nicht sofort und in jedem Fall fiir alle
anderen verstandlich. Er muss deshalb mit der Handlung selbst gezeigt werden. Zudem muss
die darin enthaltene Uberlegung - weil sie nicht in einer formal konventionellen mathema-
tischen Sprache vorliegt, in die ein operativer Beweis im Prinzip jedoch iibertragen werden
konnte - versprachlicht werden, um Uberzeugungskraft entfalten zu kénnen.

Als dritten Typ nennen Wittmann und Miiller (1988) schlief3lich den formal-deduk-
tiven Beweis, der dem wissenschaftlichen Beweis entspricht, der sich formaler Sprache
und logischer Schlussfolgerungen bedient. Beim formal-deduktiven Beweis wird jede
Aussage in einem logischen Prozess aus einer anderen Aussage abgeleitet. Ziel ist es, den
Beweis nicht nur als logische Beweiskette darzustellen, sondern ihn auch in die kiirzest
mogliche Form zu bringen, was in der Mathematik bedeutet, ihn formal darzustellen.
Formal-deduktive Beweise basieren deshalb nicht nur auf der Verwendung einer for-
malen, algebraischen Sprache, sondern sie verlangen auch ein streng logisches Vorge-
hen, sodass jede Aussage auf eine andere zuriickgefithrt werden kann. Aufgrund dieser
anspruchsvollen Voraussetzungen ist dieser Beweistyp fiir Wittmann und Miiller (1988,
S. 240) im Hinblick auf die ,,Entwicklung eines fiir den jeweiligen sozialen Kontext ange-
messenen Beweisverstindnisses hinderlich. Formal-deduktive Beweise konnen zwar
als Ziel einer langfristigen Entwicklung betrachtet werden, nicht aber als angemessene
Form, um diese Entwicklung einleiten und unterstiitzen zu konnen.

Mit der Klassifikation von Wittmann und Miiller (1988) und ihrer Ausdifferenzierung
von drei grundlegend unterschiedlichen Beweistypen ist eine Grundlage gegeben, die
sowohl die Prozess- als auch die Produktebene erfasst und dariiber hinaus auch unter-
schiedliche Reprisentationen des Denkens ausweist, da jedem der drei Beweistypen
eine andere Handlungsart, eine andere Zugangsweise, eine andere Art der Darstellung
des Denkprozesses und eine andere Sprache zugrunde liegen. Wihrend experimentelle
Beweise mit Alltagssprache erarbeitet werden kénnen, beruhen die inhaltlich-anschau-
lichen oder operativen Beweise auf Begrifflichkeiten, welche die Beziehungen umschrei-
ben. Die formal-deduktiven Beweise verlangen dariiber hinaus die Verwendung
formal-symbolischer Sprache. Aus diesem Grund kann das Verhiltnis der drei Beweisty-
pen als Progression aufgefasst werden: Sowohl der Abstraktionsgrad als auch der Forma-
lisierungsgrad nehmen vom experimentellen Beweis iiber den inhaltlich-anschaulichen
oder operativen Beweis bis hin zum formal-deduktiven Beweis kontinuierlich zu. Kon-
kret bedeutet dies, dass die Notwendigkeit, Alltagssprache durch Fachsprache und Fach-
termini zu ergdnzen und symbolische Darstellungsweisen zu verwenden, von Beweistyp
zu Beweistyp immer grosser wird.
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2.5.4 Genetisches Beweisen

Beim genetischen Beweisen geht es nicht um eine weitere Klassifikation von Beweisty-
pen, wie sie oben ausgefiihrt wurden. Vielmehr geht es darum, den Lernprozess beim
Beweisen als ausgestalteten Aufbau bzw. als Entwicklung zu beschreiben. Betrachtet man
den Beweisprozess bei Expertinnen und Experten, so suchen auch diese fiir eine (unbe-
wiesene, noch zu beweisende oder zu widerlegende) Behauptung ausgehend von Beispie-
len nach einem Muster oder einer Struktur, die sie operativ durchschauen zu versuchen,
um den erkannten Zusammenhang anschlieffend formal-symbolisch formulieren zu
konnen.

Die drei Beweistypen von Wittmann und Miiller (1988) kann man deshalb in einer
Abfolge von drei verschiedenen Phasen oder Stufen auch als Beschreibung eines gene-
tischen Vorgehens interpretieren: Ausgehend vom experimentellen Beweis, der keine
Sicherheit beziiglich der Allgemeingiiltigkeit der untersuchten Behauptung bietet, wird
durch den inhaltlich-anschaulichen oder operativen Zugang Einsicht in die Struktur
erlangt, die anschlieflend noch formal-symbolisch ausgedriickt wird. Damit erlangen
die drei Beweistypen von Wittmann und Miiller (1988) eine besondere Bedeutung, weil
sie nicht nur deutlich voneinander unterscheidbare Typen bezeichnen, sondern dariiber
hinaus die Beschreibung einer Entwicklung von Wissen ermdglichen.

2.5.5 Weitere Ansatze

Einen anderen Ansatz verfolgen Reid und Knipping (2010), indem sie auf der Basis
der verschiedenen Klassifikationen von Beweisen eine solche fiir Argumente erarbeiten
und sieben verschiedene Kategorien in weitere Unterkategorien ausdifferenzieren, die
sie sowohl mit den Ansitzen von Wittmann und Miiller (1988) und Blum und Kirsch
(1991) wie auch mit demjenigen von Balacheff (1988) verbinden. Im wesentlichen
unterscheiden Reid und Knipping (2010, S. 144) zwischen empirischen, generischen,
symbolischen und formalen Argumenten sowie entsprechenden Zwischenformen (,,bet-
ween empirical and generic®, ,between generic and symbolic®, ,between symbolic and
formal®). Gegeniiber dem Ansatz von Wittmann und Miiller (1988) nehmen sie damit
eine Prizisierung mit verschiedenen Zwischenformen vor und unterteilen den formal-
deduktiven Beweis in einen symbolischen Beweis und einen formalen Beweis, jeweils
mit entsprechenden Zwischenformen. Insofern unterscheiden sich diese Ansdtze nicht
grundsitzlich, sondern insbesondere im Prazisierungsgrad.

Ebenfalls eine Ausdifferenzierung findet man im Zusammenhang mit den deutschen
Bildungsstandards (Kultusministerkonferenz 2003, 2005) bei Leiss und Blum (2006).
Auch sie verweisen auf die unterschiedlichen Reprisentationsméglichkeiten schlief3en-
den bzw. schlussfolgernden Denkens, indem sie die drei Darstellungsebenen von Bruner
(1974) heranziehen, auf denen Reprdsentationen moglich sind. Es sind dies 1) die
enaktive Ebene, 2) die ikonische Ebene und 3) die symbolische Ebene, die in eine
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sprachlich-symbolische und eine formal-symbolische Ebene unterteilt werden kann.
Leiss und Blum (2006) legen auf dieser Grundlage fiinf unterschiedliche Beweisansitze
vor, die sie nicht als Beweistypen bezeichnen, sondern lediglich als Ansétze ausweisen: 1)
den paradigmatischen Ansatz, 2)den algebraischen Ansatz, 3)den zeichnerischen
Ansatz, 4) den inhaltlichen Ansatz und 5) den iterativen Ansatz.

Diese fiinf Ansitze sind nicht immer trennscharf voneinander abgrenzbar und greifen
einerseits auf die erwdhnten Darstellungsebenen zuriick, nennen andererseits aber auch
Prinzipien und Vorgehensweisen. Der iterative Ansatz beschreibt die Strategie, nicht
aber die Form der Darstellung dieses Prozesses. Der algebraische Ansatz hingegen kor-
respondiert mit dem formal-deduktiven Beweis. Der zeichnerische, der inhaltliche und
der paradigmatische Beweis wiederum beschreiben eine bestimmte Ausgestaltung eines
inhaltlich-anschaulichen oder operativen Beweises. Beim paradigmatischen Ansatz soll
durch Offenlegen der Strukturen ein Paradigma geschaffen werden, auf das im weite-
ren Verlauf zuriickgegriffen werden kann. Damit steht hier nicht wie bei den anderen
beiden Ansitzen — beim algebraischen und beim zeichnerischen - die Form, in welcher
ein Beweis vorliegt, im Zentrum, sondern der Prozess bzw. die Handlung, die sich auf
das Erarbeiten eines Paradigmas abstiitzt. Dariiber hinaus wird diese Handlung sehr viel
weiter definiert, als dies beim iterativen Ansatz der Fall ist, der ebenfalls ein bestimm-
tes Vorgehen beschreibt. Es handelt sich bei diesen fiinf verschiedenen Beweisansitzen
um Beschreibungen von unterschiedlichen Merkmalen und nicht um eine eigentliche
Systematik.

2.5.6 Konkretisierung an einem Beispiel

Am Beispiel einer relativ einfachen Aufgabe aus dem Bereich Zahl und Variable, die auf
unterschiedliche Arten bewiesen werden kann, sollen die drei verschiedenen Beweisty-
pen von Wittmann und Miiller (1988) nun konkretisiert werden (Details findet man bei
Brunner 2013). Gleichzeitig wird in dieser Konkretisierung auch eine Umsetzung des
genetischen Beweisens erkennbar.

Die Aufgabe lautet wie folgt: ,Die Summe 13 + 15 + 17 4 19 ist durch 8 teilbar. Gilt
dies fiir jede Summe von vier aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen?*

In einem ersten Schritt werden zur Klarung dieser Frage einige Beispiele erzeugt und
iiberpriift, ob sich dieses Muster auch bei weiteren Zahlenbeispielen zeigt oder ob es nur
gerade fiir das im Aufgabentext enthaltene gilt:

749+11+13=40 40:8=5 Also gilt: 8 | 40
214234254+27=96 96:8 =12 Also gilt: 8 | 96
431 + 433 + 435 + 437 = 1736 1736:8 =217 Also gilt: 8| 1736

Damit liegt nun ein experimenteller Beweis vor. Doch selbst wenn noch weitere Beispiele
generiert wiirden, bliebe der Beweis stets an die gepriiften und fiir korrekt befundenen
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Abb. 2.2 Inhaltlich- 13+15+17+19=64
anschaulicher/operativer Beweis A LY

I5+417+19+21=72

Beispiele gebunden. Die Gewissheit, dass tatsidchlich jede Summe aus vier aufeinander-
folgenden ungeraden Zahlen durch 8 teilbar ist, fehlt, weil nicht alle moglichen Zah-
lenbeispiele durchgerechnet werden kénnen und deshalb nicht vollig ausgeschlossen
werden kann, dass nicht doch ein Beispiel existieren konnte, fir das der behauptete
Zusammenhang nicht gilt.

Wird hingegen vom Aufgabenbeispiel ausgehend systematisch nach dem Aufbau der
Struktur gesucht und versucht, die Allgemeingiiltigkeit zu kldren, liegt ein operativer
Beweis vor. Das ist beispielsweise in Abb. 2.2 der Fall.

Ausgehend von einem ersten Beispiel, anhand dessen das erzeugte Muster der
Summe von vier aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen auf seine Teilbarkeit durch
8 hin gepriift und die Behauptung fir dieses Beispiel verifiziert wird, wird anschlie-
Blend an einem weiteren Beispiel untersucht, wie sich die Muster der beiden Summen
zueinander verhalten. Dabei wird festgestellt, dass zwischen dem ersten Summanden
der ersten Summe und dem ersten Summanden der zweiten Summe die Differenz von
2 besteht. Dies gilt fiir jeden der vier Summanden. Insgesamt ergibt sich zwischen
jedem der vier Summanden der ersten Summe und dem entsprechenden Summanden
der zweiten Summe jeweils eine Differenz von 2. Die Summe der Differenzen ergibt 8.
Und 8 ist teilbar durch 8. Auf diese Weise kann gezeigt werden, dass, wenn die erste
Summe durch 8 teilbar ist, jede weitere Summe des gleichen Musters ebenfalls durch 8
teilbar sein muss, und zwar notwendigerweise. Die Struktur des Musters ist offengelegt,
Einsicht in den Zusammenhang zwischen der ersten und jeder weiteren Summe von
vier aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen ist erlangt, womit ein operativer Beweis
erzeugt worden ist.

Im in Abb. 2.2 aufgefithrten Beispiel wird das Denken mittels Markierungen anschau-
lich gemacht; Leiss und Blum (2006) wiirden von einem Paradigma sprechen. Eine
formal-symbolische algebraische Notation hingegen ist nicht gegeben. Gleichwohl
konnte mithilfe des inhaltlich-anschaulichen Vorgehens ein Beweis erzeugt werden, der
Einsicht in die untersuchte Struktur erméglicht. Zudem handelt es sich um ein iteratives
Vorgehen, weil gezeigt wird, dass eine Behauptung notwendigerweise fir jedes weitere
mogliche Beispiel des gleichen Musters gilt.

Operatives Beweisen kann Denkprozesse aber auch anders reprisentieren, z. B. indem
sie auf ikonischer Ebene sichtbar gemacht werden. Im Falle unseres Beispiels zur Teilbar-
keit konnte das wie in Abb. 2.3 dargestellt aussehen:

Die ersten vier ungeraden Zahlen aus der Zahlenreihe werden zeichnerisch (oder
enaktiv mit entsprechenden Quadraten oder Wiirfeln) dargestellt. Nun kann durch
Verschieben der Quadrate gezeigt werden, dass lauter Achtergruppen von Quadraten
erzeugt werden konnen: Das erste Quadrat erginzt die sieben Quadrate ganz rechts zu
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Abb. 2.3 Ikonische
Darstellung der Zahlen 1, 3, 5,7

einer Achtergruppe und die drei Quadrate der zweiten und die fiinf Quadrate der dritten
Figur ergeben ebenfalls eine Achtergruppe. Damit wird klar, dass die Gesamtanzahl der
Quadrate durch 8 teilbar ist.

In einem zweiten Schritt gilt es nun zu {iberlegen, was bei der nidchsten Summe von
vier aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen geschieht. Dazu wird jeder Summand
um 2 zum néchstgrofleren erginzt. Dadurch entsteht die Summe 3 +547 +9 =16,
die ebenfalls teilbar durch 8 ist. Indem anschaulich gemacht wird, dass bei jedem Sum-
manden zwei Quadrate dazukommen, um den nichstgrofleren Summanden zu erzeu-
gen, und dass die Summe dieser zusdtzlichen (in Abb. 2.4 dunkel schattierten) Quadrate
stets 8 ist, wird die Struktur des Musters offengelegt, weil ersichtlich wird, dass auch die
Summe der zusitzlichen Quadrate durch 8 teilbar ist.

Weil auf diesem Muster aufbauend in der Folge jede weitere Summe von vier
aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen pro Summand um zwei Quadrate erginzt
werden konnte, wird deutlich, dass die Teilbarkeit durch 8 zwingenderweise fiir jede
so strukturierte Summe gilt. Aus diesem Grund handelt es sich auch in diesem Fall um
einen operativen Beweis. Dessen Pramissen und die Konklusion liegen zwar nicht in for-
maler Notation vor, miissten aber — wie bereits erwdhnt — grundsitzlich in einem kor-
rekten formalen Argument gefasst werden konnen. Dass dies der Fall ist, lasst sich leicht
mithilfe eines formal deduktiven Beweises zeigen, der das Denken formal-symbolisch in
algebraischer Sprache reprisentiert:

Eine ungerade Zahl kann als 2n + 1 ausgedriickt werden. Das entspricht der ikoni-
schen Darstellung mit den Quadraten. In der ersten Abbildung (vgl. Abb. 2.3) wird die
erste ungerade Zahl 1 als 2n — 1 dargestellt, in der zweiten (vgl. Abb. 2.4) hingegen als
2n + 1. Zwischen dem ersten und dem néchsten Summanden des Musters betrégt die
Differenz 2, weil nur ungerade Zahlen einbezogen werden diirfen. Die Summe von vier
aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen kann deshalb entweder als

(2n-1)+ (2n+ 1)+ (2n+ 3) + (2n + 5) = 8n + 8 (vgl. Abb. 2.3) oder als
(2n+ 1) 4+ (2n 4 3) + (2n + 5) + (2n + 7) = 8n + 16 (vgl. Abb. 2.4)

geschrieben werden. In beiden Fillen wird durch Ausklammern von 8 klar, dass diese
Summen immer und notwendigerweise durch 8 teilbar sein miissen:

8n+8=8(n-+1) => 8|8n+38
8n+16=8(n+2) =>  8|8n+16
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Abb. 2.4 Tkonische
Darstellung der ungeraden
Zahlen 3,5,7,9

Der Zusammenhang zwischen der Summe des in der Aufgabe formulierten Musters (vier
aufeinanderfolgende ungerade Zahlen) und der Teilbarkeit durch 8 wird hier algebraisch
formuliert. Dies entspricht den mathematischen Konventionen und hilt die Pramissen
und die Konklusion des operativen Beweises wie gefordert in formal-symbolischer algeb-
raischer Notation fest.
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