Kapitel 1

Einfiihrung: Datenanalyse
und mathematische Statistik

Die explorative Datenanalyse (EDA) ist ein Teilgebiet der Statistik. Sie ver-
folgt die Aufgabe, in vorhandenen Daten Strukturen zu erkennen, Hypothesen iiber
Ursache und Grund der Daten zu bilden und Grundlagen fiir eingehendere stati-
stische Modellbildung zu liefern. John W. Tukey hatte in den 1970er Jahren diese
Bedeutung der EDA als Kritik und Ergénzung zur (mathematischen) Statistik,
in der ein zu grofies Gewicht auf das Auswerten und Testen von gegebenen Hy-
pothesen gelegt wird, hervorgehoben. So ist neben den traditionellen statistischen
Analysen ein kreativer Impuls gesetzt worden, der mit dem Schlagwort Let the data
speak for themselves einen Anspruch auf eine bedeutsame und bisher vernachléssig-
te Aufgabe der Statistik erhob.

Mit der Entwicklung von geeigneten Softwarepaketen ist dieser Teil der
Statistik in vielen Anwendungsbereichen in den Vordergrund geriickt. Datenana-
lytische Verfahren wie z.B. Boxplots, Histogramme, QQ-Plots, Scatterplots und
Projection Pursuit sind zum Standard bei Anwendungen geworden und gehoren
auch zum Repertoire des verwandten Data-Mining. Dessen Hauptaufgabenstel-
lung und Ziel ist es, unter Verwendung von Verfahren der multivariaten Statis-
tik neue Muster in groflen Datenmengen zu entdecken. Der Fokus des machine
learning ist dagegen eher auf dem Entdecken bekannter Muster in vorhandenen
Datenmengen, z.B. dem Auffinden von Personenbildern im Internet.

Typische Aufgabenstellungen sind die Erkennung von Ausreifiern in Daten-
mengen, die Gruppierung von Objekten nach Ahnlichkeiten (Clusteranalyse), die
Einteilung oder Einordnung in Klassen (Klassifikation), die Identifikation von
Zusammenhingen in Daten (Assoziationsanalyse) und spezifischer die Beschrei-
bung von funktionalen Zusammenhéngen in Datenmengen (Regressionsanalyse).
Allgemeines Ziel dieser Verfahren ist es, eine Reduktion der Datenmenge auf eine
kompaktere Beschreibung ohne wesentlichen Informationsverlust vorzunehmen. Die
oben genannten Verfahren kénnen sowohl einen diagnostischen Charakter als auch
einen prognostischen Charakter tragen.
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Die mathematische Statistik basiert dagegen wesentlich auf der Mo-
dellierung eines Experimentes, einer Datenmenge durch ein statistisches Modell
(X, A, {Py; ¥ € ©}). Kernaufgaben sind die Modellwahl und Modellevaluation und
die begriindete Konstruktion und Bewertung von statistischen Verfahren fiir Hy-
pothesen iiber das Experiment. Standardaufgaben sind Test- und Schéitzprobleme
sowie Konfidenzintervalle und Klassifikationsverfahren. Die besondere Qualitéiit der
mathematischen Statistik besteht in der quantitativen Evaluation der angewen-
deten statistischen Verfahren. Diese ist nur moglich auf Grund des statistischen
Modells, das die Daten beschreibt. Sie ist auch nur so prézise moglich, wie es die
Modellbeschreibung des Experiments ist. Fiir viele grundlegende Aufgaben, z.B.
Medikamententests sind prazise Modellbeschreibungen vorhanden und ermdéglichen
daher abgesicherte statistische Analysen. In komplexen Datensituationen, z.B. bei
Finanzdaten oder rdumlichen Datenmustern, kénnen auch intrinsische Verfahren
zur Abschitzung der Qualitiit einer Prognose oder eines Verfahrens der statistischen
Datenanalyse wie z.B. Bootstrapsimulationen verwendet werden. Eine zuverléssige
Einschétzung dieser Verfahren ist jedoch nur basierend auf Modellen méglich.

In allgemeiner Form besteht die Aufgabe der mathematischen Statistik dar-
in, begriindete Entscheidungen in Situationen unter Unsicherheit zu treffen. Dieser
Aspekt spiegelt sich in dem engen Zusammenhang der mathematischen Statistik
mit der statistischen Entscheidungstheorie und insbesondere mit der Spiel-
theorie. Fiir ein grundlegendes Verstdndnis statistischer Fragestellungen sind diese
Verbindungen fruchtbringend und machen auch einen Teil des Reizes der mathe-
matischen Statistik aus.

1.1 Regressionsanalyse

Als Beispiel fiir ein datenanalytisches Verfahren behandeln wir in diesem Abschnitt
verschiedene Varianten von Regressionsverfahren.

1.1.1 Lineare Regression

Seien (x1,91),.-.,(Zn,yn) zweidimensionale Daten. Eine Regressionsgerade y =
bx + a beschreibt eine lineare Abhéngigkeit der Messvariable y von der Einflussva-
riablen z, z.B. eine zeitliche Abhéngigkeit.

Die Methode der kleinsten Quadrate bestimmt die Regressionsgerade
als Losung des Minimierungsproblems:

S(a,b) = Z(yz —a — br;)? = min! (1.1)
i=1
Mit der notwendigen Bedingung

n

Z i—a—bx;)=0
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Abbildung 1.1 Regressionsgerade

ergibt sich a = 7,, — bT, mit T, = + 31" | @, J, = = > yi. Weiter folgt aus

o8 -
% = _QZ(% —a — bx,)xz =0

n n n
b g .133 = E TiYi — a E ;.
i=1 i=1 i=1

Einsetzen von a ergibt dann die Regressionsgerade:

n —_ —
y=a+br mithb= Ziz—}t“’”i; 7’:;7;3/" @=7, — 0Fn. (1.2)
=11 n

] (13)

mit der Stichprobenkovarianz

Sy = —— 3 (@ — T (5 — T

n—1~4
=1

und der Stichprobenvarianz

1

Die normierte Grofle ry , = j‘ £ heifit empirischer Korrelationskoeffizient.
Nach der Cauchy-Schwarz- Unglelchung gilt

1<y, <1, (1.4)

Ist r5, ~ 0 so sind die Daten annihernd linear unabhéingig Ist 14, > 0 so ist

die Steigung b= Ty y v der Regressionsgeraden y = a + b positiv, d.h. die Da-
ten sind positiv hnear abhanglg7 ist rz 4 < 0, dann negativ linear abhéingig. Fiir
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Tzy ~ 1 oder —1 konzentrieren sich die Daten stark in der Ndhe der Regressions-
geraden. Die Regressionsgerade liefert dann eine recht prézise Beschreibung der
Datenmengen.

Ein Problem der Methode der kleinsten Quadrate zeigt die folgende Abbil-

dung 1.2. Die Regressionsgerade ist nicht stabil. Ein einziger Ausreiflerpunkt kann
die Lage der Regressionsgerade stark verdndern.

o 1 2 3 4

Abbildung 1.2 Regressionsgerade — — — mit Zusatzpunkt * im Vergleich zur
Regressionsgerade ohne Zusatzpunkt

Eine gegen Ausreifler stabile Version der Regressionsgerade wurde von Tukey
eingefiihrt. Dazu werden die z-Werte gleichmiflig in drei Gruppe (kleine, mittlere,
groBe) eingeteilt.

n | kleine mittlere grofle

3l l l l
3l+1 l [+1 l
3+2 | I+1 l [+1

Bilde nun die Mediane z, Zps, T der z-Werte dieser Gruppen und ¥y,
ynm, yr der y-Werte dieser Gruppen. Sei by = yg UL der Anstieg der Geraden
durch (Z,y1), (Tr,yr) mit Achsenabschnitt a; = aR Sei schlieBllich ajps der
Achsenabschnitt der hierzu parallelen Gerade durch (2, yar). Mit ap = 3(aL +
ap + ag) heifit dann

y=ar+brx (1.5)

Tukey-Gerade der Daten (x1,41),..., (n,yn). Fiir das Beispiel aus Abbildung
1.2 mit Ausreiflerpunkt * bleibt die Tukey-Gerade stabil (vgl. Abbildungen 1.3 und
1.4).
Die Abweichungen
r; =1y; —a— br; (1.6)
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Abbildung 1.3 Tukey-Gerade — — — im Abbildung 1.4 Tukey-Gerade — — — mit
Vergleich zur Regressionsgeraden Zusatzpunkt * im Vergleich zur

Tukey-Geraden ohne Zusatzpunkt

der Variable y; von den Werten der Regressionsgeraden heiflen Residuen. Ist die
Datenmenge gut durch eine lineare Regression darstellbar, dann sollten die Re-
siduen unsystematisch um Null variieren. Das folgende Bild der Residuen wiirde
deutlich gegen eine lineare Regression sprechen:

Residuen

X
x X

Abbildung 1.5 Residuen

1.1.2 Nichtlineare Abhéingigkeit

Sei y = f(a,b,c,x) eine nichtlineare Funktion einer Einflussvariablen x mit drei
Parametern a, b, c¢. Bei quadratischer Abhingigkeit ist z.B. y = a + bz + ca?.

Die Regressionsfunktion f wird wieder nach der Methode der kleinsten Qua-
drate angepasst.

n

F(a,b,c) := Z:(yZ — f(a,b,¢,2;))? = min! (1.7)

X a,b,c
=1
Die zugehorigen kleinste Quadrategleichungen lauten dann

OF OF OF
=0 oy =0 —-=0 (1.8)
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und liefern Kandidaten a, Z, ¢ fir die Losung von (1.7) wie im Fall der linearen
Regression.

y=1r (6,3, ¢,x) heifit dann (nichtlineare) Regressionsfunktion fiir die
Daten (21,41, ), - -, (Tn, Yn)-

T

Abbildung 1.6 quadratische Regression

1.1.3 Lineare Modelle

Liegen multivariate EinflussgroBen =z = (21,...,2,)" € R™ und multivariate Be-
obachtungsgrofen y = (y1,...,yx) | € R* vor, dann heiit

y=>b+ Az (1.9)
ein lineares Modell mit der Designmatrix A = (a;;) € R¥*™ und b = (by,...,by)
€ R¥, d.h. es gilt

m
Yi = Zaijxj +b;, 1<i<ek. (1.10)

Jj=1

Bei gegebenen Daten (y,2%), 1 < i < n lautet die Methode kleinster
Quadrate

— i 7 2 _ N
F(Ab) =) |ly" = (Az’ + ) min! (1.11)

i=1

Die Losungen 121\, b dieser Gleichungen lassen sich explizit angeben (vgl. Ab-
schnitt 8.4 iiber Gaul-Markov-Schéitzer) und bestimmen die multivariate Regres-
sionsgerade

y= Az +b. (1.12)

Einige Klassen nichtlinearer Regressionsgeraden wie in Abschnitt 1.1.2 z.B.
Regressionen der Form y = > a;f;(x) + b lassen sich als Spezialfall des linearen
Modells (1.9) einordnen, indem als neue Einflussvariable z; = f;(z) gewéhlt werden.
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1.1.4 Nichtparametrische Regression

Gesucht wird ein funktionaler Zusammenhang y = f(x) zwischen der Einflussvaria-
blen z und der Beobachtungsvariablen y. Im Unterschied zu Abschnitt 1.1.2 ist f
jedoch nicht nur bis auf einige Parameter a, b, ¢, ...bestimmt sondern génzlich bis
auf evtl. qualitative Eigenschaften unbekannt. Ein vielfach verwendetes Verfahren
zur Bestimmung einer Regressionsfunktion f bei gegebener Datenmenge (z;,y;),
1 <i < n, sind Kernschétzer. Sie basieren auf einem Kern k : R — R, (im Falle
z € R') wie z.B. dem Histogramm-Kern k(y) = 31;_11j(y) oder dem Gauf-

kern k(y) = \/%e’%yz. Durch einen reellen Parameter h > 0, die Bandweite,
lésst sich aus einem Kern k eine Klasse von Kernen erzeugen

L.y
kn(y) == —k:(—). 1.13
a(y) = 3k (2 (113)
Damit erhalten wir nichtparametrische Regressionsschitzer
7 _ % Z?=1 kn(z — )y

f(@) = fu(z) = (1.14)

% Z?=1 kp(z — ;) .

f(x) ist ein gewichteter Mittelwert der y;-Werte zu x;-Werten in der ‘Nahe*
von z. Der Gewichtsfaktor kp,(z — x;) beschreibt den Einfluss der z; in der Néhe
von z. Die Nihe hingt einerseits vom Kern ab. Als gravierender stellt sich aber der
Einfluss der Bandweite h heraus. Fiir kleine Bandweiten h (h | 0) wird nur iiber

~

kleine Umgebungen von x gemittelt, der Regressionsschiitzer f(x) wird irregulérer

und passt sich mehr den Daten an, fiir grole Bandweiten h wird f(z) glatter und
gibt eine ‘weitsichtigere’ Interpolation der Daten (vgl. Abbildung 1.7).

4 o

T T
0 1 2 3 4

Abbildung 1.7 Regressionsschitzer mit Bandweiten h = 0,25 (---), h = 0,5 (— — —) und
h=1(—).

~

Fiir zu kleine Bandweiten h ist der Bias gering aber die Varianz von f(x) grof3
und daher die Prognosefihigkeit von f in Frage gestellt, fiir zu grole Bandweiten h
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ist die Lage umgekehrt. Dieses ist das beriihmte Bias-Varianz-Dilemma. Es ldsst
sich am besten in einem stochastischen Modell fiir die Daten (z;,y;) beschreiben.
Dann ist der Schétzfehler gegeben durch £ (f(x) — f(x))2. Dieser lisst sich in einem
Bias-Term und einen Varianz-Term zerlegen

o~ o~ o~ o~

E(f(z) = f(2))* = E(f(2) = Ef(2))* + (Ef(2) — f(2))*. (1.15)

Unter sehr allgemeinen Bedingungen an das stochastische Modell gilt fiir
n — oo und h = h(n) — 0, so dass n-h — oo

Efu(x) — (@), (1.16)

d.h. der Bias-Term (th(a:) — f(x))? ist klein fiir (nicht zu) kleines h, aber der
Varianzterm E(f,(z) — Ef(z))? ist groB fiir kleines h. Umgekehrt ist fiir ‘grofe’
Bandweite h der Varianzterm klein, dafiir aber der Bias-Fehler grof.

Ein wichtiges Problem bei der Anwendung von nichtparametrischen Regres-

sionsschétzern ist daher die Wahl einer geeigneten Bandweite h.

1.2 Mathematische Statistik —
Entscheidung unter Unsicherheit

Zentrale Aufgabe der mathematischen Statistik ist es, geeignete statistische Modelle
fiir ein Experiment zu konstruieren und zu evaluieren und basierend auf diesen
Modellen geeignete statistische Verfahren zu konstruieren und zu bewerten. Ziel
dieser Verfahren ist es, Entscheidungen unter Unsicherheit zu treffen und deren
Risiko zu beschreiben. Im Folgenden behandeln wir einige Beispiele, um die Vielfalt
dieser Fragestellung aufzuzeigen.

1.2.1 Ein Auswahlproblem

Zwei Zettel tragen die Zahlen x bzw. y und werden vermischt. Einem ‘Spieler
dem die Zahlen z und y nicht bekannt sind, wird ein Zettel (zufiillig ausgewéhlt)
angeboten. Er kann den nun zufilligen Inhalt X dieses Zettels, P(X = z) = P(X =
y) = %, akzeptieren oder zu dem Angebot Y des anderen Zettels wechseln und muss
dann diesen akzeptieren. Sein Ziel ist es, mit moglichst grofler Wahrscheinlichkeit
eine Entscheidung fiir die groflere der beiden Zahlen zu treffen.

Eine natiirliche Frage ist es, ob der Spieler eine Entscheidungsregel finden
kann, die ihm mit gré8erer Wahrscheinlichkeit als %, also bei zufalliger Auswahl,
basierend auf der Kenntnis von X den gréfleren Gewinn sichert.

Die Unsicherheit in diesem Entscheidungsproblem wird durch das statistische
Modell {P, ,; x,y € R,z # y} beschrieben mit P, ,({X = z}) = P, ,({X =y}) =
tund Ppy({Y =y | X =2}) = P,,({Y = 2| X = y}) = 1. Es gilt auch
Poy({Y =2}) = P, ({Y = y}) = L.
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Gibt es ein Entscheidungsverfahren d : R — {0, 1} mit d(X) = 0 ~ Entschei-
dung fiir X, d(X) =1 ~ Entscheidung fiir Y, so dass die Erfolgswahrscheinlichkeit
FEg grofer als % ist:

Eq=P(X)=0,X>Y)+Pd(X)=1,X<Y)

> (1.17)

N | =

Es ist tiberraschend, dass die Antwort auf diese Frage positiv ist. Eine Losung
basiert auf einem randomisierten Entscheidungsverfahren. Sei Z eine Zufallsvaria-
ble mit positiver Dichte f > 0 auf R, stochastisch unabhéngig von X, Y’; z.B. sei
Z normalverteilt, Z ~ N(u,1). Wir nennen Z eine ‘Splitvariable‘ und definieren
die Entscheidungsregel

1, »<Z
d = ’ - 1.18
(z) {O, T > Z. ( )

Dann gilt

Eq = P(d(X) = 1y>xy)
—P(X>ZX>Y)+P(X<Y,X < Z)

1
= 5(P(X,Y< )+ PX,Y>Z)+PX<Z<Y)+PY<Z<X)
1 1
= §+§(P(X<Z§Y)+P(Y<Z§X)). (1.19)
Es ist also L1
Eg — 5= §P(Z ist ein Split von X,Y’) > 0, (1.20)

da Z eine iiberall positive Dichte hat. Fiir jede Splitstrategie ist also die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit grofer als % Hat man keine weiteren Informationen, so gibt es
keine Moglichkeit einen ‘guten‘ oder ‘optimalen‘ Split auszuwihlen.

Hat man zusétzliche Informationen iiber die Verteilung von (X,Y"), so lisst
sich ein guter Split konstruieren und die Erfolgswahrscheinlichkeit vergréfiern. Ist
der bedingte Median m, = med(Y | X = x) bekannt, dann ist Z = mx = med(Y |
X) ein optimaler Split. Es gilt fiir eine Entscheidungsregel d

Eq = P(d(X) = 1iy>x))

= P(A(X)=1,Y > X)+ P(d(X) =0,Y < X)

(d(X)1y>x) + (1= d(X)l(y<x)dP

dz)(P(Y >z | X =2) - P(Y <2 | X =x)dPX(z) + P(Y < X).(1.21)

/
- /d(X)(l(YZX) —yex))dP + P(Y < X)
/
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Es gilt:
PY>z|X=2)-PY<z|X=x)

ist > 0 wenn & < m, und < 0 wenn x > m.
Daraus folgt, dass

i (z) = 1, fir x < mg, (1.22)
N 0, fiir z > m,, '

eine optimale Entscheidungsfunktion ist, d.h. die Erfolgswahrscheinlichkeit
FE 4+ ist maximal.
Sind X, Y stochastisch unabhiingig, ist PX = PY = Q stetig und ¢ = mx =

med(Q), dann gilt

3
Eg = T (1.23)

Mit Wahrscheinlichkeit % ldsst sich die grofiere Zahl finden. Der Median Z =
med(Q) ist eine optimale Split-Variable. In der in diesem Beispiel vorliegenden
Entscheidungssituation unter Unsicherheit ist es moglich eine ‘optimale‘ Entschei-

dung zu treffen und Erfolgs-/Misserfolgswahrscheinlichkeit genau zu quantifizieren.

1.2.2 Zufillige Folgen
a) Musterverteilungen

Gegeben sei eine 0-1-Folge x4, ..., x,. Gesucht ist eine Entscheidungsverfahren um
festzustellen, ob die Folge zufillig erzeugt ist, d.h. die Realisierung eines Bernoul-
liexperiments P = @7, B(1, %) ist. Die Idee eines solchen Testverfahrens ist es, zu
priifen, ob geeignete Muster in z1, ..., z, in der Haufigkeit vorhanden ist, die man
in einer Bernoullifolge erwarten wiirde.

Bezeichne etwa R,, die Anzahl der Runs in der 0-1-Folge =1, ..., z,, d.h.
die Anzahl der Wechsel von 0- und 1-Sequenzen. Z.B. hat die Folge 1100010000110
eine Anzahl von 6 Runs. Die maximale Runléinge M, ist 4. Ein geeigneter Test
zur Uberpriifung der Hypothese, dass z1,. .., z, Realisierungen eines Bernoulliex-
perimentes sind ist es, die beobachteten Runzahlen r,, und m,, mit den Verteilungen
von R,,, M, im Bernoulli-Fall zu vergleichen.

Wir betrachten z.B. die folgenden 0-1-Folgen x,y der Linge n = 36. Welche
der beiden Folgen ist zufillig erzeugt? Eine von ihnen stammt aus einem echten
Zufallsgenerator, die andere Folge ist z.B. eine ‘ausgedachte Zufallsfolge*.

z = 111001100010010101000001001100001110
y = 101011010011000101100110010110101011

Um die zufillige Folge zu identifizieren bestimmen wir die maximalen Run-
langen und die Anzahl der Runs, M, (x) =5, R,(z) = 18, M, (y) = 3, Rn(y) = 25.
Wir vergleichen diese mit der Verteilung von R,,, M,, unter der Hypothese. Die Ver-
teilung der maximalen Runlinge M,, (vgl. Abbildung 1.8) und der Anzahl der Runs
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R,, (vgl. Abbildung 1.9) einer Bernoullifolge hat die folgende Form (Simulation mit
10.000 Wiederholungen, Linge n = 36).

g B £ 1 H
3 2
]
R g
5 10 1'5 2‘0 1'0 |I5 2'0 25 3'0
Abbildung 1.8 Dichte der maximalen Abbildung 1.9 Dichte der Anzahl der
Runlénge M, Runs R,

Es stellt sich heraus, dass R, (y) zu gro und M,(y) zu klein ist, wihrend
R, (z) und M, (x) in den zentralen Bereich der Verteilung unter der Hypothese fillt.
Unsere Entscheidung lautet daher:  stammt aus dem echten Zufallsgenerator; die
Folge y ist dagegen nicht zufillig konstruiert.

b) x2-Test

Sei nun allgemeiner X7, ..., X,, eine zufillige, stochastisch unabhéngige, identisch
verteilte (iid) Folge mit Werten in {1,...,k} mit P(X; =s) = ps, 1 < s < k. Um
zu priifen, ob eine vorliegende Folge 1, ..., z, Realisierung einer solchen stocha-

stischen Folge ist, betrachten wir Z, := Y7, 153(X5), die Anzahl der Beobach-
tungen von Kategorie s. Unter der Hypothese zufilliger Folgen ist EZ, = np,. Die
x2-Statistik

k
V, = Z s nps)’ (1.24)
s=1

ist ein gewichteter Vergleich der Anzahlen Z; zu deren erwarteten Anzahlen.
Mit (Zs — nps)? = Z2 — 2npsZs + n’p?, Zle Zs=mn, Zle p; = 1 folgt

k
1 Z2
Vo =— —= —n. (1.25)
* Ds
Aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir (schwach abhéngige) Folgen erhélt man

JACRNCNV- (1.26)

d.h. V;, konvergiert in Verteilung gegen eine x2-Verteilung mit k& — 1 Freiheitsgra-
den. Sei fir o« € (0,1) xj_;, das a-Fraktil der xi_,-Verteilung, d.h. P(Z €
[Xifl,a’ o)) = a fiir Z ~ x2_,. Dann gilt unter der Hypothese

P(Vi 2 Xic1.a) = P(Z 2 X3o14) = (1.27)

Typischerweise wird das Fehlerniveau a klein gewahlt, z.B. @ = 0,01 oder 0,05.
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Sei v,, der beobachtete Wert von V,,. Der x?-Test lehnt die Hypothese, dass

T1,...,T, aus einer zufilligen iid Folge ist ab, wenn v, > X%—L ., ist. Die Fehler-
wahrscheinlichkeit fiir diese Entscheidung ist (approximativ) nur a.
Die Grofle
P = Xi-1([vn, 00)) (1.28)

heifit p-Wert unseres Tests. Ist p sehr klein, z.B. p = 0,01, so spricht das stark
gegen die Hypothese; die Abweichungen der Z; von den erwarteten Héufigkeiten
sind zu grof}. Ist der p-Wert sehr grof}, z.B. p = 0,99, so spricht das aber eben-
falls stark gegen die Hypothese einer zufilligen Folge. Die Abweichungen von den
Erwartungswerten sind zu klein.

Beispiel 1.2.1 (n-maliger Wurf von 2 Wiirfeln)
Fiir den Wurf von 2 fairen Wiirfeln X1 und Y1 gilt mit P(X1 = s) =
und ps = P(X1 +Y1 =5)

s|2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1 1 1 5 1 5 1 1 1 1
Ps |3 18 12 9 36 6 36 o 12z 18 36

Ein Experiment mit n = 144 Wiirfen von 2 Wiirfeln liefert
s |23 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Zs |2 4 10 12 22 29 21 15 14 9 6
nps |4 8 12 16 20 24 20 16 12

Es ergibt sich V,, = Zi; % = 7. Einige a-Fraktile der x3,-Verteilung
ersieht man aus folgender Tabelle
o |09 095 075 05 025 005 0,001

2,56 3,94 6,74 934 1255 1831 2321

2
XlO,a

Das Ezxperiment ist mit der Verteilung wvertrdiglich. Wir kénnen die Hypothese
‘fairer Wiirfel* nicht ablehnen. Zwei weitere Experimente mit ‘Zufallszahlengenera-
toren‘ ergeben

s|2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
114 10 10 13 20 18 18 11 13 14 13
203 7 11 15 19 24 21 17 13 9 5

Die zugehérigen x?-Statistiken sind V,} = 29%90, V2 = 1%. Die zugehdrigen
p-Werte sind x3q([vl,0)) = 0,001, x2,([0,v2]) = 0,00003. v} ist zu grof, so dass
wir die Hypothese ablehnen. v2 ist zu klein; die Folge ist micht zufillig genug. Wir

lehnen ebenfalls die Hypothese ab.

Der obige x2-Test basiert auf dem Vergleich der Hiufigkeiten Z, mit den
erwarteten Anzahlen np, fiir Kategorie s. Er kann also nur Abweichungen von den
Wahrscheinlichkeiten p; entdecken. Méchte man Abweichungen der Folge x4, ..., z,
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von der Unabhéngigkeitsannahme iiberpriifen, so kann man z.B. die Daten grup-
pieren zu (71, 2), (23,24), ... und mit dem x2-Test iiberpriifen ob die Hiufigkeiten
fiir Paarereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten p;; = p;p; im Einklang sind. Es
gibt viele einfallsreiche Mustervorschlége fiir solche Vergleiche, z.B. den Pokertest,
der Muster aus dem Pokerspiel (Drillinge, Flush, Full House, ...) verwendet und
deren Wahrscheinlichkeiten mit den beobachteten Haufigkeiten vergleicht.

c) Kolmogorov-Smirnov-Test

Um zu priifen, ob eine Datenfolge x1, . . ., x,, Realisierung einer iid Folge X1, ..., X,
mit Verteilungsfunktion F' ist betrachten wir die empirische Verteilungsfunktion

Fale) = 31 e (o0). (1.29)

F,(z) ist ein Schiitzer fiir F(z). Wir betrachten die Statistiken
K = y/nmax(F,(z) — F(z))
n

~ (1.30)
K, = \/ﬁmSX(F(x) — F,(x))
und

K, =max(K;}' K ) = v/nmax |F, (z) — F(z)], (1.31)

Kolmogorov und Smirnov haben fiir stetige Verteilungsfunktionen F' gezeigt:

KF 2 Kkt (1.32)

2””2, x > 0, die Kolmogorov-Smirnov-Verteilung. Wie in a)

mit Fr+ (2) = 1—e”
und b) vergleicht der Kolmogorov-Smirnov-Test den Wert der Statistik K, mit

dem a-Fraktil der Kolmogorov-Smirnov-Verteilung.

1.2.3 Bildverarbeitung und Bilderkennung
a) Bildverarbeitung

Wir betrachten ein Bild B mit Graustufenwerten 0 = schwarz, 1,2, ...,255 = wei8.
Jedes Pixel représentiert einen Graustufenwert, d.h. B € {0,...,255}"*™. n x m
beschreibt das Format des Bildes, z.B. 500 x 500. Wir betrachten B = (b;;) als
Ergebnis eines Zufallsprozesses mit diskreter empirischer Dichte f und empirischer
Verteilungsfunktion H(s).

Fiir eine reelle Zufallsvariable X mit stetiger Verteilungsfunktion F' = Fx ist
die Transformation

Y = F(X) (1.33)
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Abbildung 1.10 Graustufenverteilung:
empirische Dichte f

0

Abbildung 1.11 Graustufenverteilung:
empirische Verteilungsfunktion H (geglittet)

eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable, denn fiir « € (0, 1) gilt

P(Y <) = P(F(X) <x)
= P(X <F \(2)) = F(F'(2)) = =.

Fiir eine nicht stetig verteilte Zufallsvariable X ist die Transformation Y =
F(X) nur anndhernd gleichverteilt. Sei nun X eine Zufallsvariable mit Fx = H,
d.h. X reprisentiert die Graustufenverteilung des Bildes B. Dann liefert s hy
[255 - H(s)] eine angeniherte Gleichverteilung der Graustufenwerte

Abbildung 1.12 Graustufenwerte

Die Transformation der Graustufen (Farben) des Bildes B
B — B = (h(by;)) = By (1.34)

liefert ein deutlich verbessertes Bild mit einer Verstarkung der Kontraste. Dieses
ist eine vielfach verwendete Methode der Bildverarbeitung, die z.B. bei Nacht-
sichtgerdten Verwendung findet. Das folgende Beispiel einer Luftaufnahme einer
Stadt (Strafiburg) mittels Aufnahme aus einem Weltraumsatelliten (vgl. Abbil-
dung 1.13) zeigt eindriicklich die erzielte Verbesserung der Kontraststruktur (vgl.
Abbildung 1.14).

Grundlage dieser Methode der Bildverarbeitung ist das einfache Transfor-
mationsresultat in (1.33) fiir die Verteilung der Graustufenwerte.

b) Bilderkennung

FEin Bild By, z.B. das Bild einer Person, soll in einer groflen Datenbank gefunden
werden. Dieses geschieht, indem fiir eine grofle Anzahl von Bildern B aus der Da-
tenbank das Testproblem mit den Hypothesen Hy : B = By, Hy : B # By gelost
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Abbildung 1.13 Satellitenbild von Abbildung 1.14 Satellitenbild von
StraBburg, nicht transformiert! StraBburg, transformiert!

wird. Die Bilder B, die durch den Test nicht abgelehnt werden, sind mogliche Kan-
didaten.

Zur Konstruktion eines Anpassungstests fiir Hy ist es grundlegend, eine Da-
tenreduktion durch die Auswahl geeigneter Merkmale vorzunehmen. Fiir prakti-
sche Zwecke werden diese z.B. rotationsinvariant gewéhlt um die Person auch in
unterschiedlichen Position zu erkennen.

Seien T'(B) = (T1(B),...,Tx(B)) k geeignete Merkmale (z.B. Breite des
Augenabstandes, Linge der Nase, ...bei Personenbildern). Das gesuchte Bild By
habe den bekannten Merkmalsvektor ¢t = T(By) = (t1,...,t;). Wir treffen (basie-
rend auf historischen Daten) die Annahme, dass T'(B) multivariat normalverteilt
ist mit bekannter Kovarianzmatrix ¥, T'(B) ~ N (u, 2). Das Testproblem reduziert
sich dann auf die Hypothesen

Hy:p=t, Hi:pu#t. (1.35)
Als Teststatistik verwenden wir den normierten Abstand von T'(B) zu t
S:=(T(B)—t)'S"YT(B) —t). (1.36)
Unter der Nullhypothese Hy ist
Y =X73(T(B) — t) ~ N(0, I). (1.37)

Hieraus folgt, dass

k
S=Y'Y =) ¥?~xi
i=1
S ist x3-verteilt. Damit kénnen wir als Bilderkennungstest den folgenden Test
verwenden:

1, >

pB) =1 5T A (1.35)

wobei Xi ., das a-Fraktil der x3-Verteilung ist.

1Quelle: C. Dupuis: How calculators and computers change the field of problems in teaching
statistics, in: Teaching of Statistics in the Computer Age, L. Rade and T. Speed (eds.); ISBN:
91-44-23631-X; 1985, 4559, Figures 10a and 10b
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@ ist ein Test zum Niveau «; d.h. wenn B=Bjy ist, dann wird das mit einer
Fehlerwahrscheinlichkeit < « nicht erkannt. Ist die Kovarianzmatrix ¥ in obigem
Normalverteilungsmodell nicht bekannt, so ersetzt man ¥ in der Teststatistik durch
einen Schétzer X von ¥ (plug-in-Methode) und kann den Test in dhnlicher Form
durchfiithren. Auf Testverfahren, die dhnlich zu dem obigen aufgebaut sind, basieren
viele der sehr schnellen und effektiven Suchverfahren fiir Bilder im Internet. Sie
werden noch gekoppelt mit Indikatoren fiir interessante Links und Seiten, wo das
gesuchte Bild mit groflerer Wahrscheinlichkeit zu finden ist. Diese Seiten werden
zuerst abgesucht und getestet.
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