2. Lineare Differenzengleichungen
1. Ordnung

Eine lineare Differenzengleichung 1. Ordnung hat die Form
f1(k)yk+1+f0(k)yk =g(k), kGSQNU{O}, {2.1}

wobei die Funktionen f;, und f; iiber der Menge S stets ungleich Null sind.
Dividieren wir die Gleichung (2.1) durch f;(k), so erhalten wir

fo (k) gk
Y41 +__f] © y(k) = ——~f1 ©’ eS. (2.2)
Setzen wir noch A = A(k) =~ fo®) und By =B(k) = g(k) , so lisst sich eine
£, (k) £y (k)

lineare Differenzengleichung 1. Ordnung schreiben in der Form

YR-I-I_AR Yk =Bk, kESgNU{O}‘

2.1 Lineare homogene Differenzengleichungen 1. Ordnung

Eine linear homogene Differenzengleichung 1. Ordnung hat dann die Gestalt
yk'l-l:Ak-yk’ keS. (23}

Sei die Definitionsmenge S={0,1,2,...} und nehme die Funktion y in k=0
einen beliebigen Wert C an, dann lassen sich die Funktionswerte y, der Losungs-
funktion y von (2.3) schrittweise berechnen:

y1=4A¢9-C
Y2 =A1"Y]
y3=Az-y2

Yk =Ak_1"Yk-1
Yik+1 = Ak Yk
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Durch sukzessive Substitution erhilt man die Funktion
k-1

Yk =Ak—l 'Ak_2 '...'Az -A] <A0 C=C- ]-IAI', k= 0, 1, 2,... (24)
i=0

Sie ist die allgemeine Losung der linear homogenen Differenzengleichung (2.3),
denn fiir jede Wahl des Anfangswertes C fiihrt (2.4) eingesetzt in die Gleichung
(2.3) zur Identitit.

< 2.1 > Die linear homogene Differenzengleichung 1. Ordnung
Y1 =(K+1)yg, k=012,
hat die allgemeine Lésung
vk =k(k-1)-...-2:1.C=C-k! .
a. Soll zusitzlich die Anfangsbedingung yq =1 erfiillt werden, so ergibt sich die
partikulare Losung y =k.

b. Soll zusitzlich die Losungsfunktion y in k = 5 den Wert ys =30 annehmen,
so bestimmt sich die Konstante C aus
30 1
=5-4.3.2:1.C=30 zu C=——F—=—
Y5 54321 4
und die spezielle Losung, die dieser zusitzlichen Bedingung geniigt, ist

Vi =f‘~k1. .

2.1.1 Linear homogene Differenzengleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Dies ist der fiir die praktische Anwendung wichtige Spezialfall von (2.3) mit kon-
stanter Funktion a; = a =konstant; die Differenzengleichung hat dann die Gestalt

Yk+1=2-Yk, keS={0,1,2,..} (2.5)
und die allgemeine Losung vereinfacht sich zu
Vig=Cra®, 2.6)

Untersuchen wir den Einfluss des Koeffizienten a auf den Verlauf der abhingigen
Variablen yy, so kénnen wir sechs Bewegungsformen unterscheiden, die wir in
Abb. 2.1 veranschaulicht haben. Dabei wird C als positiv angenommen; fiir
negative C dndern sich die wesentlichen Verhaltenseigenschaften der Lésung
nicht, die Zeichnungen sind nur an der k-Achse zu spiegeln.
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b. Monotones Ansteigen von
Ca*, monoton und divergent
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¢. Monotones Sinken von Ca",
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e. Gleichformige Schwingungen
von Ca¥, oszillierend mit
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Abb. 2.1: Losungen yy
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d. Geddmpfie Schwingungen von
Ca, oszillierend und konvergent

[ Zunehmende Schwingungen von
Ca, oszillierend und divergent

=C- ak, C > 0 in Abhiingigkeit von a
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Der Verlauf von yj hingt im Wesentlichen vom Vorzeichen von a und vom
absoluten Betrag von a ab.

Ist a positiv, so ist die Bewegung monoton; ist a negativ, so alternieren die Werte
von y, im Vorzeichen und beschreiben eine oszillierende Bewegung.

Ist der absolute Betrag von a gréfler (kleiner) als 1, dann ist die Bewegung
divergent (konvergent). Ist |a|=1, so bleibt y, konstant gleich C (wenn a = 1)
oder oszilliert mit gleich bleibender Amplitude (wenn a =—1).

In den Abbildungen 2.1 sind nur die Punkte (k,y, ) von Bedeutung; die "Stiele"
dienen nur der besseren Ubersicht der Darstellung. Da die Differenzengleichun-
gen iiber einer diskreten Punktmenge S definiert wurden, suchen wir auch nur
diskrete Losungsfunktionen y, . Es geniigt, wenn sie fiir alle k € S definiert sind
und die Differenzengleichung zur Identitét fiihrt.

2.2 Linear inhomogene Differenzengleichungen 1. Ordnung

Eine linear inhomogene Differenzengleichung 1. Ordnung lisst sich schreiben in
der Form

Yk+1 =Ag ¥y +Bg, k=0,1,2,... (2.2)

Nach Satz 1.8 erhalten wir die allgemeine Lsung dieser inhomogenen Gleichung,
wenn wir zu der allgemeinen Losung der dazugehdrigen homogenen Gleichung
irgendeine partikuldre Lésung von ¥, von (2.2) addieren.

Da nach obiger Uberlegung

k-1
Yk =C- I1A{ (2.4)
i=0
die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Gleichung
Yk+1 = Ak Yk, k=0,1,2,.. (2.3
ist, ldsst sich die allgemeine Lésung von (2.2) schreiben als
k-1
vk =C-[TA; +Vx, k=0,1,2,... 2.7
i=0

Um eine partikuldre Lésung von (2.2) zu finden, wollen wir einen Ansatz von
LAGRANGE verwenden, die so genannte Methode der Variation der Konstanten:
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Die Konstante C in der allgemeinen Losung (2.4) der zugehdrigen homogenen
Differenzengleichung wird durch eine Funktion Cy = C(k) ersetzt.

k-1
Wir machen somit den Ansatz: ¥, =Cy - [TA; .
i=0
Eingesetzt in (2.2) ergibt sich dann
k k-1
Ck+1'nAi=Ak‘Ck' HAi+Bk oder
i=0 i=0
k
(Cxnr *Ck)-.l'loAi =By oder
1=
ACy = f’ k (2.8)
[TA;
i=0
Beachtet man auB3erdem, dass — mittels sukzessiver Substitution —
aus ACy=C;-Cy folgt C; =Cy+ACy,
aus AC;=C,-C4 folgt C;=C;+AC; =Cy+ACy+AC,
k-1
aus ACp_j=Cy—-Cy_; folgt Cy=Cy_1+ACL_1=Co+ ZAC,,
m=0
k-1 )
dann erkennt man, dass der Ansatz y, =Cy - []A; nur dann eine Ldsung von
i=0
(2.2) ist, wenn
k-1 B e
Yk =Cp+ ¥ m—m-, Cy ist eine beliebige Konstante, 2.9)
i=0

gewihlt wird.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzengleichung (2.2) ist somit
gleich

k-l B, k-l k-
Yk =(Co+ X =07 11A4 +Cp - TIA
m=0 {j, i=0 i=0
i=0

oder — nach Zusammenfassung der Konstanten C+ Cy zu C — gleich
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B -1

— o Km0 D (2.10)
m=0 i=0

I A

j=0

<22> yp g —-(k+D)y =(k+1)!, k=0,1,...
Hierist Ay =k+1, By =(k+1)!

k-1 k
ITA; =k(k-1)--1=k!, ] Aj=(k+1)

i=0 j=0

B ! k=1 B, k-1

mm E_"E"'_g;:] . z —B_= ¥ 1=k
m++1)! m=0 =

]—I A H m=0

j=0 j=0

und somit ist nach (2.10) die allgemeine Lésung gleich

vk =(C+k)-k!, k=0,12,...
Soll zusitzlich die Losungsfunktion yy in k =3 den Wert y3 =30 annehmen S0
bestimmt sich die Konstante C aus y; =30=(C+3)-3! zu C==>-3=2 und

die spezielle Losung, die dieser Zusatzbedingung geniigt, ist Yk = (2 +k)-kl. o

2.2.1 Linear inhomogene Differenzengleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Dies ist der Spezialfall der inhomogenen Differenzengleichung (2.2) mit konstan-
ter Funktion A, =a =konstant:

Yk+1 =aYx +By, k=0,1,2,..

Da 1'[ A= ak ist, vereinfacht sich die Gestalt der allgemeinen Lésung (2.10) zu

i=0
k-1 B
Vi =(c+mz=0 ﬁ)ak oder (2.11)
kBl ke
yk =Ca"+ ¥ Bpa : 2.11Y

m=o
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<23> Ayp +2y; +k+1=0, k=1,2,3,..

Da Ayy =Y¥g4+1 — Yk, hat diese lineare Differenzengleichung 1. Ordnung die
Normalform

Yk+1 =Yk —k-1,
d.h. Ay =a=-1 und By =-(k+1)
Die allgemeine Lésung ist nach (2.11') gleich

k-1
v =C(=DX + ¥ [~(m+1)(-Dk ™1
m=0
_J C+(1 =2+3-+---=k) fiir k gerade
T |-C+(-1+2-3+-...—k) fiir k ungerade

~C~% fir k=1,3,5

C-%  fir k=246
Y=
2.2.2 Linear inhomogene Differenzengleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten und konstanter Inhomogenitiit

Diese linear inhomogenen Differenzengleichungen haben die Eigenschaft, dass
neben Ay =a auch By =b eine konstante Funktion ist, die inhomogene
Differenzengleichung (2.2) vereinfacht sich dann zu

Yk+1 =ayx +b, k=0,1,2,... (2.12)
P .
k-1 k-1 . |b fiir a=1
undda 3 palk-D-m _y. Y al= l-a .
m=0 =0 b-k fir a=1

vereinfacht sich die allgemeine Ldsung (2.11) zu

_ .k
C-ak +b1 2 fiir a#1

Vi 1-a s k=012 (2.13)
(& + bk fir a=1

<24> y, =2y +L k=0,12,...

Hierist a =2 und b =1; die allgemeine Losung dieser Differenzengleichung ist
nach (2.13) demnach
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_gkai 1228 k _
yg =C-2% +1 5 =(C+1)-2" -1, k=0,1,2,...

Soll die Losungsfunktion zusitzlich der Bedingung y; =15 geniigen, so muss C
so gewihlt werden, dass gilt

15=(C+1)2*> =1 oder (C+1)=1—85=2 oder C=1.

Die gesuchte partikuldre Losung ist somit

ye =2¥1 -1, k=0,1,2... .

2.3 Einige Anwendungen von linearen Differenzen-
gleichungen 1. Ordnung

2.3.1 Das Wachstumsmodell von HARROD

Betrachten wir das auf R. F. HARROD [1948] zuriickgehende 6konomische Wachs-
tumsmodell in der formalen Darstellung von BAUMOL [1970, S. 37-55, 165f.]:

Bezeichnen wir mit Y, das Volkseinkommen, mit S, die (Netto-)Sparsumme und
mit I, die gewlinschte Nettoinvestition wihrend der Periode t, so soll gelten:

1. These: S; =s-Y,
2. These: I; =g(Y;-Yi-1)
Dabei seien sowohl die Sparrate s als auch der Akzelerator g konstant und positiv.

Im Gleichgewicht muss die realisierte Investition S, gleich der gewiinschten
Investition I; sein und somit

sY, =g(Y;-Y;_) oder

Y =By (2.14)
5-8
Die allgemeine Ldsung dieser homogenen Differenzengleichung mit dem kon-
stanten Koeffizienten a =—2- =& =145 st nach (2.6)

s-g g-s  g-s
Y, =C(—Eyt =ca+—=, (2.15)
s—g g-s
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Das Volkseinkommen wiichst also mit der konstanten Rate i und, da fiir t=0

folgt C=Y,, kann die Konstante C als das Volkseinkommen in der Periode 0

interpretiert werden.

Die Entwicklung des Einkommens hiingt bei positivem Anfangszustand Y, >0

vom Verhiltnis zwischen s und g ab:

Fall1: g>s

Dann ist die Wachstumsrate gs—s positiv und somit 1+§§§>1. Das Volksein-

kommen ist stets positiv und nimmt monoton zu.

Fall2: g<s
Dann ist stets 1+g—i;=£<0 und der Verlauf des Volkseinkommens ist

oszillierend mit stetigem Wechsel zwischen positiven und negativen Werten, und
zwar

fiir s>2g mit geddmpften Schwingungen (-1 < ﬁ <0),
fiir s=2g mit gleich bleibenden Schwingungen (?5_—5 =-1),

fiir s <2g mit zunehmenden Schwingungen (gs:; <-1).

Okonomisch relevant ist nur der Fall s > g, vgl. hierzu z. B. [ROSE 1973, S. 40].

2.3.2 Die nachschiissige Rentenformel

Die Tilgung ist eine Form der Schuldenriickzahlung, die sowohl das Kapital als
auch die Zinsen umfasst. Sie erfolgt durch Zahlungen in gleich bleibenden Zeit-
abstidnden (Rentenzahlung).

Nehmen wir an, dass die Verzinsung (Zinseszins) periodengerecht erfolge mit
dem Zinssatz i und dass die Zahlungen R, die im Allgemeinen gleich grof sind,
stets am Ende jeder Zinsperiode erfolgen. Weiterhin bezeichne K die abzutragen-
de Schuld und K| den geschuldeten Betrag nach der n-ten Zahlung; die Anfangs-
schuld K, ist also gleich K.

Bis zur Falligkeit der ndchsten Zahlung wiichst die Schuld K, um die Zinsen
i-K, . Folglich betrigt die Schuld nach der Zahlung am Ende der n-ten Periode

Ko =K, +i-K; =R, n=0,1,2,... oder
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Ky =(0+)K, -R, n=0,12,... (2.16)

Dies ist eine linear inhomogene Differenzengleichung 1. Ordnung mit den kon-
stanten Koeffizienten a =(l1+i) und der konstanten Inhomogenitit b=-R,
deren allgemeine Losung gemif (2.13) gleich

. e ,
Ky =CA+)" -R- g
pf=iaE =+

Soll zusitzlich die Anfangsbedingung K, =K erfiillt werden, so ergibt sich aus

K=Ky=C-1- R% = C die eindeutige partikuldre Lsung

_1~(1+i)“
i

K, =K@1+i)"-R g =025 (2.17)

die als nachschiissige Rentenformel bekannt ist.

Dabei ist das 1. Glied auf der rechten Seite von (2.17) der Betrag, auf den die
Anfangsschuld (bei Zinseszins mit dem Zinssatz i und periodengerechter Ver-
zinsung) nach n Perioden anwiichst, wihrend das 2. Glied den Betrag darstellt, auf
den die bisher geleisteten n periodischen Zahlungen in der gleichen Zeit anwach-
sen. Die Differenz dieser beiden Glieder ist die restliche Schuld.

Sind die periodischen Zahlungen nicht gleich groB, dann miissen wir von der
Differenzengleichung

Kpsy =K, +i-K; -Rpy, n=0,1,2,...
ausgehen, wobeiR ;1 die (n + 1)-te Zahlung bezeichnet.
Nach (2.11") ist die allgemeine L&sung dieser inhomogenen Gleichung mit
konstanten Koeffizienten a=(I+i) und nichtkonstanter Inhomogenitit
B, =-Rp
n-1 —ic
I R+ 1=,
j=0

K, =(1+i)*-C-

und die partikuldre Lésung, die der Anfangsbedingung K = K geniigt, ist

K, =K(@+i)" -3 R; (1+i)"7J, (2.18)
j=1

die ebenfalls als nachschiissige Rentenformel bezeichnet wird.
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