Einleitung

Dieses Buch ist fiir Leser gedacht, welche mit den Grundziigen der elementaren
Funktionentheorie, wie sie {iblicherweise in einer einfiihrenden Vorlesung iiber
dieses Gebiet behandelt werden, vertraut sind. Dariiberhinaus ist es niitzlich,
mit der Theorie der elliptischen Funktionen und der elliptischen Modulfunktio-
nen vertraut zu sein. Diese Theorien sind beispielsweise in dem vom Autor und
Koautor RoLF BusaM verfassten Lehrbuch ,, Funktionentheorie“ —im folgen-
den mit [FB] zitiert— ausfiihrlich behandelt worden. Viele Verweise werden
sich auf dieses Buch beziehen.

Ziel dieses Bandes ist es, eine neue Epoche der klassischen Funktionen-
theorie darzustellen, welche entscheidend durch RIEMANN gepréigt worden ist.
Ungefihr die Halfte dieses Bandes, Kapitel I bis IV, ist der Theorie der Rie-
mann’schen Flichen gewidmet.

Die Theorie der RIEMANN’schen Flichen ist eine neue Grundlegung der
Funktionentheorie auf hoherer Ebene. Gegenstand des Interesses sind analy-
tische Funktionen wie in der elementaren Funktionentheorie. Doch wird der
Begriff der analytischen Funktion jetzt allgemeiner gefafit. Definitionsberei-
che analytischer Funktionen sind nun nicht mehr ausschliefilich offene Teile
der Ebene oder Zahlkugel, sondern allgemeinere Flédchen. Solche Funktionen
treten automatisch auf, wenn man den gesamten Funktionsverlauf einer a pri-
ori mehrdeutigen Funktion wie f(z) = V2% + 1 durch eine einzige eindeutige
Funktion erfassen will. Der natiirliche Definitionsbereich dieser Funktion f
wird sich als eine zweibléttrige Uberlagerung der Zahlkugel erweisen, welche
die Gestalt eines Torus hat.

An diesem Beispiel wird andeutungsweise sichtbar, dal man in der Theorie
der RIEMANN’schen Fléchen mit topologischen Problemen zu kdmpfen hat. Der
Begriff , Topologie“ taucht hier in zweierlei Bedeutung auf:

Zum ersten ist Topologie in der heutigen mathematischen Welt ein uni-
verselles sprachliches Mittel, um Fragen der Konvergenz und Stetigkeit in
moglichst breitem Rahmen ansprechen zu kénnen. Diesem Zweck dient der
Begriff des topologischen Raumes und der daraus abgeleiteten Begriffe wie
,offene Menge“, ,abgeschlossene Menge“, ,, Umgebung®, ,Stetigkeit“, ,, Kon-
vergenz“, ,Kompaktheit®, um einige wichtige anzusprechen, so wie ja schon
die Mengenlehre ein allgemeingiiltiges Verstandigungsmittel in der Mathematik
darstellt. Da der Leser unseres Buches mittlerweile weitergehende mathema-
tische Erfahrungen gesammelt hat, kann davon ausgegangen werden, daf er
mit der Topologie als sprachlichem Mittel vertraut geworden ist. Aus Griinden
der Geschlossenheit wurden dennoch in einem einfithrenden Abschnitt (1.0) die
Grundbegriffe dieser Sprache knapp aber vollstindig zusammengestellt, wobei
auf die einfachen Beweise meist verzichtet wurde.



Einleitung VII

Ein zweiter Aspekt der Topologie ist, daf} sie eine mathematische Disziplin
zur Untersuchung nichttrivialer geometrischer Probleme darstellt. Es ist bei-
spielsweise ein wichtiger geometrischer Sachverhalt, dafl jede kompakte und
orientierbare Fliche homéomorph zu einer Kugel mit p Henkeln ist. Die
Zahl p ist eine topologische Invariante der Fldche, welche ihren topologischen
Typ bestimmt. Dieser Satz spielt in der Theorie der RIEMANN’schen Fléchen
eine wichtige Rolle. Topologische Sétze von echt mathematischer Substanz
werden in diesem Buch vollstindig bewiesen. Neben der erwidhnten Klassi-
fizierung kompakter orientierbarer Flichen gehort hierzu auch ein Abrifi der
Uberlagerungstheorie, insbesondere die Theorie der universellen Uberlagerung.

Die Entwicklung der Topologie héngt iibrigens stark damit zusammen,
daBl sie bei der Theorie der RIEMANN’schen Fldchen sowohl als sprachliches
Mittel grofle Vorteile brachte, als auch echte geometrische Probleme in dieser
Theorie auftreten.

Einer der Hohepunkte der Theorie der RIEMANN’schen Flédchen ist, daf
durch sie ein Beweis des Jacobi’schen Umkehrproblems ermoglicht wurde und
ein tiefes Versténdnis fiir das Umkehrtheorem erreicht wurde. Das Umkehrthe-
orem wird in diesem Band vollstdndig beweisen.

In #dhnlicher Weise, wie bei der Umkehrung elliptischer Integrale mero-
morphe Funktionen mit zwei unabhéngigen Perioden auftreten —sogenannte
elliptische— Funktionen, treten bei der Umkehrung von Integralen algebrai-
scher Funktionen meromorphe Funktionen von mehreren komplexen Variablen
21, ... 2p auf, welche 2p unabhéngige Perioden haben. Solche Funktionen nennt
man abelsche Funktionen.

Das Umkehrtheorem leitet eine neue mathematische Entwicklung ein. Zu
seinem Verstédndnis ist es zwingend erforderlich, den Begriff der meromor-
phen Funktion mehrerer komplexer Variabler einzufiihren, und man bendtigt
hierzu eine Grundlegung der Funktionentheorie mehrerer komplexer Verander-
licher. Erst danach kann man den Begriff der abelschen Funktion einfithren und
eine Theorie abelscher Funktionen entwickeln, welche die Theorie der ellipti-
schen Funktionen verallgemeinert. Ein Hauptresultat dieser Theorie wird sein,
dafl der Korper der abelschen Funktionen endlich erzeugt ist. Er ist ein alge-
braischer Funktionenkérper vom Transzendenzgrad m < p. Anders als im Falle
p = 1 ist der Transzendenzgrad im Falle p > 1 nur unter sehr einschrinkenden
Bedingungen gleich p. Die Riemann’schen Periodenrelationen miissen erfiillt
sein. Diese Relationen sind fiir die bei der Umkehrung algebraischer Integrale
auftretenden abelschen Funktionen erfiillt. Nicht nur aus diesem Grund ist der
Fall m = p der eigentlich interessante.

Beim Studium der Mannigfaltigkeit aller Gitter L C C stoBt man auf die
elliptischen Modulfunktionen. In derselben Weise geben die abelschen Funk-
tionen den Anlafl zu einer Theorie der Modulfunktionen mehrerer Verdnder-
licher. Das letzte Kapitel dieses Buches enthélt eine mdoglichst einfach gehal-
tene Einfithrung in diese Theorie.



VIII Einleitung

Dieses Buch ist somit eine Wiederholung von [FB] auf héherer Ebene. Der
gewoOhnlichen CAUCHY-WEIERSTRASS schen Funktionentheorie entsprechen die
Theorie der RIEMANN’schen Flachen und gewisse Grundelemente der Funktio-
nentheorie mehrerer Veranderlicher. Anstelle der Theorie der elliptischen Funk-
tionen tritt die Theorie der abelschen Funktionen und an die der elliptischen
Modulfunktionen die Theorie der SIEGEL’schen Modulfunktionen.

Es wurde versucht, jeweils moglichst elementar vorzugehen und alle Hilfs-
mittel vollstindig zu entwickeln. Dies bedingt auch kleine Exkurse in die Al-
gebra.

Dem Koautor des ersten Bandes, Herrn Busam, moéchte ich fiir seine Hilfe
bei der Erstellung von Abbildungen und den allgemeinen Grundlagen herzlich
danken.
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