Kapitel 2
Kinematik

2.1 Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Die Kinematik befasst sich mit der Beschreibung der Bewegung von Mas-
senpunkten, die durch ihre Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung cha-
rakterisiert sind. Die Frage danach, was diese Massenpunkte eigentlich sind
und was die Ursache fiir ihre Bewegung ist, wird auler Acht gelassen. Um
physikalische Vorgéinge zu beschreiben, muss man den Ort der Objekte und
dessen Anderung in Raum und Zeit bestimmen. Die Ortsbestimmung im
Raum wird iiblicherweise mit Hilfe eines kartesischen Koordinatensystems
(Abb. 2.1) beschrieben, wobei die Ortskoordinaten meistens mit x, y und z
bezeichnet werden und die zugehorigen Achsen senkrecht aufeinander ste-
hen. Es ist sinnvoll, die drei Koordinaten zu einem Vektor, dem Ortsvektor
F(x,y,z) (sieche auch Anhang A.3), zusammenzufassen. Die Wahl des Ko-
ordinatenursprungs und des Nullpunktes der Zeit ist willkiirlich. Die Bewe-
gung der Atome und Molekiile, aber auch die der ausgedehnten Korper, kann

Abb. 2.1 Ein Vektor hat drei Kompo-
nenten, in unserem Fall 7(x, y, z). Die
Differenz zweier Vektoren bildet man
durch die Differenzen der Komponen-
ten, A¥ (x2  X1.y2 Yy1.Z22  Z1).
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Abb. 2.2 Bei einer gleichformig-ge-

: radlinigen Bewegung nimmt der zu-

5 riickgelegte Weg s proportional mit der

i ; ; Zeit t zu. Der Proportionalititsfaktor

At ist die Geschwindigkeit v = As/At.

man in die Bewegung ihrer Schwerpunkte und die Rotation um eine der Kor-
perachsen zerlegen. Aus diesem Grund werden wir die Bewegung der Mas-
senpunkte und die Rotation getrennt behandeln und erst anschlieend, wenn
notwendig, modular zusammenfiigen.

Wir betrachten hier nur zwei Beispiele der Bewegung eines Massenpunk-
tes, die gleichformig-geradlinige und die gleichférmig-beschleunigte Bewe-
gung. Die Rotation eines Massenpunktes um eine Achse ist nur ein Spezial-
fall der gleichformig-beschleunigten Bewegung, bei der die Beschleunigung
immer senkrecht auf der Geschwindigkeit steht. Anzumerken ist, dass es
auch Bewegungen gibt, deren Beschleunigung nicht gleichformig ist, was
aber hier nicht betrachtet werden soll.

Die gleichformig-geradlinige Bewegung

Bei der gleichférmig-geradlinigen Bewegung bleibt die Geschwindigkeit ¥
konstant iiber die Zeit. Die Bewegung des Objekts kann graphisch wie
in Abb.2.2 dargestellt werden, wobei nur die Bewegung in Richtung ei-
ner Raumachse betrachtet wird (beispielsweise s = x). Die Geschwin-
dig keit, das heifit die Ortsdnderung pro Zeiteinheit, ist v = As/At. Bei
der gleichformig-geradlinigen Bewegung ist die gemessene Geschwindig-
keit unabhingig vom Zeit- und Wegintervall, in dem gemessen wird.

Die gleichformig-beschleunigte Bewegung

ist graphisch in Abb. 2.3 dargestellt. Wihrend die Geschwindigkeit linear
mit der Zeit zunimmt,

v =at, 2.1
wobei mit a die Beschleunigung bezeichnet wird, nimmt der Weg quadra-
tisch mit der Zeit zu
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S Abb. 2.3 Bei einer gleichférmig-be-
, schleunigten Bewegung hingt die Ge-
- As /Q" schwindigkeit linear (v = at) und der
At Weg quadratisch (s = at2/2) von der
g Zeit ab. Eine Messung der Geschwin-
As digkeit in einem Intervall As liefert ei-
’ ne durchschnittliche Geschwindigkeit
in dem Intervall As. Sie wird gra-

v G"l phisch mit einer Sekante dargestellt,
= i ; die die Kurve s(¢) im Anfangs- und
At Endpunkt des Intervalls schneidet.
1 2
s = —at”. 2.2
3 (2.2)

Die jeweilige Geschwindigkeit ist zeitabhéngig und wir miissen die Ge-
schwindigkeitsmessungen innerhalb eines kurzen Zeit- und Wegintervalls
ausfiihren: As

V= —.
At

Wenn wir eine reale Messung durchfiihren, kénnen wir nicht beliebig klei-
ne As- und Af-Intervalle wéihlen. Das Resultat dieser Messung ist somit
eine durchschnittliche Geschwindigkeit, die graphisch durch eine Sekante
(Abb. 2.3) dargestellt werden kann. In manchen Fillen, wie beispielsweise
beim freien Fall, ist die Zeitabhingigkeit des Weges bekannt. Unter dieser
Voraussetzung konnen wir uns mathematischer Hilfsmittel bedienen und die
momentane Geschwindigkeit definieren als

As ds

'U:E—)a:

wobei ds/dr die Ableitung der Funktion s(7) nach der Zeit bedeutet. Die
zeitliche Ableitung notieren wir gerne mit einem Punkt {iber der abgeleiteten
GroBe, also in diesem Falle s. Die geometrische Deutung ist folgende: Die
momentane Geschwindigkeit vy ist die Tangente der Kurve s(¢) zur Zeit ¢,
(Abb. 2.4). Wir werden Ableitungen und Integrale von nur wenigen Funktio-
nen explizit benutzen. Diese sind im Anhang A.1 aufgefiihrt.

Die mit a bezeichnete Beschleunigung ist die zeitliche Anderung der Ge-
schwindigkeit, beschrieben durch die zeitliche Ableitung ¢ = dv/d¢. Ziehen
wir fiir die Geschwindigkeit die Beziehung (2.4) heran, erhalten wir fiir die

Beschleunigung
dv d [ds d>s 2.5)
a=— = — —_ = — = g9. .
dr  dr \ dr di?

(2.3)

5, (2.4)
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,O/ Abb. 2.4 Bei einer gleichformig-be-

ds (1 schleunigten Bewegung hingt der Weg

dt quadratisch (s = at2/2) von der Zeit

y ab. Die Geschwindigkeit ist die Ab-

) e leitung von s(¢) nach der Zeit v =

ds/dt = § = at, graphisch als Tan-
> gente dargestellt. Wie im Text erwéhnt
ist ¢ die Beschleunigung.

Formen wir die Gleichung nach § um und integrieren nach der Zeit von
0 bis ¢ mit den Anfangsbedingungen s(t = 0) = Ound v(t = 0) = 0
erhalten wir die Beziehung (2.2).

Im Allgemeinen bezeichnen wir die Beschleunigung mit a, die Beschleu-
nigung speziell durch die Erdanziehung jedoch mit g. Wenn notwendig wer-
den wir die Beschleunigung als Vektor auszeichnen. Berechnen wir noch,
wie die Geschwindigkeit von der Strecke s abhingt. Beim freien Fall ent-
spricht s der Fallhohe /. Aus den Beziehungen (2.1) und (2.2) folgt durch
Eliminierung der Zeit ¢

v=+2as. (2.6)

Etwas eleganter erreicht man die Formel (2.6) durch Differenzierung von der
Beziehung (2.2).

2.2 Addition zweier Geschwindigkeiten

Addition zweier gleichformig-geradliniger Geschwindigkeiten

Betrachten wir als Beispiel ein kleines Boot, das sich auf einem Fluss mit der
Stromungsgeschwindigkeit vf = (0, |U¢|) bewegt. Angetrieben durch einen
Ruderer habe das Boot auf ruhendem Wasser die Geschwindigkeit ¥y,

Wir interessieren uns nun fiir die Gesamtgeschwindigkeit v, des Bootes
auf dem stromenden Fluss, wahrgenommen von einem ruhenden Beobachter
am Flussufer. Hier konnen wir 2 Fille unterscheiden:

Im ersten Fall (Abb. 2.5a) bewege sich das Boot parallel zur Stromungsrich-
tung mit v, = (0, |Up|), das heit die Gesamtgeschwindigkeit v, ergibt sich
aus der Vektorsumme beider Geschwindigkeiten: U, = ¥}, + ¥r. Der Betrag
der Geschwindigkeit ist |Ug| = |Up| + |U¢|, falls das Boot in Stromungsrich-
tung gerudert wird. Bewegt sich der Ruderer gegen die Stromung, so errech-
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Abb. 2.5

a) Wenn man das Boot in Flussrichtung rudert, addieren sich die Geschwindigkei-
ten (unten links im Bild). Rudert man gegen den Strom (unten rechts im Bild), so
subtrahieren sie sich.

b) (Oben im Bild): Die Stromungsrichtung wéhlen wir als z-Koordinate, die zu ihr
orthogonale Richtung als x-Koordinate. Wird das Boot nun in x-Richtung gesteu-
ert, vy = |Up|, addiert sich orthogonal dazu die Flussgeschwindigkeit v, = |v¢|. Die
resultierende Bootgeschwindigkeit ist folglich v, = (v, v;). Wie man sieht, fahrt
das Boot nicht orthogonal zum Strom, sondern unter einem Winkel o, welcher sich
durch die Beziehung tana = vy /v, ergibt.

net sich seine Geschwindigkeit aus der Differenz der Bootsgeschwindigkeit
und der des Wassers, |Us| = |Up|  |Ug].

Im zweiten Fall (Abb. 2.5b) steuere der Ruderer das Boot mit Geschwindig-
keit ¥, = (|Up], 0) orthogonal zur Flussrichtung auf das Ufer zu. Der ruhen-
de Beobachter am Ufer sieht, dass sich das Boot auch in diesem Fall mit der
Vektorsumme beider Geschwindigkeiten 0, = (|Up], |Uf|) fortbewegt. Die-

se Bewegung verlduft allerdings unter einem Winkel tano = % mit dem
Betrag der Geschwindigkeit [Us| = /|Up|? + |¥¢]%.



18 2 Kinematik

Addition einer gleichformig-geradlinigen
und einer gleichformig-beschleunigten Geschwindigkeit

Betrachten wir ein weiteres Beispiel: Wir werfen einen Stein von einer Mau-
er der Hohe /¢ mit der Abwurfgeschwindigkeit ¥ = (vy,v;) (Abb. 2.6).
Wir betrachten die Bewegung in x- und z-Richtung separat, die resultieren-
de Gesamtbewegung ist nach dem Superpositionsprinzip die Uberlagerung
beider Bewegungen. Wir unterscheiden 3 Fille:

Im Fall a) ist Uy = 0, das heiBt, wir lassen den Stein ohne Anfangsgeschwin-
digkeit fallen. In diesem Fall landet der Stein im Abstand x, = 0 nach der
Zeitt = /2ho/g auf dem Boden. Wird der Stein aus einer Hohe 2o = 10m
fallen gelassen, so dauert der Fall 1,43 s.

Abb. 2.6 Aus der Hohe iy =
10m wirft man einen Stein:
(a) vertikal nach unten mit
8 der Anfangsgeschwindigkeit
. O vg = 0, (b) horizontal (v; =
Q (vx.0)) mit einer Anfangsge-
! schwindigkeit v, = 10 m/s
\ j! und (¢) unter einem Winkel
9 Q @ = 4%5° Uy = (vx.v2)) upd
N mit einer Anfangsgeschwin-

| % > | digkeit |U2] = 10 ms.

Im Fall b) werfen wir den Stein horizontal mit der Anfangsgeschwindigkeit
U1 = (vy.0) von der Mauer weg. Zunichst betrachten wir die Bewegung in
z-Richtung und sehen, dass fiir den Fall die gleiche Zeit benotigt wird wie in
Fall a), weil die z-Komponente von v null ist. Mit der berechneten Zeit aus
a) konnen wir die zuriickgelegte Wegstrecke in x-Richtung berechnen mit
X1 = Uyt = 14,3 m.

Im Fall ¢) wollen wir den Stein unter 45° zur Horizontalen abwerfen mit
der Geschwindigkeit v2 = (vy,v;), wobei wegen des Winkels von 45°
gilt: vy = v, = LZ|170|. Wir betrachten die Geschwindigkeitskomponen-
ten wieder separat. Wihrend die Geschwindigkeit in x-Richtung unverin-
dert bleibt, wirkt die Gravitation auf die z-Komponente der Geschwindig-
keit: v;(t) = v;(0) gt. Am Umkehrpunkt ist v,(t,) = 0, woraus sich
die Zeit t, = v;/g = 0,72s vom Abwurf bis zum Umkehrpunkt bestim-
men ldsst. Die Maximalhohe, die der Stein auf seiner Bahn erreicht, betragt
Bmax = ho + [ v2(t)dt = ho +vzt,  Sgt2 = 12,5m. Ab dem Umkehr-
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punkt kénnen wir die Bewegung wieder als freien Fall aus der Hohe /i,
beschreiben und erhalten dafiir wieder #r = /2hmax/g. Mit der Flugzeit
t =ty + tran = 2,35 ldsst sich der Auftreffpunkt in x-Richtung berechnen
ZU X2 = Uyt = 16,3 m.

2.3 Kreishewegung

Bei der Kreisbewegung (Abb. 2.7) steht die Beschleunigung (auch: Zentri-
petalbeschleunigung) immer orthogonal auf der Geschwindigkeit. Wire dies
nicht der Fall, so wire eine Kreisbewegung schlichtweg unmoglich. Der Be-
trag der Geschwindigkeit bleibt hierbei konstant, die Richtung dndert sich
jedoch. Bei der Kreisbewegung ist es iiblich, die Winkelgeschwindigkeit
w = v/r anzugeben. Die Notwendigkeit dieser Angabe wird offensichtlich,
wenn wir mehr als einen rotierenden Massenpunkt betrachten.

Abb. 2.7 Die Masse m bewegt sich im
Kreis, weil die Schnur, die an die Ach-
se gebunden ist, auf die Masse eine
Beschleunigung zum Kreismittelpunkt
hin ausiibt. Diese Beschleunigung
heifit Zentripetalbeschleunigung d..
] Die Masse legt in der Zeit At den
AA Winkel Ag zuriick. Somit addiert sich
o zu der Geschwindigkeit v; der zu ihr
L5 =70 £ senkrecht stehende Vektor Av vom Be-
trag a; At. Dabei bleibt der Betrag der
Geschwindigkeit gleich: |v;| = [v2].

<l
N

Stellen wir uns als Beispiel ein Karussell auf dem Kinderspielplatz vor,
bei dem die Sitze in unterschiedlichen radialen Abstinden von der Drehach-
se angebracht sind. Betrachten wir nun zwei Kinder, von denen sich das eine
einen aullen liegenden und das andere einen weiter innen liegenden Sitz aus-
gesucht hat. Beide Kinder legen pro Zeiteinheit den gleichen Winkel zuriick
und haben daher die gleiche Winkelgeschwindigkeit w. Das auflen sitzende
Kind legt jedoch in der gleichen Zeit eine groere Wegstrecke zuriick als
das andere Kind und hat daher eine groBere Geschwindigkeit v. Aus diesem
Grund ist es wichtig, die Begriffe Geschwindigkeit und Winkelgeschwindig-
keit voneinander zu trennen.

Betrachten wir nun die kinematischen Gréen quantitativ. Wie in Abb. 2.7
skizziert, addiert sich auf den Vektor v der Vektor Av mit dem Betrag vx Ag.
Der Betrag der Geschwindigkeit dndert sich bei der Drehung nicht. Dreht
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sich die Masse mit einer Winkelgeschwindigkeit A¢/At = w, dann wird

sie in Richtung der Drehachse beschleunigt. Der Betrag der zentripetalen
Beschleunigung ist

_ VAg B B > v? 57

a_At —>a—va)—ra)—r. 2.7)

Kehren wir nochmals zu unserem Karussell und den beiden Kindern zu-
riick. Nach Formel (2.7) wirkt auf beide Kinder die zur Drehachse hin ge-
richtete Zentripetalbeschleunigung. Diese ist dafiir verantwortlich, dass bei-
de Kinder auf ihrer Kreisbahn gehalten werden. Diese Beschleunigung wiir-
de der auf einer Bank sitzende Vater beobachten, der sich selbst nicht mit
dem Karussell dreht. Wie verhilt sich aber die Situation aus der Perspekti-
ve der Kinder? Bereits nach kurzer Zeit wird das auflen sitzende Kind ganz
griin im Gesicht, wihrend das weiter innen sitzende Kind noch vergniigt mit
den Beinen schlidnkert. Was die Kinder in ihrem System des sich drehenden
Karussells spiiren, ist die sogenannte Zentrifugalbeschleunigung. Ein Kor-
per mochte sich stets in die Richtung seiner momentanen Geschwindigkeit
weiterbewegen, namlich gleichférmig-geradlinig. Da es sich aber um eine
Kreisbewegung handelt, wird er kontinuierlich abgelenkt und spiirt daher die
Zentrifugalbeschleunigung, die der Zentripetalbeschleunigung entgegenge-
richtet ist. Die Kinder werden infolgedessen also nach auBlen gedriickt. Der
Betrag dieser Beschleunigung wichst nach Beziehung (2.7) quadratisch mit
der Geschwindigkeit v und ist daher fiir das auflen sitzende Kind hoher, wes-
wegen es auch einen stabileren Magen benotigt.

Treiben wir unsere Uberlegungen noch etwas weiter. Stellen wir uns vor,
das auBlen sitzende Kind halte einen Plastikball in der Hand. Was passiert,
wenn es diesen Ball loslisst? Der Ball ist nun nicht mehr an das sich drehen-
de System des Karussells gekoppelt, weshalb die Zentripetalbeschleunigung
nicht mehr auf ihn wirkt. Er fliegt tangential in die Richtung der momentanen
Geschwindigkeit vom sich drehenden Karussell weg.
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