1 Grundlagen

Dieses einfithrende Kapitel besteht aus den beiden Abschnitten ,, Terme und
Aussagen” und ,,Bruchrechnung®. Die Erfahrung zeigt, dass diese Dinge zwar
in der Schule gelehrt und gelernt werden, dass angehenden Studierenden aber
hiufig Routine im Umformen von Termen und beim Gebrauch der Bruch-
rechnung fehlt. Entsprechend soll dieses Kapitel keine vollstdndige Einfiihrung
in die einzelnen Themen geben, sondern motivieren, sich mit den Aufgaben
aus Teil IT auseinanderzusetzen und damit die mathematisch handwerklichen
Féhigkeiten zu tiben.

1.1 Terme und Aussagen

1.1.1 Terme

Definition 1.1.1 (Terme)

Terme sind sinnvolle Ausdriicke, die aus Zahlen, Variablen und Re-
chenzeichen bestehen.

Beispiel 1.1.2
Die folgenden Ausdriicke sind Terme:

a? —b?

. VVB+1
a—2>b

2z, 16a° — 5z,

Bemerkungen 1.1.3 (Termumformungen, binomische Formeln)

1. Termumformungen kennzeichnet man durch ein Gleichheitszeichen ,,=*.

Standard-Umformungen sind Ausklammmern gemeinsamer Faktoren, Aus-
multiplizieren und Zusammenfassen #hnlicher Ausdriicke.
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Beispiele 1.1.3.1

1. bry + 102 = bz - (y + 2z).

2. Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen erhélt man

5x+2)—2x+1) = 5bx+10—(2x+2) = bx+10—2x—2
= 5-2)x+10—-2 = 3z +38.
2. Die binomischen Formeln stellen Termumformungen dar:
1) (a+b)%? = a®+ 2ab+ b2,
2) (a—10b)? = a®—2ab+ b, b e

3) (a+b)-(a—b) = a®— b2
Die erste binomische Formel kann man sich wie a-b a? a
in Abb. 1.1 veranschaulichen:
Das Quadrat mit der Seitenlinge (a + b), also b2 a-b } b
dem Flicheninhalt (a + b)?, besteht aus einem

Quadrat der Fliche a2, einem der Fliche b?

. L. . . Abb. 1.1 Veranschaulichun
und zwei Rechtecken mit jeweils der Fliche a-b. £

der ersten binomischen Formel.

Bemerkung 1.1.4 (Summensymbol)

Manchmal kiirzt man Summen gleichartiger Terme mit dem Summensymbol
» < ab:

Unter dem Summensymbol steht eine Laufvariable und ihr Startwert, ober-
halb wird der Endwert fiir die Laufvariable notiert; hinter dem Summen-
symbol steht ein Summand, der (meistens) von der Laufvariablen abhéngt.
Dieser Ausdruck ist eine Kurzschreibweise fiir die Summe der Summanden
fiir jeden Wert der Laufvaribalen zwischen Start- und Endwert.

Beispiele 1.1.4.1

1. Es ist

5
Zak = a;+az+ ...+ as.
k=1

5 5
Der Name der Laufvariablen spielt keine Rolle: > ar = > an.
k=1 n=1
3
2. Esist Y. n?=12+422+43% =14.

n=1
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1.1.2 Aussagen

Definition 1.1.5 (Aussagen und Aussageformen)

Aussagen sind Sachverhalte, denen man einen Wahrheitswert (wahr
oder falsch) zuordnen kann.

Aussageformen sind Ausdriicke, in denen noch Variablen vorkommen,
so dass man ihnen erst nach Einsetzen von Werten fiir die Variablen
einen Wahrheitswert zuordnen kann.

Beispiele 1.1.6
1. Wahre Aussagen sind

18 _ 3
® o = 1

e Fiir alle Zahlen a und b gilt (a + b)? = a® + 2ab + b.

e Deutschland hat mehr als 50 Millionen Einwohner.

2. Falsche Aussagen sind

18 6

24 T D
e Deutschland hat weniger als 50 Millionen Einwohner.

3. Aussageformen sind

e z = 3,

e a>—6a+8 = 0.

Bemerkungen 1.1.7 (Umformung von Aussagen und Aussageformen)

1. Umformungen von Aussagen und Aussageformen kennzeichnet man durch
ein Aquivalenzzeichen ,<“ oder einen Folgerungspfeil ,,=“.

Eine Aquivalenz ,A < B bedeutet, dass die Aussagen bzw. Aussagefor-
men A und B (bei Aussageformen fiir jeden moglichen Wert der auftre-
tenden Variablen) stets den gleichen Wahrheitswert haben (,A gilt genau
dann, wenn B gilt*).

Eine Folgerung ,A = B*“ bedeutet, dass immer wenn die Aussage bzw.
Aussageformen A gilt, auch B gilt (bei Aussageformen fiir jeden méglichen
Wert der auftretenden Variablen).
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Beispiele 1.1.7.1
1. Aquivalenzumformungen sind
3r+2=5 & xz=1,
=1 <« b=1 oder b=—1.
2. Eine Folgerung ist
a=2 = ad*=4

Hier gilt keine Aquivalenz, denn die rechte Aussageform ,a? = 4“ wird
fiir @ = —2 zu einer wahren Aussage, die linke Aussageform ,a = 2
allerdings zu der falschen Aussage —2 = 2.

Entsprechend wird ein Folgerungspfeil ,,<=*“ genutzt.

2. Beim Auflésen einer Gleichung (aufgefasst als Aussageform) sind Aquiva-
lenzumformungen wiinschenswert.

Beispiel 1.1.7.2

Gesucht sind die Losungen z zu 3z 4+ 2 = 5. Durch Aquivalenzumfor-
mungen erhélt man

3r+2 =5
bI=-2 fl+2

& 3r = 3
Y13 -3

& r =1

Die Gleichung 3z + 2 = 5 gilt also genau dann, wenn = = 1 ist.

Bemerkung 1.1.8 (Wurzelziehen und Quadrieren)
Waurzelziehen und Quadrieren sind keine Aquivalenzumformungen:

1. Zu z > 0 ist a = /7 die (eindeutige) positive Losung von x? = a, also zum
Beispiel v/4 = 2, obwohl auch = —2 Lésung von 22 = 4 ist. Beim Auflésen
von quadratischen Gleichungen muss man daher die positive und negative
Waurzel berticksichtigen.

Beispiel 1.1.8.1
Es gilt

?=5 & x=+5 oder z=—V5.
2. Quadrieren ist eine Folgerung, bei der sich weitere Losungen einschleichen

konnen, so dass man am Ende testen muss, welche der moglichen Lésungen
tatséichlich Losungen der urspriinglichen Gleichung sind.
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Beispiel 1.1.8.2
Gesucht sind die Losungen der Gleichung v/2z +5 — 1 = x.

Durch Aquivalenzumformungen und Quadrieren (Folgerung) erhilt man

V2r+5-1

= T

PI+1 =1
& V2r+5 = xz+1

U ‘quaudlrieren7 1 nicht méglich
= 20 +5 = (x+1)2

Termumformung rechts
& 20 +5 = 22422 +1

J1=2z2-1 f|+2z+1
& 4 = 22
& r=2 oder x=-2.

Dies bedeutet, dass, falls die urspriingliche Gleichung v/2z+5—1 ==z
erfiillt ist, = gleich 2 oder gleich —2 sein muss. Durch Einsetzen sieht
man, dass z = 2 die urspriingliche Gleichung tatséchlich erfiillt, x = —2
hingegen nicht. Damit gilt

V2cr+5—-—1=2 & x=2.

1.2 Bruchrechnen

Satz 1.2.1 (Rechenregeln fiir Briiche)

1. Zwei Briiche multipliziert man, indem man Zéhler und Nenner jeweils
multipliziert.

2. Zwei Briiche addiert bzw. subtrahiert man, indem man sie gleichnamig
macht und dann die Zdihler addiert bzw. subtrahiert.

3. Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit dem Kehrwert mul-
tipliziert.

Beispiele 1.2.2

. 3.2 _32_ 6
5 7 5-7 35’

, 8,2 37 25 _: 10 _a
5 7 5.7 7-5 35 35 35’
a b a-b a-b a-b’
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4y 537 _ 2

.5 ,
2 52 10

5. Do gt T2
> Yy Yy

Bemerkungen 1.2.3

1. Vor dem Multiplizieren sollte man moglichst kiirzen.

Beispiel 1.2.3.1
15 8 5 1 5

16 21 27 14
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2. Beim gleichnamig-Machen reicht das kleinste gemeinsame Vielfache der
Nenner, das man z.B. dadurch erhélt, dass man die Nenner in Primfaktoren
zerlegt und damit die notigen Primfaktoren fiir den Hauptnenner bestimmt.

Beispiel 1.2.3.2
_3-3+5-2

19

3 5
8 12 2.2.2 2.2.3  2.2.2.3

24°
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