Kapitel 11

Gewdhnliche Differentialgleichungen

8 2 Grundlegende Theorie

1 Das allgemeine Anfangswertproblem

1.1 Zielsetzung

Im ersten Band wurde eine Reihe von Differentialgleichungsproblemen behan-
delt, u.a. die Schwingungsgleichung 4 + ay + by = f, die separierte Differen-
tialgleichung 3" = a(z)b(y) und lineare Systeme y = By mit symmetrischer
Matrix B, jeweils mit geeigneten Anfangsbedingungen.

In allen Féllen ergab sich die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems
aus dem Losungsverfahren: Das Differentialgleichungsproblem konnte auf ein-
fachere Aufgaben zuriickgefiihrt werden wie Aufsuchen einer Stammfunktion,
Auflésung einer Gleichung F(z,y) = 0, Bestimmung von Polynomnullstellen,
oder Diagonalisierung einer Matrix.

Nicht fiir jeden Differentialgleichungstyp gibt es solche Losungsverfahren. Au-
Berdem wollen wir Aussagen iiber qualitatives Verhalten und Gesetzméfigkeiten
der Losungen machen, ohne diese explizit bestimmen zu miissen. Aus beiden
Griinden bedarf es einer Theorie, welche fiir geeignet formulierte Anfangswert-
probleme die Existenz und Eindeutigkeit der Losung sicherstellt und ihr Ver-
halten beschreibt.

1.2 Die allgemeine Form des Anfangswertproblems

(a) Bssei f:Q — R" ecine stetige Funktion auf einem Gebiet Q des R"H,
dessen Punkte wir mit

(3:7y) = (xvylvuwyn) oder (5717) = (£7n17~~'77]n)

bezeichnen.

Unter einer Lésung der Differentialgleichung (DG) y’ = f(x,y) verstehen
wir eine C'~Kurve u: I — R" auf einem nicht einpunktigen Intervall I mit

(z,u(z)) €Q und u'(z) = f(z,u(z)) firale z €1,

in Komponentenschreibweise

ull(m) = fl(xvul(m)v 7“"(1‘))7

up, () _ fa(z,ui(z), ... s un(x)).
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Wenngleich es sich im Fall n > 2 um ein System von Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung handelt, werden wir doch meist von einer Differentialglei-
chung (DG) sprechen. Die Funktion f heift traditionsgemif die rechte Seite
der Differentialgleichungen. Differentialgleichungen der betrachteten Art wer-
den explizit genannt im Gegensatz zu impliziten Differentialgleichungen
der Form F(z,y,y’) = 0.

Wie wir gleich zeigen, lisst sich jede explizite DG hoherer Ordnung in ein dqui-
valentes System 1. Ordnung iiberfithren. Bei den folgenden grundlegenden Aus-
sagen iiber Losungen betrachten wir daher durchweg Systeme 1. Ordnung.

(b) Das Anfangswertproblem (AWP) besteht darin, fiir einen gegebenen
Anfangspunkt (§,n) € Q eine Losung u auf einem £ umfassenden Intervall I
mit u(§) =n zu finden.

Fiir diese Aufgabe schreiben wir kurz

y' = flay), y© =n.
Das Anfangswertproblem heifit eindeutig 16sbar, wenn Folgendes gilt:
Ist (£, m) ein beliebiger Punkt aus Q und sind

u:LH —-R", uy:lL—R"
Losungen des AWP y' = f(x,y), y(§) = n, so ist

ui(z) =uz(x) fiir z€e 1NI.

Wir interessieren uns hier nur fiir eindeutig lésbare Anfangswertprobleme und
fassen die Voraussetzungen iiber die rechte Seite entsprechend.

1.3 Differentialgleichungen n—ter Ordnung als Systeme erster Ord-
nung

FEine explizite DG n—ter Ordnung hat die Form

y(n) = f(x, y7 y/7 et 7y(n_1)) *

Dabei sei f eine auf einem Gebiet Q C R""! stetige Funktion. Von einer Lésung
u in einem nicht einpunktigem Intervall I verlangen wir:

(a) weC"(I),

®) (z,u(x), ' (z),...,u" V(x)eQ firzel,

(¢) u™(z) = f(z,u(z),d(x),..., " V(2)) firzel.

SATZ. Fir jede Losung u € C™(I) der DG y™ = flz,y, v, ... ,y(’”l)) liefert

V= (y1,...,Yn) mit y1:=u, ye:=u', ..., Yn = u™ Y
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eine C' ~differenzierbare Losung y : I — R™ des Systems

/
U = Y2
(5) ;o
Yn—1 = Yn
y'/n :f($7y17~~~7yn)~
Ist umgekehrt u = (u1,...,un) : I — R™ eine C'~differenzierbare Lisung von
(S), so ist u := u1 eine C"—differenzierbare Losung der Differentialgleichung

y ™ = flz,yy,. . y"Y) UAL

Daraus ergibt sich die addquate Form des Anfangswertproblems fiir eine
DG n—ter Ordnung:

y ™ = fyy, oy w@ =m, e, YT =

fiir einen gegebenen Punkt (&,71,...,1m,) = (§,m) € Q.

SATZ. Dieses AWP ist eindeutig losbar genau dann, wenn das AWP (S) mit
der Anfangsbedingung y(§) = n eindeutig losbar ist. Es handelt sich also um
dquivalente Problemstellungen.

Denn fiir u,v € C*(I) gilt u =v <= (u,o/,..., v V)= (v,0,...,0" V).

1.4 Systeme von Differentialgleichungen n—ter Ordnung lassen sich auf
diesem Wege ebenfalls in Systeme erster Ordnung umwandeln.

UA Fiihren Sie dies fiir ein System y = By mit einer 2 x 2-Matrix B aus.

2 Das Anfangswertproblem als Integralgleichung

2.1 Integrale von vektorwertigen Funktionen

Fiir eine vektorwertige Funktion a(t) = (ai(t),...,an(t)) mit reell- oder kom-
plexwertigen Funktionen aj, € C(I) definieren wir das Integral komponenten-
weise:

B B B
Ja(ydt .= ( [ar(t)dt, ..., [an(t)dt)

(a, B € I, auch fiir B < «). Beziiglich des kanonischen Skalarproduktes gilt

B
(x) (b, [at)dt) = [(b,a(t))dt,

R —w
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wobei ¢t — (b, a(t)) stetig ist. Auch ||a(t)| ist stetig in ¢, und es gilt die
Integralabschéitzung

H fa(t) dt H < ’ f||a(t)|| dt ‘ .

(Die Betragsstriche auf der rechten Seite tragen der Moglichkeit 5 < « Rech-
nung.)

Dies ergibt sich fiir « < 8 aus (%) mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung
B
und anschlielendem Einsetzen von f a(t)dt fir b UA . Diese Integralabschit-

zung gilt auch beziiglich der Norm ||al| = max{|ai|,...,|an|} UA.

2.2 Das Anfangswertproblem in Fixpunktform

Genau dann ist u: I — IR" eine Losung des AWP

y = f(z,y), y&) =n,

wenn u:l — R" stetig ist und die Integralgleichung

T

u(z) =n+ [f(t,u(t))dt
3

fiir alle x € I erfillt.

Schreiben wir fiir die rechte Seite dieser Gleichung T'(u)(x), so haben wir das
AWP auf eine einzige Fixpunktgleichung der Gestalt

u = T(u)

zuriickgefiihrt, wobei nur nach stetigen Losungen zu suchen ist.

Das folgt sofort aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir
die Komponenten des Integrals UA .

3 Die Standardvoraussetzung fiir DG—Systeme

3.1 Die Standardvoraussetzung fiir die rechte Seite ist in diesem Para-
graphen: f : R™!' 5 Q — R"™ ist stetig, die partiellen Ableitungen gg;

existieren in €2 und sind dort stetige Funktionen, kurz '

f und Dyf sind stetig auf Q, wobei Dyf(z,y) := (gfz (m,y)) .
Yk
Der Sinn dieser scheinbar unnotig komplizierten Voraussetzung ergibt sich dar-
aus, dass die allgemeine Theorie zwei wichtigen Spezialfillen Rechnung tragen
soll:
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(a) Lineare Systeme y' = A(z)y + b(x). Hier muss zugelassen werden, dass
die Komponenten a;;(z) der n x n-Matrix A(z) und die Komponenten b;(x)
von b(z) auf einem offenen Intervall I stetig sind. Dann erfiillt die rechte Seite
f(z,y) = A(z)y + b(z) auf Q =71 xR" die Standardvoraussetzung,.

(b) Autonome Systeme y’ = g(y), bei denen die rechte Seite nicht explizit
von z abhingt. Ist g : R" D Q' — R" eine C'-Abbildung, so erfiillt die
Funktion f(z,y) := g(y) auf Q := R x Q' die Standardvoraussetzung. Auf
autonome Systeme gehen wir in §5 néher ein.

3.2 Die Lipschitz—Bedingung

(a) Die rechte Seite f erfiillt auf einer Teilmenge K von  eine Lipschitz—
Bedingung mit der Lipschitz—Konstanten L, in Zeichen

f € Lip (K, L),
wenn fiir alle (z,y), (z,z) € K die Ungleichung
[f(z,y) — f(z,2)|| < Ly — z||

erfiillt ist.

(b) Die Lipschitz—Bedingung fiir lineare Systeme y’ = A(x)y + b(z).
Sind die Komponenten a;; von A und b; von b stetig auf einem Intervall I
und setzen wir

1A@, = (3> an(@)?)"?,

i=1lk=1
so gilt fiir f(z,y) = A(z)y + b(z)
1£(z,y) — f£(z,2)[| < [[A@)], [ly — =,

vgl. Bd.1, §21:7.2. Ist also J ein kompaktes Teilintervall von [ und K = JxR",
so gilt f € Lip (K, L) mit L = max{||A(z)|, | z € J}.

(c) Sarz. Unter der Standardvoraussetzung 3.1 erfillt £ eine Lipschitz—Be-
dingung in jeder kompakten Menge K C §, die mit je zwei Punkten (z,y),
(z,2) auch die Verbindungsstrecke enthdlt.

BEWEIS. Wir setzen (vgl. (b))

M) = (). L= me (A, | ) € K},

Fir (z,y), (z,2) € K und b € R" setzen wir ¢(t) := (b, f(z,z + t(y — z))).
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Nach dem Mittelwertsatz gilt mit geeignetem ¥ € ]0, 1]

(b, f(z,y) — f(z,2)) = (1) —¢(0)
(b, A(z,2 +I(y — 2))(y — 2))

< bl [[A(z, 2z + I(y — 2))(y — =)
< [blI Ly — =] .
Die Behauptung folgt jetzt mit b = f(x,y) — f(x, z). |

(d) Eine Lipschitz—Bedingung fiir Graphenumgebungen.
Sei u: [a, B] = R" eine stetige Kurve, deren Graph

Gu = {(z,u(z)) |a <z < 5}
in § liegt. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass der 6—Schlauch
Ss(u) == {(z,y) [a <z <B, |y —u(z)|| <5}

eine kompakte Teilmenge von Q der in (c) genannten Art ist.

Denn Gy ist als Bildmenge des kompakten Intervalls [cr, 8] unter der stetigen
Abbildung = + (x,u(z)) kompakt. Im Fall Q = R™"! ist nichts zu beweisen,
andernfalls setzen wir § := } dist (Gu, 02) .

4 Kontrolle und Eindeutigkeit von Lésungen
4.1 Abstandskontrolle von Lésungen
Seien up,u: I — R" Losungen der Anfangswertprobleme
116 = fo(ZB,uO), uO(fO) =T und u' = f(x,u), u(f) =n.

Gesucht ist eine Abschétzung fiir den Abstand o(x) := ||uo(z) — u(z)|| der bei-
den Losungen in Abhéngigkeit von den Abweichungen der Ausgangsdaten

fo — £, &0 =1, [lmo —mll-

Wir setzen voraus, dass beide Losungsgraphen in einer kompakten Teilmenge
K von Q verlaufen und dass fo € Lip (K, L) gilt. Ferner setzen wir

M :

max {||fo(z,y)|| | (z,y) € K},

max {[|fo(z,y) — £(z,y)[| | (z,y) € K}

1

Dann ergibt sich aus der Fixpunktform 2.2 der beiden Anfangswertprobleme
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o(z) = [[uo(z) — u(z)|| = || no+ffo(t,uo(t))dt—n—ff(t,u(t))dt |
o 13
= || mo—m+ J ((Fo(t,u0(t)) — fo(t,u(t))) + (Fo(t,u(t)) — £(t,u(t)))) dt
3

3
+ [ fo(t,uo(t)) dt ||

&o
(L o) — u(t)]| + 1) dt’ + &0 —€|M.
3

< |mo —nll +

Daher gilt mit €0 := ||n, — n|| + | — §|M

(¥)  o(z) < eo+ f(Lg(t) +e1)dt ‘

£

Um daraus eine Abschétzung fiir o(x) zu gewinnen, dient uns

4.2 Das Lemma von Gronwall

Geniigt eine stetige Funktion o : I — R4 der Integralungleichung (x) mit Kon-
stanten €o,e1 > 0 und L > 0, so gilt fir x € 1

Llz—¢] €1 ( Llz—¢|
o(z) < epe + L(e —1).

BEWEIS.

x

[ (Lo(t) + 1) dt ‘
13
Die Funktion h ist stetig und es gilt o(z) < h(x). Zwar existiert h'(£) nicht,

aber die Einschrankungen von h auf {z € I |z <&} und {z € I |z > £} sind
C!-differenzierbar. Fiir = < ¢ gilt

Wir setzen h(x) := o0 +

h'(z) = —Lo(z) — &1 > — Lh(z) — 1,

d

dat (eLth(t)) = Le"'h(t) + "' (t) > —e1e™’.

Integration von z bis £ ergibt

e eo — e h(z) = () — " h(z) > Eg (eLz - eLg) .
Daraus folgt

o(x) < h(z) < g™ + ELl ("= —1).

Der Fall 2 > £ ergibt sich analog (Integration von ¢ (e~ *h(t)) von £ bis z). O
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4.3 Der Eindeutigkeitssatz

Unter der Standardvoraussetzung 3.1 hat das Anfangswertproblem
y' = f(z,y), y(€) =n

hdchstens eine Ldsung.

BEWEIs.
Angenommen, fiir zwei Losungen ug : I — R", u: J — R" dieses AWP gibt
esein s € INJ mit uo(s) # u(s), 0.B.d.A. s > £ Dann existiert

xo = inf {x > & | uo(z) # u(a:)} ,
und es gilt ug(zo) = u(xzo) =: y,. Wir wihlen eine Graphenumgebung

K ={(zy)]| |z =z <r, |ly —uo(2)| <5} C Q
fiir up, wobei wir r > 0 so wahlen, dass

o(z) = |luo(z) —u(z)|]| <46, dh. (z,u(z)) C K fir |z—zo| <7.
Nach 3.2 (d) gibt es eine Lipschitzkonstante L fiir f in K. Aus 4.1 folgt mit
E=& =z0, n=my =Yy, und fo:=1f (also e1 =¢e¢ =0)

o(z) < [Lo(t)dt fir o <z <zo+7.
EN)

Nach dem Gronwallschen Lemma ergibt sich hieraus o(z) = 0, d.h. u(z) =
ug(z) fir xzo <z <z + r, was im Widerspruch zur Wahl von xq steht. a

5 Existenz von Lésungen

5.1 Das Iterationsverfahren von Picard—Lindelsf

Unter der Standardvoraussetzung 3.1 gibt es zu jedem Punkt (§,m) € Q eine
lokale Lésung des Anfangswertproblems

y = f(z,y), y() =n,

d.h. es gibt eine eindeutig bestimmte Lisung u : I — R" auf einem Intervall
I = [ —6,&+ 0] mit 6 > 0. Diese ist gleichmdfiger Limes der Picard—
Iterierten ug, gegeben durch die Iterationsvorschrift

w(z) = n,
upti(x) = n + ff(t,uk(t))dt fir k=0,1,... .
3
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BEWEIS.
(a) Wahl von 6. Wir bestimmen zunichst r > 0, R > 0 so, dass der Zylinder

Z={(x,y)| lz—¢&l<r |ly-n|<R}

ganz in  liegt. Ist M = max{||f(z,y)| | (z,y) € Z}, so wihlen wir ¢ > 0 so,
dass 0 <rund d M < R.

Nun setzen wir

K:={(z,y) ||lz—¢| <5, ly—nl <R}
und wéhlen eine Lipschitzkonstante L fiir £ auf K gemif 3.2 (c).

(b) Durchfiihrbarkeit des Iterationsverfahrens. Wir zeigen per Induktion, dass
der Graph der Iterierten uy in K liegt. Fiir uo ist das richtig. Liegt (z, ux(z))
fiir |z — €| <4 in K, so folgt

[k a(@) —mll < | [ ak)]] dt ‘ SMlz—¢|<MS<R.
€

(c) Die gleichmafSige Konvergenz der Picard—Iterierten uy.

Zunichst ist nach (b) [Jui(z) — uo(z)|| = ||lui(z) — n|| < R. Allgemein gilt

lwesa(a) = we@) = [ JEEw(0) - £ u-a@) dt |

<

It e (6) = (8, we-a (1)t |

<L

me—y
=
kol

(t) = we_s (8)|] dt ’ .

Daraus ergibt sich sukzessive

IN

uz(z) —wm(z)| < L

[ us(® — ol dt | < RL|z—¢],
13

[[us(z) —u2(z)|| < L

P 2|x—§\2
fRL|t—£\dt‘:RL .
: 2

Durch Induktion erhalten wir fiir £ =0,1,... UA

(Llz—€)F _ (L6

(9 e —wel < 5 < R T

Also konvergiert jede Komponente von

w1 () = 1+ 3 (W (e) —ui(2))

J=0
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gleichméBig auf I = [§ — 0, + ¢], denn die Komponenten der Reihe

[ee] o) J
> (uj+1(x) - uj(:v)) haben nach (x) die Majorante R (6JL') .
j=0 j=0 '

(d) u:= klim ug lost das Anfangswertproblem auf I. Denn die Komponenten
—00

von u sind stetig als gleichméfige Limites stetiger Funktionen. Da K abgeschlos-

sen ist, liegt der Graph von u in K. Aus

£t u(t)) — £t we ()] < Lllu(t) —ux (@)l

folgt die gleichméBige Konvergenz f(t,ux(t)) — (¢, u(t)), somit

u(z) = klin;o Upq1(z) = lim (17—|—ff(t,uk(t)) dt)

k— o0

13
= n+ [ lim f(t,ux(t))dt = n+ [f(t,u(t))dt.
¢ k—o0 ¢
Damit ist u: I — R" eine Losung des AWP nach 2.2. a

5.2 Aufgaben

(a) Sein=1und f(z,y) = x\/|y| in R x R. Warum kann f in [-1,1] x [-1, 1]
keine Lipschitz—Bedingung erfiillen?

(b) Das Anwachsen der L&sung. Mit den Bezeichnungen des Beweises 5.1
gilt ||u(z) — n| < ReX1*~¢l. Begriindung?

(c) Fiihren Sie die Picard-Iteration fiir das AWP

;2

’ 1
Y1 = Y2, Y2 =
x

1)=2 1)=1
9y Y1 y1(1) o y2(1)

in R>o X R durch. Es ergibt sich ein einfaches Resultat.

(d) Fehlerabschitzung fiir das Iterationsverfahren. Zeigen Sie mit Hilfe
der Fixpunktgleichung fiir die Losung u und mittels Induktion, dass fiir die
Picard-Iterierte uy unter den Voraussetzungen 5.1 (a) Folgendes gilt:

kT _f|k+1

lu(e) —we(a)| < ML

fir |z - <4.

(e) Sei u die Losung des AWP 3 =1+ 322 + in, y(0) = 0 auf dem Intervall
I= [—é, é] Geben Sie ein Polynom p an mit |u(z) — p(z)| < 0.02 fiir z € 1.
Anleitung: Um die Fehlerabschitzung (d) anwenden zu konnen, ist zunéchst

ein Rechteck Kr = [—é, é] x [-R,R] so zu bestimmen, dass die Graphen
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