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Computersimulation zum Versuch ,Drehpendel — M. 2.3.2 Nichtlineare Schwingungen

Simulation von Schwingungen, chaotischen Schwingungen und Bifurkationen
fir das Drehpendel nach Pohl mit Zusatzmasse

W. Oehme, T. Hemmer, W. Schenk

Der physikalischen Betrachtung liegt das in Abb. 1 schematisch dargestellte Pohlsche Dreh-
pendel zugrunde. Es ist mit einer Zusatzmasse m ausgestattet, die an dem Ruhewinkel des
Drehpendels angebracht wird. Auf das Drehpendel wirkt durch die Spiralfeder das Drehmo-

ment
M,=-Dg, (1)

wobei D das Direktions- bzw. Richtmoment der Feder und ¢ die Auslenkung des Drehpendels
aus der Ruhelage sind.

Ruhelage

b)

Abb. 1 Pohlsches Drehpendel mit Unwucht. (a) 1: Zusatzmasse, 2: Wirbelstrombremse, 3: Antrieb,
4: Spiralfeder, 5: Drehpendel. (b) Kraftediagramm

Das Drehpendel wird durch Reibung (Gleitreibung, Moment M, s) und durch die Wirbelstrom-
bremse (Moment My,) geddmpft. Damit ergibt sich als Moment, das die Dampfung beschreibt,

.
My=M;,+Mys=—y (D_de,e- (2a)

Die Gleitreibung beriicksichtigt die anndhernd konstante Lagerreibung, die unabhangig von der
eingestellten Stromstdrke fur die Wirbelstrombremse fiir kleine Winkelgeschwindigkeiten
nicht vernachlassigt werden kann. Sie kann demzufolge die Schwingung in der Ndhe der Um-
kehrpunkte und dadurch das Studium des Bifukationseinstellungen wesentlich beeinflussen.

Der Faktor ﬁ in Gl.(2a) bericksichtigt eine konstante Bremswirkung, unabhangig von Betrag
und Vorzeichen der aktuellen Winkelgeschwindigkeit.
Fir den Reibungskoeffizienten y gilt

y=261J, (2b)
bzw. die zugeschnittene GréRengleichung

7=k I*. (2c)

Es sind J das Tragheitsmoment des Drehpendels, ¢ der Abklingkoeffizient, k4, eine Proportiona-



litdtskonstante zwischen /> und der durch die Wirbelstrombremse verursachten Dampfung,
I die Starke des Dampfungsstroms sowie kq eine Proportionalitatskonstante zur Berlicksichti-

gung der Gleitreibung. Die Zusatzmasse (Tragheitsmoment J, =mR?) erzeugt das Drehmo-
ment (vgl. Abb. 1b)

W, —RxE,,

Mm|:FGRsin¢:ngsin¢. (3)

R bezeichnet den Abstand zwischen dem Massenmittelpunkt der Zusatzmasse und der Dreh-
achse. Der Antrieb bedingt das Drehmoment

M, =M, sin(a, t), (4)
wobei M, die Amplitude und wq die Kreisfrequenz des antreibenden Drehmoments darstellen.
Als Drehmomentbilanz der Betrage folgt

M, =M;+M,+M_+M,, (5)

(J+mR*)p=-D (p—}/gb—% w6 +MgRsing+M, sin(w,t). (6)

Daraus ergibt sich das fir die Simulation verwendete Differentialgleichungssystem

p=0, (7a)
-Dp—ky, I’ (p—l?kd,G +mgRsing+M, sin(a, t)

@= W|J+mR2 ' (70)

Das fiur diesen Versuch bereit gestellte Programm (Computer Algebra System ,Maxima’) be-
rechnet den zeitlichen Verlauf der Auslenkung aus der Ruhelage nach einer Einschwingphase
sowie das Phasenraumdiagramm. Die Anfangsbedingungen werden im Programm vorgegeben,
da nur das Verhalten des Drehpendels nach dem Einschwingen betrachtet wird. Die Losung des
Differentialgleichungssystems wird durch das Runge-Kutta-Verfahren realisiert.



Tab. 1: Ubersicht der verwendeten GréRen und Quellcode-Symbole im Simulationsprogramm

Formelzeichen | Bezeichnung Bezeichnung im Quellcode
J Tragheitsmoment des Drehpendels i[0]

m Zusatzmasse m

R Abstand der Zusatzmasse zur Drehachse R

D Direktionsmoment D

Kka, Proportionalitdtskonstante zwischen * und | kdl

der Dampfung durch die Wirbelstrombrem-
se, entspricht Regressionsparameter b im
Versuch M.2.3.2

Proportionalitatskonstante zur Berechnung | kdG
Kd,6 der Gleitreibung, entspricht Regressionspa-
rameter a im Versuch M.2.3.2

/ Stromstarke des Dampfungsstroms I

Mo Amplitude des antreibenden Drehmoments | MO

W Kreisfrequenz des antreibenden Drehmo- | omega0
ments

To Periodendauer 21t/ an TO

@ Auslenkung phi

p=w Winkelgeschwindigkeit omega

Wahrend die GroRen von m und R bekannt sind, werden die Werte J, D, a, sowie kq, und ky experi-
mentell bestimmt. Die Werte der beiden Proportionalitdtskonstanten ky, und k4 kdnnen mit Hilfe
einer Messung zur Abhangigkeit des Abklingkoeffizienten & in Abhadngigkeit von der Stromstarke |/,
die durch den Elektromagneten der Wirbelstrombremse flieRt, ermittelt werden. Stellt man y
(7=26J) in Abhingigkeit von /* grafisch dar, so ergeben sich mittels linearer Regression kg, als Stei-
gung und kyc naherungsweise als Achsenabschnitt entsprechend k, ~y (I —0). Der Koeffizient der

Gleitreibung ky4c misste korrekterweise durch eine lineare Naherung des Abklingens der freien
Schwingung (/ = 0) abgeschatzt werden. Dazu wird in Analogie zur linearen Federschwingung (Feder-
konstante c) die Energiebilanz betrachtet. Fiir die lineare Schwingung mit Gleitreibung erhalt man fir
zwei aufeinanderfolgende Amplituden x; und x, bei konstanter Reibungskraft Fz ¢ fur die durch die
Gleitreibung bedingte Energieabnahme

VVR,G =FR,G ()?1 +)A(2): C)A(lz -

N |~

2 1 L. .
> cxzzzgc(xl—xz)(xl+xz).
1 . .
Damit ergibt sich fir die Reibungskraft F, . :Ec(x1 —X,)und es folgt entsprechend fiir das bremsen-

1. .
de Drehmoment M, =k, . =ED((01 —-0,).



Sind alle flr die Simulation erforderlichen GréRen entsprechend Tab. 1 bekannt, werden diese in der
vom Quelltext vorgegebenen Stelle eingegeben (siehe Beispiele unten).

Beispieldaten fiir die Simulation des Drehpendels mit Zusatzmasse

Im Programm mussen fiir das getestete Drehpendel folgende Parameter eingegeben werden, um die
Simulation nahe den experimentellen Bedingungen zu ermdoglichen:

To (ca. zweifache Eigenperiodendauer): 3,6 —4 s 2

fo (Eigenfrequenz): 0,553 Hz

D (Direktionsmoment der Feder): 0,0254 N m

J (Tragheitsmoment des Drehpendels): 0,0021 N m s?

R (Abstand zwischen Zusatzmasse und Drehachse): 0,090 m

M (Zusatzmasse): 28 g...33 g

M, (max. Drehmoment der ausgewahlten Zusatzmasse): 0,0015 — 0,0029 N m

Anax (max. Anregungswinkel: 3 ° - 4,5 °); 0,05 -0,08 rad

kg; (Fit-Funktion y =k, +k,, I*): 0,0052 N ms A*

ke (Fit-Funktion y =k, +k,, I*): 6,25E-5 N m

Beispiele von Simulationen durch die Variation der Starke des Dampfungsstroms

Die Werte der jeweiligen GroRen kénnen im zur Verfligung gestellten Quellcode des Programms ver-
andert werden (Dezimalpunkt beachten) und nach dem Start der Neuberechnung mit <StrgR> wer-
den der zeitliche Verlauf der Auslenkung aus der Ruhelage sowie das Phasenraumdiagramm grafisch
neu dargestellt.

1. Beispiel (Grundschwingung)

JO m R D kdG kdl MO TO |
(kem?) | (ke) (m) (Nm) (N m) (NmsA?) (N m) (s) (A)
0.0021 0.030 0.090 | 0.0254 6.25E-5 0.0052 0.002 3.9 0.50
phi(t)-Diagramm Phasendiagramm
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2. Beispiel (2. Bifurkation)

JO m R D kdG kdl MO TO |
(kgm? | (kg) (m) (Nm) (N m) (NmsA?) (N m) (s) (A)
0.0021 0.030 0.090 | 0.0254 6.25E-5 0.0052 0.002 3.9 0.40
phi(t)}-Diagramm Phasendiagramm
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3. Beispiel (Chaos)
JO m R D kdG kdl MO T0 |
(kg m? | (kg) (m) (Nm) (N m) (NmsA?) (N m) (s) (A)
0.0021 0.030 0.090 | 0.0254 6.25E-5 0.0052 0.002 3.9 0.35
phi(t)-Diagramm Phasendiagramm

08

0.4 T
L 02 o
£ o0 S
2 02 g

04 g

06

0.8

200 210 220 230 240 250 260 270

Flhren Sie eigene Simulationen durch, um den empfindlichen Einfluss der Dampfung durch Variation

tis

phi/rad

der Stromstarke / im Bereich zwischen 0,25 A und 0,6 A zu erkennen und zu verstehen.

Zusétzlich kann auch der starke Einfluss von anderen GréRen bei deren geringfiigiger Anderung im
Bereich deren Unsicherheiten (z. B. Zusatzmasse m, Direktionsmoment der Feder D, Radius R) auf das

Schwingungsverhalten untersucht werden.
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