Mechanik

1 Wagung und Dichte

1.0 Grundlagen

Die Dichte p eines homogenen Korpers ist
das Verhiltnis seiner Masse m zu seinem
Volumen V:

p= )

mn
v

Somit ldsst sich die Dichte von festen Kor-
pern und Fliissigkeiten iiber eine Massen-
und Volumenbestimmung ermitteln. Die
Einheit der Dichte ist kgm™. Die Masse
bestimmt man durch Wagung. lThre Einheit
ist kg. Die Masse eines Kdrpers kennzeichnet
seine Tragheit und seine Schwere.
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Abb. M.1.0.1 Massenvergleich mit einem zwei-
armigen Hebel

Bei der Wégung von Festkdrpern und Fliis-
sigkeiten nutzt man meist die Eigenschaft der
Schwere der Masse. Dabei wird die Masse
des Korpers der Dichte p mit der Referenz-
masse mr von Wégestiicken bekannter Dichte
pr verglichen, die auf Massennormale zu-
riickgefiihrt werden kdnnen. Wird die Wa-
gung in Luft durchgefiihrt, erfahren Korper
und Wigestiick einen Auftrieb Fax bzw.
FAr, der die Wirkung auf die Waage im
Vergleich zur Wiagung im Vakuum verén-
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dert. Der Auftrieb ist eine der Gewichtskraft
entgegen gerichtete Kraft. Nach dem Prinzip
des Archimedes ist der Betrag der Auftriebs-
kraft F, auf einen sich in einem Medium
befindenden Korper gleich dem Betrag der
Gewichtskraft des vom Koérper verdriangten
Mediums (Index M):

FA=Vng=m%Mg- (2)

Fir die Wagung in Luft (Index L) ist in
Gl.(2) die Dichte des Mediums py durch die
Dichte der Luft p; zu ersetzen. Die GroBen
V,gund p sind der das Medium verdriangen-
de Volumenanteil des Korpers, die Fallbe-
schleunigung am Aufstellungsort der Waage
und die Dichte des Korpers.

In Abb. M.1.0.1 ist ein Massenvergleich mit
einem zweiarmigen Hebel (z. B. Balkenwaa-
ge) dargestellt. Die Gewichtskrifte Fgx und
Fir von Korper und Wigestiick rufen an den
Hebelarmen der gleichen Lange / ein rechts-
bzw. linksdrehendes Drehmoment hervor.
Sind diese bei einer Wégung im Vakuum
vom Betrag gleich (mg/=mgrgl), haben
Korper und Wigestiick die gleiche Masse.
Wird beim Massenvergleich in Luft der auf
der linken Seite mit dem Korper der Masse m
belastete Hebel durch Anbringen geeigneter
Vergleichskorper (Wigestiicke der Masse
mg, dem Volumen V' und der Dichte pr) auf
der rechten Seite ins Gleichgewicht gebracht,
ergibt sich durch die Beachtung des Auftriebs
in Luft fiir die Drehmomente

mgl-p Vgl=mygl-p Vygl (3)

und mit Gl. (1) folgt dann

m[ —&)=mR[l—&j. @)
p Pr
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Werden mehrere Massestiicke verschiedener
Dichten zum Abgleichen des Hebels verwen-
det, ist der rechte Term von Gl. (4) durch die

Summe me[ —&j zu ersetzen, wobei
1 Ri

mg; die Masse aller jeweilig hinzugefiigten

Wigestiicke mit der Dichte pg; ist. Weiteres

Umstellen von Gl.(4) flihrt zur Gl. (4a), mit

der sich dann die Masse m des Korpers

bestimmen lasst:

=

In der Laborpraxis werden iiberwiegend
elektronische Waagen eingesetzt. Auch hier
wird die Schwere der Masse fiir ihre Be-
stimmung ausgenutzt. Elektronische Waagen
bestehen in ihrer einfachsten Form aus einer
Wigeplatte, einer Wégezelle und einem
elektronischen Anzeigegerat. Auf die Wage-
zelle wirkt die Gewichtskraft des auf der
Wigeplatte liegenden Korpers. Dadurch wird
ein elektrisches Signal erzeugt, das eindeutig
mit der Gewichtskraft zusammenhéngt. Die-
ser Zusammenhang lésst sich durch die Wa-
gekennlinie beschreiben. Die Wandlung der
Gewichtskraft in ein elektrisches Signal fiihrt
beim Anzeigegerit zur Ausgabe des Wage-
werts. Unter dem Wagewert versteht man den
durch Wigung in Luft ohne Korrektur des
Luftauftriebs ermittelten Nédherungswert fiir
die Masse. Neben der Beachtung des Auf-
triebs, den der zu wiegende Korper oder die
zur Kalibrierung aufgelegten Wégestiicke
wiahrend der Wagung erfahren, sind alle
weiteren die Messung storenden Einwirkun-
gen (z. B. elektrostatische und magnetische
Wirkungen, Luftstrdmung durch Konvekti-
on) zu vermeiden. Weiterhin ist zu beachten,
dass die Wégeplatte stets horizontal ausge-
richtet sein muss.

Da die Fallbeschleunigung einen Einfluss auf

m= my

(42)

1 Wigung und Dichte

den Messwert einer elektronischen Waage
hat, ist diese vor jeder Messung durch Aufle-
gen eines zur Waage als Massenormal mitge-
lieferten Wégestiicks zu kalibrieren. Zum
Kalibrieren wird das Kalibrierprogramm
gestartet und das zur Waage gehorende Ka-
libriergewicht auf die Waage aufgesetzt. Der
Anzeigewert der Waage wird dabei auf den
Nennwert des Kalibriergewichts eingestellt.
Fiir eine genaue Wagung muss der Auftrieb
beachtet werden, den die Kalibriergewichte
in Luft erfahren. In der Praxis wird fiir Waa-
gen der konventionelle Wégewert eingefiihrt.
Die meisten Waagen sind so eingestellt, dass
sie nicht die Masse sondern den konventio-
nellen Wégewert anzeigen. Dieser lésst sich
mit Hilfe eines speziell definierten Bezugs-
wigestlicks in der folgenden Weise ermitteln.
Halt ein Bezugswigestiick der Dichte
p=28000 kgm™ einem anderen Wigestiick
mit einer Temperatur von 20 °C in Luft der
Dichte p;, =1,2kg m” an einer gleicharmi-

gen Balkenwaage das Gleichgewicht, wird
diesem Wigestiick als konventioneller Wa-
gewert bei gleicher Masseneinheit der Zah-
lenwert der Masse des Bezugswégestiicks
(unabhingig von seiner Dichte) zugeordnet.
Der Index k steht fiir konventionell.

Die physikalischen Eigenschaften des Kalib-
riermassestiicks fiir die elektronische Waage
entsprechen im Idealfall denen des konventi-
onell festgelegten Bezugswigestiicks. Durch
Einsetzen in Gl. (4a) ergibt sich fiir die kon-
ventionelle Masse my eines Wigestiicks der
Masse my und der Dichte pg bei 20 °C:

(4b)

Aus Gl. (4b) ist ersichtlich, dass fiir die Refe-
renzmassestiicke der Dichte von 8000 kg m™
die Masse und der konventionelle Wagewert
immer identisch sind. Fiir Wégestiicke ande-



1.0 Grundlagen

rer Dichte (z. B. Aluminium oder Platin-
Iridium-Kilogrammprototypen) ldsst sich mit
Gl.(4c) die relative Abweichung zwischen
Masse und konventionellem Wégewert be-
rechnen:

:1_(pk_pL)pR (4¢)

my (pr — P, )Px '

m, —mg

Diese relativen Abweichungen kdnnen bis zu
310 betragen. Damit liegen sie unter der
Toleranz der in der Regel fiir Labor- und
Analysewaagen verwendeten Wégestiicke
der Genauigkeitsklassen F; und E,
(Tab. M .1.1).

Tab. M.1.1 Nominalwerte (Nennwerte) von Ge-
wichtsstiicken der Genauigkeitsklassen E,, F; und
M, und ihre Messunsicherheit u(m)

Nennwert E, 3 M,
mlg u(m)/mg  u(m)/mg  u(m)/mg
0,01 0,002 0,025 0,25
0,02 0,003 0,03 0,3
0,05 0,004 0,04 0,4

0,1 0,005 0,05 0,5
0,2 0,006 0,06 0,6
0,5 0,008 0,08 0,8
1 0,010 0,10 1,0
2 0,012 0,12 1,2
5 0,015 0,15 1,5
10 0,020 0,20 2,0
20 0,025 0,25 2,5
50 0,030 0,30 3
100 0,05 0,50 5
200 0,10 1,0 10

Der konventionelle Wiagewert vereinfacht
sehr genaue Wagungen, da Schwankungen
der Luftdichte bis zu 10 % rechnerisch nicht
beriicksichtigt werden miissen. Die Luftauf-
triebskorrektur fiir die bei der Wagung ver-
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wendeten Massenstiicke muss dabei fiir viele
Anwendungen im Labor nicht durchgefiihrt
werden.

Die Einheit des Volumens ist m’. Seine Be-
stimmung ist nach verschiedenen Methoden
mdglich, von denen hier nur eine Auswahl
angefiihrt werden soll.

Hat ein fester Korper eine einfache geo-
metrische Gestalt, ldsst sich die Volumenbe-
stimmung auf Lingenmessungen zuriickfiih-
ren, die z. B. mit mechanischen Messwerk-
zeugen (Messschieber, Biigelmessschraube)
vorgenommen werden kénnen. Das Volumen
eines Korpers mit unregelméBiger Gestalt,
kann man durch eine Wagung der Fliissig-
keitsmenge bestimmen die er an Fliissigkeit
bekannter Dichte verdréngt.

Die Bestimmung von Fliissigkeits- bzw.
Gasvolumina erfolgt fiir genaue Messungen
generell auf mittelbarem Weg. Mit einem
Pyknometer (Versuch M.1.1) kann das Vo-
lumen fiir die Dichtebestimmung sehr genau
bestimmt werden.

Neben der direkten Dichtebestimmung nach
Gl.(1) gibt es noch weitere Verfahren, die
auf verschiedenen physikalischen Grundla-
gen beruhen. So kommen z. B. Auftriebsver-
fahren (Versuch M.1.2) und Resonanzverfah-
ren (Versuche M.1.3.1 und M.1.3.2) zum
Einsatz.

Wihrend die Dichte eines festen Korpers
oder einer Fliissigkeit nur wenig von der
Temperatur 7 und dem Druck p abhingt,
andert sich die Dichte eines Gases erheblich
mit diesen ZustandsgroBen. Unter T ist die
absolute Temperatur zu verstehen, die in der
Einheit Kelvin (K) angegeben wird. Bei der
Angabe einer Gasdichte sind daher stets die
Versuchsbedingungen zu nennen.

Im Anhang A.11 sind die Dichten von eini-
gen Gasen bei  Normbedingungen
(Tn=273,15 K, px = 101,325 kPa) gegeben.
Aus diesen Werten konnen, wenn die nach-
folgend genannten Bedingungen erfiillt sind,
mit Gl.(7) die Dichten fiir die tatsdchlichen
Temperaturen und Driicke bestimmt werden.
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Im Folgenden werden nur noch Gase betrach-
tet, die sich in einem solchen Zustand befin-
den, dass sie als ideale Gase betrachtet wer-
den kénnen. Das ist erfiillt, wenn die Tempe-
ratur des Gases erheblich groBer als die kriti-
sche Temperatur (W.2.0.1) des Stoffes ist.
Dann lésst sich eine abgeschlossene Gas-
menge mit der Masse m durch die spezielle
Zustandsgleichung fiir ideale Gase beschrei-
ben, wobei Rs die spezielle Gaskonstante ist:

pV =mR,T . 5)

Aus GL. (5) folgt

pV:pNVN
T T,

N

= const .

(52)

Der Index N weist auf die Normbedingungen
hin. Durch Einsetzen von Gl. (1) ergibt sich
T,
pZ: Py — = const . (6)
p Px
Fiir die Dichte des Gases unter den aktuellen
Versuchsbedingungen gilt dann

Ip

P=Px (7

pNT.

Die Dichte weiterer Gase bei Normbedin-
gungen kann man bestimmen, indem man die
molare Masse M auf das Volumen fiir ein
Mol (Vimein) eines Gases bezieht:

M
%

Px= ®)

mol, N

Die SI-Einheit Mol fiir die Stoffmenge ist im
Abschnitt 1.1 (Einfiihrung) definiert. Das
Volumen fiir ein Mol eines idealen Gases
lasst sich mit der allgemeinen Zustandsglei-
chung

1 Wigung und Dichte

Gaskonstante. Unter Normbedingungen gilt:
Vin ®22,4141 (11=10"m’) .

m

Aus GI.(9) folgt fiir alle idealen Gase, dass
sich in gleichen Volumina bei gleicher Tem-
peratur und gleichem Druck stets die gleiche
Anzahl Gasteilchen befindet (Gesetz von
Avogadro).

Die molare Masse ldsst sich wie folgt ermit-
teln: Der in der Einheit Gramm angegebene
Zahlenwert der molaren Masse stimmt mit
dem der relativen Molekiilmasse iiberein.
Das folgt direkt aus der Definition der relati-
ven Molekiilmasse, die durch den Quotienten
aus der Masse eines Molekiils des betrachte-
ten Stoffs und dem zwolften Teil der Masse
eines '*C-Nuklids festgelegt ist.

Aus den Gln. (5) und (9) folgt fiir ein Mol
eines idealen Gases eine weitere Beziechung
fiir die Bestimmung der molaren Masse iiber
die universelle und spezielle Gaskonstante:

m-£

S

(10)

Die molare Masse M von Gasen ldsst sich
u. a. auch aus der relativen Gasdichte D
(Anhang A.12) ermitteln. Sie ist definiert als
das Verhéltnis der Gasdichte p zur Dichte
trockener Luft p bei gleichen Zustandsgro-
Ben 7 und p:

o(T,p)

o (Tp)

Wenn man annimmt, dass das zu untersu-
chende Gas als ideales Gas beschrieben wer-
den kann, folgt mit GI.(7), dass die relative
Gasdichte unabhéngig von der Temperatur
und dem Druck ist. Fiir gleiche Volumina
des Gases und der Luft ergibt sich somit

()

pV =nRT )

bestimmen. Dabei sind n die Stoffmenge in

mol und R =28,3145 die universelle

mol

(12)

Bezieht man die in GI.(12) vorkommenden
Massen auf das molare Volumen bei Norm-
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bedingungen ¥V ,01n, kann man mit Hilfe von
D die molare Masse M eines Gases berech-
nen. Fiir die molare Masse von Luft
giltM, =V, .\ oLx - Esergibtsich daraus die

Beziehung

M =7V, .~ pL,ND .

m

(13)

Die Werte fir D und p_n sind dem An-
hang A.12 zu entnehmen. Mit dem molaren
Volumen in Litern und der Dichte der Luft in
Gramm pro Liter ergibt sich dann fiir die
néherungsweise Berechnung des Betrags der
molaren Masse des Gases in Gramm:

M=22414-1293-D ~29D .  (14)

Die Masse von nahezu idealen Gasen ldsst
sich mit Hilfe der molaren Masse M und der
Stoffmenge bestimmen. Betrachtet man
n =1 mol idealen Gases der Masse m mit der
speziellen und der allgemeinen Gasgleichung
(Gln. (5) und (9)), ergibt sich

m=Mn .

(15)

Mit den Gln. (1), (5) und (10) folgt fiir die
Dichte eines idealen Gases mit der molaren
Masse M bei der Temperatur 7 und dem

Druck p die Beziehung
M
=——p. 16
P=2r P (16)
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einem sorgfaltig eingeschliffenen Thermome-
ter geschlossen werden kann.

Abb. M.1.1.1 Pyknometer mit Thermometer und
Kapillare zur Dichtebestimmung

Pyknometer sind Wégegefaf3e mit einem sehr
genau und reproduzierbar bestimmbaren
Innenvolumen. Um die Dichte eines festen
Korpers zu bestimmen, sind drei Wagungen
vorzunehmen.

In einem ersten Schritt wird die Masse m des
Korpers mit dem Volumen ¥ direkt gewogen.
Die Dichte des zu untersuchenden Stoffes ist
mit p gekennzeichnet. Die Beriicksichtigung
des Auftriebs (Gl.(2)) bei dieser Wégung
fithrt nach Gl.(4) zu

1.1 Pyknometer
Aufgabenstellung

Die Dichte eines festen Korpers soll durch
die Bestimmung seiner Masse und durch die
Wigung des von ihm verdridngten Wassers
ermittelt werden.

Das Pyknometer (Abb. M.1.1.1) ist ein im
Allgemeinen doppelwandiges Glasgefal3, an
das eine mit einer Strichmarke S versehene
Kapillare angeschmolzen ist und das mit

a7

Im zweiten Schritt wird das mit Wasser ge-
fiillte Pyknometer (Masse m,) gewogen. Man
erhilt unter Berticksichtigung der Auftriebs-
korrektur

m =Vepy :mR,l( _%j > (18)

R

wobei Vp das dulere Volumen des Pyknome-
ters beschreibt. Der dritte Schritt umfasst die
Wigung des mit destilliertem Wasser und mit
dem zu untersuchenden Stoff gefiillten
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Pyknometers (Masse m,). Es gilt

m, =Vopy :mR,Z( _&J : (19)

R

Zur Vereinfachung der GI. (17) schreibt man

(20

1 Wigung und Dichte

chungssystem zur Bestimmung der unbe-
kannten GroBen p und V. Umstellen nach V'
und Gleichsetzen fiihrt zu Gl.(24), die die
gesuchte Dichte p des festen Korpers enthélt:
P=Pw _ PP
n, —m, m

Aus Gl.(24) folgt

24)

R

Analog werden die rechten Seiten der
Gln. (18) und (19) durch m; bzw. m, ersetzt.
Es ergeben sich damit modifizierte Gleichun-
gen, mit denen die weiteren Berechnungen
durchgefiihrt werden:

m-Vp =m, (17a)
m —V,pp=m, (18a)
m, =Vop =m; . (19a)

Die mit einem Stern versehenen Massen
konnen auch als Ablesewerte einer auf den
konventionellen Wigewert eingestellten
elektronischen Waage betrachtet werden.
Unter der Voraussetzung, dass die Tempera-
tur des Wassers bei allen Wégungen konstant
bleibt, wird die Differenz der Gleichungen
(18a) und (19a) gebildet:

2n

* *_
m, —m, =m, —m .

Weiterhin gilt:
m,=m, +my, ,
my,=m, +my —puV+pV.

Es sind pyw die Dichte des eingefiillten Was-
sers mit der Masse my und mp die Masse des
leeren Pyknometers. Damit erhilt man:

my—m; =(p=py)V . (22)
Aus GI. (17a) ergibt sich:
m=(p-p)V. (23)

Die GlIn.(22) und (23) bilden ein Glei-

p:m*/’w—(m;—mf)m . (25)

m —(m, —m,

Das in Abb. M.1.1.1 dargestellte Pyknometer
kann auch zur Bestimmung der Dichte pp
einer Fliissigkeit verwendet werden. In die-
sem Falle ermittelt man die Massen des mit
Luft (m;), des mit destilliertem Wasser (m;")
und des mit der zu untersuchenden Fliissig-
keit gefiillten Pyknometers (m4 ). Aus den
Abgleichbedingungen, die den drei Wégun-
gen entsprechen, erhilt man analog zu Her-
leitung von Gl.(25) die gesuchte Dichte:

(=) (v =) 26)

Pr =

* * L -
ny —ms

Ein Pyknometer, das zur Bestimmung der
Luftdichte verwendet werden kann, ist ein
Glaskolben mit zwei angesetzten Rohren, die
sich durch Hahne gasdicht verschlieBen las-
sen. Die Dichte der Luft kann ermittelt wer-
den, wenn man die Masse des luftgefiillten
(m3"), des evakuierten (ms) und des mit
Wasser gefiillten (m;") Pyknometers be-
stimmt. Analog zur Herleitung von GI.(25)
ergibt sich fiir die Dichte der Luft:

(mi —ms) o

s

* * w
my —ms

Versuchsausfiihrung

Zunichst erfolgt die Bestimmung der Mas-
se m des zu untersuchenden festen Korpers,
der aus einer ausreichend groBen Anzahl
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kleiner Probestiicke besteht. Danach wird das
Pyknometer mit destilliertem Wasser gefiillt,
wobei darauf zu achten ist, dass sich vor dem
Einsetzen des Thermometers keine Luftbla-
sen im Inneren des Glasgefdfles befinden.
Der Wasserspiegel in der Kapillare soll ober-
halb der Marke S liegen. Nach einigen Minu-
ten hat das Wasser die Gleichgewichtstempe-
ratur 9, angenommen. Diese ist zu notieren.
Das Wasser, das sich in der Kapillare ober-
halb der Marke S befindet, wird vorsichtig
mit Zellstoff oder FlieBpapier abgesaugt. Die
folgende Wégung, vor der das Pyknometer
sorgfiltig abzutrocknen ist, liefert m;". An-
schlieBend werden alle Probenstiicke mit
Hilfe einer Pinzette in das Pyknometer ein-
gebracht. Es ist wieder darauf zu achten, dass
vor dem Einsetzen des Thermometers alle
Luftblasen aus dem Wasser entwichen sind.
Nun ist so lange zu warten, bis die Tempera-
tur im Inneren des gut abgetrockneten und
bis zur Marke S gefiillten Pyknometers mit
Y tbereinstimmt. Danach erfolgt die Be-
stimmung der Masse m,". Die Dichte des
Wassers bei der Temperatur 9 ist An-
hang A.9 zu entnehmen und die der Luft bei
Zimmertemperatur und herrschendem Luft-
druck mit Hilfe von GI. (7) aus der Dichte bei
Normbedingungen auf zwei Stellen genau zu
berechnen. Die gesuchte Dichte p des festen
Stoffes erhdlt man dann mit Gl.(25).

Die Wégungen fiihren zu fehlerhaften Ergeb-
nissen, wenn sich Luftblasen im Inneren oder
Wassertropfen am &ufleren Umfang des
Pyknometers befinden. AuBlerdem konnen
Abweichungen auftreten, wenn die Tempera-
tur .9, im Inneren des nur mit Wasser gefiill-
ten Pyknometers von der Temperatur % des
mit Wasser und mit dem zu untersuchenden
Korper gefiillten Pyknometers abweicht.
Nimmt man das Volumen ¥ und das innere
Volumen des Gefilles V; als konstant an, tritt
an die Stelle der GI.(22)

m;—m:z(p—pw(lgz))V—

(28)
[pw(‘gl)'pw('gz)] V| .
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Der Term V[ py, (9)— py (%) ] beschreibt

eine Masse. Mit V; = 50 cm®, % = 20 °C und
A9=1K betrigt diese 10? g, wihrend die
aus den Wigungen resultierende Messunsi-
cherheit von nz, —m, bei Verwendung einer

elektronischen Laborwaage kleiner gehalten
werden kann. Man muss sich daher im Expe-
riment bemiihen, dass die Differenz A9 so
klein wie nur moglich wird. AuBlerdem ist
diese Uberlegung bei der Abschitzung der
Messunsicherheit zu beachten. Zweckmafi-
gerweise sollten sich alle fiir den Versuch
benotigten Medien und Geréte ausreichend
lange vor Versuchsbeginn im Experimentier-
raum befinden.

1.2 Auftriebsverfahren
Aufgabenstellung

1. Die Dichten verschiedener Fliissigkeiten
und eines fester Korpers sollen mit der Mohr-
Westphal-Waage bestimmt werden.

2. Mit Hilfe einer elektronischen Laborwaage
sind die Auftriebskrifte auf verschiedene
Korper zu messen und deren Dichten zu
ermitteln.

Bei Aufgabe 1 wird eine Mohr-Westphal-
Waage verwendet. Diese ist eine ungleichar-
mige Hebelwaage. Der langere Hebelarm ist
durch Kerben in Zehntel seiner Lange /
geteilt. Am Ende befindet sich ein Haken, an
den ein Senkkorper gehédngt werden kann.
Der andere Hebelarm endet in einem Metall-
zylinder, der mit einem Dorn versehen ist.
Bei abgeglichener Waage steht die Spitze des
Dorns der Spitze eines zweiten Dorns gegen-
iiber, der am Stativ der Waage befestigt ist
(Abb. M.1.2.1). Als Waigestiicke dienen
Reiter verschiedener Grof3e, deren Massen
sichwie 1:0,1:0,01 verhalten.

Die Masse des groBten Reiters my ist durch
die Dichte des Wassers pw und das Volu-
men Vs des Senkkorpers festgelegt. Sie wird
so bemessen, dass der in Kerbe 10 aufgesetz-
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te Reiter die Auftriebskraft (Gl. (2)) kompen-
siert, die der vollstindig eingetauchte Senk-
korper im Wasser erféhrt.

12345678910

Y YY)
H Reiter— [ "
Drehpunkt

Gegengewicht

Senkkorper——=1] |

Abb. M.1.2.1 Abgeglichene Mohr-Westphal-
Waage

Die Dichte von Wasser ist temperaturabhén-
gig. Bei einer Temperatur von 4 °C erreicht
die Dichte ein Maximum mit einem Wert von
999,97 kg m™ (Anhang A.9). Legt man fiir
die Dichte des Wassers pw = 1000 kg m™
fest, ergibt sich fiir ein Volumen des Senk-
korpers von 5-10° m’ eine verdriingte Was-
sermasse von 5-10~ kg. Verwendet man statt
Wasser eine Fliissigkeit mit der Dichte von
700 kg m™, muss der groBte Reiter in Kerbe
7 aufgelegt werden, um den Auftrieb am
Senkkéorper zu kompensieren. Uber die Posi-
tionen der aufgelegten Reiter lasst sich somit
in einem bestimmten Temperaturbereich eine
ndherungsweise Bestimmung der Dichte der
Fliissigkeit vornehmen.

Beispiel:

Bei der Lage des grofiten Reiters in Kerbe 10,
also bei der Lange (10/10 ) / des Hebelarms der
Lange /, betrdgt die Dichte der Fliissigkeit
1000 kg m™, bei der Lage des Reiters in Kerbe 7,
was (7/10) [ entspricht, hat die Fliissigkeit eine
Dichte von 700 kg m™. Sind ein groBer Reiter auf
Kerbe 8, ein mittlerer Reiter auf Kerbe 1 und ein
kleiner Reiter auf Kerbe 2 positioniert, betrigt die
Dichte 812 kg m™.

Das eben beschriebene Verfahren zur Dich-
tebestimmung geht davon aus, dass der Wert
der Dichte des Wassers nahe am angenom-

1 Wigung und Dichte

menen Wert von 1000 kg m™ liegt und sich
das Volumen des Senkkdrpers im Tempera-
turbereich der Messung kaum &ndert. Die
Dichte des Wassers ist aber immer kleiner als
der angenommene Wert. Das im Folgenden
beschriebene Verfahren lésst sich fiir eine
genauere Dichtebestimmung verwenden. Das
Verhiltnis der Dichte der Flissigkeit zur
Dichte des Wassers ist gleich dem Verhiltnis
der Drehmomente, die durch entsprechend
aufgesetzte Reiter hervorgerufen werden. Des
Weiteren miissen noch der Auftrieb, den die
Reiter in Luft erfahren, und die Auftriebs-
kréfte auf den Befestigungsdraht beriicksich-
tigt werden. Die Waage wird so justiert, dass
sie bei Belastung mit dem Senkkoérper (Mas-
se ms, Volumen Vs) abgeglichen ist.

Die Drehmomente M, und M, am kurzen und
am langen Hebelarm sind betragsgleich. Am
Haken des ldngeren Hebelarmes greift das
Gewicht des Senkkorpers und des Befesti-
gungsdrahtes (Masse mp, Volumen Vp) ver-
mindert um den Luftauftrieb an. Bezeichnet
man die Dichte der Luft mit p_ und die Fall-
beschleunigung mit g, ergibt sich fiir den
Betrag des resultierenden Drehmoments am
langen Hebelarm:

M, =(mg+my, —(Vs+Vy)p) gl - (29)

Der Senkkorper ist nun vollig und der Befes-
tigungsdraht mit 1/n seiner Lénge in das
Wasser eingetaucht. Die Waage befindet sich
durch die auf den lingeren Hebelarm aufge-
setzten Reiter im Gleichgewicht. Es gilt:

1
MI,W =(ms +my, _(Vs +_anpw
(30)

1
_(I_ZJVD pL)gl+MR,W .

Dabei umfasst der erste Term den Betrag des
durch den Senkkdrper und Draht hervorgeru-
fenen Drehmoments, wobei die entsprechen-
den Auftriebskorrekturen fiir die Teile im
Wasser und in der Luft beriicksichtigt sind.
My w ist der Betrag des durch Auflegen der
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Reiter in die Kerben des Hebelarms hervor-
gerufenen resultierenden Drehmoments.
Der Senkkdrper hiangt nun in einer Fliissig-
keit der Dichte pr. Nach dem Abgleich der
Waage mit Reitern soll der Befestigungsdraht
genau so tief in die Fliissigkeit wie zuvor in
das Wasser tauchen. Analog zu Gl. (30) er-
gibt sich

1
M,y =(mg+m, _(Vs +_VDij
| (31)
—(l—;\] Vo P) g1+ My, .

Zieht man Gl.(29) von GI. (31) bzw. GL. (30)
ab, erhélt man

1
MR‘Fz[VS_F; VDj(pF-pL)gla (32)

1
MR,W :(Vs +n_ VDJ(pw -p gl . (33)

Nach der Division von Gl.(32) durch
Gl.(33), folgt

- M

PP TR gy, (34)

Pw—PL Myy

pr=—"py+(1-—")p . (35)
R,W RW

In GI.(35) geht nur das Verhiltnis der Dreh-
momente durch die in die Kerben aufgesetz-
ten Reiter zur Einstellung des Gleichgewichts
ein. Bezeichnet man die Dichte der Reiter mit
prund die Masse des grofiten Reiters mit mig,
ergibt sich flir den Betrag des entsprechenden
Drehmoments:

10

M\ = ia m L.+Z:b My T
RM P i,M""R 10 iM 10 10

N (36)

10

Mg 1 P
D ey—— | |1-—|g!.
Z N 10010“ pRJ
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Dabei steht der Index M fiir das verwendete
Medium und ist bei der Versuchsfliissigkeit
durch den Index F und bei Wasser durch den
Index W zu ersetzen. Der Index 7 entspricht
der jeweiligen Nummer der Kerbe, in der der
Reiter sitzt. Die dquidistanten Kerben werden
vom Drehpunkt aus gezéhlt. Die Koeffizien-
ten a;m, b;m und c;q geben an, wie viele
grof3e, mittlere und kleine Reiter sich in der
i-ten Kerbe befinden. Durch den Term in der
zweiten Klammer wird der Luftauftrieb an
den Reitern beriicksichtigt. Das Verhiltnis
der Betrige der durch die Versuchsfliissigkeit
und das Wasser verursachten Drehmomente
ist dann

i( +-biF+~ciF)
a. 1— 11—
My &7 10 100
My, N by Cw .
y a o +tl——+1—
;( Y10 100)
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Beispiel:

Beim Versuch mit Wasser (4= 16 °C) ist die
Waage durch einen groflen, einen mittleren und
einen kleinen Reiter, die sich alle bei Kerbe 9
befinden, abgeglichen. Somit gilt
agw = by w = cow = 1, alle anderen Koeffizienten
sind gleich null. Beim Abgleich der Waage mit
dem in der Versuchsfliissigkeit eingetauchten
Senkkorper liegt ein grof3er Reiter in Kerbe 7, der
mittlere Reiter ist bei Kerbe 8 angebracht und der
kleine Reiter ist bei Kerbe 6. Damit sind
a;r = bgr = cer. Die anderen Koeftizienten sind
gleich null. Es folgt

M
w_7+0,8+006 786 o
Mgy 940,9+0,09 9,99

Nach Gl.(35) mit pw=998,9 kgm™ und bei
Vernachldssigung des Luftauftriebs erhélt man flir
die Dichte den Wert o, =786 kgm™ .

Die Dichte einiger fester Korper lésst sich
mit der Schwebemethode bestimmen. Ein
fester Korper schwebt in einer Fliissigkeit mit
der Dichte p., wenn die Betrige von Auf-

triebskraft ', und die Gewichtskraft F des
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Korpers mit dem Volumen ¥ und der Dich-
te p gerade gleich grofl sind. Nach dem
Prinzip des Archimedes ist die Auftriebskraft
gleich der Gewichtskraft der vom K&rper
verdringten Fliissigkeit und es ergibt sich

Fo=pVog=pVg=F, . (38)

Da der Korper beim Schweben vollstindig
eingetaucht ist, sind die Volumina /" und Vg
gleich grof3. Folglich schwebt ein Korper
genau dann in einer Fliissigkeit, wenn ihre
Dichte mit der des Korpers iibereinstimmt.
Die Bestimmung der Dichte einer solchen
Fliissigkeit ist also zugleich die Bestimmung
der Dichte des festen Korpers. Die Schwe-
bemethode ist immer dann zu empfehlen,
wenn die Dichte des zu untersuchenden Kor-
pers klein ist (z. B. Kunststoffe).

Die Dichte p der bei Aufgabe 2 zu untersu-
chenden Korper ist groler als die Dichte der
verwendeten Fliissigkeiten. Thre Dichte ldsst
sich mit Hilfe des Prinzips von Archimedes
iiber die Messung der Auftriebskraft ermit-
teln. Der Versuchsaufbau ist in Abb. M.1.2.2
dargestellt.

D ]

[ n |
{FB0
I1

Abb. M.1.2.2 Versuchsaufbau mit elektronischer
Laborwaage zur Messung der Dichte mittels
Auftriebsmethode

Fiir die vereinfachte Darstellung der Methode
werden zunédchst der Luftauftrieb und die
durch die Aufthdngung verursachte Verdrén-
gung der Fliissigkeit vernachldssigt.

1 Wigung und Dichte

Der Betrag der Auftriebskraft Fiy am Korper
wird nach dem Wechselwirkungsgesetz nach
Newton (actio gleich reactio) durch die Reak-
tionskraft Far auf die Fliissigkeit {iber die
Waage erfasst. Er entspricht dem Betrag der
Gewichtskraft der verdriangten Fliissigkeit
mit der Dichte pr. Da der Korper vollstdndig
eingetaucht ist, giltnachGL.(2) F, =p.V g,

wobei V= m das Volumenund m die Masse
P

des Korpers ist. Es folgt

m
p="Epr (39)

A

Genauere Betrachtungen (Beriicksichtigung
des Luftauftriebs) mit m" = m [1 - 'DLJ (siche
p

Gin. (17), (17a)) und der Auftriebskorrektur
1 > & pr (siehe Gl.(30)) fithren zu
n

5

m 1
Fy =§—pF+_VDgpF , (40)
Yol
'
p=rTEip . @1
— ——Vp &
Pr N

Mit F, =m, g (von weiteren Korrekturen
wird abgesehen) folgt mit guter Genauigkeit:

*

m

P=7""= T ~NTFP -
(mA ) j L (42)
Ay,
Pr N
Versuchsausfiihrung

Fiir die Bestimmung der Dichte einer Fliis-
sigkeit bei Aufgabe 1 wird der Senkkdrper an
einen Haken gehiangt und die Waage justiert,
bis diese sich im Gleichgewicht befindet.
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AnschlieBend wird der Senkkdrper vollstén-
dig in Wasser getaucht und die Waage durch
Aufsetzen von Reitern erneut abgeglichen.
Anzahl und Art der Reiter und ihre Positio-
nen (Nummer der Kerbe) werden protokol-
liert. Mit einem Thermometer misst man die
Wassertemperatur. Danach ist der Senkkdor-
per abzutrocknen, in die zu untersuchende
Flissigkeit zu hingen und erneut die Waage
abzugleichen. Die Temperatur der Fliissigkeit
sowie Art, Anzahl und Position der Reiter
sind wieder zu erfassen. Man berechnet die
gesuchte Dichte mit GI.(35) unter Einbezie-
hung GI.(37), wobei der bendtigte Wert der
Dichte von Wasser bei der Versuchstempera-
tur dem Anhang A.9 entnommen werden
kann. Es ist zu liberpriifen, ob der der zweite
Summand in GI.(35) vernachléssigt werden
kann. Falls das nicht mdglich ist, muss der
Korrekturwert fiir den Luftauftrieb beriick-
sichtigt werden. Die Dichte der Luft ist mit
Hilfe von GI.(7) zu ermitteln, wobei der
atmosphérische Luftdruck mit einem Baro-
meter ermittelt wird.

Zur Bestimmung der Dichte des festen Kor-
pers mit kleiner Dichte ist eine Fliissigkeits-
mischung bzw. eine Kochsalzlsung herzu-
stellen, in der der zu untersuchende Korper
schwebt. Dazu bendtigt man zwei mischbare
Fliissigkeiten. Die Dichte der einen Fliissig-
keit muss grofer, die der anderen kleiner als
die Dichte des festen Korpers sein. Die Her-
stellung einer homogenen Mischung, in der
der feste Korper exakt schwebt, erfordert
einige Zeit und Mithe. Man kommt im All-
gemeinen schneller zum Ziel, wenn man
zunéchst eine Mischung anfertigt, in der der
Korper mit sehr geringer Geschwindigkeit
sinkt, und anschliefend eine Mischung, in
der der Korper etwa mit gleicher Geschwin-
digkeit steigt. Die Dichte des festen Korpers
ist dann in guter Naherung gleich dem arith-
metischen Mittel der beiden Fliissigkeitsdich-
ten. Die Dichte dieser Fliissigkeiten wird
anschliefend mit der Mohr-Westphal-Waage
bestimmt.
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Bei Aufgabe 2 wird zunidchst der Wert der
GroBe m durch Auflegen des Korpers auf die
elektronische Waage ermittelt. AnschlieSend
wird ein mit destilliertem Wasser gefiilltes
Glas auf die Waage gestellt. Falls die Mog-
lichkeit besteht, sollte der Anzeigewert durch
Driicken der Taste ,,Tara“ auf null gestellt
werden. Der am Haltedraht befestigte Korper
wird dann vollstdndig in das Wasser einge-
taucht (Abb. M.1.2.2) und an der Anzeige ist
der Differenzwert m, abzulesen. Dann ldsst

sich die Dichte des Korpers mit Gl.(42)
berechnen. Die Dichte der Luft wird unter
Verwendung von GL. (7) bestimmt.

1.3 Resonanzverfahren

Weitere Verfahren fiir die Bestimmung der
Dichte sind Resonanzverfahren. Diese kom-
men ohne Wégung und Volumenbestimmung
aus und konnen auch bei kleinen Substanz-
mengen eingesetzt werden. Es wird die Tat-
sache genutzt, dass die Eigenfrequenz eines
mechanischen Schwingers von seiner Masse
abhéngt. Das Medium der Dichte p befindet
sich in einem Hohlraum mit dem Messvolu-
men ¥V im Inneren des Schwingers, der das
Messgefal ist. Fiir die folgenden Betrachtun-
gen soll sich der Schwinger mit Messgefal3
als linearer Federschwinger mit der Mas-
se m=m, + pV und der Federkonstanten ¢

beschreiben lassen. Die Masse des Schwin-
gers ohne Medium ist 7.

Fiir die Eigenfrequenz f; des Federschwin-
gers ohne Messmedium gilt nach M.3.2.2

X 1 c
fo -

2n \ m,

(43)

Infolge des mitschwingenden Messmediums
ergibt sich die Frequenz

(44)

1 c
[ f——
2n \m, + pV
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Sind Federkonstante, Masse und Messvolu-
men des Schwingers bekannt, ist die Dichte
des Messmediums mit Gl. (44) bestimmbar.
Dividiert man Gl.(43) durch Gl.(44), erhélt
man den folgenden Zusammenhang zwischen
Dichte und Frequenz:

2
_mfl 1 my

(45)

vorror

Als schwingende Elemente fiir die Dichtebe-
stimmung von Fliissigkeiten werden meist
U-férmig gebogene Hohlrohre verwendet,
die zu Schwingungen angeregt werden (Ver-
such M.1.3.1). Das schwingende System
kann aber auch vom Messmedium umgeben
sein. Dies nutzt man bei der Dichtebestim-
mung von Gasen (Versuch M.1.3.2).

1.3.1 Schwingrohr
Aufgabenstellung

Mit dem Schwingrohr ist die Dichte ver-
schiedener Fliissigkeiten zu bestimmen.

Im Versuch wird eine hohle Stimmgabel als
Schwingrohr (Schwinggabel, Abb. M.1.3.1)
verwendet. Thre Masse m setzt sich aus der
Schwingrohrmasse ms und der Fliissigkeits-
masse my zusammen.

Elektronischer
Zihler

=  Erreger-
verstiarker

Iy

Abb. M.1.3.1 Schema der Versuchsanordnung
mit Schwingrohr, Erregerspule E, Wandlerspule
A (mit Amplitudenbegrenzung)

Die Anregung der Schwingung erfolgt tiber

1 Wigung und Dichte

das elektromagnetische Erregersystem (E).
Die Schwingungsaufnahme wird {iber einen
elektromagnetischen Wandler (A) realisiert.
Nach Verstiarkung und Amplitudenbegren-
zung wird das Signal einem elektromagneti-
schen Erregersystem (E) an der Stimmgabel
zugefiihrt (Riickkopplung), um eine stabile
Schwingung mit konstanter Amplitude zu
erhalten. Bereits kleinste Bewegungen der
Stimmgabel fiihren zu einem Aufschaukeln
der Spannung im Erregerverstirker und da-
mit innerhalb kiirzester Zeit zu einer stabilen
Schwingung.

Da das an der Schwingung beteiligte Fliissig-
keitsvolumen Vk fiir den gegebenen Schwin-

ger konstant ist, ergibt sich mit
m=mg+m,=KT’ (46)

eine einfache Abhidngigkeit der Schwin-
gungsdauer 7T von der Fliissigkeitsdichte pg:

m T* m
Pn=—t=K—-—%

Ve Ve Vi 47

=K, T*+K, .

Die Konstanten K; und K, kénnen durch
Kalibrierung mit Hilfe von zwei Fliissigkei-
ten bekannter Dichte p; und p, erhalten wer-
den. Fiir K ergibt sich

_ PP
K, ——(le —T;) . (48)

Damit folgt unmittelbar fiir die Dichte p einer
unbekannten Fliissigkeit

p=K (" =T )+py - (49)

T und pr sind Werte einer Referenzfliissig-
keit.

Die bei der Herleitung von Gl. (49) gemachte
Annahme einer linearen Schwingung ist
insbesondere fiir niedrigviskose Fliissigkeiten
erfiillt. Im Falle hochviskoser Fliissigkeiten
koénnen Scherkrifte auftreten, die nicht mit
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diesem vereinfachten Ansatz beriicksichtigt
werden konnen. Dann ist die Kalibrierung
des Schwingrohres nur mit Fliissigkeiten
bekannter Dichte und dhnlich hohen Viskosi-
taten moglich.

Versuchsausfiihrung

Nach dem Einschalten des digitalen Zahlers
und des Erregerverstirkers, wird die
Schwinggabel mit Hilfe einer Vakuumpumpe
sorgfaltig ausgepumpt, um mogliche Fliissig-
keitsreste zu beseitigen. Nachdem die
Schwinggabel mit den Permanentmagneten
an den Schwingrohren zwischen die Feldspu-
len (Erreger- und Wandlerspule) gebracht
wurde, kann die Ausbildung stabiler Eigen-
schwingungen mit einem Oszilloskop kon-
trolliert werden. Dazu wird die am Ausgang
des Erregerverstirkers liegende Spannung
auf den Y-Eingang des Oszilloskops gege-
ben, auf dessen Schirm ein sinusformiges
Signal erscheinen muss.

Um die notwendige hohe Messgenauigkeit zu
erreichen, muss die Zeit fiir hinreichend viele
Schwingungen bestimmt werden, was durch
die Einstellung entsprechend groBer Messzei-
ten erreicht werden kann.

Nach dem Auspumpen bzw. Fiillen des
Schwingrohrs ist vor jeder neuen Messung
die Einstellung des Temperaturgleichge-
wichts abzuwarten. Als Kontrolle werden
dazu Frequenzmessungen durchgefiihrt. Die
Schwankungen der Frequenz sollen nach der
Einstellung des Temperaturgleichgewichts
nicht groBer als der 5-10°-te Teil des mittle-
ren Messwerts sein. Wenn das nach einigen
Minuten nicht der Fall ist, sind die Messun-
gen trotzdem zu beginnen. Dann muss diese
systematische Abweichung bei der Ermitt-
lung der Messunsicherheit diskutiert werden.
Die Schwingrohrkonstante K; wird nach
Gl. (48) mit Hilfe von zwei Referenzfliissig-
keiten mit bekannten Dichten (p;, p,) ermit-
telt. Die Temperaturabhéngigkeit der Dichte
der Referenzfliissigkeiten wird am Arbeits-
platz gegeben.
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1.3.2 Stimmgabeldichtemesser
Aufgabenstellung

Mit einem Stimmgabeldichtemesser sind die
Druckabhingigkeit der Dichte, die relativen
Gasdichten und die molare Masse von zwei
verschieden Gasen zu bestimmen.

Das Gas wird in eine Messkammer eingelei-
tet, in der sich eine Stimmgabel befindet, die
zum Schwingen angeregt wird
(Abb. M.1.3.2). Die Zinken einer Stimmga-
bel fiihren Biegeschwingungen aus, die sich
allgemein mit der Beziehung aus M.4.0 be-
schreiben lassen:

(50)

m* [|EI
f;,: nz 1 .
2nl”\ p, A

Dabei sind m, der entsprechende Parameter
fiir die n-te angeregte Ordnung, /, das Fli-
chentragheitsmoment, 4 die Querschnittsfla-
che und b die Zinkenbreite. Die Grofien a
und / kennzeichnen Zinkenstirke und Zin-
kenldnge. Die Groflen pp und E stehen fiir
Materialdichte und Elastizitdtsmodul der
Zinken. Mit [, =(1/12) b @’ (Anhang A.14),

A=ab und m, = 1,875 gilt fiir die Frequenz

der Grundschwingung (n =1, fo=/)) einer
Stimmgabel

a /E
=k— |— .
Jo r Po

k bezeichnet eine Konstante, die sich aus den
obigen Grofen ergibt. Fiir die Messung wird
die Tatsache genutzt, dass die Eigenfrequenz
einer Stimmgabel von der Dichte p des sie
umgebenden Gases abhéngt. Dieser Sachver-
halt lasst sich mit der folgenden Beziechung
gut beschreiben:

a E
f=k— .
P\ p+p

Der Ansatz von Gl.(52) geschieht unter der

G2

(52)



42 Mechanik

Annahme, dass etwa ein Gasvolumen in der
GroBenordnung des Volumens der schwin-
genden Gabelzinken mitschwingt. Die Divi-
sion der Gl.(51) durch Gl.(52) fiihrt zu

S |prp (53)
f Po
Damit folgt fiir die Dichte des Gases
2
p=po[%— ] (54)

Versuchsausfiihrung

Die Abb. M.1.3.2 zeigt das Schema der Ver-
suchsanordnung. Die Aufgaben des elektro-
nischen Teils der Messanordnung umfassen
die Anregung erzwungener Schwingungen
der Stimmgabel (Erregerverstiarker V, Erre-
gerspule S2 und Wandlerspule S1), die Prazi-
sionsmessung der Schwingungsfrequenz
(Digitalzéhler Z) und die digitale Messwert-
erfassung von Temperatur (Temperatursensor
TS mit Anzeigeeinheit TA) und Druck
(Drucksensor DS mit Anzeigeeinheit DA).

]

Hl1
' H EE:(HZ )VP
EV RV
Sl S2
H3 FV
DS
N7 -
GF

Abb. M.1.3.2 Schema der Versuchsanordnung

Da die Dichte des Gases klein gegen die
Materialdichte der Stimmgabel ist, sind die
Frequenzunterschiede klein. Das erfordert
eine hohe Genauigkeit beziiglich der Fre-
quenzmessung. Die Groflen Zinkenstérke,
Zinkenldnge, Materialdichte und Elastizi-

1 Wigung und Dichte

tatsmodul hingen von der Temperatur ab.
Mit einer speziellen Eisen-Nickel-Chrom-
Legierung (10 % Crund 36 % Ni) kann man
bei einer maximalen Temperaturdnderung
von 0,1 K die relativen Abweichungen auf
weniger als 10 verringern und somit eine
hohe Frequenzgenauigkeit erreichen. An der
Stimmgabel sind fiir die Schwingungsanre-
gung zusétzlich noch Magnete an den Enden
der Zinken sowie Bleche zur Verstirkung des
Effekts angebracht und die Berechnung der
Eigenfrequenz nach GI.(51) ist nicht mog-
lich. Bei der Ausfiihrung des Versuches ist es
daher zweckmiBig, Gl. (54) zu modifizieren:

p:A;?+B. (55)

Die Bestimmung der Konstanten 4 und B
erfolgt dann durch Messungen der Frequenz
mit Luft bei verschiedenen Gasdriicken im
Messraum und anschlieSender linearer Reg-
ression (Abb. M.1.3.3), wobei man die Dich-
te mit Gl.(7) berechnet.

p /kgm3
12
e

0,8 //

04 ///{

X

0 |
8,481-10-6 8,482:10-6 8,483:10-6 1/f?/Hz?

Abb. M.1.3.3 Zur Bestimmung der Konstanten 4
und B nach GL. (55) mit Ausgleichsgerade

Unter der Voraussetzung, dass die Tempera-
turen und Gasdriicke fiir Luft und das zu
untersuchende Gas gleich grof sind, kann die
Bestimmung der relativen Gasdichte direkt
mit Gl.(11) erfolgen.

Die molare Masse M der Gase ergibt sich
nach Gl.(16). Triagt man die Dichte des Ga-
ses liber dem Druck graphisch auf, kann die
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molare Masse M aus dem Anstieg (dp/dp)
der Ausgleichsgeraden bestimmt werden:

M =R T(dpj . (56)
dp
Die Anlage ist zu Beginn der Messung mit
einer Vakuumpumpe zu evakuieren, um
Restgase aus vorherigen Messungen zu ent-
fernen. Dazu sind die Hihne H1 und H3
geschlossen zu halten. Nach dem Evakuieren
sind Hahn H2 zu schlieBen und die Vakuum-
pumpe abzuschalten. Fiir die Messung mit
Luft kann {iber Hahn H1 nun Luft bis zum
gewiinschten Druck eingelassen werden.
Bei der Messung mit dem Versuchsgas blei-
ben das Einstell-( EV) und das Reduzierven-
til (RV) zunichst geschlossen. Das Flaschen-
ventil (FV) an der Druckgasflasche (GF)
wird um eine viertel Umdrehung gedffnet.
Durch Offnen des Reduzierventils wird ein
geringer Uberdruck eingestellt. AnschlieBend
ist die Schlauchverbindung zwischen dem
Einstellventil und dem Hahn H3 herzustellen.
Zum Durchspiilen der Anlage wird tiber den
Hahn H3 bei gedffnetem Hahn H1 das Ver-
suchsgas durch Offnen des Einstellventils EV
in die Anlage geleitet. Der Hahn H2 ist dabei
geschlossen. Der Spiilvorgang wird beendet,
indem man zuerst das Flaschenventil und
nach Abbau des Uberdrucks anschlieBend die
Hahne H1 und H3 sowie Einstell- und Redu-
zierventil schlieit. Durch diese MaBinahmen
erreicht man, dass der Druck des Versuchs-
gases in der Anlage dem dufleren Luftdruck
entspricht.
Soll die Messung bei niedrigerem Druck
erfolgen, lasst sich mit der Vakuumpumpe
VP nach vorheriger Offnung von Hahn H2
ein Teil des Versuchsgases aus dem Mess-
raum auspumpen. Dies ist mit dem Druck-
messgerit zu kontrollieren. Nach SchlieBen
des Hahns H2 kann mit der Messung beim
eingestellten Druck begonnen werden. Nach
Abschluss der Messungen ist die gesamte
Anlage durch Offnen der Hihne H1, H2 und
H3 zu beliiften.
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2 Schwingungen

2.0 Grundlagen

Schwingungen sind zeitlich periodische
Vorgénge. Das einfachste Beispiel ist der
lineare harmonische Oszillator (Feder-
schwinger), andere, im Rahmen dieses Bu-
ches behandelte mechanische Systeme sind
das mathematische und das physikalische
Pendel, der Drehtisch, das Torsionspendel
sowie das Drehpendel.

2.0.1 Bewegungsgleichungen

Bei einer mechanischen Schwingung finden
Energieumwandlungen von potentieller in
kinetische Energie statt. Bei vernachléssigba-
rer Reibung bleibt dabei die Amplitude der
Schwingung konstant (ungeddmpfte Schwin-
gung) und es gilt die Bewegungsgleichung

2

X
m—-+cx=0 1
d# M

bzw.

d’x
W + C()g x=0 (la)
mit der Eigenkreisfrequenz (Kennkreisfre-
quenz) der ungeddmpften Schwingung

%= @

m

In GIL.(2) bezeichnet m die Masse des
schwingenden Systems und ¢ die Federkon-
stante. Die momentane Auslenkung (Elonga-
tion x(f)) ergibt sich als Losung von Gl. (1a):

x(1)=% cos(a)ot+¢)0) (3)

mit der Amplitude x. In GI.(3) ist ¢y der
Phasenwinkel zur Zeitz=0. In analoger
Weise stellt auch die entsprechende Sinus-
funktion eine Losung der Differentialglei-
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chung (1a) dar. Bei nicht vernachléssigbarer
Reibung wird die Schwingungsenergie zu-
nehmend in Warme umgewandelt. Fiir die
dann geddmpfte Schwingung lautet die Be-
wegungsgleichung

" d*x
ds

+rﬂ+cx=0 @)
dt

mit der Reibungskonstante ». Unter Beriick-
sichtigung von Gl. (2) und durch Einfiihrung
der Abkling- bzw. Diampfungskonstante
O = r/2m erhdlt man
2

9 269 w0

dr’ dt
Eine Losung der Gl. (4a) nach Anhang A.2.2
ist

x(1)=%

Dabei ist = ay die Kreisfrequenz der ge-
démpften Schwingung:

(4)

e’ cos(wt+¢,) . 5)

2 Schwingungen

Die GroBe @ ist die Phasenverschiebung
zwischen der erzwungenen Schwingung und
der Erregerschwingung.

Nach dem Einschwingvorgang wird das
schwach geddampfte, schwingungsfahige
System mit der vom Erreger erzwungenen
Frequenz schwingen und die entsprechende
Eigenkreisfrequenz ist

o, =\w,-25" . )

Hat die Kosinusfunktion in Gl.(8) den Wert
eins; ergibt sich die frequenzabhéngige Amp-
litude A(w). Diese wird durch den Betrag der
Erregerkraft, die Differenz zwischen den
Frequenzen wund ay sowie die Dampfungs-
konstante bestimmt, so dass gilt:

Alw) = . (10)

'L 25w)

m

w, =& -5 (6)

Bei sehr groBer Dimpfung (6° >>@])
kommt keine Schwingung zustande. Der
Korper kehrt nach der Anfangsauslenkung
langsam in die Ruhelage zuriick (Kriechfall).
Wirkt auf ein schwingungsfdhiges System
mit der Eigenkreisfrequenz ay eine duflere
periodische Kraft F=F,coswt, werden
erzwungene Schwingungen beobachtet. In
diesem Fall lautet die Bewegungsgleichung

2
mfl—:;+r t+cx=E)cosa)t, (7
d’x dx

F,
—+25—+a] x=—"coswt. (7a)
dr m

dr’
Eine Losung dieser Gleichung (A.2.2) lautet

cos(wt—6)

m
e

¥
+46%0*

In den folgenden Beispielen (auler Drehpen-
del, M.2.3) werden nur Systeme mit vernach-
lassigbarer Dampfung betrachtet.

Ein physikalisches Pendel (Abb. M.2.0.1) ist
ein starrer Korper mit einer fest vorgegebe-
nen Drehachse (A), die nicht durch den Mas-
senmittelpunkt des Kdrpers geht. Nach einer
Auslenkung fiihrt das Pendel unter dem Ein-
fluss der Schwerkraft Schwingungen um
seine Ruhelage aus. In den folgenden Uber-
legungen wird vorausgesetzt, dass die Rei-
bung im Achsenlager vernachléssigbar klein
ist.

Der senkrechte Abstand des Massenmittel-
punkts (S) eines Korpers (K) von der Dreh-
achse (A) soll mit s, bezeichnet werden
(Abb. M.2.0.1). Ein beliebiges Massenele-
ment dm habe den senkrechten Abstand » von
der Drehachse. Zwischen » und s sei der
konstante Winkel «. Bildet s, mit der Verti-
kalen den Winkel ¢, lautet die Bewegungs-
gleichung fiir das Massenelement

2

dm ri:f =—dmgsin(a+¢) .

(11)
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Durch Multiplikation von GI.(11) mit dem
Kraftarm » und Integration iiber den gesam-
ten Korper erhélt man die Gleichung fiir das
resultierende Drehmoment

2
d—‘frz dm =g rsin(a+p) dm.(11a)
Kdt K
y
K
A x

=Y

g S S U}

Abb. M.2.0.1 Physikalisches Pendel

Da der Korper starr sein soll, ist die Win-
kelbeschleunigung d*p/d¢* fiir alle Massen-
elemente gleich und kann vor das Integral
geschrieben werden. Die Grofe
I, :I 7 dm
K

ist das Tragheitsmoment des Kdrpers in Be-
zug auf die Drehachse. Die Einheit des Trég-
heitsmomentes ist kg m’. Nach der Definition
des Massenmittelpunkts gilt

(12)

jrsin(a+(p)dm :dem
K K

(13)

=mxg=ms,sing,
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wobei m die Masse des Pendels ist. Mit den
Gln. (12) und (13) folgt aus Gl.(11a) die
Bewegungsgleichung des physikalischen
Pendels

d’p  ms,g .
=——2%ging . 14
ds? I, ¢ (14)
Die Grof3e
D,=ms, g 15)

hat die Dimension eines Drehmoments und
wird als Direktions- oder Richtmoment des
Pendels bezeichnet.

Das mathematische Pendel stellt eine Ideali-
sierung dar. Man denkt sich die gesamte
Masse im Massenmittelpunkt vereinigt und
sieht die Bindung an die Drehachse als ,,mas-
selos® an. Dieser Idealisierung entspricht
ndherungsweise das Fadenpendel, das aus
einer Metallkugel besteht, die an einem diin-
nen Faden der Lange / aufgehéngt ist. Die
Bewegungsgleichung des mathematischen
Pendels lautet

2
ml i;f =-mgsing bzw.

g .
—=—=sing.
/ 4

(16)

Die Gln. (14) und (16), deren Losung ele-
mentar nicht moglich ist, vereinfachen sich

fiir kleine Auslenkungen |(p| <5°:

d’e ms, g

=-— , 14a
i A @ (14a)
dp_ g

=—20. 16a
e 4 (16a)

In den Gln. (14a) und (16a) wurde der Sinus
durch das Argument ersetzt.

[Die bisherigen Betrachtungen gelten nur fiir
Bewegungen im Vakuum. Schwingt das Pendel in
Luft (Dichte p), ist der Auftrieb (Gl. (M.1-2)) zu
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beriicksichtigen. Die riicktreibende Kraft auf ein
Massenelement hat dann den Betrag

dmg[l—&j sin(a+(p)
P

und an die Stelle der GI. (11a) tritt
e , [ P J :
—rldm=—-g||1-"= |rsin(a+¢)dm .
detz Kj p

Setzt sich das Pendel aus N homogenen Teilkor-
pern K; zusammen, deren Massenmittelpunkte S;
auf einer die Drehachse (A) schneidenden Gera-
den liegen und deren Massen bzw. Dichten mit m;
bzw. p; (i =1, 2,..., N) bezeichnet werden sollen,
ergibt sich

2 N
J-j—t(frzdm = —g;(l—g] Jrsin(a +¢)dm

K K,

oder

4 N P .

Hierbei ist s4; der Abstand des Massenmittelpunk-
tes des i-ten Teilkorpers von der Drehachse. Die
Beriicksichtigung des Auftriebs bedeutet also in
diesem Falle: Man ersetzt in Gl. (14) sowie in den
daraus gewonnenen Gln.(14a) und (22) den
Ausdruck m s, durch

amn

Haben alle Teile des Pendels die gleiche Dichte p,
dann vereinfacht sich Gl. (17) zu

msA[ —&j -]
Pi

Unter einem Drehtisch versteht man einen
starren Korper, der um eine vertikale Achse
gedreht werden kann. Bindet man dieses
System durch eine Spiralfeder an eine Ruhe-
lage, fiihrt es nach einer Auslenkung Schwin-
gungen aus. Wenn die elastischen Deforma-
tionen der Feder hinreichend klein sind, kann
man das riicktreibende Drehmoment der

(17a)

2 Schwingungen

Auslenkung ¢ proportional setzen. Bei Ver-
nachlédssigung der Reibung im Achsenlager
lautet die Bewegungsgleichung

d2g0_ D

Dabei ist / das Tragheitsmoment des Drehti-
sches um die vorgegebene Achse, und der
Proportionalitéitsfaktor D ist das Direktions-
moment (Richtmoment) der Feder.

Ein Torsionspendel ist ein starrer Korper, der
z. B. an einem Draht oder einem Band aufge-
hingt ist. Nach einer Verdrillung des Drahts
bzw. Bands fiihrt das Torsionspendel Dreh-
schwingungen aus. Fiir sehr kleine Scher-
winkel kann man annehmen (Gl. (M.3-26)),
dass das riicktreibende Drehmoment der
Auslenkung aus der Ruhelage proportional
ist. Die Bewegung des Torsionspendels wird
daher auch durch GI.(18) beschrieben. Die
Bewegungsgleichungen (14a), (16a) und (18)
sind homogene Differentialgleichungen

2. Ordnung:
dz(” 2
=—0p .

Die vollstindige mathematische Losung
enthilt zwei Integrationskonstanten (cy, ¢,):

@=c cosot+c,sinwt , (20)

die aus den Anfangsbedingungen zu bestim-
men sind (Anhang A.2). Dem Versuchsbe-
ginn entsprechen ¢ = ¢, und de/d¢ =0 fiir

t =0. Damit lautet Gl. (20)

@ =@, coswt =g, cos[Zn%) . (20a)

T ist die Schwingungsdauer bei sehr kleinen
Auslenkungen bzw. bei geringen elastischen
Deformationen.

Wenn man die Schwingungsdauer messen
will, wahlt man den Augenblick als Anfang
der Zeitmessung, in dem das Pendel die
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maximale Geschwindigkeit hat, d. h., es ist

do dcﬂ)
:0’—: —_— .
= (dt .

Dann ist
(dwj
—Msina)t— sinwt
LA A (20b)
. t
=9, s1n(21t?} .

Durch Einsetzen von GI.(20a) oder (20b) in
die Gln. (16a), (14a) bzw. (18) findet man fiir
das Fadenpendel

T=2n \/z , (21)
g
fiir das physikalische Pendel
T=2mn Ly (22)
ms, &g

und fiir den Drehtisch oder das Torsionspen-
del

(23)

T:21t\/Z .
D

Die mathematische Behandlung der Gln. (14)
und (16) liefert fiir die Schwingungsdauer

2
=T 1+(lj sin? 20 +
2 2
2
E sin4&+... .
2-4 2

Fiir 7ist beim Fadenpendel Gl.(21) und beim
physikalischen Pendel Gl.(22) einzusetzen.
Wenn die Amplitude ¢, kleiner als 0,1 (d. h.
kleiner als 5°) ist, gilt in sehr guter Ndherung

1
T'=T|1l+—¢?|.
[ 16‘”")

24)

(24a)
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2.0.2 Satz von Steiner

Das Triagheitsmoment eines starren Korpers
bezogen auf die Drehachse (A) ist gleich dem
Tragheitsmoment bezogen auf die durch den
Massenmittelpunkt gehende, zur Drehachse
parallele und durch den Schwerpunkt des
Korpers verlaufende Achse (S), vermehrt um
das Produkt aus der Masse des Korpers und
dem Quadrat des senkrechten Abstands der
beiden Achsen.

Zum Beweis dieses Satzes betrachtet man
den in Abb. M.2.0.2 dargestellten ebenen
Schnitt durch den Korper.

Abb. M.2.0.2 Zum Satz von Steiner

Der Ursprung des Koordinatensystems x, y, z
(die z-Achse stimmt mit der Schwerpunkt-
achse iiberein) soll im Massenmittelpunkt des
Korpers liegen. Nach dem Kosinussatz gilt

2 _ .12 2 '
r-=r"+s, +2s,r'cos f
2 2
=r"+s, +2s,x .

Dann ist das Tragheitsmoment des Korpers in
Bezug auf die Drehachse A

I, =J‘r2dm=J‘r’2dm+sf\J‘dm+
K K K

+2sij dm ,

K

und wegen Ix dm = x; m =0 erhilt man
K

I, =I,+ms;. (25)




48 Mechanik

2.0.3 Reduzierte Pendelliinge

Ein physikalisches Pendel hat die gleiche
Schwingungsdauer wie ein mathematisches
Pendel der Fadenlidnge

1

— A
[, = .
ms,

(26)

Dabei ist die Gro3e /5 die der Achse A ent-
sprechende reduzierte Pendellénge.

Gegeben sei ein physikalisches Pendel mit
den parallelen Drehachsen A und B
(Abb. M.2.0.1). Der Massenmittelpunkt soll
auf der Geraden von A nach B liegen, und
der Achsenabstand sei [ =5, +5; .

Es soll untersucht werden, unter welchen
Bedingungen die Schwingungsdauern um
diese beiden Achsen iibereinstimmen. Aus

1
T, =2n / A =21 /ZA
ms,8g g

msg &

bzw.

folgt bei Verwendung des Steiner’schen

Satzes

I, 1 :IS+m(l—sA)2

=2~

_msB m(l—sA)
I, +ml*-2mls,
- m(l-s,) ’
/ :mlAsA +ml* =2mls,
. m(l—sA)
oder

P (I, +2s,)l+2l,5, =0 @7)

Die quadratische Gleichung (27) kann als
(7=1,)(1-25,)=0 (28)

2 Schwingungen

geschrieben werden. Ist / #2s, , muss / =1/,
sein, d. h. der Achsenabstand, bei dem die
Schwingungsdauern gleich sind, ist gleich
der reduzierten Pendelldnge. Fiir /=214,
d. h., der Massenmittelpunkt halbiert die
Verbindungslinie der beiden Achsen, ist der
Schluss / = /5 jedoch falsch.

2.1 Fadenpendel
Aufgabenstellung

Die Schwerebeschleunigung g ist mit dem
Fadenpendel zu bestimmen. Die relative
Messunsicherheit des Ergebnisses soll 1 %
nicht iiberschreiten.

Eine Metallkugel hingt an einem diinnen
Faden vor einer Spiegelskala mit einer Mil-
limeterteilung. Der Nullpunkt des MaBstabs
soll mit der Drehachse iibereinstimmen. Die
Fadenlénge / ist der Abstand der Drehachse
vom Mittelpunkt der Kugel. Regt man das
Pendel zu Schwingungen kleiner Amplitude
an (¢ <5°), liefert G1.(21) den Zusammen-
hang zwischen der Schwingungsdauer 7, der
Fadenldnge / und der Schwerebeschleuni-

gung g:

29

27t2
Sy
g(Tj

Das Fadenpendel ist streng genommen ein
physikalisches Pendel, das in einem materiel-
len Medium (Luft) schwingt. Es empfiehlt
sich zu priifen, ob die verschiedenen Ver-
nachldssigungen tragbar sind, die man bei der
Verwendung der Gleichungen fiir ein im
Vakuum schwingendes mathematisches
Pendel macht.

Das Triagheitsmoment / des Pendels setzt sich
additiv aus dem der Kugel /x und dem des
Fadens Iz zusammen. Da das Tréigheitsmo-
ment einer homogenen Kugel mit dem Radi-
us R und der Masse my bezogen auf eine
durch den Kugelmittelpunkt gehenden Achse

I, =(2/5) mR* ist, erhilt man nach Gl.(25)
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2 2(RY
Io=m DI +=m R =m*|1+=| = | |.
K mK SmK mK |: 5(lj:|

Das Tréagheitsmoment /r des Fadens der
Léange /r und der Masse my bezogen auf die

gegebene Drehachse ist [, = %mp I’ . Damit

folgt mit /=/ +/, und /[, =/

2
I=ml’ T E LU
s\1 3 my
Bezeichnet man die Dichte der Kugel mit o
und die des Fadens mit pr, folgt nach

Gl.(14b)

d’ .
Id:fz—nglsm(p-

31
{1_&+1ﬁ(1_&ﬂ. Gh
Pe 2 my Pr

Setzt man / gemil Gl.(30) in GL. (31) ein und
beschrénkt die Betrachtungen auf sehr kleine
Auslenkungen, erhdlt man mit

2(RY
I+ —| +
501 3 my

Tis0a]
P 2my Pk
die Differentialgleichung

To_ ¢

e I
Fiir die Schwerebeschleunigung gilt daher
G1.(29) mit [" statt I. Da (R/])%, mg/mx, pu/px
und pr/pr sehr klein gegen eins sind, sollen
alle Produkte solcher Ausdriicke vernachlés-
sigt werden. In dieser Néherung ist

(30)

1 mg

=1

2nY 2(RY
e A
¢ (Tj { S(J
+&_lﬂ]
P 6 my

(32)
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Versuchsausfiihrung

Die Lange / des Fadenpendels ermittelt man
aus der Lange des Fadens /r und dem Radi-
us R der Kugel: /=/r+ R. Beide GroBen
lassen sich mit hinreichender Genauigkeit mit
mechanischen Messmitteln bestimmen. Zur
Messung der Schwingungsdauer 7" werden
eine Lichtschrankenanordnung und ein Digi-
talzdhler verwendet. Bei manueller Zeitmes-
sung mit einer elektronischen Stoppuhr misst
man mehrmals die Zeit fiir eine grofere An-
zahl von Schwingungen.

Der Versuch ist bei verschiedenen Fadenlén-
gen (f, i=1,...,n) zu wiederholen. Die
Berechnung von g erfolgt mit Hilfe von
GlL.(29). Da die Messungen bei gro3en Fa-
denldngen genauer als die bei kleinen sind,
bestimmt man den gewichteten Mittelwert

11§1+12§2 +...+ln§n
L+L+..+1

g:

Es ist zu priifen, ob die Verwendung von
Gl.(29) anstelle von Gl. (32) zur Bestimmung
von g gerechtfertigt ist. Dazu berechnet man
den Wert in den eckigen Klammern in
Gl. (32) und ermittelt dessen relative Abwei-
chung zu 1.

2.2 Reversionspendel
Aufgabenstellung

1. Die Schwerebeschleunigung g ist mit dem
Reversionspendel zu bestimmen. Die relative
Messunsicherheit von g soll kleiner als 0,1 %
sein.

2. Die Abhingigkeit der Schwingungsdau-
er T' vom Auslenkwinkel ¢ ist mit dem Re-
versionspendel bei einer festen Lage des
Laufgewichts experimentell zu ermitteln, um
die Giiltigkeit von Gl. (24a) nachzuweisen.

Das Reversionspendel besteht im Allgemei-
nen aus einem Metallstab, der um zwei paral-
lele Achsen A und B gedreht werden kann.

Die Achsen haben den fest vorgegebenen
Abstand / (Abb. M.2.2.1). Zwischen den
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Achsen befindet sich ein kleines Laufge-
wicht L der Masse my. Durch Verschieben
von L ldsst sich die Schwingungsdauer des
Pendels innerhalb gewisser Grenzen variie-
ren. In der Néhe eines der beiden Enden des
Stabs ist ein Zusatzkorper K (Masse mig)
angebracht. Wenn my hinreichend grof3 ge-
gen my ist, kann man den Abstand y so wéh-
len, dass fiir jede mogliche Lage des Lauf-
gewichts (0 < x <) gilt:

0<s,<1/2 . (33)

Dabei soll mit s, der Abstand des Massen-
mittelpunkts S des Pendels von der Drehach-
se A bezeichnet werden. Wenn bei einer
bestimmten Stellung x des Laufgewichts die
Schwingungsdauer um die Achse A gleich
der um die Achse B ist, entspricht der Ach-
senabstand / der reduzierten Pendelldnge.
Setzt man

T,=T,=T, (34)
gilt fiir die Schwerebeschleunigung
2 2
T
=| — l. 35
g ( T ] (35)

Die bisherigen Betrachtungen gelten streng
fiir ein im Vakuum schwingendes Pendel,
dessen Amplitude unendlich klein ist. In
Wirklichkeit schwingt das Pendel in Luft mit
endlicher Amplitude. Nimmt man an, dass
das Pendel ein homogener Korper ist, d. h.,
dass alle Teile des Pendels die gleiche Dich-
te p haben, wird die Pendelbewegung durch
Gl.(14b) mit N=1 beschrieben. Aus den
Gln. (24a) und (22) in Verbindung mit
Gl.(17a) folgt fiir die tatsdchliche Schwin-
gungsdauer um die Achse A

2 Schwingungen

Eine analoge Beziehung gilt fiir die tatsdchli-
che Schwingungsdauer um die Achse B. Im
Experiment wird 7, =T, =T bestimmt.

K
% 5
=
A
HO<
s
Sy |- .
S
L
vzzz2—
B g

Abb. M.2.2.1 Reversionspendel

Dann gilt Gl. (34) mit

O
* PL 1 2
7=7" [1-2o|1+—¢2 | .

p( 16%)

Setzt man T nach GI.(36) in GI.(35) ein,
ergibt sich fiir die Schwerebeschleunigung

1 2

2
(2% Jz (1+16¢0)
g=| | ———.

T 1_ P
P

Wenn man bedenkt, dass p; /p < 10 und fiir
@ < 0,1 (Einheit rad) auch (1/16) @° < 107
ist, sind alle Produkte solcher Groflen ver-
nachléssigbar und es gilt

(36)

(37

o) 1 P
= I 1+—g +71 .
£ (Tj { 8" p}
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Der obigen Beschreibung liegt die Annahme
zugrunde, dass mindestens eine Stellung des
Laufgewichts in dem Intervall 0 < x </ exis-
tiert, fiir die die Schwingungsdauern um die
Achsen A und B gleich sind. Deshalb ist es
von Interesse, die Bedingungen zu untersu-
chen, unter denen GI.(34) erfiillt werden
kann.

[Dazu sind die Massenmittelpunktsabsténde s,
und sp, die Triagheitsmomente /, und /g und
anschliefend die Schwingungsdauern 7 und 7y
als Funktionen von x darzustellen. Es gilt

ms, =m, S, +m;_ x und

msy=m({—s,)=my(I=s))+m_(I-x) .

Dabei bedeuten m die Masse des gesamten Pen-
dels, m( die Masse des Pendels ohne Laufgewicht
und so den Abstand zwischen dem Massenmittel-
punkt Sy des Pendels ohne Laufgewicht und der
Achse A. Fiir die Trigheitsmomente folgt:

2 2
I, =1,+mys,”+1 +m_x~ und

I,=1,+my (I=s,)" +1 +m_(I-x)" .

Iy ist das Triagheitsmoment des Pendels ohne
Laufgewicht bezogen auf die durch Sy gehende,
zu A und B parallele Drehachse, und /. ist das
Tragheitsmoment des Laufgewichtes bezogen auf
die zu A und B parallele Achse, die durch den
Massenmittelpunkt des Laufgewichts geht. Mit
der Abkiirzung

_ 2
I=1,+mgs,

(38)
erhilt man fiir die Schwingungsdauern
2
T, =2n Iy _2n M, (39)
ms, g \/E myS, + 1M, X
1
T, =2mn |—2—
msy &
2
T, :211\/1+mol(l—230)+mL (I-x) (40)
\/E my (I=sy)+m (I—x)

Die Forderung T = Tj fiihrt auf die nachstehen-
de Gleichung dritten Grads in x:
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2m! X' —m, [mo (1—2s,)+3m, l]x2
+m, [214-m(,l(l—4s0)+mL lz}x
—[I—molso][m0 (1-25,)+m, l]:O.

(41)

Eine der drei Losungen von Gl. (41) kann man
sofort angeben. Fiir x = x; sei s4 = 1/2 (Gl. (28)).
Dann gilt

/ Il
mE(mU +mL)5:m0 Sy +myx;

1|m
X, =§{m—i(1—2s0)+l}.

Da die Ungleichung (33) erfiillt sein soll, ist x;
grofer als /, d. h., diese Stellung des Laufgewichts
kommt im Experiment nicht vor. Dividiert man
Gl. (41) durch x-x3, erhdlt man die quadratische
Gleichung

I—mys,l

Xt —lx+ =0 , deren Losungen lauten

Gl. (42) besagt, dass in dem Intervall 0 <x </
symmetrisch zu x = //2 zwei Stellungen x; und x,
des Laufgewichts zu finden sind, bei denen der
Achsenabstand / der reduzierten Pendelldnge
entspricht, sofern die in Gl. (38) definierte Grofe /
der Bedingung

l 2
I=m0sOl+mL(Ej (1—52)

mit 0 <&<1 geniigt. Gl.(43) ldsst sich durch
geeignete Wahl der Masse und der Anordnung
des Zusatzkorpers K stets so erfiillen, dass die
Ungleichung (33) erhalten bleibt. Es kann gezeigt
werden, dass die Funktionen T(x) und 7(x), die
durch die Gln. (39) und (40) gegeben sind, nur je
einen Extremwert, und zwar ein Minimum haben.
Die beiden Minima liegen unter den oben ge-
machten Voraussetzungen in der Néhe des
Werts x = //2. Abb. M.2.2.2 zeigt den prinzipiel-
len Verlauf der Funktionen 75(x) und Tg(x).]

(43)

Versuchsausfiihrung

Bei Aufgabe 1 werden zunéichst die Schwin-
gungsdauern 7" und Ty  fiir verschiedene
Stellungen des Laufgewichts L bestimmt,
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wobei darauf zu achten ist, dass die Auslen-
kung bei allen Schwingungen den gleichen
Wert ¢ <5° hat. Das Laufgewicht soll in
dem Intervall 0 < x </von Messung zu Mes-
sung um einen vorgegebenen Abstand ver-
schoben werden. Um die in der Aufgaben-
stellung geforderte Genauigkeit zu erreichen,
werden die Schwingungsdauern mit einem
elektronischen Messplatz (Lichtschranke,
digitaler Prazisionszédhler) ermittelt. Die
Periodendauermessungen werden bei jeder
Position des Laufgewichts dreimal durchge-
fiihrt und die Unsicherheit der Zeitmessun-
gen soll dabei kleiner als 5 ms sein.

T

TA: TB l

TB()C)

TA (x)

L
e 2

|~
|~

Abb. M.2.2.2 Darstellung der Periodendauern
Ta(x) und Tp(x) eines Reversionspendels

Die gemessenen Periodendauern 7, A* und 7"
werden als Funktionen von x graphisch dar-
gestellt. Die Schnittpunkte der beiden Kurven
werden sich im Allgemeinen noch nicht mit
hinreichender Genauigkeit ermitteln lassen.
Deshalb bestimmt man 7, und Tg in der
Néahe von x; und x, in noch kleineren Ab-
stinden, um auf diese Weise eine relative
Messunsicherheit von 7" kleiner als 0,05 %
zu erreichen. Der Achsenabstand / wird im
Allgemeinen als Funktion der Temperatur

2 Schwingungen

gegeben. Die Voraussetzung, dass das Rever-
sionspendel ein homogener Korper ist, trifft
nur selten zu. Wenn das Pendel aus Stahl-
und Messingteilen zusammengesetzt ist, kann
der Term fiir die Beriicksichtigung des Luft-
auftriebes p /p~ 1,5-10™ gesetzt und g nach
Gl.(37) berechnet werden.

Bei der zweiten Aufgabe ist die Schwin-
gungsdauer 7" hinreichend oft fiir das Inter-
vall 1°< ¢, <10° zu messen. Tréagt man 7T’
iiber ¢ (g im BogenmaB) auf, ergibt sich
nach Gl. (24a) eine Gerade, die eine Steigung
von (1/16) T hat und fiir ¢ =0 den Wert
T' =T liefert. Eventuelle Abweichungen

vom linearen Verlauf sollen diskutiert wer-
den.

2.3 Drehpendel

In diesem Versuch werden freie, gedimpfte
und erzwungene lineare sowie nichtlineare
Drehschwingungen an einem Drehpendel
nach Pohl untersucht. Das Drehpendel hat
eine Eigenfrequenz, die vom Direktionsmo-
ment der Feder und seinem Trigheitsmoment
abhéngt. Bei Erhohung der Dampfung beo-
bachtet man neben dem stérkeren Abklingen
der Amplitude auch eine geringe Abnahme
der Eigenfrequenz.

Im Falle eines periodisch angetriebenen
Drehpendels kann der Resonanzfall bei
Gleichheit der Erreger- und der Eigenfre-
quenz des Drehpendels realisiert werden. Die
maximale Amplitude ist im Resonanzfall eine
Funktion der Dampfung. Zusitzlich soll das
Drehpendel mit einer Zusatzmasse so verse-
hen werden, dass eine Unwucht entsteht.
Dadurch wird ein zusétzliches Drehmoment
verursacht und der Zusammenhang zwischen
Auslenkung und dem riicktreibenden Dreh-
moment ist nicht mehr linear. Das fiihrt zu
einem grundsitzlich anderen Schwingungs-
verhalten des Drehpendels, bei dem nun
mehrere Amplitudenzustdnde moglich sind.
Das System kann dadurch in Abhéingigkeit
von seinen Anfangsbedingungen und kleinen
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Storungen in verschiedenen Zustdnden
schwingen. Das im Versuch verwendete
Drehpendel nach Pohl (Abb. M.2.3.1) besteht
aus einer kreisformigen Kupferscheibe mit
einer homogenen Massenverteilung, die um
eine Achse durch den Schwerpunkt drehbar
gelagert ist.

Spiralfeder
Kupferscheibe

Motor mit Exzenter

Schubstange — 3/” '

Elektromagnet zur
Wirbelstromdédmpfung

Abb. M.2.3.1 Zum Drehpendel nach Pohl (ohne
Messelektronik)

Die Ruhelage wird durch eine im Pendel
befestigte Spiralfeder vorgegeben und seine
Auslenkung kann an einer Gradskala abgele-
sen werden. Eine zusétzliche Justierung auf
die Anfangsstellung @ = 0 ist moglich.

Die Dampfung der Schwingung kann iiber
die Stirke des Stroms I, der durch den Elek-
tromagneten einer Wirbelstrombremse flief3t,
variiert werden. Zur Erzeugung erzwungener
Schwingungen wird das Drehpendel mit
Hilfe eines drehzahlgeregelten Schrittmotors
iiber einen Exzenter und eine Schubstange
angetrieben. Ein elektronischer Bewegungs-
aufnehmer ermoglicht die Messung der Fre-
quenz und der Auslenkung der Drehschwin-
gungen der Kupferscheibe. Mit einer Extra-
messvorrichtung kann zusétzlich die Phasen-
verschiebung zwischen der Erreger- und der
Pendelschwingung ermittelt werden.

Die weitere elektronische Signalverarbeitung
bietet auch die Moglichkeit, neben der Aus-
lenkung die Winkelgeschwindigkeit sowie
die Winkelbeschleunigung zu bestimmen und
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iiber ein Computer-Interface die entspre-
chenden Signalspannungen zu speichern. An
einem Zihlerdisplay kann die Erregerfre-
quenz direkt abgelesen werden.

2.3.1 Lineare Schwingungen und
Resonanz

Aufgabenstellung

1. Fir die erzwungene Schwingung des
Drehpendels ist fiir drei verschiedene Damp-
fungen die Resonanzkurve aufzunehmen.
Den Resonanzkurven ist die Resonanzfre-
quenz f; und der Wert fiir die Halbwertsbrei-
te Af zu entnehmen sowie die Giite QO zu
bestimmen. Zusétzlich ist das Zeitverhalten
der freien Schwingungen fiir diese drei
Déampfungen aufzunehmen und die Damp-
fungskonstanten sind zu ermitteln.

2. Die Dampfungskonstanten, die aus der
Halbwertsbreite der Resonanzkurve und der
geddmpften freien Schwingung bestimmt
wurden, sind miteinander zu vergleichen.
Der Einfluss der Ddmpfung auf die Hohe und
die Lage des Maximums der Resonanzkurve
soll diskutiert werden.

3. Fiir den Fall der erzwungenen Schwingung
sind fiir drei Frequenzen und die in Aufga-
be 1 gewdhlten Dampfungen die Phasenver-
schiebungen zu messen und mit den bere-
chenbaren Werten zu vergleichen.

Lenkt man das Pendel um einen Winkel ¢
aus und ldsst es dann los, fiihrt es eine ge-
ddmpfte Drehschwingung um die Ruhelage
aus. Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus
dem Gleichgewicht der Drehmomente:

M. =M.+M, . (44)

In Gl. (44) gilt fiir die entsprechenden Dreh-
momente M, =J¢, My=-y¢ und
Mg =-D ¢ . Dabei beschreiben J das Trag-
heitsmoment des Pendels, D das Direktions-
moment der Feder und y die geschwindig-
keitsproportionale Reibungskonstante.
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Durch Einsetzen in Gl.(44) erhélt man die
Differentialgleichung fiir die gedampfte
Eigenschwingung des Drehpendels:

Jo+yp+Dp=0 . (45)

2 Schwingungen

mische Dekrement A lassen sich experimen-
tell iiber die Abnahme der Schwingungsamp-
litude im Zeitabstand At = T4 (Periodendauer
T, =27/ w,) bestimmen:

Deren allgemeine Losung wird im An-
hang A.2.2 beschrieben. Definiert man die
Abklingkonstante 0 (oft auch als Damp-
fungskonstante bezeichnet) mit o6 =y/(2J),
folgt als Losung fiir die schwach gedampfte
Schwingung (@,”> 57)

A=6T, :ln(ﬂ) . (48)

Pt+Ty)

ot

ot)=¢, ¢ cos(w, +a) . (46)

a beschreibt die Phasenverschiebung. Fiir die

Eigenkreisfrequenz @y der geddmpften
Schwingung (Gl.(6)) gilt
2
w, = o | L 47
$ =% [2 y )

mit der Eigenkreisfrequenz der ungedampf-
ten Schwingung @, =+/D/J . Die Lsung

der Bewegungsgleichung nach Gl.(46) be-
schreibt eine exponentiell abklingende
Schwingung (Abb. M.2.3.2), die durch die
Abklingzeit 7=¢6" sowie die Frequenz
fi =, /2n charakterisiert wird.

4

(po N e-ot

S AN
/’v ‘

Abb. M.2.3.2 Abklingen der Amplitude einer
schwach geddmpften Schwingung

Die Abklingkonstante 0 bzw. das logarith-

Eine besonders anschauliche Darstellung des
Schwingungsverhaltens ist im Phasenraum
moglich. Fiir ein punktférmiges Teilchen im
dreidimensionalen Ortsraum ist der Phasen-
raum als Menge aller Sechsertupel aus den
drei Orts- und Impulskoordinaten definiert.
Es handelt sich also um einen sechsdimensi-
onalen Raum.

Beim Pohl’schen Pendel sind sowohl die
Orts- als auch die Impulskoordinate eindi-
mensionale GroBen. Der Phasenraum redu-
ziert sich dadurch auf zwei Dimensionen.
Man trégt in einer zweidimensionalen Dar-
stellung die Winkelgeschwindigkeit ¢(¢)

gegen den Auslenkwinkel des Pendels ¢(¢)

auf (zeitunabhdngige geometrische Kurve,
auch Trajektorie genannt). Fiir einen schwach
gedampften Oszillators erhdlt man z. B. eine
sich auf den Nullpunkt (so genannter Attrak-
tor) des Koordinatensystems zu bewegende
Spirale als Trajektorie.

Wird tiber den Antrieb des Drehpendels
zusdtzlich ein dulleres periodisches Drehmo-
ment M, =M, cos(wt) auf das Pendel ge-

geben, erhdlt man eine erzwungene Schwin-
gung. Die Bewegungsgleichung ergibt sich in
Analogie zu Gl. (45) mit

Jp+yp+Dp=M,cos(wt) . (49)

Als Losung dieser inhomogenen Differenti-
algleichung zweiter Ordnung erhdlt man

(Anhang A.2.2)
o) = A(w) Cj(wt +0) (50)
+Ce ™ cos(w, +) .

Nach einer Einschwingzeit verschwindet der
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Term mit der Eigenkreisfrequenz wy auf-
grund der exponentiellen Dampfung und die
Frequenz des Pendels entspricht der Kreis-
frequenz des Antriebs @ :

o(t) = A(w) cos(wt+80) . (51

Dabei beriicksichtigt die Grofe 6 die Pha-
senverschiebung zwischen der erregten
Schwingung und der Anregung. Mit dem

komplexen Losungsansatz
(1) = A(w) e " (52)

folgt analog zur Herleitung von GI.(27) im
Anhang A.2.2
A =A[ (o) -0")-i260] . (53)

Mit Ag = M, /J ergibt sich fiir den Betrag der
Amplitude

M, 1J
\/(a)(f —a)2)2 +45° &’

A=A(w)= . (54)

In Abb. M.2.3.3 sind fiir verschiedene Damp-
fungen die Resonanzkurven graphisch darge-
stellt.

1005
g i
N Slw,=0.,01
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= Slwg= 0,05
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] _Olw=0,1
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IE \
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o/,

Abb. M.2.3.3 Resonanzkurven fiir verschiedene
Verhiltnisse der Abklingkonstanten & zur Eigen-
kreisfrequenz @, (Ordinate: normierte Amplitude,
Abszisse: normierte Kreisfrequenz)

Die Amplitude der erzwungenen Schwingung
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erreicht bei der Kreisresonanzfrequenz w;
ihren Maximalwert

14max:A(a)r): MO iJ > (553)
\/(wj— a)f) +468°!

bzw. mit Gl. (9) folgt
My/J

=T

Fiir sehr kleine Dampfungen (und nur dann)
ist die Kreisresonanzfrequenz gleich der
Eigenkreisfrequenz:

(55b)

(55¢)
Die anderen Grenzwerte von Gl. (54) sind

A(0) =

M, M,
=—, A(Z)—)OO =O. 56
Jo; D ( ) (56)

Der Graph der Resonanzkurve in Bezug auf
die Resonanzfrequenz ist nicht symmetrisch.
Als Halbwertsbreite Aw definiert man die
Differenz zwischen den Kreisfrequenzen @,
und @,, bei denen die Resonanzamplitude
auf den Wert

Awy) = d(wy) = 22)

N

abgenommen hat. Das entspricht in der Dar-
stellung der Leistung (Amplitudenquadrat)
als Funktion der Anregungskreisfrequenz

(o)

(57a)

Az(a)l) = Az(a)z) =

(57b)

Zwischen der Halbwertsbreite Aw und der
Abklingkonstanten & gilt fiir schwache
Dampfungen die Beziehung

Aw=26 bzw.

TAw=2 . (58)

Dadurch wird unter anderem auch die so
genannte ,,Unschirfe” zwischen Frequenz
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(z. B. Breite einer Resonanzlinie) und mittle-
rer ,,Lebensdauer 7* eines geddmpften, linea-
ren Oszillators beschrieben. Grole Damp-
fungen haben eine kurze ,,Lebensdauer” der
Schwingung zur Folge und verursachen
breite Resonanzkurven. Sehr schmale Reso-
nanzkurven entsprechen Systemen mit einer
groBlen ,.Lebensdauer” der Schwingung, bei
denen die Dampfung gering ist.

Die Dampfung ist ein MaB fiir die Dissipati-
on der Energie, die von auflen (hier vom
Antrieb durch den Motor) in das System
eingebracht wird. Je kleiner die Dampfung
des angetriebenen Oszillators ist, umso gro-
Ber wird im Resonanzfall seine Schwin-
gungsamplitude. Eine weitere wichtige
KenngroBe zur Beschreibung des Resonanz-
verhaltens ist die Giite Q mit

w 0 w 0
=, 59
Q Ao 25 9
Der frequenzabhingige Phasenwinkel &

zwischen der angeregten Schwingung und
der Anregung ldsst sich mit GI.(53) und
GI.(12b) im Anhang A.1 berechnen:

2w0
0(w) = —arctan ———~ . (60)
(o1 -
/0 °
290
dlw, = 0,005
-180 ; .
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Abb. M.2.3.4 Phasenwinkel € in Abhéngigkeit
von der normierten Kreisfrequenz @/ay fiir ver-
schiedene Verhéltnisse der Abklingkonstanten &
zur Eigenkreisfrequenz @y

2 Schwingungen

Der Winkel € der Phasenverschiebung ist
negativ und die Erregerschwingung eilt der
Pendelschwingung voraus (Abb. M.2.3.4).
Die Werte fir 6(w) @ndern sich im Be-
reichw < @, von 0 bis -90° und fiir =,

von -90° bis -180°. Im Resonanzfall betrigt
die Phasenverschiebung -90°.

Durch den Antrieb des Pendels wird der
Phasenraum des Systems dreidimensional:
Die dritte Koordinate neben der Auslen-
kung ¢ und der Winkelgeschwindigkeit ¢

stellt die Zeitabhdngigkeit der momentanen
Stellung des Antriebs dar. Die im Experiment
aufgezeichnete Darstellung des Phasenraums
ist eine Projektion auf die ¢ —¢ — Ebene. In

dieser Phasenraumdarstellung erhilt man im
Beispiel des angetriebenen linearen Pendels
eine Ellipse als Trajektorie, die sich nach der
Einschwingzeit nicht mehr verdndert.

Versuchsausfiihrung

Fir das Drehpendel wird am Exzenter
(Abb. M.2.3.1) ein maximaler Anregungs-
winkel von wenigen Grad eingestellt. Der
betreffende Wert bzw. Bereich wird am Ar-
beitsplatz angegeben.

Zur Aufnahme der Resonanzkurve in Aufga-
be 1 ist zunéchst fiir eine vorgegebene gerin-
ge Dampfung durch die Wirbelstrombremse
(Stromstérke Iy ) die Resonanzfrequenz f; = £,
zu ermitteln und das Resonanzmaxi-
mum A(f;) = A(fy) zu bestimmen. Die Damp-
fung infolge von Reibungseinfliissen soll hier
vernachldssigt werden. Anschlieend wird
flir jeweils etwa zehn verschiedene Anre-
gungsfrequenzen fum die Resonanzfrequenz
die Amplitude A(f) gemessen. Die Frequen-
zen sind so zu wiahlen, dass der Graph der
Resonanzkurve mit hinreichender Genauig-
keit dargestellt werden kann. Nach jeder
Anderung der Anregungsfrequenz ist der
Einschwingvorgang abzuwarten. Anschlie-
Bend sind zwei weitere Resonanzkurven fiir
stirkere Ddmpfungen aufzunehmen. Es sind
die auf die Resonanzamplitude normierten
Amplituden bzw. deren Quadrate in Abhén-
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gigkeit von der Anregungskreisfrequenz @
graphisch darzustellen. Aus dem Graph der
Resonanzkurve kann die Halbwertsbreite A
abgelesen und mit dieser die Ddmpfungskon-
stante und die Giite ermittelt werden. Zusétz-
lich sind fiir die drei ausgewéhlten Dampfun-
gen die Schwingungsamplituden als Funktion
der Zeit ¢(¢) der freien geddmpften Schwin-
gungen (Abb. M.2.3.2) zu messen und die
Grofle der jeweiligen Dampfungskonstanten
zu ermitteln. Dazu kann man z. B. unter
Anwendung von Gl. (48) das logarithmische
Dekrement ermitteln und mit der Perioden-
dauer den Wert von ¢ berechnen, oder man
berechnet die Funktion der ,,Einhiillenden‘
unter Beriicksichtigung von GI.(46) mittels
nichtlinearer Regression (einer der Regressi-
onsparameter enthilt die Abklingkonstante).
In Aufgabe 3 berechnet man die Phasenver-
schiebungen fiir eine der in Aufgabe 1 einge-
stellten Dampfungen fiir drei Frequenzver-
hiltnisse (z. B. @/ax=0,8; 1,2; 1,5) mit
Gl.(60), wobei der Funktionsverlauf von
inversen Winkelfunktionen zu beachten ist.
AnschlieBend sind die Phasenverschiebungen
unter den gewéhlten Bedingungen experi-
mentell zu bestimmen und mit den berechne-
ten Werten zu vergleichen.

2.3.2 Nichtlineare Schwingungen
Aufgabenstellung

1. Es sollen fiir die geddmpften linearen
Schwingungen des Drehpendels bei fiinf
verschiedenen Dampfungen die Frequenz f4
und die Abklingkonstante & bestimmt wer-
den.

2. Es ist der Drehwinkel ¢y des Pendels in
Abhéngigkeit vom statischen Drehmoment
Mg zu messen und My =f@py) graphisch
darzustellen. Mit dem Mittelwert von f; aus
Aufgabe 1 werden das Direktionsmoment D
und das Tragheitsmoment ./ des Drehpendels
bestimmt. Die Reibungskonstante y ist in
Abhéngigkeit vom Quadrat der Stromstér-
ke Iy darzustellen und mittels linearer Reg-
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ression sind die Geradenparameter zu be-
rechnen.

3. Mit einem zur Verfligung gestellten Simu-
lationsprogramm koénnen die unterschiedli-
chen Schwingungszustéinde des nichtlinearen
Drehpendels (Schwingung, erste und zweite
Bifurkation, Chaos) simuliert werden.

4. Nach dem Anbringen einer vorgegebenen
Zusatzmasse am Drehpendel sind erzwunge-
ne Schwingungen anzuregen. Man versucht
durch kleine Anderungen der Dampfung die
verschiedenen Schwingungszustinde zu
realisieren. Die mit dem Messprogramm
experimentell ermittelten Graphen der ver-
schiedenen Schwingungszustinde sind mit
denen der Simulation zu vergleichen und zu
diskutieren.

An der Kupferscheibe des Drehpendels nach
Pohl kann eine Zusatzmasse m angebracht
werden. Das von der Zusatzmasse hervorge-
rufene zusétzliche Drehmoment M mit
M=mg Rsin(¢) (@ Auslenkung, R Abstand

zwischen Drehachse und Massenmittelpunkt
der Zusatzmasse) bewirkt den nichtlinearen
Charakter des Systems. Das bedeutet, dass
die Schwingungsparameter, z. B. die Fre-
quenz, von der Amplitude abhiingen. Diese
Amplituden-Frequenzkopplung ist eine cha-
rakteristische Eigenschaft nichtlinearer Sys-
teme. Falls man die Zusatzmasse grof3 genug
wihlt, kann man erreichen, dass sich zwei
neue stabile Gleichgewichtslagen symmet-
risch zur urspriinglichen Nulllage einstellen
(W-Potential, siche Anhang A.3.2.1).

Zur Beschreibung der Drehschwingungen des
Pendels mit Zusatzmasse (Trégheitsmo-
ment J,) wird der Ansatz

J,p=mgRsing+
(61)

M,sin(wt)—-Dop—y¢

mit J =J +J, gewihlt. Durch den Sinus des

Auslenkwinkels gist Gl.(61) nichtlinear in ¢
und es liegt eine nichtlineare, inhomogene
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Differentialgleichung zweiter Ordnung vor,
die im Allgemeinen nicht mehr geschlossen
l6sbar ist. Dieses nichtlineare System soll in
Abhéngigkeit der in GIl.(61) enthaltenen
Parameter untersucht werden. Dabei wird nur
die Dampfung durch die systematische Ande-
rung der Stromstirke Iy der Wirbelstrom-
bremse variiert, alle anderen Parameter wer-
den hier konstant gehalten. Die Moglichkeit
der Simulation der unterschiedlichen Schwin-
gungszustinde basiert auf der Umstellung der
Gl.(61) und wird im Anhang A.3.2.1 be-
schrieben:

..__2 7
Q J¢’J€0

nl nl

mgR (62)

. M, .
sin @ + —sin(wt)

nl nl

+

In den Aufgaben 1 und 2 werden einige der
fir die Simulation erforderlichen Werte er-
mittelt.

Versuchsausfiihrung

Die Messungen werden mit dem oben be-
schriebenen Messplatz durchgefiihrt und es
sind bei Aufgabe 1 die Eigenfrequenz f; der
gedampften Schwingung und die Abkling-
konstante ¢ fiir schwache Dampfungen des
Drehpendels (ohne Zusatzmasse) zu ermit-
teln. Es werden die Abklingkurven
(Abb. M.2.3.2) nach einer maximalen An-
fangsauslenkung von ca. 90° fiir verschiede-
ne Stromstéirken /y in einem vorgegebenen
Bereich aufgenommen. Fiir die Bestimmung
von ¢ ermittelt man z. B. die Anzahl n der
Perioden fiir die Abnahme der Schwingungs-
amplitude auf etwa die Hilfte ihres An-
fangswerts. Damit kann das logarithmische
Dekrement A, =In[¢(¢)/ ¢(t +n T,) | und mit

der Beziehungd =A, /nT, die Abklingkon-

stante bestimmt werden.

In Aufgabe 2 sind das Direktionsmoment D
und das Tragheitsmoment ./ des Drehpendels
zu bestimmen, indem man fiir etwa flnf
verschiedene Zusatzmassen m (Scheibenge-

2 Schwingungen

wichte) in einem vorgegebenen Bereich die
statische Auslenkung (@) und daraus das
jeweilige statische Drehmoment bestimmt.
Diese Massen werden an einem festen Punkt
der Kupferscheibe des Drehpendels (Nullpo-
sition ohne Zusatzmasse) befestigt. Der Wert
fiir den Radius R ist am Arbeitsplatz angege-
ben. Das Drehmoment M, ist in Abhéngig-
keit vom Winkel ¢y (Einheit Radiant) gra-
phisch darzustellen und aus dem Anstieg der
Ausgleichsgeraden kann das Direktionsmo-
ment D (Mg =D @) bestimmt werden. Da-
mit und mit dem Mittelwert der in Aufgabe 1
bestimmten Eigenfrequenz des Pendels ist die
Berechnung des Triagheitsmoments des Pen-
dels mit Gl. (55¢) moglich. Die Reibungskon-
stante (y=2J 9) ist in Abhdngigkeit vom
Quadrat der Stromstérke /y graphisch darzu-
stellen und mit der Fit-Funktion y =a +b1,

erhilt man mittels linearer Regression die fiir
die Simulation erforderlichen Geradenpara-
meter a und b.

Ist das Auffinden von chaotischen Schwin-
gungen bei kleinen Dampfungen unkompli-
ziert, erweist sich die Einstellung einer Bi-
furkation oft als relativ schwierig. Deshalb
sollen in Aufgabe 3 mit einem geeigneten
Programm zunéchst mit Hilfe von Simulati-
onsrechnungen die verschiedenen Schwin-
gungszustinde durch die schrittweise Varia-
tion der Stromstéarke Iy simuliert werden. Die
Berechnungen begriinden sich auf die
Gl.(62) und bendétigen eine Reihe von Para-
metern, die u. a. in den Aufgaben 1 und 2
bestimmt wurden bzw. bekannt sind: Fre-
quenz fy, Direktionsmoment der Feder D,
TragheitsmomentJ des Pendels ohne Zu-
satzmasse, Fitparameter @ und b der Regres-
sionsfunktion, maximales Drehmoment M,
(M,=m g R) bedingt durch die Zusatzmas-
se m, maximaler Anregungswinkel und Peri-
odendauer der Anregung. Als einzigen vari-
ablen Parameter zur Einstellung des Uber-
gangs zum Chaos bzw. zur Einstellung der
Bifurkation dndert man nur die Dampfung
(Variation der Stromstérke /). Diese sollte
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ausgehend von einem groBeren Wert, mit
dem man einen Schwingungszustand ein-
stellt, in kleinen Schritten verringert werden.
Vor dem Auftreten der ersten Bifurkation
kann man in der Phasenraumdarstellung
deutlich eine Verdnderung der zuvor ellip-
sendhnlichen Trajektorie (Abb. 2.3.5) erken-
nen.
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Abb. M.2.3.5 Beispiele von Schwingungszustan-
den am Drehpendel mit Zusatzmasse in der Zeit-
und Phasenraumdarstellung, Schwingungen in
einer von zwei Gleichgewichtslagen (a), erste
Bifurkation (b), chaotische Schwingung (c)

Bei Aufgabe 4 sind die unterschiedlichen
Schwingungsvorgidnge im Experiment zu
realisieren. Um Bifurkationen zu finden,
reduziert man die Stromstirke Iy, bis man
zwei unterschiedlich groBe Scheitelwerte
erkennen kann. Indem man die Stromstérke
noch mehr verringert, ist ab einem bestimm-
ten Wert die Beobachtung chaotischer
Schwingungen moglich. Im Experiment ist
darauf zu achten, dass das Drehpendel stets
eine gewisse Zeit zur Stabilisierung der
Schwingung nach jeder Anderung der Ddmp-
fung bendtigt, die ggf. einige Minuten betra-
gen kann. Die verschiedenen Schwingungs-
zustinde sind in der Zeit- und Phasenraum-
darstellung aufzunehmen und zu diskutieren.
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2.4 Gekoppelte Pendel
Aufgabenstellung

1. Die Schwingungsdauern zweier mit einer
Feder gekoppelter Pendel bei gleichsinni-
gen (T}) bzw. gegensinnigen Schwingun-
gen (73) sollen fiir mindestens fiinf verschie-
dene Kopplungszustinde gemessen werden.
Die Schwingungsdauer 7 bei Schwebungs-
schwingungen und die Schwebungsdauer 7
sind sowohl experimentell zu bestimmen als
auch aus 7, und 75 zu berechnen. Auflerdem
ist der Kopplungsgrad k zu ermitteln.

2. Mit den Ergebnissen von Aufgabe 1 ist der
Zusammenhang zwischen dem Verhéltnis der
Schwingungsdauern von gleich und gegen-
sinniger Schwingung und der Position der
Kopplungsfeder an der Pendelachse zu unter-
suchen.

Gegeben seien zwei vollig gleiche physikali-
sche Pendel 1 und 2 mit dem Tréagheitsmo-
ment /, die mit einer Schraubenfeder elastisch
gekoppelt sind (Abb. M.2.4.1). Es sind aber
auch Kopplungen mit anderen mechanischen
Hilfsmitteln realisierbar. Eine physikalisch
andere Kopplungsart wird z. B. durch Pen-
delkorper mit Dauermagneten moglich, bei
denen die Kopplung durch Magnetfelder
erfolgt. Die Drehachsen A und B sind so
gelagert, dass beide Pendel nur in ein und
derselben Ebene schwingen kdnnen. In den
folgenden Uberlegungen werden Winkel und
Drehmomente nach rechts positiv und nach
links negativ gerechnet. Auflerdem wird
vorausgesetzt, dass die Schwingungsamplitu-
den der Pendel sehr klein sind und die Rei-
bung in den Achslagern vernachléssigt wer-
den kann. Die Kopplung bewirkt, dass sich
die Ruhelage des Pendels 1 um den Winkel
a, die des Pendels 2 um den Winkel —a von
der Vertikalen unterscheidet. In der Ruhelage
verschwindet das resultierende Drehmoment
sowohl fiir Pendel 1 als auch fiir Pendel 2.
Bezeichnet man mit D das Direktionsmoment
(G1.(15)) von Pendel 1 bzw. 2 und mit M,
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den Betrag des Drehmoments, das von der
Feder auf jedes der beiden Pendel ausgeiibt
wird, gilt

M,=Da . (63)

Ist Pendel 1 um den Winkel ¢, Pendel 2 um
den Winkel ¢, aus der Ruhelage ausgelenkt,
wirkt auf Pendel 1 das riicktreibende Dreh-
moment —D (¢;+«) und das von der Kopp-
lungsfeder herrithrende Drehmoment ist
M+ Dx (¢— ), wobei Dy das Direktions-
moment der Feder beschreibt.

Abb. M.2.4.1 Zwei identische Pendel 1 und 2 mit
einer Schraubenfeder gekoppelt (/r Abstand zwi-
schen der Befestigung der Feder an der Pendel-
achse und den Drehachsen A bzw. B)

Bei Berticksichtigung von Gl. (63) kann man
das resultierende Drehmoment fiir Pendel 1

_D(¢1 +a)+M0+DK(¢72_¢1 )
=-Dg, _DK((A_%)

schreiben. Fiir Pendel 2 liefert eine analoge
Betrachtung

_D((Pz_ a) - M- Dy ((02_(/71 )
=-Dg, +DK((/71_(/72) .

Die Bewegungsgleichungen lauten daher

(64)

(65)

2 Schwingungen

=-Dp, +D (¢ —9,) - (67)

Durch die Substitution

Vi=o+o, 5 YV, =0 —¢,
vereinfachen sich die Gln. (66) und (67) zu

d’y
! dz21 =—bw

2
1Y%~ (piap)y, .
de
Die Losungen sind

W, =a,coswt+bsinwt,

v, =a, cosw,t + b, sinw,t

mit den Kreisfrequenzen

2 D
o ==t |2 (69)
T I
und
wZ:Z_n:\/D+—2DK: o, \/1+ 2D .(69)
T, 1 D

2

d’p
! dtZ] =—ba

_DK ((pl _¢2) ’ (66)

Geht man wieder zu den Winkeln ¢, und ¢,
uber, erhélt man

Q= l(a coswt + b sinwt
1 2 1 1 1 1 (70)
+a,co8w,t +b, sinw,t)

1 .
o, :E(a1 coswt + b, sin wyt an

—a,cosw,t —b,sinwyt) .

Die Integrationskonstanten a,, by, a, und b,
sollen im Folgenden fiir drei typische Félle
bestimmt werden.
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1. Gleichsinnige Schwingungen

Beide Pendel werden um den gleichen Win-
kel ¢, aus ihrer Ruhelage ausgelenkt und
zum Zeitpunkt #=0 losgelassen. Mit den
Anfangsbedingungen

do de
0)=¢,(0)=¢,, —(0)=—2(0)=0
¢,()¢2()(P0 dl‘() dt()
ergibt sich aus den GIn.(70) und (71)
a,=2¢,, by=a,=b,=0,und es folgt

(72) |

Die beiden Pendel fiihren gleiche Schwin-
gungen aus, als wire die Kopplung nicht
vorhanden.

| O =0, =@, cosat .

2. Gegensinnige Schwingungen

Das Pendel 1 wird um den Winkel ¢, und das
Pendel 2 um den Winkel —¢@, ausgelenkt.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ldsst man beide Pendel
los. Aus den Anfangsbedingungen

b (0) =0, (O) =% ,

do, do,
—(0)=—=(0)=0
5 (0=
folgt a, =2¢,bzw. a,=b, =b, =0. Fiir die
Zeitabhédngigkeit der Amplituden ergibt sich

61

ergeben sich a, =—a, =¢, bzw.b, =b, =0.
Die Gln. (70) und (71) lauten dann

o= %(cosa)lt —cosw,t) =

o sinB(wz —wl)t}sin[%(a)z +a)1)t}

(74)
und
_% _
P, = ?(cos Wt +cosm,t) =
1 1
?, COS[E(COZ - a)l)t}cos[z(a)2 +o )t} :
(75)

Die durch die Gln. (74) und (75) beschriebe-
nen Schwingungen haben im Allgemeinen
einen komplizierten Verlauf. Deshalb soll
vorausgesetzt werden, dass die Kopplung der
beiden Pendel sehr schwach ist (D, << D).
Als MaB fiir die Stirke der Kopplung defi-
niert man den Kopplungsgrad

- D . (76)
D + Dy

Mit den Gln. (68) und (69) kann man dafiir

@ ==, =@, Cosw,! . (73)

Beide Pendel schwingen mit gleicher Ampli-
tude und gleicher Frequenz, aber mit einer
Phasendifferenz von m. Die Frequenz der
gegensinnigen Schwingungen ist grofler als
die der gleichsinnigen.

3. Schwebungsschwingungen

Man hilt Pendel 1 in seiner Ruhelage fest,
lenkt Pendel 2 um den Winkel ¢y aus und
lasst beide Pendel zum Zeitpunkt ¢ = 0 los.

Aus den Anfangsbedingungen ¢, (0)=0,

d d
2:(0)=p, und ~(0)="2(0)=0

) 2
_o,—of _T7 -1,

k

(77)

- 2 2 T 2 2
w,+o; T +T,

schreiben. Kleiner Kopplungsgrad bedeutet
also, dass das Direktionsmoment der Feder
klein gegen das des Pendels bzw. dass die
Schwingungsdauer der gleichsinnigen nur
wenig grofler als die der gegensinnigen
Schwingung ist. In diesem Falle kann man
die GIn. (74) und (75) wie folgt interpretie-
ren: Beide Pendel fithren Schwingungen mit
der Kreisfrequenz

(78)

=3 (0.+0)
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bzw. mit der Schwingungsdauer 7 aus, wobei

1 1(1 1
—_— =] —+—
IV

gilt.

(79)

Die Amplituden ¢, sin%(a)2 —a)l)t bzw.

?, cos%(co2 -, )t andern sich mit kleiner

Kreisfrequenz periodisch mit der Zeit. Die
Amplituden von Pendel 1 verschwinden zu
den Zeitent=nTs(n=0, 1,2, ...) und es gilt

daher 221 T, == . Daraus folgt
11 %
LT *0

Dieses Schwingungsverhalten bezeichnet
man als Schwebung mit 7T als Schwebungs-
dauer (Abb. M.2.4.2).

, T (M
Q
el
Ei
=
g
<

/ - > Zeit
o T
E : @)
=
g
<

Zeit

Abb. M.2.4.2 Schwebungsschwingungen zweier
gekoppelter Pendel (1) und (2)

Versuchsausfiihrung

Die Messungen erfolgen entweder mittels
einer digitalen Stoppuhr, indem man mehr-
mals die Zeit fiir mehrere Schwingungen
stoppt, oder mit einem rechnergestiitzten

2 Schwingungen

Messwerterfassungssystem mit Hilfe von
geeigneten Wegaufnehmern. Damit kdnnen
die beiden Pendelschwingungen graphisch
dargestellt und ausgewertet werden.
Zunichst sind die Periodendauern der beiden
Pendel ohne Kopplungsfeder zu messen.
Diese miissen in den Grenzen der Messunsi-
cherheit iibereinstimmen. Man wahlt die
Amplitude ¢, der Schwingungen so, dass die
Niherung sing, = ¢, gut erfiillt wird.

AnschlieBend werden die Schwingungsdau-
ern Ty und 7, bei der gleichen Lage der
Kopplungsfeder gemessen. Die zur Berech-
nung von & und T benétigte Differenz zwi-
schen den Periodendauern 7} und 7, muss
hinreichend genau sein. Danach sind bei
gleicher Kopplung die Schwingungsdauer
der Schwebungsschwingung 7 und die
Schwebungsdauer 75 zu messen. Beide Zei-
ten sollen auch aus den Gln. (79) bzw. (80)
berechnet werden. Den Kopplungsgrad &
erhilt man aus GI.(77). Der Versuch ist bei
flinf verschiedenen Einstellungen der Kopp-
lungsfeder zu wiederholen.

Zur Diskussion bei Aufgabe 2 soll die fol-
gende Gleichung verwendet werden:

2
) _D+2D, 2c ,
Ll =——E =41 81
(Ej D D" e

Dabei sind D das Direktionsmoment des
Pendels (D=ms, g, sx Abstand zwischen

Drehachse und Massenmittelpunkt des Pen-
dels mit der Masse m) und Dx das Direkti-

onsmoment der Feder (Dy=c l,”, I, Abstand

zwischen Drehachse und Federbefestigung,
¢ Federkonstante).

Es st die funktionelle Abhingigkeit
(Ty/T»)*=f (Is") graphisch darzustellen. Uber
den Anstieg (2¢/D) der Ausgleichsgeraden
nach Gl. (81) kann die Federkonstante ermit-
telt werden. Dazu ist die Kenntnis des Direk-
tionsmoments D des Pendels erforderlich.
Entweder ist der Wert fiir D am Arbeitsplatz
gegeben oder man bestimmt die Pendelmas-
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se m durch Wagung und den Abstand s, wie
im Folgenden beschrieben. Man legt das
Pendel auf eine schneidenformige Kante und
erhilt durch das Ausbalancieren (Gleichge-
wichtslage) die Position des Schwerpunkts
des Pendels ldngs seiner Stabachse. Der
Abstand zwischen der Lagerung des Pendels
(Drehachse) und dem Schwerpunkt ergibt
den Wert fiir die gesuchte GrofBie sa.

Der Wert fiir die Federkonstante ¢ kann mit
einem einfachen statischen Verfahren (Ver-
such M.3.2.1) iiberpriift werden.

2.5 Triagheitsmomente
Aufgabenstellung

1. Das Tragheitsmoment /r und das Direkti-
onsmoment D eines Drehtisches sollen be-
stimmt werden. Der Steiner’sche Satz ist
experimentell zu priifen.

2. Es sind die Hauptachsentrdgheitsmomente
eines Korpers mit U-Profil zu bestimmen.

Ein Drehtisch enthélt eine horizontal liegen-
den Platte oder einen Steg. Diese sind starr
mit einer gut gelagerten, vertikalen Drehach-
se verbunden. An dieser Achse ist das innere
Ende einer Spiralfeder befestigt. Das dufere
Ende der Feder ist mit der Drehtischhalterung
verschraubt. In die Platte bzw. den Steg sind
kleine Locher gebohrt, die definierte Abstén-
de s von der Drehachse haben und zur Befes-
tigung eines Testkorpers dienen. Als Korper
soll bei Aufgabe 1 ein homogener Zylinder
mit dem Radius R und der Masse m verwen-
det werden (Abb. M.2.5.1)

Fiir die Schwingungsdauer der Schwingun-
gen des Drehtisches gilt unter den in M.2.0
gemachten Voraussetzungen

T? =4n’ I (82)
D

Befestigt man den Zylinder so auf dem Dreh-
tisch, dass die Zylinderachse parallel zur
Drehachse verlduft und von ihr den Ab-
stand s hat, ist das Trdgheitsmoment des
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Zylinders Ix nach dem Steiner’schen Satz
Gl.(25)

I, =1,+ms’ (83)
. R?
mit [, = ne
2
Lichtschranke

Zylinder

Abb. M.2.5.1 Schematischer Aufbau des Drehti-
sches

Fiir das Tragheitsmoment des Systems (/)
bestehend aus Drehtisch (/1) und Zylinder
gilt

1
I=I,+1 =1, JFEmR2 +ms*,  (84)
fiir die Schwingungsdauer
1
T’ =4n* =, 85
. D (85)
Ist speziell s = 0, erhélt man
72 =g it s (86)
Aus den Gln. (82) und (86) folgt
T’ mR> T’
I, =1 = , 87
T ZYI)Z—TZ > 71)2—7"2 (87)
4n’ 2n°m R’
D=1 = (88)
z ]1)2 _T? Toz _T?

Den Rechnungen liegt die Annahme zugrun-
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de, dass die Reibung in den Achslagern ver-
nachlissigbar ist. In Wirklichkeit treten im
Experiment stets Reibungsverluste auf, die
eine Ddmpfung der Schwingungen zur Folge
haben. Wenn man das Drehmoment der Rei-
bung proportional der Winkelgeschwindig-
keit de/dt ansetzt, ldsst sich berechnen, dass
die Schwingungsamplitude exponentiell mit
der Zeit abnimmt (Abb. M.2.3.2). Ist das
Verhiltnis einer Amplitude zur nachstfolgen-
den kleiner als 2, wird die Schwingungsdauer
der geddmpften Schwingung nur um weniger
als 1% grofer als die der ungeddmpften. Aus
diesem Grunde kénnen zur Berechnung der
Tragheitsmomente in guter Néherung die
Gleichungen fiir ungedampfte Schwingungen
verwendet werden.

Gegeben sei nun ein starrer Korper mit einer
beliebigen Drehachse A. Ein Punkt der Ach-
se wird als Ursprung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems mit den Einheitsvekto-
ren i, j, k gewéhlt (Abb. M.2.5.1).

In diesem System hat der Einheitsvektor e
der Drehachse die Komponenten (Richtungs-
kosinus) &, 5 7.

e=cai+fj+yk,
e~e:|e|2 =l=a’+p+y".

Ein beliebiges Massenelement dm des Kor-
pers habe den Ortsvektor r=xi+yj+zk.

z A

Abb. M.2.5.2 Drehung eines Korpers um eine
feste Achse (korperfestes x y z - System)

2 Schwingungen

Der senkrechte Abstand des Massenelements
von der Achse A sei /, so dass

2 . 2 2
P =|r sin’p =|r| [ cos’p
2 2 2
=[r['[e]" =(re)

gilt. Das Tragheitsmoment /4 des Korpers,
bezogen auf die gegebene Achse A, ist

I, :_|-12dm:'|‘|r|2|e|2 dm—j(r e)2 dm
oder
1, :J.()c2 +y° +22)(a2 +p’ +7/2)dm
—.[(xa+yﬂ+z;/)2dm.

Ordnet man nach den Komponenten des
Einheitsvektors e der Drehachse, wird

1, =a2j(y2 +zz)dm+/i’zj(z2 +x2)dm

+72_[(x2+y2)dm

—z(aﬁjxydm+,Byjyzdm+7ajzxdm).
Die Ausdriicke

_[(y2 +zz)dm ZIU,J.(ZZ +x2)dm =1,,

I(xz +y2)dm =1,

sind die Trigheitsmomente des Korpers
bezogen auf die drei Achsen des Koordina-
tensystems. Die Gro3en

nydm =1, .[yzdm =1, ,jzxdm =1,

bezeichnet man als Tragheitsprodukte. Damit
wird

Iy=a’I + 1 +y°I,
_2(aﬂ[\'y +ﬂ7/]yz +)/a[zr) °

GL.(89) sagt aus: Wenn man die drei Trag-
heitsmomente, bezogen auf die Achsen eines
Koordinatensystems und die drei Tragheits-
produkte kennt, kann man das Trégheitsmo-

(89)
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ment fiir jede durch den Nullpunkt des Sys-
tems gehende Achse angeben. Auf der Dreh-
achse soll vom Nullpunkt aus die Grofle

1

R=1,?

aufgetragen, d. h., es soll der Vektor
1
R=1, e
=Rai+RPj+Ryk=C%(i+nj+lk

dargestellt werden. Multipliziert man Gl. (89)
mit R?, erhilt man fiir die Komponenten & 7
und {'des Vektors R

E+ 772]W +¢70
“2(&nl, +nll, +EL)=1.

Gl.(90) stellt eine Fliche im Raum dar. Da
das Tragheitsmoment /, fiir keine Drehachse
verschwindet, bleibt der Vektor R stets end-
lich. Die Fléache ist also ein (korperfestes)
Ellipsoid, das Trigheitsellipsoid. Durch eine
Hauptachsentransformation (Drehung des
Koordinatensystems um den Nullpunkt) kann
man GI.(90) in die Form

(90)

IXX2+IyY2+IZZZ:1 1)

bringen. /,, ,, 1. bezeichnet man als Haupt-
trigheitsmomente, die Achsen des neuen
Koordinatensystems X, Y, Z als Haupttrig-
heitsachsen und die durch die Achsen ge-
bildeten Ebenen als Haupttrigheitsebenen.

Die Verhiltnisse werden wesentlich einfa-
cher, wenn der Korper homogen und z. B. die
xy-Ebene des Koordinatensystems eine Sym-
metrieebene ist. In diesem Falle verschwin-
den die Trégheitsprodukte /. und I.,, und die
Hauptachsentransformation wird durch eine
Drehung des Koordinatensystems um die z-
Achse erreicht. Hat der Korper noch zusitz-
lich eine Symmetrieebene, die senkrecht auf
der xy-Ebene steht (z. B. die xz-Ebene des
Koordinatensystems), dann verschwindet
auch /. Die Achsen des Koordinatensystems
x, ¥, z sind also bereits Haupttragheitsachsen.
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Diese Betrachtungen gelten z. B. fiir den in
Abb. M.2.5.3 skizzierten Korper mit U-
formigem Profil. Der Ursprung des Koordi-
natensystems soll im Massenmittelpunkt
liegen.

Y

Abb. M.2.5.3 Haupttragheitsmomente eines Kor-
pers mit U-Profil, Haupttragheitsachsen als Koor-
dinatenachsen gewdhlt (schematisch)

Versuchsausfiihrung

Zunéchst werden die Masse m und der Radi-
us R des Zylinders bestimmt. Danach erfolgt
die Berechnung der Tragheitsmomente /x mit
Hilfe der Gl.(83) fiir die mit dem Drehtisch
realisierbaren Abstinde s (jeweils acht Ab-
stinde links (—s) und rechts (+s) von der
Drehachse entfernt). Vor Beginn der Perio-
dendauermessungen ist der Drehtisch zu
justieren. Die Messung der Werte fiir 7, 7,
und 7} erfolgen mit einer Gabellichtschranke
und einem Digitalzihler.

Das Trigheitsmoment des Drehtisches It
ergibt sich aus GI.(87) und das Direktions-
moment D aus GI.(88). Die Triagheitsmo-
mente /; werden nach Gl. (84) berechnet und
iiber s* graphisch dargestellt. In den Graphen
werden anschlieBend die nach Gl. (85) ermit-
telten Werte /; eingetragen. Wenn die Ab-
weichungen dieser Punkte von der Geraden
kleiner als die Messunsicherheiten sind, ist
die Giiltigkeit des Steiner’schen Satzes expe-
rimentell nachgewiesen.

Bei Aufgabe 2 sollen die drei Haupttréig-
heitsmomente eines homogenen Korpers mit
zueinander senkrechten Symmetrieebenen fiir
den Massenmittelpunkt experimentell be-
stimmt werden.
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Zur Bestimmung der verschiedenen Trag-
heitsmomente des Korpers verwendet man
einen Drehtisch, dessen Tragheitsmoment /
und Direktionsmoment D bekannt sind. Die
an den Korper zusitzlich angebrachten klei-
nen Stifte dienen dazu, den Korper in defi-
nierten Lagen auf dem Drehtisch zu befesti-
gen. Es sind die Periodendauern fiir jede der
drei moglichen Rotationsachsen analog zu
Aufgabe | fiir verschiedene Positionen des
Korpers (S, Sy, S-;) auf dem Drehtisch zu
messen. Daraus lassen sich die Trégheits-
momente I, 1, ;und I.; berechnen. Diese sind
in Abhéngigkeit von s graphisch darzustellen
und aus den drei Kurven ermittelt man die
Minima (vgl. Abb. M.2.5.4). Es gilt:

Min (Z,)=1,~1,
Min(Z,)=1,=1, ,
Min(L,)=1.~1, .

x,i A

xx

0 Sx,i

Abb. M.2.5.4 Beispiel zur Bestimmung des
Haupttragheitsmoments 7., = Iy

Damit ist das Trégheitsellipsoid GI.(91) fiir
den Massenmittelpunkt des Korpers voll-
stindig bestimmt.

AuBerdem lasst sich die Lage des Massen-
mittelpunkts angeben. Diese und die zugeho-
rigen drei Haupttragheitsmomente des Kor-
pers in Abb. M.2.5.3 konnen auch berechnet
werden.

3 Deformationsverhalten

3 Deformationsverhalten

3.0 Grundlagen

Jeder Festkorper erféahrt unter dem Einfluss
einer mechanischen Spannung Deformatio-
nen. Bei hinreichend kleiner Spannung ist die
Deformation in der Regel elastisch, d. h., der
Ko&rper nimmt nach der Entlastung seine
urspriingliche Gestalt wieder an. Uberschrei-
tet die Spannung dagegen einen bestimmten
Wert, konnen FlieBerscheinungen zu blei-
benden Volumen- oder Forméidnderungen
fiihren. Dann nennt man die Deformation
unelastisch oder plastisch.

Das elastische Verhalten homogener, isotro-
per fester Korper wird durch vier Material-
groBBen charakterisiert: den Elastizitdtsmo-
dul E, die Poisson’sche Zahl x, den Torsions-
oder Schubmodul G und den Kompressions-
modul K. Wenn man sich auf den eindimen-
sionalen Fall beschrinkt, wird der Elastizi-
tatsmodul durch das Hooke’sche Gesetz in
der Form

oc=Ee¢ (1

definiert. GI. (1) besagt, dass bei hinreichend
kleiner Deformation die Zugspannung o der
Dehnung ¢ proportional ist (typisch fiir Me-
talle, Glas, Keramik). Dabei ist die Zugspan-
nung die senkrecht zum Querschnitt 4 des
K&rpers angreifende Kraft 77 (Abb. M.3.0.1)
geteilt durch diesen Querschnitt:

o=—*. )

Als Dehnung bezeichnet man das Verhéltnis
der Langendnderung A/ zur urspriinglichen
Lénge /:

Al
L

&

3)

Die Poisson’sche Zahl ist der Quotient der
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relativen Querverkiirzung AR/R und der
Dehnung &= Al/l (Abb. M.3.0.1):

_ARL_AR I

= - 4
"R e TR Al @

F

z

Al

2(R-AR)

2R

Abb. M.3.0.1 Deformation eines Zylinders durch
eine Zugkraft

Wenn auf die obere Deckfléche eines Wiir-
fels, dessen Bodenflache festgehalten wird,
eine nicht zu grofie Kraft Fs in der in
Abb. M.3.0.2 dargestellten Richtung wirkt,
ist der Scherwinkel o der Schubspannung
proportional:

=Ga . )

Den Proportionalititsfaktor G nennt man
Schub- oder Torsionsmodul, und die Schub-
spannung ist das Verhéltnis der Scherkraft Fg
zum Querschnitt 4 des Wiirfels:

T=—". (6)

Ein fester Korper habe bei einem allseitig
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gleichmiBigen Druck p, d. h. bei einer nega-
tiven mechanischen Spannung, das Volu-
men V. Wenn der Druck um den kleinen
Wert Ap variiert wird, dndert sich das Volu-
men um AV. Bei einer Druckerh6hung nimmt
das Volumen ab, bei einer Druckerniedrigung
zu. Der Quotient Ap/AV ist also stets negativ.
Zur Charakterisierung der Kompression eines
festen Korpers dient der Kompressionsmo-
dul K:

dp
K=-V—L 7
v (7

Den Kehrwert des Kompressionsmoduls
bezeichnet man als Kompressibilitat

o= liml LAV __1dV ®)
-0V Ap V dp
A
7 5
\:\ -
a E,’/
Fmememoo -f-

Abb. M.3.0.2 Deformation eines Wiirfels durch
eine Scherkraft

Aus den Definitionsgleichungen (1), (5) und
(7) folgt, dass die Groflen E, G, und K die
Dimension eines Drucks haben. Ihre kohi-
rente Einheit ist das Pascal:

1Pa=1Nm?.

Mit der Elastizititstheorie konnen aulerdem
die Zusammenhénge zwischen den Grofien E,
G, K und p begriindet werden:

E

:E—l N (9)

7

K=—3(1_2ﬂ) : (10)
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Falls man z. B. den Elastizitditsmodul und
den Torsionsmodul experimentell bestimmt
hat, konnen die Poisson’sche Zahl und der
Kompressionsmodul aus den Gln. (9) und
(10) berechnet werden.

3.1 Elastizititsmodul

Das Verhalten fester Korper bei Zugbean-
spruchung wird in der Technik mit Hilfe
spezieller Werkstoffpriifmaschinen (z. B.
Zugpriifmaschinen) untersucht. Der Stab
wird an einem Ende starr mit dem Stdnder
der Maschine verbunden und am anderen
Ende greift eine Zugkraft F; in Richtung der
Stabachse an, so dass die Materialprobe
gedehnt wird. Zur Messung der Langenénde-
rung A/ und der Zugkraft verwendet man bei
modernen Priifmaschinen geeignete elektro-
nische Sensoren, die iiber ein Interface mit
einem Rechner gekoppelt werden. Damit ist
die direkte Aufnahme eines Al-F,-Dia-
gramms moglich. Um das Verhalten ver-
schiedener Stoffe und von Proben mit unter-
schiedlichen Abmessungen bei Zugbeanspru-
chung vergleichen zu konnen, werden die
Zugkraft F7 auf den Querschnitt 4 der Probe
und ihre Verldngerung Al auf die Anfangs-
lange / bezogen. Man geht also zu o (Gl. (2))
und ¢ (GL.(3)) iiber und stellt den Zusam-
menhang zwischen beiden Groflen in einem
Spannungs-Dehnungs-Diagramm dar, das fiir
Metalle beispielsweise den in Abb. M.3.1.1
schematisch dargestellten Verlauf hat.

Im Intervall 0 < o< oy gilt das Hooke’sche
Gesetz (GI.(1)). Punkt 1 wird als Proportio-
nalititsgrenze bezeichnet, und der Elastizi-
tatsmodul ergibt sich aus der Steigung der so
genannten Hooke’schen Geraden zu

Ao

E .
A

an

Im linearen Bereich des Diagramms nehmen
die Probekdrper nach einer Entlastung ohne
Verzogerung ihre urspriingliche Linge wie-
der an; die Stoffe verhalten sich hier elas-
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tisch. Im Intervall o7 < o< o3 bilden sich die
Verformungen zwar auch noch zuriick, wenn
die Zugspannung aufgehoben wird, doch
geschieht dies allmdhlich. Man beobachtet
eine elastische Nachwirkung (Viskoelastizi-
tat), aulerdem sind Spannung und Dehnung
einander nicht mehr proportional. Punkt 2
des Diagramms wird Elastizitdtsgrenze ge-
nannt. Sie kann weder streng definiert noch
bestimmt werden und wird deshalb bei Me-
tallen oft willkiirlich als die zu einer be-
stimmten Dehnung gehdrende Spannung
festgelegt (technische Elastizitdtsgrenze).

A
0 /1
7
|
7’
7z 1
3.0
- 1
g, \
I I
I I
I I
I I
I I
o 2 I |
2 [TTTTTTTT 2 i !
g - ! B
1 ! |
1 1 |
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
1 1
0 g, £, €

Abb. M.3.1.1 Spannungs-Dehnungs-Diagramm
bei Zugbeanspruchung (schematisch)

Oberhalb des Punkts 2 werden die Proben
irreversibel verformt. Hier sind die Stoffe
plastisch, und das Spannungs-Dehnungs-
Diagramm kann wegen strukturbedingter
FlieB-und Verfestigungsprozesse kompliziert
aussehen. Die hochste nominelle Spannung
(Zugkraft F7 bezogen auf den Anfangsquer-
schnitt 4y) wird Zugfestigkeit oy genannt.
Oberhalb der entsprechenden Dehnung &
beginnt die Probeneinschniirung, die im
Punkt B (Bruchdehnung &) zum Zerreiflen
der Probe fiihrt. Im oberen plastischen Be-
reich der Deformation schniiren sich die
Zerreiflproben an einer Stelle merklich ein.
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Wird diese Querkontraktion beriicksichtigt
und die Zugkraft F'; jeweils auf den tatsachli-
chen Querschnitt der Probe bezogen, steigt
die Kurve bis zum Bruch der Probe (gestri-
chelter Kurvenverlauf in Abb. M.3.1.1, auf
die jeweilige aktuelle Querschnittsfliache der
Probe bezogene Zugspannung). Einige Werk-
stoffe (z. B. gehérteter Kohlenstoffstahl)
zerreiflen bereits im oder am Ende des elasti-
schen Bereichs, sie sind sprode. Andere
Materialien werden bei Raumtemperatur
schon bei den geringsten Belastungen plas-
tisch verformt. Bei ihnen ist der elastische
Bereich unterdriickt.

Das deformationsmechanische Verhalten der
Werkstoffe hangt auBerdem von den dufleren
Bedingungen wihrend der Beanspruchung
ab. So werden Metalle bei hoheren Tempera-
turen plastischer (Schmieden, Walzen und
Pressschweiflen), bei tiefen Temperaturen
werden sie elastischer, sogar sprode. Letzte-
res gilt auch bei einer mit hoher Geschwin-
digkeit erfolgenden Deformation. Demnach
gibt es keine deformationsmechanischen
Materialkonstanten im strengen Sinne. Fiir
die Werkstoffpriifung miissen Priifverfahren
und -bedingungen vereinbart werden, durch
die die StoffgroBen dann definiert sind.

3.1.1 Dehnung
Aufgabenstellung

Der Elastizitdtsmodul £ verschiedener Metal-
le soll aus der Dehnung von Dréhten be-
stimmt werden.

Ein Draht sei an einem Ende eingespannt,
wihrend am anderen Ende eine Zugkraft F
angreift. Diese wird so grof3 gewdhlt, dass
der Draht straff gespannt ist. Am Draht sind
zwei Marken 1 und 2 angebracht, die bei der
Belastung F, den Abstand / haben sollen.
Beide Marken werden mit je einem Mikro-
skop beobachtet. Die Mikroskopstinder
diirfen wihrend des Versuchs nicht verscho-
ben werden. Dagegen soll sich jedes Mikro-
skop relativ zu seinem Stinder mit Hilfe
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einer Messschraube parallel zu dem zu unter-
suchenden Draht bewegen lassen, so dass
man nach VergroBerung der Zugkraft die
Verschiebung der beiden Marken messen
kann.

Versuchsausfiihrung

Man belastet den Draht mit der Zugkraft F,
und misst den Abstand /. Der Drahtdurch-
messer 2r ist an etwa zehn verschiedenen
Stellen zwischen den Marken zu bestimmen.
Zur Berechnung des Querschnittes wird der
arithmetische Mittelwert 7 verwendet. Die
beiden Messschrauben werden auf null ge-
stellt und es wird die Lage von Marke 1 bzw.
Marke 2 an den Okularskalen der Mikrosko-
pe abgelesen. Nach zusitzlicher Belastung
des Drahts mit der Zugkraft F, sind die Mess-
schrauben so zu stellen, dass die beiden Mar-
ken mit den gleichen Teilstrichen der Okular-
skalen wie vor der Belastung zur Deckung
kommen. Die Differenz der Messschrauben-
einstellung ist die der Zugkraft F, entspre-
chende Verldngerung Al.

Man berechnet die Zugspannung o nach
Gl.(2), die Dehnung & nach GI.(3) und wie-
derholt die Messung bei mehreren verschie-
den groBen Zugkréften. oist liber £ graphisch
darzustellen. Der Elastizitdtsmodul £ ergibt
sich aus dem Anstieg der Ausgleichsgeraden
nach GIl.(11). Der Versuch ist mit einem
Draht aus anderem Material zu wiederholen.
Es ist zu beachten, dass die Drihte keine
Knicke haben diirfen.

3.1.2 Biegung
Aufgabenstellung

1. Der Elastizititsmodul £ von zwei ver-
schiedenen Metallen ist aus der Biegung von
Stidben zu ermitteln.

2. Es sind fiir zwei Rohre aus gleichem Mate-
rial mit gleichem AufBendurchmesser aber
unterschiedlicher Wanddicke die Flichen-
tragheitsmomente aus der Biegung bei zwei-
seitiger Auflage zu bestimmen. Mit dem
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gegebenen Wert fiir den Elastizitdtsmodul
sind die Biegesteifigkeiten zu berechnen und
zu diskutieren.

Gegeben sei ein homogener Stab (Dichte p,
Querschnitt 4), der auf zwei Schneiden (Ab-
stand /) liegt. Jede der beiden Schneiden ist
dadurch mit der Kraft 0,5 F belastet.

Das Gewicht des Stabs F,, kann unter der
Voraussetzung, dass die Stabldnge mit dem
Schneidenabstand iibereinstimmt, als

Fy=gpAl (12)

geschrieben werden. Der Stab ist infolge der
Wirkung seines Gewichts auch ohne zusitz-
liche Belastung etwas gebogen. Lasst man in
der Mitte zwischen den Auflagen senkrecht
zur Stabachse eine Kraft F angreifen, wird
die Durchbiegung vergrofert.

a) /
1
2 d/
s
| Kf |
F gpAdl
b
) y 1
p wd j(F +F))
i X
x & gpAdw
1
2

Abb. M.3.1.2. Gleichwertige Anordnungen zur
Untersuchung der Biegung

Abb. M.3.1.2 zeigt zwei Anordnungen zur
Untersuchung der Biegung. Diese sind
gleichwertig, wenn beide Stibe aus dem
gleichen Metall bestehen und den gleichen
konstanten Querschnitt 4 haben.

Die folgenden Uberlegungen beziehen sich
auf die Anordnung in Abb. M.3.1.2b, bei der
die in der Mitte des Stabs angreifende Kraft
nach oben wirkt. Dadurch werden die oberen
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Schichten des Stabs zusammengedriickt und
die unteren gedehnt. Im Inneren gibt es eine
Schicht, deren Lange sich nicht éndert. Diese
Schicht bezeichnet man als neutrale Faser.
Die Gleichung der neutralen Faser y(x) kann
unter Erfiillung folgender Voraussetzungen
berechnet werden:

1.Das Hooke’sche Gesetz Gl. (1) gilt.

2. Ein ebener Querschnitt des Stabs bleibt bei
allen auftretenden Belastungen eben.

3.Die Durchbiegung ist so klein, dass fiir alle
vorkommenden Werte von x der Betrag der
Ableitung dy/dx sehr klein gegen 1 ist.

Auf den Stabquerschnitt an der Stellex

(Abb. M.3.1.2b und Abb. M.3.1.3) wirkt ein
Drehmoment im Uhrzeigersinn

i
X

L
M=gpd | wiw+[no,da. (13)
0 A

neutrale
Faser

chichtquerschnitt
d4

Abb. M.3.1.3. Deformiertes Volumenelement als
Folge der Biegung (stark vergrofert)

Fiir die Normalspannung o, (Abb. M.3.1.3)
gilt nach dem Hooke’schen Gesetz
¢ _.n
0,]:E€H=E—:E7. (14)
Dabei sind ¢, die relative Dehnung sich einer

im Abstand 7 von der neutralen Faser befin-
denden Schicht, r der Kriimmungsradius der
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neutralen Faser an der Stelle x und E der
Elastizitdtsmodul. Das beim Einsetzen von
Gl.(14) in GL. (13) entstehende Integral

1,=[ n*at (15)

bezeichnet man als (axiales) Flachentrig-
heitsmoment. Seine Dimension ist Linge
(Einheit m*). Fiir einige Stabprofile sind die
Berechnungsformeln fiir das Fliachentréig-
heitsmoment im Anhang A.14 dargestellt.
Die Biegesteifigkeit B ergibt sich als Produkt
aus dem Elastizitaitsmodul des Materials und
dem Flichentragheitsmoment (B = E I,)).
Wenn man das erste Integral in GI.(13) 16st
und Gl. (15) verwendet, erhélt man

2
M, :lgpA(é—x) +§Iﬂ .

3 (16)

Die Kraft 0,5 (F+ F,) iibt auf den Quer-
schnitt an der Stelle x (Abb. M.3.1.2b) ein
Drehmoment im mathematisch positiven
Sinne der Stérke

MZZ%G_X) (F+F,)

aus. Im Gleichgewichtsfall gilt M, =M, .
Aus den Gln. (16) und (17) folgt bei Ver-
wendung von GL. (12)

1 1
7EIW:ZFU—2@

%gpA{@z —xz} .

Die GroBe 1/r ist die Kriimmung der neutra-
len Faser an der Stelle x. Aus der Theorie der
Beriihrung héherer Ordnung folgt fiir die
Kriimmung einer Kurve y(x)

(17)

(18)
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Nach Voraussetzung 3 soll (dy/ dx)2 ver-

nachldssigbar klein gegen 1 sein. In dieser
2

L4
2

L1
Néherung gilt —
B

Die Integration der Gleichung

2
vy 401

de2 Z

{(q}

liefert bei Berticksichtigung der Randbedin-
gungen %(x =0)=y(0)=0 die Gleichun-

F(I-2x)
(18a)

gen

Da im vorliegenden Falle y(x) im Intervall
0 <x <//2 positiv ist, muss in den Gln. (18a)
bis (20) das positive Vorzeichen verwendet
werden. Die Funktion der neutralen Faser hat
an der Stelle x = //2 sowohl die groBite Stei-
gung als auch den grofiten Funktionswert.
Mit

(pztan(pzd—y(le/Z)
dx
folgt aus GI.(19)

1 , 2 N
E[U(DZE[FZ +§gpAl j bzw.
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IZ(F+§F0J
=— - 7 21
4 16E1, @h)
Mit Gl. (20) ergibt sich fiir x = //2
1 5
El s=—|Fll'+=-gpAl
v 48( g7 j
und man erhilt fiir den Biegepfeil s
r (F+§Foj
= (22)
48EI,

Im Experiment ist der Stab zunéchst mit einer
Schale (Masse mi;) belastet, die zur Aufnah-
me von Wigestiicken dient. Man erhilt den
Winkel ¢, bzw. den Biegepfeil 5o, indem man
in den GIn.(21) und (22) F=m g setzt.
AnschlieBend wird auf die Schale ein Wa-
gestiick der Masse m gelegt. Der Winkel ¢
ergibt sich aus Gl.(21), der Biegepfeil s aus
Gl.(22) mit F = (m, +m) g . Gemessen wer-
den die Differenzen ¢ - ¢, oder s - 5. Dafiir
konnen die GIn.(21) und (22) umgeformt
werden:

I’mg
=—>° (21a)
161, (¢—¢)0)
B Pmg
B 481,7 (S—SO) ' (222)

Das Gewicht des Stabs und das der Schale
miissen demzufolge nicht bekannt zu sein.

Um den Elastizitdtsmodul £ angeben zu
konnen, muss man das Flachentrigheitsmo-
ment /,, fiir den Querschnitt berechnen. Vor-
aussetzung fiir die Berechnung ist, dass man
die Lage der neutralen Faser kennt. Es gilt

Ia(n)dAzo oder jndA:O nach GL.(15),
A A

da sich der Stab bei der Biegung insgesamt
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weder verldngert noch verkiirzt. Daraus folgt,
dass der Massenmittelpunkt des Stabs in der
neutralen Faser liegen muss. Hat der unbelas-
tete Stab senkrecht zur Biegekraft eine Sym-
metrieebene, stellt die Symmetrieebene die
neutrale Faser dar. Beispiele fiir diesen Fall
sind Stibe mit rechteckigem oder kreisformi-
gem Querschnitt, Rohre und I-Tréger. Fiir U-
oder T-Trager (Biegekraft nach oben oder
unten) muss die Lage der neutralen Faser
berechnet werden.

Versuchsausfiihrung

Bei Aufgabe 1 wird der zu untersuchende
Stab so auf die Schneiden gelegt, dass die
Enden des Stabs nur wenig iiberstehen
(Abb. M.3.1.2) und der Abstand / zwischen
den Schneiden gemessen. Danach wird die
Schale zur Aufnahme der Wigestiicke in der
Mitte zwischen den Schneiden an den Stab
gehéngt. Man misst den Biegepfeil so z. B.
mit einer Messuhr oder einem elektronischen
Sensor (Wegaufnehmer). In gleicher Weise
sind die Biegepfeile s; nach Belastung der
Schale mit Wigestiicken der Masse m;
(i=1,2,..,n) zu bestimmen. Zur graphi-
schen Auswertung wird die Kraft {iber den
Biegepfeil dargestellt. Der gesuchte Elastizi-
tatsmodul £ ergibt sich nach GI. (22) mit dem
Anstieg (AF/As ) der Ausgleichsgeraden:

_AF/As

E (23)

481

n

Wenn statt des Biegepfeils s der Winkel ¢
gemessen werden soll, befestigt man an ei-
nem Ende des Stabs einen kleinen Spiegel.
Eine senkrecht stehende Skala wird tiber den
Spiegel durch ein Fernrohr mit Visierlinie
beobachtet. Anstelle eines Fernrohres kann
man auch die Reflexion eines Laserstahls
(Durchmesser < 1mm) nutzen, dessen reflek-
tierter Strahl als kleiner Lichtfleck auf der
Skala beobachtet werden kann. In diesem
Fall sind die Sicherheitsbestimmungen beim
Umgang mit Laserlicht zu beachten.
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Der Abstand L zwischen Spiegel und Skala
wird gemessen. Ist der Stab nur mit der Scha-
le belastet, wird am Malstab der Skala der
Wert z, abgelesen, bei zusitzlicher Belastung
mit einem Wégestiick der Masse m; der Wert
z;(i=1,2,...,n). Dann gilt

(z.-2)
L

2(p, —¢,) ~ tan2¢, — tan2¢, =
Man stellt F; = m; g iiber Ap, =@, — ¢, dar
und aus dem Anstieg der besten Geraden
AF/Agp kann der gesuchte Elastizitdtsmo-
dul E ermittelt werden:

_I’AF/Ap

E 24)
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Analogie zur Herleitung der Gl.(18) folgt:
El, y,(x) :%FU) x’ —%fj +C, (20b)

mit dem Korrekturterm

1 ,xr 1,
Ck 4gpA{lo 56" } ;
der die Eigenmasse des Stabs berticksichtigt.
Kann der Korrekturterm Cx vernachléssigt
werden, ergibt sich fiir den Biegepfeil
Se = Ve(x) im Abstand x vom Befestigungs-
punkt des Stabs

161

n

Die Gleichung zur Berechnung des Flachen-
tragheitsmoments [, fiir unterschiedliche
Stabquerschnitte kann der Tabelle A.14 im
Anhang entnommen werden. Alle zur Be-
rechnung von /,, benédtigten Langen sind mit
mechanischen Messwerkzeugen zu bestim-
men.

Ergénzend zur zweiseitigen Auflage kann
einer der flachen Stébe bei einseitiger Ein-
spannung vermessen werden (Abb. M.3.1.4).

W

N

Abb. M.3.1.4 Zur Messung der Biegung eines
einseitig eingespannten Stabs (schematisch),
Taststift TS

In diesem Fall wirkt die Gewichtskraft F'am
freien Ende des Stabs der Lange /, und in

(25

F 1
s, =———| [, x* —=x |.
2E1I, 3

Besonders einfach wird GI.(25), wenn der
Biegepfeil unmittelbar am Ende (x = /) des
einseitig eingespannten Stabs gemessen
werden kann:

3

s, :i . (25a)
3EI,

Nach dem Einspannen des Stabs misst man
den Abstand x und die Stablénge /,, anschlie-
Bend den Biegepfeil s. mit einer Messuhr
oder einem induktiven Wegaufnehmer in
Abhéngigkeit von der Belastung F am Ende
des Stabs. Die Auswertung soll graphisch
unter Verwendung des Anstiegs der Aus-
gleichsgeraden mit Hilfe eines s.(F)-
Diagramms erfolgen:

2E1,

Mit den zu messenden Werten fiir /, und x
sowie dem Wert fiir 7, kann der Wert des
Elastizitdtsmoduls bestimmt werden.

Bei Aufgabe 2 ist fiir zwei Metallrohre aus
demselben Material mit gleichem AuBenra-
dius aber verschiedenen Innenradien die
Abhingigkeit F(s) zu messen und graphisch
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darzustellen. Bei bekanntem Wert filir den
Elastizitdtsmodul des Rohrmaterials ist nach
der Bestimmung des Anstiegs der Aus-
gleichsgeraden unter Anwendung von
Gl.(23) das Fliachentrigheitsmoment fiir
beide Rohre zu bestimmen. Danach berech-
net man die Biegesteifigkeit der beiden Roh-
re und diskutiert den Einfluss der unter-
schiedlichen Innenradien (Wanddicken) auf
die Biegesteifigkeit auch im Vergleich zu
einem entsprechenden Vollstab.

Bei Verwendung einer mechanischen Mess-
uhr zur Messung des Biegepfeils ist ggf. die
Federkraft F, mit der der Taststift auf den
Stab wirkt, zu beriicksichtigen. In diesem
Fall muss zur Kraft F noch die Kraft
Fr=c(x;-x) addiert werden, wobei x den
gespannten und x, den nicht gespanntem
Zustand beschreibt. Die Grofle von x hidngt
von der GroB3e des Biegepfeils ab. Die Feder-
konstante ¢ kann mit der im Versuch M.3.3
beschriebenen Methode bestimmt werden.

3.2 Torsionsmodul

Der Torsionsmodul G ldsst sich aus Untersu-
chungen an verdrillten Stiben mit kreisfor-
migem Querschnitt bestimmen.

Gegeben sei ein einseitig eingespannter Stab,
dessen Linge / grof3 gegen den Radius 7 sein
soll. Betrachtet man im Stabinneren einen
koaxialen Hohlzylinder mit dem Radius
" und der Dickedr’ (Abb. M.3.2.1) und lésst
am freien Ende peripher eine Schubkraft dF;
angreifen, wird eine urspriinglich senkrechte
Faser des Zylindermantels um den Scherwin-
kel a gedreht. Fiir den Bogen s=+"¢ gilt

unter der Voraussetzung |a| <<1 in guter
Néherung s =/ . Damit folgt nach GL. (5)

’

T=Ga=Gr7(p.

Das Produkt aus der Schubspannung 7 und
dem Querschnitt des Hohlzylinders ist die
Schubkraft
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dF; =Gr7¢ 2nr'dr’ .
Durch Multiplikation mit dem Hebelarm 7’
geht die Schubkraft in das Drehmoment iiber:

dM=2nG

prdr .

Abb. M.3.2.1 Torsion eines Zylinders

Das resultierende Drehmoment erhélt man
durch Integration

2n G
/

M=IdM= gojr”dr' ,
0

iiber alle Hohlzylinder und es folgt

_nGW
21

M

P (26)

Wenn zur Verdrillung des Stabs ein grofes
Drehmoment erforderlich ist, empfiehlt sich
eine statische Bestimmung des Torsionsmo-
duls. Liegt dagegen das zu untersuchende
Material als Draht vor, wird der Torsionsmo-
dul zweckméBigerweise mit einer dynami-
schen Messmethode ermittelt.



3.2 Torsionsmodul

3.2.1 Statische Messmethode
Aufgabenstellung

Der Torsionsmodul von Stidben aus verschie-
denem Material soll statisch bestimmt wer-
den. Die Ergebnisse sind mit den Werten im
Anhang A.7 zu vergleichen.

Das nicht eingespannte Ende eines Stabs
wird starr mit einer zylindrischen Scheibe
(Radius R) verbunden. Dabei sollen Stab-
und Scheibenachse iibereinstimmen. Wenn
man nun die Schubkraft Fg in der in
Abb. M.3.2.2 dargestellten Weise an der
Scheibe angreifen lésst, ist das auf den Stab

iibertragene Drehmoment
M =RF, . 27)

Aus den Gln. (26) und (27) erhélt man fiir
den Torsionsmodul

_2IREF

G (28)

4
nr @

An das freie Ende des Stabs wird ein Spiegel
befestigt. Ein auf den Spiegel fallender La-
serstrahl soll nach der Reflexion auf eine
Skala treffen, die den senkrechten Abstand L
vom Spiegel hat.

0,5 F,

0,5 F,

Abb. M.3.2.2 Wirkung der Schubkraft bei der
statischen Methode

Dreht sich die mit dem Stab verbundene
Scheibe um den Winkel ¢, wird der Licht-
punkt des Lasers auf der Skala um die Stre-
cke x verschoben. Dann gilt

tan2¢=x/L, (29)
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oder fiir |a| <<1 folgt
X
=— 29a
=57 (29a)
Versuchsausfiihrung

Man misst die Stablénge /, die Durchmesser
2rbzw. 2R des Stabs bzw. der Scheibe sowie
den Abstand L zwischen Spiegel und Skala.
Anschlielend sind die Werte x, x,, ..., x,, fur
n verschieden grofe Schubkrifte zu ermit-
teln. Die zugehorigen Winkel ¢, ¢, ..., @,
ergeben sich aus Gl. (29) bzw. GI.(29a). Man
bestimmt den arithmetischen Mittelwert aller
Quotienten Fi;/@; und berechnet den Torsi-
onsmodul aus GI. (28). Der Versuch ist min-
destens mit einem Stab aus anderem Material
zu wiederholen. Die fiir die betreffende La-
serschutzklasse giiltigen Sicherheitsbestim-
mungen liegen am Arbeitsplatz aus und miis-
sen strikt eingehalten werden.

3.2.2 Dynamische Messmethode
Aufgabenstellung

1. Der Torsionsmodul eines Drahts soll dy-
namisch bestimmt werden.
2. Das Triagheitsmoment eines Quaders in
Bezug auf eine gegebene Drehachse durch
den Schwerpunkt ist mit Hilfe von Dreh-
schwingungen zu ermitteln.

Ein Draht habe die Lénge / und den Radius r.
Das obere Ende sei eingespannt, das untere
mit einer zylindrischen Scheibe belastet.
Dreht man die Scheibe um den Winkel ¢,
aus ihrer Ruhelage und ldsst sie zum Zeit-
punkt ¢ = 0 los, fiihrt das System unter der
Wirkung der elastischen Krifte des verdrill-
ten Drahts Torsionsschwingungen aus
(M.2.0.1). Bei einem Auslenkwinkel ¢ist der
Betrag des riicktreibenden Drehmoments
durch Gl. (26) gegeben. Die Grofle

nGrt

D =7 (30)
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ist das Direktionsmoment des Torsionspen-
dels. Bezeichnet man mit J das Trégheits-
moment des Systems, lautet nach
Gl.(M.2-18) die Bewegungsgleichung

d’p

—7__D ,

dr @ (€28)
und fir die Schwingungsdauer gilt
(GL.(M.2- 23)):

J
T=2n,— 3la
\ /D (1a)

Ist das Tragheitsmoment J bekannt, kann der
Torsionsmodul G aus den Gln. (30) und (31a)
bestimmt werden. Im Allgemeinen ldsst sich
aber das Trigheitsmoment des Systems
(Draht, Scheibe und Befestigungsvorrich-
tung) nicht berechnen. Aus diesem Grunde
ist es notwendig, J zu eliminieren. Dazu
schraubt man einen Zylinder (Masse m, Ra-
dius R) so an die schon vorhandene Scheibe,
dass die Achse des Zylinders mit der Draht-
achse tlibereinstimmt. Das Trégheitsmoment
des Torsionspendels vergroBert sich dadurch
um den Anteil

1
J,=—mR’
2

und die Schwingungsdauer wird

7o [T
D

Wenn man die Gln. (31a) und (31b) quadriert
und anschlieend voneinander abzieht, ergibt
sich fiir das Direktionsmoment

(31b)

4n’J,  2w’'mR’

= 7;2 77 7;2 _7? (32)
Aus den Gln. (30) und (32) folgt
_4n ImR*
_r4(T2—T2) : (33)
1

3 Deformationsverhalten

Versuchsausfiihrung

Die Masse m und der Durchmesser 2R des
Zylinders sowie die Lange / und der Durch-
messer 27 des Drahts werden bestimmt. Der
Drahtdurchmesser ist an verschiedenen Stel-
len zu messen. In GI.(33) soll der arithmeti-
sche Mittelwert des Radius 7 verwendet
werden. Die Schwingungsdauern 7, 7y und 7,
(siehe unten) kdnnen mit einer elektronischen
Messanordnung (Lichtschranke, Digitalzéh-
ler) oder manuell mit einer digitalen Stopp-
uhr gemessen werden. Im letzteren Fall
stoppt man mehrfach die Zeit fiir je 50
Schwingungen, um die Messunsicherheit zu
verringern. Der Torsionsmodul G ergibt sich
aus Gl1.(33). Als Versuchskorper in Aufga-
be2 wird ein flacher Quader verwendet
(Lange a, Breite b, Dicke ¢, a,b>> ¢, Masse
M). Die Massen der Zusatzscheibe und des
Versuchskorpers werden gegeben, die geo-
metrischen Abmessungen sind selbst zu
ermitteln. Zur Bestimmung des Trégheits-
moments J, des Versuchskérpers aus den
durchgefiihrten Messungen verwendet man

_Gr4
8in

J, (7 -17) . (34)
die unmittelbar aus den Gln. (30) und (32)
folgt. T, bezeichnet die Schwingungszeit fiir
das System Grundscheibe mit Versuchskor-
per. Zur theoretischen Berechnung von J,
geht man von der Definition des Tragheits-
moments (M.2.0.1) aus und berechnet das
Integral zweckméBigerweise unter Zugrunde-
legung kartesischer Koordinaten:

a2 b/2 2

J2=,0J. J-(x2+y2)dxdydz

—aj2 -b/2 —¢/2

Daraus folgt nach wenigen Rechenschritten
fir das gesuchte Trigheitsmoment eines
flachen Quaders

o=+ 0?)



3.3 Federkonstante und Torsionsmodul

3.3 Federkonstante und Torsi-
onsmodul

Aufgabenstellung

1. Ein berithrungsloser Wegaufnehmer ist zu
kalibrieren.

2. Die Federkonstante einer Schraubenfeder
soll mit einem Wegaufnehmer statisch und
dynamisch bestimmt werden.

3. Der Torsionsmodul des Federmaterials ist
zu berechnen.

Eine Schraubenfeder (Drahtradius », Win-
dungsradius R) habe n Windungen und sei
am oberen Ende eingespannt. Hangt man an
das untere Ende einen Korper der Masse m,
wird die Feder um das Stiick x gedehnt
(Abb. M.3.3.1). Im Gleichgewichtsfall ist die
Summe der Krifte gleich null:

mg—-cx=0.

Darin sind g die Schwerebeschleunigung und
¢ die Federkonstante. Fiir den Zusammen-
hang zwischen Federkonstante ¢ und der
Belastung der Feder mit der Masse m folgt

c=—g . (35)

X

Wenn man die belastete Feder, z. B. mit der
Hand, aus ihrer Ruhelage zieht und dann
losldsst, beginnt das System zu schwingen.

2r
— 1 ©
7/ ——

R Y

Abb. M.3.3.1 Schnitt durch die unterste Windung
einer um das Stiick x gedehnten Schraubenfeder

Die Bewegungsgleichung

2
ﬂ:g_Lx:_i(x_%] (36)

ds m m
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hat eine partikuldre Losung (Anhang A.2)

. m
x=Asma)t+—g R
c

(37

worin A eine Konstante und @ die Kreisfre-
quenz ist. Aus Gl.(37) folgt

@
dr

Der Vergleich der Gln. (36) und (38) liefert
fiir die Kreisfrequenz bei vernachlissigbarer
Dampfung

5 (211 )2 c
0 =—=|=—.

T m
Wihrend der Schwingungen (Schwingungs-
dauer T') wandeln sich kinetische und poten-
tielle Energie stindig ineinander um. Bei
diesem Prozess miissen auch die Energiean-
teile der schwingenden Feder (Masse mg)
beriicksichtigt werden. In GI1.(39) ist aus
diesem Grunde m durch (m + 1/3 mg ) zu

ersetzen (siche unten).

-0’ Asinot=-o’ (x—@j .(38)
C

(39

[Bei einer Lingenénderung x der Feder (Feder-
konstante c) durch die Belastung mit einer Masse
m speichert die Feder potentielle Energie:

E, = —J.FX. dx'= ch'dx'  E
0

pot
o 2

2
_Ccx

Zur Berechnung der kinetischen Energie wird die
Feder (Federmasse mg, Linge der Feder L) in
kleine Massestiicke dm zerlegt (Abb. M.3.3.2):
dm, =m,(dl/L) . Die gleichméBige Federdeh-
nung iiber die gesamte Federlédnge L bedingt eine
Auslenkung Jeines Federstiicks d/ aus der Ruhe-
lage: 6 = x (// L) . Damit ergibt sich fiir die kine-
tische Energie des Federstiicks d/

2
Lam, 62 =L 9 (ij ,
2 2 L L
und fiir die kinetische Energie der Feder Eyi, ¢

) L

E, ka 2! d/
. = _ X — =
kin,F 2 ) L; 2

3
my 1

3

0
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folgt E,

in,F

1 | . o
=3 g X° 3 Da die gesamte kineti-
sche Energie die Summe aus den kinetischen
Energien der Feder Eyy,r und der Masse m

(Egom = % %*) ist, erhélt man unter Beriicksichti-

gung des Energieerhaltungssatzes als Gesamt-
energie
Eg Ekin + Epot

1 my) ., cx’
=—|m+—|x +T=const.

es

2 3

Abb. M.3.3.2 Zur Begriindung des Einflusses der
Federmasse my auf die Frequenz der Feder-
schwingung, dm, =m; (d//L)

Die Schwingungsgleichung (ohne Reibung) folgt
aus der Ableitungd £, /d=0:

L e ) g0 2655 g
2 3 2

- c
X+

x=0
s e
3

Draus ergibt sich die Eigenkreisfrequenz der
Schwingung mit

bei Vernachléssigung der Dampfung.]

3 Deformationsverhalten

Fiir die Federkonstante folgt dann

(7))

Die Feder speichert bei einer Auslenkung x
aus der Ruhelage eine potentielle Energie

(40)

E,=—2x. (41)

Bei dieser Dehnung wird nach Abb. M.3.3.1
der Draht um den kleinen Winkel ¢ = x/R
gedrillt. Die potentielle Energie, die der
Draht bei der Drillung aufnimmt, betragt
nach Gl.(26):

[ TCGI’4 ?

EpotZJ‘dez 2] j
0

(42)

Fiir die Lange des Drahts kann man im All-
gemeinen in guter Ndherung

l=27Rn
schreiben. Damit lautet Gl.(42)

Grt , Grt ,
= = x°. 43
P 8nR 8n R’ “3)

Aus dem Vergleich der GlIn. (41) und (43)
erhilt man fiir den Torsionsmodul

3
G= 4"—14” . (44)
r
Versuchsausfiihrung

Die Bestimmung der Federkonstanten soll
mit einem berithrungslos messenden indukti-
ven Wegaufnehmer erfolgen, dessen Auflo-
sung kleiner als 0,01 mm ist. Dieser besteht
aus mehreren Spulen (Primér- und Sekundér-
spulen SP, Abb. M.3.3.3), die sich in einem
Metallzylinder (Gehéduse G) befinden. Die
Léngsachse des Metallzylinders und die
Bewegungsrichtung des Messobjekts miissen
parallel zueinander verlaufen oder die Bewe-
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gung muss durch geeignete mechanische
Befestigungen in eine zum Zylinder achsen-
parallele Bewegung umgewandelt werden.
Durch das Innere der Spulen wird ein diinner
Stab mit einem magnetischen Kern (An-
ker A) gefiihrt, der bei kleinen Verdnderun-
gen seiner Lage moglichst groe Anderungen
der Induktivitét in den Spulen hervorruft und
in den Sekundirspulen ausreichend hohe
Spannungen induziert, die in ihrer Amplitude
und in ihrer Phase zueinander von der Positi-
on des Ankers abhéngen. Die Verschiebung
des Ankers kann am Ausgang des Sensors als
elektrische Spannung gemessen werden.

In Aufgabe 1 muss der Wegaufnehmer kalib-
riert werden. Dazu befestigt man an der
Messspindel MS einer Mikrometerschraube
den Anker des Wegaufnehmers mit Hilfe
eines mechanischen Adapters AD.

MS SP

/s
i

M AD A G

Abb. M.3.3.3 Kalibrierung eines induktiven
Wegaufnehmers mit einer Mikrometerschrau-
be (schematisch), Messschraube M, Messspin-
del MS, Adapter AD, Anker A, Gehduse G, Sen-
sorspulen SP

Beim Eintauchen des Ankers in das Spulen-
system des Wegaufnehmers werden die In-
duktivitdt des Spulensystems und dadurch die
GroBe der induzierten Spannung verindert.

Der Wert der Sensorausgangsspannung Us ist
null, wenn sich der Anker in der Mitte des
Spulensystems befindet. Man misst durch
Verschieben des Ankers mit Hilfe der Mess-
schraube die Abhingigkeit der Ausgangs-
spannung von der Verschiebung x des An-
kers. Die graphische Darstellung Us(x) ent-
spricht der Sensorkennlinie (Kalibrierkurve
des Sensors). Dabei entspricht der Anstieg
dUs/dx der Sensorempfindlichkeit.
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Um Aufgabe 2 auszufiihren, wird der Sensor
in senkrechter Position befestigt und man
lasst den an der Schraubenfeder hingenden
Anker so weit in den Wegaufnehmer hinein-
reichen, dass er sich im oberen Bereich der
Spulen befindet. AnschlieBend belastet man
die Feder mit verschiedenen Massen m; und
misst die zugehorigen Sensorspannungen Usk;.
Mit den in Aufgabe 1 ermittelten Parametern
der Sensorkennlinie konnen die jeweiligen
Verschiebungen x; berechnet werden. Die
Federkonstante ¢y wird aus dem Anstieg der
Ausgleichsgeraden der graphischen Darstel-
lung m (x) unter Verwendung von GL. (35)
bestimmt. Bei der dynamischen Messung
schlieft man einen digitalen Zéhler an die
Messeinrichtung an und belastet die Feder
mit Gewichtsstiicken bekannter Masse m,
bestimmt hinreichend oft die zugehdrigen
Periodendauern 7 des schwingenden Systems
und berechnet cqy, nach GI. (40). Dabei ist die
Masse der Ankerbefestigung zu beriicksichti-
gen. Mit den Werten von ¢y und cayy ist der
Torsionsmodul G nach Gl.(44) zu berechnen.
Auflerhalb der Messunsicherheiten auftreten-
de Abweichungen sind unter Beriicksichti-
gung der Unterschiede zwischen der stati-
schen und der dynamischen Methode zu
diskutieren.

Steht kein induktiver Wegaufnehmer zur
Verfligung, kann der Versuch auch mit einfa-
chen mechanischen Messmitteln durchge-
fiihrt werden.

4 Schallmessungen

4.0 Grundlagen

Erfdhrt in einem elastisch deformierbaren
Medium ein Volumenelement durch Druck
eine Verschiebung aus seiner stabilen Ruhe-
lage, erleiden auch benachbarte Volumen-
elemente Verriickungen, die sich rdumlich
und zeitlich weiter ausbreiten. Es entsteht
eine mechanische Welle. Die Gesamtheit
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aller Fldchenelemente des elastischen Kor-
pers, die sich zu einer bestimmten Zeit im
gleichen Schwingungszustand (in gleicher
Phase) befindet, nennt man Wellenflache.
Eine ebene Welle liegt vor, wenn das Erre-
gungszentrum von einem Aufpunkt unend-
lich weit entfernt liegt. Der Bereich von
Schallwellen reicht von < 1 Hz (Infraschall)
bis > 10 THz (Phononen), der Bereich des fiir
den Menschen wahrnehmbaren Schalls liegt
zwischen 20 Hz und 20 kHz. In Richtung
héherer Frequenzen schlief3t sich der Bereich
des Ultraschalls (20 kHz bis 10 GHz) an. In
mehrdimensionalen Festkorpern treten infol-
ge der nicht vernachldssigbaren Schubkrifte
Longitudinal'- und Transversalwellen® auf,
die nur in unendlich ausgedehnten Systemen
reine Dehnungs- bzw. Biegewellen sind. In
begrenzten Festkorpern sind Dehnungs-,
Torsions- und Biegewellen zu beobachten.
Schallwellen in Fliissigkeiten und Gasen sind
Longitudinalwellen, da man in ihnen im
Allgemeinen den Einfluss der inneren Rei-
bung und damit Scherkrifte vernachlédssigen
kann.

4.0.1 Wellengleichung

Im einfachsten (eindimensionalen Fall) kann
die Ausbreitung der Verschiebungen in Rich-
tung einer Koordinate x mit einer linearen
Wellengleichung des Typs

(M

beschrieben werden. Dabei handelt es sich

'Bei einer Longitudinalwelle sind Ausbreitungs-
und Schwingungsrichtung der Teilchen identisch.
*Bei Transversalwellen schwingen die Teilchen in
Ebenen, die senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung
der Welle liegen. Derartige Wellen sind nur in
Medien moglich, in denen infolge vorhandener
Formelastizitidt Schubkrifte iibertragen werden
konnen.

4 Schallmessungen

um eine partielle Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung, fiir die unendlich viele Losun-
gen existieren. Die in GI.(1) eingefiihrte
GroBe ¢ beschreibt eine Geschwindigkeit, mit
der sich ein bestimmter Schwingungszustand
(eine Phase) ausbreitet. Sie ist in homogenen
Medien konstant. Partielle Differentialglei-
chungen des Typs der Gl.(1) sind nicht all-
gemein 10sbar. Zu partikuldren Losungen
gelangt man mit einem Funktionsansatz

g‘(x,t)zi(xict) ,

wobei £eine beliebige, zweimal differenzier-
bare Funktion ist.

Die lokalen Schallschwingungen erfolgen so
schnell, dass Wéarmetransport und Tempera-
turausgleich zwischen den durch eine halbe
Wellenlénge getrennten Stellen der Erwiér-
mung (infolge Kompression) oder Abkiih-
lung (infolge Entspannung) des Mediums
nicht wirksam werden konnen. Die
Schallausbreitung kann deshalb im Allge-
meinen als adiabatischer Prozess betrachtet
werden. In Fliissigkeiten héngt die Schallge-
schwindigkeit cp; vom Kompressionsmodul K
ab:

1__1dr

K V' )
K

n=—0-. 3)

Fl

Wenn keine Scherkréfte zu beriicksichtigen
sind, ist ¢ frequenzunabhéngig, d. h., es tritt
keine Dispersion auf. Ist das deformierbare
Medium ein ideales Gas, gilt die Adiaba-
tengleichung (W.2.0.2):

V7 p=const . 4
Differenziert man Gl. (4) nach V, ergibt sich

L dp dp p
Vip+ V7 —==0 oder —=—-y* .
P gy - Ty

Damit lautet Gl.(2)

K=yp,
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und man erhalt
c=y=. (5)

In GL. (4) bedeutet y das Verhéltnis der spezi-
fischen Wairmekapazitit bei konstantem
Druck ¢, zur spezifischen Wirmekapazitit
bei konstantem Volumen ¢y (W.2.0.2).
Beachtet man die fiir ideale Gase giiltige
Beziehung

L&L&{Huj, ©)
Pl p T,

ergibt sich die Schallgeschwindigkeit in
Gasen als eine vom Druck unabhingige
Funktion der absoluten Temperatur:

c= [yl eIl %
Po T,

Fir Luft erhélt man im Bereich der Zimmer-
temperatur (|T - 7})| <« T ) in guter Ndherung

T-T,
cLuﬁ=331,5(1+ 2T°jms‘ . (8)

0

In der Differentialgleichung fiir die Wellen-
ausbreitung in begrenzten Festkérpern kon-
nen je nach Art der Anregung der Schwin-
gungen Ausbreitungsgeschwindigkeiten auf-
treten, die von unterschiedlichen mechani-
schen Materialgr6en abhéngen:

c _E (Dehnungswelle) , )
P

c :i (Torsionswelle) .

o

(10)

Dabei bezeichnen E den Elastizitdtsmodul

und G den Torsionsmodul.

Werden die Schwingungen sinusférmig ange-

regt gemal
b=b,sin(wt+a) ,

(11)
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erfolgt eine sowohl zeitliche als auch rdumli-
che periodische Ausbreitung der Verschie-
bungen in Form einer harmonischen Welle:

£(x,t)=b, sin(w(t$§j+a] :

Dabei beschreiben @ die Kreisfrequenz der
Frequenzf (w=2n f)und adie Phasenver-

schiebung. Unter Beriicksichtigung der
Randbedingungen, dass ein Stab der Lénge /
an einem Ende frei und in der Mitte einge-
spannt ist, bildet sich eine stehende Welle
aus, falls die Stablédnge / gleich dem ungerad-
zahligen Vielfachen von A/4 ist:

(12)

A
l=(2n—l)z (n=1,2,3,...) . (13)

OF

Z n=1

i =2

< = n=3

(®)

n=1

B
> > n=2

~ - n=3

Abb. M.4.0.1 Longitudinalschwingungen in Sta-
ben, (a) an einem Ende eingespannt, (b) an beiden
Enden frei (Ordnung »)

Fiir die Eigenfrequenzen f, der stehenden
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longitudinalen Welle (Dehnungswelle) der
Ordnung » erhdlt man

c c
ﬁ—T—(Zn—I)H , (14a)

n

wobei fiir die Grundschwingung » =1 und
fiir die Oberschwingungen n > 1 (n ganzzah-
lig) gilt. Abb. M.4.0.1a vermittelt die ent-
sprechenden stehenden Wellen bis zur zwei-
ten Oberschwingung. Im Falle eines an bei-
den Enden freien Stabs (Abb. M.4.0.1b)
bilden sich stehende Wellen aus, wenn die
Stabldnge / ein ganzzahliges Vielfaches
von A/2 ist. Die Eigenfrequenzen in Abhén-
gigkeit von der Ordnung 7 ergeben sich dann
nach der Gleichung

C Cc
KAV TIE

n

(14b)

Der Abstand zwischen benachbarten Schwin-
gungsknoten (Schwingungsenergie null) ist
eine halbe Wellenlinge.

Bei Biegewellen treten kompliziertere Ver-
hiltnisse auf. Die zugrunde liegende Diffe-
rentialgleichung lautet in diesem Fall

’¢ _ EI d'¢
or’ T pA’] ox* (as)

I, bezeichnet das Flichentrigheitsmoment
des Stabquerschnitts 4 (M.3.1.2), £ den
Elastizitdtsmodul und p die Dichte des Stab-
materials. Die Eigenfrequenzen der Biege-
schwingungen ergeben sich zu

4 Schallmessungen

Fiir Ordnungen n > 3 lésst sich der Wert fiir
m, durch die Gleichung m, = (2n-1) n/2 mit
hinreichender Genauigkeit berechnen. In
Abb. M.4.0.2 sind die ersten drei Ordnungen
einer stehenden Biegewelle eines einseitig
eingeklemmten Stabs dargestellt. Im Gegen-
satz zu den Dehnungswellen sind die Kno-
tenabstdnde nicht konstant. Schwingungs-
knoten treten z. B. an den Positionen x =0
bei der ersten, x =0; 0,77/ bei der zweiten
und x=0;0,5/; 0,88/ bei der dritten Ord-
nung auf.

7

Abb. M.4.0.2 Biegeschwingungen in Stdben
(Ordnung n), Stab an einem Ende eingespannt

AuBerdem ist die Ausbreitungsgeschwindig-
keit (Phasengeschwindigkeit) der Biegewel-
le cppn frequenzabhingig (Schalldispersion)
und gentigt der Gleichung

El
cByphzx/g 4 — .

(16)

m> |EI
‘f;,: n2 n .
2nl”\ p4A

Dabei sind die Werte von m,, Wurzeln trans-
zendenter Gleichungen vom Typ
cosm, coshm, =—1, die man entsprechen-

den Tabellen entnehmen kann (z. B.
my = 1,875, my = 4,694, m; =7,851).

17
oA a7)
Mit der mittleren Wellenldange
41
A = 18
=5 (18)
und cgpn = A, f, erhilt man
2 EI
Coph L L (17a)

12n-1>\p4d 2

n



4.0 Grundlagen

Fir Biegewellen auf Stiben folgt aus der
allgemeinen Beziehung zwischen Grup-
pen (c¢g)- und Phasengeschwindigkeit (cpn),

(19)

dass bei diesen die Gruppengeschwindigkeit
cgger doppelt so gro wie die Phasenge-
schwindigkeit ist:

Cpg = 2 Chph - (20)
Dementsprechend wird in einem Festkorper
durch eine Biegewelle mechanische Energie
zweimal so schnell wie die Wellenphase
transportiert. Die Bewegungsgleichung eines
durch eine &uflere Anregung mit der Fre-
quenz = w/(2m) zu Schwingungen angereg-
ten Stabs lautet analog zu den in M.2 bzw. im
Anhang A.2 eingefiihrten Differentialglei-
chungen

d’z dz
—+26—+wz=a,cosm1 .
dt dt

e2))

z(¢) bezeichnet die Auslenkung (Elongation),
ay die Eigenfrequenz der freien, ungedampf-
ten Schwingung des Systems und J die
Dampfungskonstante. Fiir den Schwingfall
(nicht zu stark geddmpfte Schwingung,

0 << ay) wurde die Losung von GI.(21) be-
reits in M.2.3.1 beschrieben:

o, =\w; -25" ~w,. (22)

Aw)= o SENGE)
\/(a)2 - a)g) +45°w’

Ay = A(0) = —2 (24)

28 -5

Zur Charakterisierung der materialabhéngi-
gen Dampfung der Schallwellen werden
dieselben DampfungsgroBen analog zum
Versuch M.2.3.1 eingefiihrt:
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Verlustfaktor D :
D=22 (Aw=w,-0) . (25)
@y
Dampfungskonstante o':
s=Do_ 2o (26)
2 2
Giite O :
0=+ @)
D b
Logarithmisches Dekrement A :
A=nD . (28)
Die quadratische Form von Gl. (23)
aZ
Aw) = ; (29)

(a)2 —wé)z +468°0"

wird durch die so genannte Lorentzkurve
beschrieben (Abb. M.4.0.3).

04
A(w)?

max

s o

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
w, CUO CUZ [

Abb. M.4.0.3 Lorentzkurve

Die Zeitkonstante des durch eine Exponenti-
alfunktion beschreibbaren Ausschwingvor-
gangs 7= 3", d. h., die Zeit, in der die Amp-
litude auf den e-ten Teil ihres Anfangswerts
abgeklungen ist (Abb. M.2.3.2), entspricht
gerade der halben Halbwertsbreite der statio-
nédren Resonanzkurve:

Aw=25 . (30)
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4.0.2 Schallwandler

Als Schallgeber und Schalldetektoren werden
héufig piezoelektrische Wandler eingesetzt.
Sie bestehen in der Regel aus speziellen
Dielektrika, in denen unter dem Einfluss
duferer mechanischer Einwirkungen (z. B.
Druck, Schallwellen) im Inneren elektrische
Dipolmomente erzeugt bzw. vorhandene
verdndert werden. Dies hat zur Folge, dass an
ihrer Oberfliche Ladungen messbar werden.
Diese Erscheinung bezeichnet man als Piezo-
elektrizitat. Oft wird die Piezoelektrizitét
ferroelektrischer Keramiken oder von Poly-
merelektreten genutzt.

Zur Erzeugung mechanischer Deformationen
eines dielektrischen Mediums nutzt man den
Effekt der Elektrostriktion aus, bei der in
Abhéngigkeit eines angelegten periodischen
elektrischen Felds die Schwingungen des
Schallgebers durch geeignete Schallankopp-
lung auf das zu untersuchende Medium iiber-
tragen werden.

Alternativ werden Anordnungen verwendet,
die auf dem Effekt der Magnetostriktion
beruhen. Bringt man einen Stab aus ferro-
magnetischem Material in ein zur Stabachse
parallel verlaufendes magnetisches Feld,
erfahrt dieser eine Lingendnderung, die je
nach der Magnetisierung des Materials und in
Abhéngigkeit von der Richtung des Magnet-
felds eine Verldngerung oder Verkiirzung
sein kann. Die relativen Langenédnderungen
liegen in der GroBenordnung von 107,

Bei Anlegen eines magnetischen Wechsel-
felds (Frequenz f) dndert sich die Stablidnge
periodisch. Die im Stab auftretende mechani-
sche Spannung ist eine Funktion der magne-
tischen Flussdichte und der elastischen Ei-
genschaften des Materials. Von den Enden
des Stabs werden (Schall-) Wellen mit der
gleichen Frequenz abgestrahlt. Dabei errei-
chen die Schwingungsamplituden ein Maxi-
mum fiir den Fall, dass die Frequenz der
elastischen Eigenschwingung des Stabs (bzw.
entsprechender Oberschwingungen) und die
Erregerfrequenz iibereinstimmen.

4 Schallmessungen

(2a) (2b)

©) @_‘ @ 6)
/=

XU

o G

Abb. M.4.0.4 Versuchsplatz fiir Schallmessungen
an Metallstdben (schematisch)

Der bei den hier beschriebenen Versuchen
verwendete Schallmessplatz besteht im All-
gemeinen aus folgenden Grundgeriten
(Abb. M.4.0.4):

(1) Generator zur Wellenanregung mit vari-
abler Ausgangsfrequenz und der Moglichkeit
der Feinabstimmung der Erregerfrequenz,
(2a, b) Schallwandler (magnetostriktiv, pie-
zoelektrisch) zur Anregung und zum Nach-
weis der Schallwelle, (3) Filter zur Beseiti-
gung niederfrequenter Storsignale, (4) Mess-
verstirker zur Verstdrkung der Schallemp-
fangerspannung, (5) Zweikanal-Digitaloszil-
loskop oder rechnergestiitzte Messwerterfas-
sung zur Beobachtung, Speicherung und
Verarbeitung der Signalspannungen, (6) AC-
Millivoltmeter fiir die direkte Messung des
Effektivwerts der verstérkten Wechselspan-
nung zur Aufnahme einer Resonanzkurve.

4.1 Schallgeschwindigkeit in
Festkorpern

4.1.1 Dehnungswelle
Aufgabenstellung

1. Es ist die Geschwindigkeit der Dehnungs-
welle von einem in der Mitte eingespannten
Stab aus ferromagnetischem Material fiir
verschiedene Ordnungen und der Elastizi-
taitsmodul des Materials zu bestimmen.

2. Durch Schalliibertragung mit piezokerami-
schen Schwingern auf einen nicht ferromag-
netischen Metallstab mit freien Enden sind
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fiir verschiedene Ordnungen die Resonanz-
frequenzen zu messen. Daraus sind die
Schallgeschwindigkeit und der Elastizitéts-
modul des Stabmaterials zu ermitteln.

3. Die Resonanzkurve ist fiir eine ausgewéhl-
te Ordnung der Dehnungswelle aufzuneh-
men. Daraus ermittelt man die Halbwerts-
breite und berechnet den Verlustfaktor. Die
Anpassung an eine Lorentzkurve soll iiber-
priift werden.

Versuchsausfiihrung

Bei allen Messungen werden lange und diin-
ne Metallstibe mit kreisformigem Quer-
schnitt untersucht. Die Lange der Stébe wird
mit einem MaBband bestimmt. Zur Realisie-
rung der Aufgabe 1 ist die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Dehnungswelle fiir ver-
schiedene Ordnungen im Frequenzbereich
von etwa 2 kHz bis ca. 50 kHz zu bestim-
men. Fiir die Erregung einer Schallwelle in
dem ferromagnetischen Metallstab wird ein
magnetostriktiver Schallgeber (flache Kreis-
spule) verwendet. Die Erregerspule wird mit
einem Sinusgenerator verbunden. Das Erre-
gersignal beobachtet man mit einem der
beiden Kanile eines Zweikanal-Digitalos-
zilloskops und die Frequenz wird mit einem
Digitalzéhler gemessen. Infolge der schmalen
Resonanzkurven muss der Generator ein
stabiles und in der Frequenz fein abstimmba-
res Ausgangssignal liefern. Der zu untersu-
chende Stab wird in der Mitte eingespannt
und an einem seiner beiden Enden ist ein
piezokeramischer Sensor befestigt, mit dem
die Amplitude der Schallwelle gemessen
werden kann. Im Resonanzfall erfasst man
mit dem zweiten Kanal des Oszilloskops ein
maximales Messsignal.

In einem Vorversuch ist die Erregerfrequenz
der Grundschwingung zu suchen. Dadurch
kann sichergestellt werden, dass wirklich
Dehnungswellen und keine anderen Formen
von Schallwellen im Stab gemessen werden.
Die Grundschwingung (n = 1) ist daran er-
kennbar, dass beim Verschieben der Spule
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langs des Stabs am Oszilloskop nur nahe der
Einspannstelle ein Maximum der Signal-
spannung beobachtet werden kann.

Mit der nun bekannten Grundfrequenz der
Dehnungswelle konnen die Frequenzen hohe-
rer Ordnung bis etwa 50 kHz mit Gl.(14a)
berechnet und experimentell ermittelt wer-
den. Bei allen Berechnungen ist zu beriick-
sichtigen, dass nach Abb. M.4.0.1a bei dieser
Versuchsanordnung die in Gl. (14a) einzuset-
zende Lange / der halben Gesamtlénge /s, des
Stabs entspricht (/=1Is5/2). AnschlieBend
sucht man die Resonanzfrequenzen der Ober-
schwingungen und berechnet mit diesen die
Schallgeschwindigkeit (Mittelwert) sowie
unter Verwendung der bekannten Dichte des
Stabmaterials den Elastizitdtsmodul.

Bei Aufgabe 2 wird der Stab z. B. an diinnen
Kunststofffaden aufgehingt oder auf zwei
Schneiden gelagert. Sowohl die Schallanre-
gung als auch der Schallempfang des an
beiden Enden freien, nicht ferromagnetischen
Metallstabs erfolgt mit Hilfe der an den Stab-
enden angeklebten piezokeramischen Wand-
ler. In Analogie zu Aufgabe 1 variiert man
die Anregungsfrequenz und beobachtet das
Messsignal mit dem Oszilloskop. Wenn
dieses maximal wird, notiert man die Fre-
quenz als Resonanzfrequenz der betreffenden
Ordnung. Mit GI.(14b) kann dann die Ge-
schwindigkeit der Dehnungswelle mit der
zuvor gemessenen Stablidnge berechnet und
daraus der Elastizitdtsmodul des Materials
bei bekannter Dichte ermittelt werden.

Zur Aufnahme der Resonanzkurve fiir eine
ausgewdhlte Ordnung bei Aufgabe 3 unter
Verwendung des an beiden Enden freien
Stabs wird das Ausgangssignal am Verstérker
direkt mit einem AC-Millivoltmeter gemes-
sen. Man misst fiir etwa zehn unterschiedli-
che Frequenzen jeweils unter- und oberhalb
der Resonanzfrequenz die Spannungswerte.
AnschlieBend wird die Resonanzkurve ana-
log zu dem in Abb. M.4.0.3 gezeigten Gra-
phen dargestellt und die Halbwertsbreite A
ermittelt. Damit ist die Giite Q zu bestimmen.
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4.1.2 Biegewelle
Aufgabenstellung

1. Es sind die Eigenfrequenzen f; einer ste-
henden Biegewelle fiir die Ordnungen n = 4
bis # = 10 zu messen. Diese sollen in Abhén-
gigkeit von (2n—1)* graphisch dargestellt
werden und aus dem Anstieg der Ausgleichs-
geraden ist der Elastizititsmodul des Materi-
als zu ermitteln.

2. Aus den gemessenen Frequenzen in Auf-
gabe 1 sind die Phasengeschwindigkeiten zu
berechnen und in Abhéngigkeit von der Wel-
lenlénge graphisch darzustellen. Der Kur-
venverlauf ist zum Vergleich mit der Grup-
pengeschwindigkeit auszuwerten.

3. Die Resonanzkurve fiir eine bestimmte
Ordnung der Biegeschwingung ist aufzu-
nehmen. Es sind die Halbwertsbreite, die
Dampfungskonstante, die Giite und das loga-
rithmische Dekrement zu ermitteln.

Der flache Metallstab der Lange / mit recht-
eckformigem Querschnitt, (Anhang A.14,
Dicke b viel kleiner als Hohe 4, /> ) wird
durch das magnetische Wechselfeld des
Wandlers (2a), der aus einer Magnetspule mit
Eisenkern besteht, zu Schwingungen ange-
regt. Den Wechselstrom fiir die Magnetspule
liefert ein Sinusgenerator (1) und mit einem
Digitalzahler misst man die Anregungsfre-

quenz f-

(6] @
G
f

7(/(23) § Halterung

&

e 2

g
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Abb. M.4.1.2.1 Versuchsplatz zur Messung von
Biegewellen in einem Metallstab (schematisch)

4 Schallmessungen

Der piezoelektrische Wandler (2b) wandelt
die mechanischen Schwingungen in elektri-
sche Spannungen um, die durch einen Ver-
stirker (4) verstirkt und ggf. vorher mit
einem Frequenzfilter (3) gefiltert werden. Mit
einem Digitaloszilloskop (5) erfasst man die
Signalamplitude sowie Signalform und mit
einem AC-Millivoltmeter (6) misst man
direkt den Effektivwert der Ausgangsspan-
nung des Verstérkers.

In Analogie zu den Untersuchungen von
Dehnungswellen im Versuch M.4.1.1 ist es
von Vorteil, in einem Vorversuch die Erre-
gerfrequenz der Grundschwingung zu
bestimmen, um eindeutig Biegewellen zu
messen. Dazu wird der Stab aus seiner Ruhe-
lage ausgelenkt und mit dem Digitaloszil-
loskop der Abklingvorgang aufgezeichnet.
Die daraus zu ermittelnde Frequenz der frei-
en geddmpften Schwingung entspricht infol-
ge der kleinen Dampfungskonstante in guter
Naherung der Frequenz der Grundschwin-
gung fi. Mit den Werten f;, m; = 1,875 und
m, (n>3)=(2n—1)n/2 kann man mit Hilfe

der Verhéltnisse f;/f; = (m,/m;)* nach G1.(16)
ndherungsweise die Frequenzen der htheren
Ordnungen berechnen.

Fiir den Fall, dass die Anregungsfrequenz der
Gl.(16) geniigt, kommt es zur Ausbildung
einer stehenden Welle und das Messsignal
wird maximal. Um experimentell die Reso-
nanz einer entsprechenden Ordnung zu fin-
den, variiert man in kleinen Schritten die
Frequenz der Sinusspannung des Generators
nahe um den berechneten Wert bis zum Auf-
treten eines Maximums. Oberhalb 400 Hz ist
ggf. ein Hochpass (7) einzuschalten, um
niederfrequente Signalstérungen zu beseiti-
gen. Durch Erhohung der Verstiarkung bzw.
der Ausgangsspannung am Generator kann
man die Signalabschwichung infolge der
Signalfilterung kompensieren. Die Bestim-
mung des Elastizititsmoduls £ erfolgt iiber
den Anstieg der Ausgleichsgeraden in der
graphischen Darstellung £, in Abhingigkeit
von (2n—1)* fiir n > 3.
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Bei Kenntnis der Dichte p des Materials und
der Abmessungen des flachen Stabs (Fli-

chentragheitsmoment A.14, [, =(h »*)/12,

Querschnitt 4=/4b) kann mit GI.(16) der
Wert von E ermittelt werden.

Zur Berechnung der Phasengeschwindig-
keit cgpn in Aufgabe 2 kann Gl.(17a) unter
Beriicksichtigung der Niaherung fiir n >3
sowie dem Flachentridgheitsmoment und der
Querschnittsfliche umgeschrieben werden:

Eb 1

12p 4

n

Capn (n)=2nrx (30)

Die mittlere Wellenldnge A, ermittelt man
mit Gl. (18). Es ist cg pn(n7) = f(1/4,) graphisch
darzustellen und mittels nichtlinearer Regres-
sion die Funktion des Kurvenverlaufs mit der
Fit-Funktion ¢, = F/4 (Fit-Parameter P;)

zu berechnen. Fiir zwei Ordnungen soll die
Gruppengeschwindigkeit berechnet werden.
Dazu verwendet man Gl. (19) und erhilt mit

B ch,ph .

A/ da

2 ch,ph

eine Gleichung zur Berechnung von cg , mit
dem Fit-Parameter P;:
G (1) =y 1)+ 2 G1)
Es ist die Giiltigkeit der GI.(20) unter Be-
riicksichtigung der Unsicherheiten zu iiber-
priifen.
Die Aufnahme der Resonanzkurve bei Auf-
gabe 3 erfolgt fiir eine ausgewéhlte Ordnung.
Da die Resonanzkurve sehr schmal ist, wird
die verstirkte Signalspannung in kleinen
Frequenzintervallen um das Resonanzmaxi-
mum gemessen (etwa je zehn Messungen
unter- und oberhalb der Resonanzfrequenz).
Zur graphischen Darstellung der Resonanz-
kurve tragt man die Quadrate der normierten
Werte der Amplitude [A()/Ama]* in Abhin-
gigkeit von der Kreisfrequenz @ =2 f'(vgl.
Abb. M.4.0.3) auf und fiihrt die Anpassung
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mit einer Lorentz-Funktion nach GI.(29)
durch. Steht keine geeignete Software fiir die
Anpassung zur Verfligung, kann die Bestim-
mung der Halbwertsbreite Awauch graphisch
erfolgen. Damit sind die gesuchten Damp-
fungsgrofien zu ermitteln.

4.2 Schallgeschwindigkeit in
Fliissigkeiten

Aufgabenstellung

1. Es sind die Schallwellenlinge und die
Schallausbreitungsgeschwindigkeit in ver-
schiedenen Fliissigkeiten nach der Methode
von Debye und Sears zu bestimmen.

2. Es ist die Schallgeschwindigkeit in ver-
schiedenen Fliissigkeiten mit der Methode
der Zentralprojektion zu ermitteln.

3. Von allen Versuchsfliissigkeiten ist der
Kompressionsmodul zu bestimmen.

Die infolge einer durch eine Fliissigkeit lau-
fenden Schallwelle auftretenden periodischen
Dichteschwankungen (Verdichtungen und
Verdiinnungen) fithren zu einer in gleicher
Weise periodischen Anderung des optischen
Brechungsindex. Eine ebene Schallwelle
bewirkt dementsprechend ein Beugungsgit-
ter, dessen Gitterkonstante gleich der Schall-
wellenldnge As im Medium ist. Ein solches
Gitter bezeichnet man auch als Phasengitter.
Die Lichtwellen, die an unterschiedlichen
Stellen das Gitter durchlaufen, legen wegen
der periodischen Anderung des Brechungsin-
dex unterschiedliche optische Weglingen
zuriick und sind beim Austritt aus dem Me-
dium gegeneinander phasenverschoben.

Beim Phasengitter treten im Wesentlichen die
gleichen Beugungserscheinungen auf, die
man an einem iblicherweise verwendeten
optischen Strichgitter (Amplitudengitter)
beobachtet (0.2.0.3). Die Erscheinung der
Lichtbeugung an Schallwellen bezeichnet
man auch als Debye-Sears-Effekt und die
Frequenz der Schallwellen liegt im Ultra-
schallbereich. Zum Nachweis des Beugungs-
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effekts beleuchtet man die mit der Messfliis-
sigkeit gefiillte Glaskiivette, in der sich der
piezoelektrische Schallgeber befindet, senk-
recht zur Schallausbreitungsrichtung mit
parallelem und monochromatischem Licht.

L1 SP L2

<

?(/f

Abb. M.4.2.1 Versuchsautbau zum Debye-Sears-
Effekt (Fraunhofer’sche Beugung, stark schemati-
siert)

Der durch die Linse (L1) in Abb. M.4.2.1
von einer Lichtquelle (Q) beleuchtete Spalt
(SP) wirkt als sekunddre Lichtquelle und
wird durch die Linsen L2 und L3, zwischen
denen die ungebeugten Strahlen parallel
verlaufen, scharf auf einem Schirm (S) abge-
bildet. Anstelle des Schirms kann auch ein
Messokular verwendet werden. Ein Hochfre-
quenzgenerator (G) mit angeschlossenem
Digitalzihler bringt den Schwingquarz (SQ),
der in der mit der Testfliissigkeit gefiillten
Kiivette (K) befestigt ist, zum Schwingen.
Bei entsprechend hoher Giite der Schwin-
gung und guter Schallankopplung an die
Fliissigkeit werden ausreichend intensive
Schallwellen senkrecht zur Ausbreitungsrich-
tung der Lichtwelle ausgesendet. Durch die
Wirkung der Ultraschallwelle treten auf
beiden Seiten des zentralen Spaltbilds eine
Reihe von Beugungsbildern auf. Die Beu-
gungserscheinungen sind sehr dhnlich denen,
die an einem Strichgitter entstehen. Die Lage
der Beugungsmaxima wird ebenfalls durch
die Formel

gsing, =k A , k=0,£1,+2,.

4 Schallmessungen

beschrieben (0.2.0.3); die Gitterkonstante g
ist gleich der Schallwellenldnge As. Zur Un-
terscheidung wird die Lichtwellenlénge hier
mit A bezeichnet. Beugungsmaxima k-ter
Ordnung treten also bei Beugungswinkeln o
auf, fiir die gilt:

| A sina =k 2, k=0.£1%2_. . (32)

Ist x; der Abstand des k-ten Maximums vom
Maximum nullter Ordnung (Zentralbild), gilt
fir kleine Winkel o die Beziehung
Xi/f = tangy = singy = ., wobei f hier die
Brennweite der Sammellinse L3 ist. Fiir die
Wellenlénge der Ultraschallwelle erhilt man

J kAT

Xy

(33)

Die Abstidnde Ax benachbarter Maxima sind

gleich. Es gilt

A S
A

Mit der Frequenz w der Schallwelle ldsst
sich die Schallgeschwindigkeit cs mit

(34

Ax:|xk+l _xk|:

gy =t Al (39)
oder
=l (36)

berechnen. Fiir die Lage der Beugungsbilder
bei der Fraunhofer’schen Beugung ist es
gleichgiiltig, ob die beugende Struktur senk-
recht zur optischen Achse verschoben wird
oder sich bewegt. Der Debye-Sears-Effekt
tritt bei fortlaufenden wie auch bei stehenden
Wellen in gleicher Weise auf. Die Wellen-
linge und damit die Gitterkonstante ist in
beiden Féllen die gleiche. Auftretende Dopp-
lerverschiebungen des gebeugten Lichts sind
sehr klein und konnen in diesem Versuch
vernachléssigt werden.

Bei der Methode der Zentralprojektion wird
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die Probe mit monochromatischem, divergen-
tem Licht durchstrahlt. Infolge der sich rdum-
lich ausbildenden Dichteverteilung kommt es
auch zu ridumlichen Anderungen des Bre-
chungsindex und das Licht breitet sich nicht
mehr geradlinig in der Fliissigkeit aus. Da-
durch entstehen Gebiete, in denen die Pha-
sendifferenzen zwischen den sich iiberla-
gernden Wellenbiindeln eine Verstirkung
oder Verringerung der Intensitét hervorrufen.
Als Folge davon kann man Intensitdtsmuster
erkennen, die im Falle einer stehenden Welle
besonders stark ausgeprigt sind. Die Abstén-
de zwischen Stellen verstirkter Intensitdt
(konstruktive Interferenz) und abgeschwich-
ter Intensitit (destruktive Interferenz) korres-
pondieren mit den aus der Beugungstheorie
bekannten Bezichungen (0.2.0.3).

In Abb. M.4.2.2 ist schematisch die Ver-
suchsanordnung zur Bestimmung der Wel-
lenlénge mit der Methode der Zentralprojek-
tion dargestellt. Fiir die Berechnung der
Schallwellenldnge miissen neben der Geo-
metrie der Versuchsanordnung und der be-
kannten Brennweite f'der Linse in Luft noch
Korrekturen beriicksichtigt werden, die durch
die verschiedenen Brechungsindizes (Fliis-
sigkeit, Glas, Luft) bedingt sind:

a
.
X
A== — .67
N G f_g1+g2_al+a2
n, ny

Der Abstand a; zwischen dem von der
Schallquelle (S) abgestrahlten Schallfeld und
der Glaswand auf der Linsenseite (Linse L)
sowie der Abstand a, konnen ndherungswei-
se mit jeweils der Halfte der betreffenden
Innenabmessungen der Kiivette (K) ange-
nommen werden. Die Glasstarken der Wénde
der Kiivette (g, g») und der Brechungsin-
dex des Glases (n,) sowie der Versuchsfliis-
sigkeit (ng) werden am Arbeitsplatz mitge-
teilt. Die GroBe xy in Gl. (37) beschreibt den
Abstand zwischen dem —k-ten und dem +4-

89

ten Beugungsmaximum und N die Anzahl
dieser Maxima, die im Abstand xy auf einem
Schirm (SC) beobachtet werden. Als Licht-
quelle verwendet man einen Laser.
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Abb. M.4.2.2 Schema des Versuchsautbaus zur
Zentralprojektion

Versuchsausfiihrung

Die zur Realisierung von Aufgabe 1 erforder-
lichen optischen Komponenten sind auf einer
optischen Bank anzuordnen. Mit der Lin-
se L1 in Abb. M.4.2.1 bildet man die Licht-
quelle (z. B. Na- oder Hg-Spektrallampe mit
Filter) scharf auf den Spalt ab. Um die Kii-
vette mit parallelem Licht zu bestrahlen, wird
zuerst der Schirm bzw. ein Messokular in die
Brennebene der Linse L3 gebracht. Danach
ist die Linse L2 bei weit geéffnetem Spalt
solange zu verschieben, bis der Spalt scharf
abgebildet wird. AnschlieBend ist die mit der
zu untersuchenden Fliissigkeit gefiillte Kii-
vette zwischen die Linsen zu stellen, die
Spaltbreite zu verringern und der Generator
einzuschalten. Dessen Frequenz wird in
einem vorgegebenen Bereich langsam verén-
dert, bis man eine moglichst groe Anzahl
heller Streifen beobachten kann. Das wird
insbesondere der Fall sein, wenn sich in der
Fliissigkeit eine stehende Schallwelle ausbil-
det. Zur Bestimmung der Schallwellenlénge
verwendet man Gl. (33). Die Brennweite fder
Sammellinse L3 und die Wellenldnge des
monochromatischen Lichts A; sind bekannt,
andernfalls kann man mit den in den Versu-
chen O.1.1 und 0O.3.2 beschriebenen Metho-
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den bestimmen. x; bzw. Ax werden am besten
mit einem Messokular und die Frequenz w
mit einem Digitalzéhler gemessen. Danach
kann die Schallgeschwindigkeit mit Gl.(35)
bestimmt werden. Verwendet man einen
Laser als Lichtquelle, kann infolge der gerin-
gen Divergenz des Laserstrahls dieser direkt
die Fliissigkeit durchstrahlen. In diesem Fall
werden die Linsen L1 und L2 sowie der Spalt
in Abb. M.4.2.1 nicht benétigt. Das Interfe-
renzmuster wird in diesem Fall direkt auf
einen ausreichend weit entfernten Schirm
abgebildet (Ubergang der Beobachtung der
Fresnel-Beugung zur Fraunhofer-Beugung
fiir Vg < 1, Fresnel-Zahl N, = g” /(4a 2,), g
Gitterkonstante, a Abstand zwischen Schall-
feld und Schirm). In Analogie zur Herleitung
der GI. (33) ergibt sich fiir den Abstand zwi-
schen dem nicht gebeugten Licht (k= 0) und
dem Maximum der Ordnung k&

:kﬂta
—/15 .

Durch die Messung von @ und x; kann bei
bekanntem Wert von A; die Schallwellenlan-
ge bestimmt werden. Mit anderen Fliissigkei-
ten ist die Messung zu wiederholen. Es bietet
sich an, den Versuch mit einer anderen Licht-
wellenldnge durchzufiihren, um die Anwen-
dung der GI.(32) zu bestétigen.

Bei Aufgabe 2 beginnt man mit dem Ver-
suchsaufbau nach Abb. M.4.2.2, wobei die
Halterung der Ultraschallsonde auf exakt
senkrechten Einfall der Schallwelle zum
einfallenden Laserstrahl justiert werden
muss. An einer der AuBlenwénde der Kiivette
befindet sich eine Halterung fiir den Laser
sowie fiir eine Linse (L), um divergentes
Licht zu erzeugen. Anschlieflend fiillt man
moglichst entgaste Fliissigkeit (z. B. destil-
liertes Wasser, Ethanol) in die Kiivette, so
dass sich die Ultraschallsonde ausreichend
tief in der Messfliissigkeit befindet. Danach
werden der Laser und die Ultraschallquelle
eingeschaltet. Durch Variation der Frequenz
der Ultraschallwelle kann man erreichen,

(3%

Xy

4 Schallmessungen

dass wenigstens drei Maxima auf dem
Schirm zu sehen sind. Unter optimalen
Messbedingungen (stehende Welle) sind
auch mehr als zehn Ordnungen zu erkennen.
Es sind der Abstand xy und die zugehorige
Anzahl von Maxima N mehrfach zu messen.
Nach erneuter Justierung werden die Mes-
sungen bei verschiedenen Frequenzen s
bzw. nach Austausch des Lasers bei einer
anderen Wellenldnge A; durchgefiihrt. Mit-
tels G1.(37) und den bekannten Abmessun-
gen der Kiivette sowie den Werten fiir den
Brechungsindex der verschiedenen Medien
kann die Schallwellenldnge als Mittelwert
bestimmt und mit der gemessenen Ultra-
schallfrequenz die Schallgeschwindigkeit
ermittelt werden. Die Messungen sollen mit
anderen Fliissigkeiten wiederholt werden.
Verwendet man eine Versuchsanordnung zur
Zentralprojektion, bei der sich die Linse L
mit der Brennweite f (Abb. M.4.2.2) zur
Erzeugung von divergentem Laserlicht im
Abstand sy vor der Kiivette befindet, ist eben-
falls die Bestimmung der Schallwellenldnge
moglich:

2xy S
N s +s,

As = (39)
Nach Abb. M.4.2.2 ergibt sich der Abstand s,
aus s, =s + a,. Fiir den Abstand s, folgt der
Zusammenhang s; =a; + (si—f). Mit den
Werten von 15 und As werden die Schallge-
schwindigkeiten in den Fliissigkeiten sowie
deren Kompressionsmodul K mit GIl.(3)
berechnet. Die dazu erforderlichen Dichten
der Flissigkeiten konnen der Tabelle im
Anhang A.8 entnommen werden. Es ist zu
beachten, dass der piezoelektrische Schallge-
ber nur in Betrieb gesetzt werden darf, wenn
sich Fliissigkeit in der Kiivette befindet. Bei
langeren Messzeiten kann es infolge der in
der Fliissigkeit dissipierten Schallenergie zur
Erwarmung und zu Konvektionsstromungen
kommen. Die Temperaturkontrolle erfolgt
mit einem in der Kiivette befestigten Mess-
fiihler eines Digitalthermometers.
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5 Oberflachenspannung

5.0 Grundlagen

Zwischen den Molekiilen einer Fliissigkeit
wirken sowohl anzichende als auch absto-
Bende Krifte geringer Reichweite. Der Ab-
stand », zweier ndchster Nachbarn stellt sich
so ein, dass die Summe der abstofenden und
der anziehenden Krifte gerade verschwindet.
Wenn der Abstand zwischen zwei Molekiilen
etwas grofer als dieser Normalabstand ist,
iiberwiegt die Anziehungskraft, ist er dage-
gen etwas kleiner, stoen sich die Molekiile
gegenseitig ab. Ein beliebiges Molekiil der
Fliissigkeit (Zentralmolekiil) wird daher von
allen Nachbarmolekiilen angezogen, deren
Abstand vom Zentralmolekiil groBer als 7y,
aber kleiner als der Radius r, der Wirkungs-
sphire der Molekularkréfte ist.

Die Anziehungskrifte zwischen den Baustei-
nen (Molekiilen, Atomen, Ionen) eines Stof-
fes nennt man allgemein Kohésionskrifte, da
sie fiir den Zusammenbhalt der Stoffe sorgen.
Es existieren aber auch anziehende Krifte
zwischen benachbarten Bausteinen verschie-
dener Stoffe, die als Adhésionskrifte be-
zeichnet werden.

Betrachtet man ein Molekiil im Inneren einer
Fliissigkeit, ist die Resultierende der Anzie-
hungskrifte null, da die Nachbarmolekiile
iiber alle Richtungen gleichmiBig verteilt
sind. Fiir ein Fliissigkeitsmolekiil in einer
Grenzschicht (Oberfldche), deren Dicke dem
Radius der Wirkungssphére der Molekular-
kréfte entspricht, verschwindet dagegen die
resultierende Kraft im Allgemeinen nicht. Es
sind zwei Moglichkeiten zu diskutieren:

1. Die Kohésionskrifte zwischen den Mole-
kiilen der Fliissigkeit sind grofer als die
Adhisionskrifte zwischen den Fliissigkeits-
molekiilen und den Bausteinen des angren-
zenden Stoffs (Abb. M.5.0.1). In diesem
Falle wirkt auf ein Fliissigkeitsmolekiil eine
resultierende Kraft F' senkrecht zur Oberfli-
che in das Innere der Fliissigkeit hinein.
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Abb. M.5.0.1 Grenzschicht zwischen Luft und
Fliissigkeit (schematisch)

Die Fliissigkeit ist daher bestrebt, eine mog-
lichst kleine Grenzfliche mit dem anderen
Stoff zu bilden. Zur VergroBerung dieser
Flache um A4 muss der Fliissigkeit eine
Arbeit zugefiihrt werden:

AW =0 Ad . Q)

Bei einer Verkleinerung der Grenzfliche um
AA wird eine Arbeit geméB Gl. (1) frei. Den
Proportionalititsfaktor o nennt man Oberfla-
chenspannung. Ihre Einheit ist

Jm?=Nm~' =kgs™.

Man muss sich dariiber im Klaren sein, dass
die Oberflichenspannung sowohl von der
Natur der Fliissigkeit als auch von der des
angrenzenden Stoffs abhéngig ist. Bei Anga-
be eines Werts fiir oist daher stets der an-
grenzende Stoff zu nennen. Die Oberflachen-
spannung kann nur dann als reine Materialei-
genschaft der Fliissigkeit angesehen werden,
wenn die Resultierende der Adhésionskraf-
te Fy vernachléssigbar klein gegen die Resul-
tierende der Kohésionskrifte Fx ist (Bei-
spiel: Flissigkeit-Luft).

Im Falle der Abb. M.5.0.2 bezeichnet man
die Fliissigkeit als nicht benetzend fiir den
angrenzenden festen Korper (z. B. Randwin-
kel bzw. Kontaktwinkel ¢ = 140° fiir Grenz-
fliche Quecksilber-Glas). Wird der Rand-
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winkel @=m, d.h., ist Fa <<Fy, ist die
Nichtbenetzung vollstindig.

fester

Luft
Korper .

Abb. M.5.0.2 Beispiel einer nicht benetzenden
Flissigkeit (schematisch)

2. Die Kohisionskrifte sind kleiner als die
Adhisionskrifte (Abb. M.5.0.3). Dann wirkt
auf ein Flissigkeitsmolekiil der Grenzschicht
eine resultierende Kraft F' senkrecht zur
Oberflache aus der Fliissigkeit heraus. Die
beiden Stoffe bilden daher eine moglichst
grofle Grenzfliche. In diesem Falle bezeich-
net man die Fliissigkeit als benetzend fiir den
angrenzenden Stoff.

2
F

A

F

fester
Korper

Abb. M.5.0.3 Beispiel einer benetzenden Fliis-
sigkeit (schematisch)

Verschwindet der Randwinkel ¢ (z. B. p~ 0
fiir Grenzfldchen Wasser-Glas und Ethanol-
Glas), dann sind die Kohésionskrifte viel
kleiner als die Adhésionskrifte (Fx << Fy)
und man spricht von vollstindiger Benet-

5 Oberflachenspannung

zung. Taucht man einen festen Kdrper in eine
vollstindig benetzende Flissigkeit, bleibt
nach dem Herausziehen ein diinner Fliissig-
keitsfilm an ihm haften. Die griindliche Ent-
fernung solcher Flissigkeitsschichten auf
Festkorpern kann unter Umstidnden sehr
aufwendig sein.

Fiir die Temperaturabhangigkeit der Oberfla-
chenspannung gilt mit guter Ndherung die
von Eotvos empirisch gefundene Gleichung

oViP=K, (T.-T) . )

In GL(2) ist Vy das molare Volumen
(Vy=M/p , M molare Masse, p Dichte) und

T, eine kritische Temperatur der Flissigkeit
(z.B. T.=647 K fiir Wasser). Oberhalb
dieser kritischen Temperatur ist die Oberfla-
chenspannung null.

Das Produkt auf der linken Seite von Gl.(2)
nennt man auch molare Oberflichenspan-

nung (o,.,=ocVy"). Die GroBe Kg wird als

mol ™

E6tvos-Konstante bezeichnet. Fiir nicht asso-
ziierte Fliissigkeiten wurde der Wert
K, =2,1-10"TK" mol™**  experimentell
ermittelt. Nach Gl. (2) @ndert sich die Ober-
flichenspannung linear mit der Temperatur.
Dieses Verhalten wird von vielen Fliissigkei-
ten in nicht zu groBen Temperaturbereichen
gut erfiillt. Ein Vorteil der E6tvos-Gleichung
besteht darin, dass man die o(T)-Ab-
hingigkeit fiir Fliissigkeiten graphisch so
darstellen kann, dass sich bei bekannten
Werten fiir die molare Masse und die Dichte
der Flissigkeiten dieselbe lineare Abhéngig-
keit ergibt. Daraus folgt die Moglichkeit, die
Oberflachenspannung einer beliebigen Fliis-
sigkeit flir eine bestimmte Temperatur vor-
hersagen zu konnen. Eine genauere Be-
schreibung der Temperaturabhingigkeit der
Oberflichenspannung ist mittels einer aus
experimentellen Ergebnissen gewonnenen
empirischen Korrektur durch eine modifizier-
te E6tvos-Gleichung moglich:

oVy? =K, (I,-6K-T) . (2a)
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5.1 Abreiimethode
Aufgabenstellung

1. Es soll die Oberflachenspannung verschie-
dener Fliissigkeiten nach der Abreifimethode
bestimmt werden.

2. Fiir eine Fliissigkeit ist die Abhidngigkeit
der Oberflachenspannung von der Tempera-
tur zu ermitteln.

Ein Platindraht der Lénge / ist in einen Biigel
eingeldtet, der an einer Waage hdngt. Der
Biigel soll so weit in die zu untersuchende
Flissigkeit eintauchen, dass sich der Platin-
draht unmittelbar unter der Oberflache befin-
det. Es wird vorausgesetzt, dass die Fliissig-
keit den Draht vollstindig benetzt. Belastet
man die Waage, zieht der Draht einen diinnen
Flissigkeitsfilm (Lamelle) aus der Fliissig-
keit heraus (Abb. M.5.1.1).

F

Platindraht

Abb. M.5.1.1 Bestimmung der Oberflichenspan-
nung mit der Abreifimethode

Diese Lamelle soll bei der Belastung F gera-
de noch nicht abreiflien. Da sich sowohl auf
der Vorder- als auch auf der Riickseite des
Biigels eine Lamelle ausbildet, vergrofert
sich die Fliissigkeitsoberfliche = um
AA=21As. Nach Gl.(1) folgt
AW =021 As , Andererseits ist AW = F As

und es ergibt sich

F

o= 7 €)
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In der Betrachtung, die zu Gl. (3) fiihrt, sind
alle Randeffekte des Biigels und der Einfluss
des Gewichts der herausgezogenen Lamelle
unberiicksichtigt geblieben.

Wenn der Platindraht einen Durchmesser von
0,3 mm hat, ergeben sich fiir onach GI.(3)
Werte, die um etwa 10 % zu groB} sind. Die
Abweichungen werden umso kleiner, je
diinner der Platindraht ist. Lenard hat eine
genauere Beziehung zur Bestimmung der
Oberfliachenspannung nach der Abreiime-
thode begriindet. Diese lautet bei Vernachlas-
sigung von Gliedern in r*

o=t ) |Frg FL
21 e

In GI. (3a) sind 7 der Radius des Platindrahts
und p die Dichte der Fliissigkeit.

(32)

Versuchsausfiihrung

Die Drahtbiigel sind mit grofiter Vorsicht zu
behandeln. Vor allen Dingen darf der Platin-
draht nicht beriihrt oder der Biigel verbogen
werden. Die Biigel sind vor jeder Messung
zur Reinigung mit destilliertem Wasser und
der zu untersuchenden Fliissigkeit abzuspii-
len. Man misst zunichst die Drahtldnge /und
hingt anschlieBend den Biigel an diec Waage,
die so abgeglichen wird, dass der Platindraht
in der Ebene der Fliissigkeitsoberflache liegt.
Zur Bestimmung der Kraft F' eignen sich
besonders gut Spiralfederwaagen oder auch
moderne rechnergestiitzte Kraftmessgeréte,
mit denen man die Zugkraft kontinuierlich
erhohen kann, bis die Fliissigkeitslamelle
abreif3t. Fiir F ist derjenige Wert fiir die Zug-
kraft einzusetzen, bei dem die Lamelle gera-
de noch nicht abreif3t.

Die Oberflachenspannung soll nach Gl.(3a)
berechnet werden. Der Drahtradius r sei
gegeben oder wird mit einer Biigelmess-
schraube bestimmt, die Dichte der Fliissigkeit
kann einer Tabelle am Arbeitsplatz entnom-
men werden. Die Messungen sind mit Biigeln
unterschiedlicher Lénge und mit anderen
Flissigkeiten zu wiederholen. Jede Messung
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soll mehrfach ausgefiihrt werden, um einen
guten Mittelwert fiir die Abreiflkraft zu erhal-
ten. Haufig verwendet man bei der Abreil3-
methode statt eines Biigels einen Ring, des-
sen Unterkante im Allgemeinen zu einer
Schneide ausgefiihrt ist, damit die Schichtdi-
cke der Lamelle sehr diinn und damit das
Gewicht der Fliissigkeitslamelle so klein wie
moglich wird (Ringmethode nach De Noiiy).
Die Lamelle wird annéhernd in Form eines
Zylindermantels nach oben gezogen. In Ana-
logie zur Begriindung von Gl. (3) erhélt man

F

b
4r Ring

“4)

O-Ring =

wobei rring der Ringradius und F' diejenige
Kraft ist, die genau beim Abreilen der La-
melle gemessen wird. Im Allgemeinen ist
noch eine Korrektur der nach Gl. (4) ermittel-
ten Oberflichenspannung notwendig. Bei
kommerziellen Ringtensiometern werden die
Korrekturwerte vom Hersteller mitgeteilt,
andernfalls bestimmt man den Korrekturfak-
tor mit Hilfe einer Kalibrierfliissigkeit.

Fiir die Messung der Temperaturabhingigkeit
der Oberfldchenspannung wird die zu unter-
suchende Fliissigkeit auf etwa 60 °C erwéarmt
und anschlieBend in das Messgefal3 gefiillt,
das mit einer Warmeisolierung versehen ist.
Man misst wihrend der langsamen Abkiih-
lung der Fliissigkeit die Abreiflkraft bei fiinf
verschiedenen Temperaturen. Kurz vor der
Messung ist die Fliissigkeit gut zu mischen,
um die Temperaturunterschiede in der Fliis-
sigkeit auszugleichen. Es ist die lineare Ab-
nahme der molaren Oberflichenspannung
nach Gl. (2) zu tiberpriifen.

5.2 Steighohenmethode
Aufgabenstellung

Die Oberflachenspannung o verschiedener
Flissigkeiten ist aus der Steighohe in einem
Kapillarrohr aus Glas zu bestimmen.

Eine Glaskapillare (Innenradius r, Au3enra-

5 Oberflachenspannung

dius 7) sei vollstdndig von der zu untersu-
chenden Fliissigkeit benetzt. Wenn man die
Kapillare senkrecht in ein mit Fliissigkeit
gefiilltes Gefdl eintaucht, steigt die Fliissig-
keit in dem Kapillarrohr bis zu einer Héhe £
iiber den duferen Fliissigkeitsspiegel an. Der
innere, horizontale Querschnitt des Gefédlles
soll mit 4, der Umfang dieses Querschnittes
mit U bezeichnet werden.

2r

Sh

h

T
1
|
|
-

Abb. M.5.2.1 Bestimmung der Oberfldchenspan-
nung mit der Steigh6henmethode

Die Steighohe 4 berechnet man zweckméaBi-
gerweise nach dem Prinzip der virtuellen
Arbeit. Eine unendlich langsam verlaufende
VergroBerung der Steighdhe von 4 auf 4+Ah,
bei der der Fliissigkeitsspiegel im Gefd3 um
&h sinkt (Abb. M.5.2.1), erfordert die Arbeit

AW, :pnrzhg(Ah—Sh) . 5)

In Gl. (5) ist pdie Dichte der zu untersuchen-
den Fliissigkeit. Da das Volumen der Fliis-
sigkeit konstant ist, gilt

nr’ (Ah=8h)=(A-nr)oh .

Durch das Anheben der Fliissigkeitssaule
verkleinert sich die Grenzflache zwischen der
Luft und dem an der Innenwand der Kapilla-
re haftenden Fliissigkeitsfilm um

Ady =2mr(Ah—38h) .
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Gleichzeitig nimmt die Grenzflache zwischen
der Luft und dem an der Innenwand des
GefilBes sowie dem AuBBenmantel der Kapil-
lare haftenden Fliissigkeitsfilm um

A4, =(U+2mr)dh
_ nr’ (U+27'U"1)

Ah—dh
A-mr ( )

zu. Die gesamte Verkleinerung der Grenzfla-
che zwischen Luft und Flissigkeit ist daher

AAd= A4~ A4, =27nr(Ah—38h)c;  (6)

mit dem Korrekturfaktor
3v+=)
r EU+TCI/1
Cp=1-—— = 6a
G A—TCF]Z ( )

der von den geometrischen Abmessungen der
Kapillare und des Gefédl3es abhéngt. Entspre-
chend Gl. (1) wird die Energie

AW, =O'2nr(Ah—8h)cG @)

frei. Diese Energie dient zum Anheben der
Fliissigkeitssdule. Aus dem Gleichsetzen der
Energien gemif den Gln. (5) und (7) und der
Beriicksichtigung des Korrekturfaktors cg
nach Gl.(6a) folgt die Bestimmungsglei-
chung fiir die Oberflachenspannung
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kann. Aus diesem Grunde empfiehlt es sich,
als Vorratsgefa3 eine optische Kiivette zu
verwenden. Diese ist ein Glasgefal3 mit recht-
eckigem Querschnitt und planparallelen
Winden, bei der die beiden gegeniiberliegen-
den Deckflachen aus geschliffenem Glas
bestehen. Wenn man auf eine solche Deck-
flache blickt, kann man den Fliissigkeitsspie-
gel sehr deutlich erkennen.

Bei Verwendung einer Kiivette mit den Kan-
tenldngen a und b folgt

. :{l_r(a+b+nrl)} .

ab-mr’

(8b)

Wenn der Querschnitt 4 des Gefilles mit
kreisformigem Querschnitt sehr grof3 gegen

den Querschnitt der Kapillare ist (4> 7 ),

vereinfacht sich die Gl. (8) in guter Ndherung
zu

1
0'=Epgrh . 9)

oc-P8rh 1 (8)

2 ¢4

Hat die Schale einen kreisformigen Quer-
schnitt (Innenradius R), erhdlt man fiir den
entsprechenden Korrekturfaktor cg

-
CG’k':{l_R—r} .
1

Die genaue Bestimmung der Steighdhe 4
bereitet insofern Schwierigkeiten, als man die
Hohe des Fliissigkeitsspiegels in der Schale
im Allgemeinen nicht sehr genau messen

(8a)

Die Kenntnis der Hohe des Fliissigkeitsspie-
gels wird tiberfliissig, wenn man mehrere
Kapillaren mit unterschiedlichen Innenradien
in das Vorratsgefal taucht. Die Oberfléchen-
spannung lasst sich dann aus den Differenzen
der verschiedenen Steighdhen berechnen.

Bei nicht vollstindiger Benetzung hingt die
Steighdhe 4 noch vom Randwinkel ¢ ab:

_20cosp
pPET

h (10)

Das hat z. B. bei einer nicht vollig sauberen
Benetzungsflache innerhalb einer Glaskapil-
lare zur Folge, dass der Messwert von & zu
klein wird und damit die Oberflichenspan-
nung einen im Vergleich zur idealen Benet-
zung (cos @ = 1) zu niedrigen Wert ergibt.

Versuchsausfiihrung

Die bendtigten Abmessungen der Gefalle (2R
oder g und b) und der AuBBendurchmesser des
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Kapillarrohrs 27, werden mit einem Mess-
schieber bzw. mit einer Messschraube ermit-
telt. Zur Bestimmung des Innenradius » der
Kapillare sollen zwei unterschiedliche Me-
thoden beschrieben werden.

Volumenmethode

Eine geeignete Fliissigkeit wird z. B. mit
einem Gummigeblése in die trockene Kapil-
lare gesaugt. Der Fliissigkeitsfaden soll eine
Lénge / von mehreren Zentimetern haben.
Diese wird so genau wie moglich gemessen
und anschlieend die Masse m der in der
Kapillare enthaltenen Fliissigkeit mit einer
Laborwaage bestimmt. Daraus ergibt sich das
auf die Lénge / zu beziehende Zylindervolu-
men (Vzy = m/pp) und fiir die Bestimmung
des Kapillarradius folgt

_ Ve _
m! nlp,

Die Dichte der Fliissigkeit o kann der Ta-
belle im Anhang A.8 entnommen werden.
Bei der Verwendung von speziellen Kapil-
larpipetten, die z. B. in der Medizin zum
Einsatz kommen, eriibrigt sich die Volumen-
bestimmung. Diese Mikropipetten verfiigen
bereits iliber eine Volumenkalibrierung in
Bezug auf eine an der Pipette angebrachte
Ringmarke und die relativen Unsicherheiten
der Volumenangaben sind kleiner als ein
Prozent. Damit beschrénkt sich die Radiusbe-
stimmung auf die Messung des Abstands /
zwischen der Ringmarke und dem unteren
Ende der Pipette.

an

Optische Methode

Zu Beginn ist der Abbildungsmalstab der
Objektivlinse mit einer Objektmikrometer-
Glasplatte zu bestimmen. Dazu vergleicht
man die vergroferte Objektmikrometerskala
mit dem MaBstab einer Okularstrichplatte.
Danach wird die Kapillare auf den Tisch
eines Durchlichtmikroskops gelegt und mit
monochromatischem parallelem Licht durch-
strahlt. Die in Abb. M.5.2.2 dargestellten

5 Oberflachenspannung

Strahlen lassen sich als helle Linie erkennen.
Thr Abstand 2 s kann mit einem Okularmaf-
stab bestimmt werden. Aus Abb. M.5.2.2
folgt:

sina cos f# —sin fcosa

tan(a—p) = ,(12
( 'B) cosacosﬂ+sinasinﬂ( )
s—r
tan(a - f) = —,
=S
2
K
sinag =—,cosa = 1—[—) .
i h

[y

Abb. M.5.2.2 Strahlen durch eine Kapillare

Nach dem Brechungsgesetz sina=nsin
(0.3.0.1- GL.(1)) gilt

ls
1_
nn ””’1

sin f=——und cos f =
Driickt man in GI. (12) alle Winkelfunktionen
durch s, 7; und n aus und 16st die Gleichung
nach r auf, folgt

©
—_

r=— ,
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Damit ergibt sich

s [ Gy

r=2 |1+ 13
Kann man nachweisen, dass

(-2

P

n -2

-—— <10

rlz s
gilt, vereinfacht sich G1.(13) zu
=2 (14)

n

Fiir Steighohenbestimmungen muss die
Glaskapillare sehr sauber sein. Eine Reini-
gung ist oft aufwendig, so dass sich die Ver-
wendung von Einweg-Kapillarpipetten emp-
fiehlt. Man taucht die Kapillare senkrecht in
die Fliissigkeit ein, saugt diese z. B. mit
einem Gummigebldse hoch und wartet die
Einstellung der Steigh6he /2 von oben her ab.
Der Wert von 4 kann entweder mit einer
Spiegelskala, die sich hinter dem Kapillar-
rohr befindet, ermittelt oder mit einem Kathe-
tometer gemessen werden. Das Kathetometer
besteht aus einem Fernrohr (0O.1.4), das sich
langs eines vertikalen Metallrohrs verschie-
ben ldsst. Nach Scharfstellung der Fliissig-
keitsoberfldche in der Kiivette bzw. der Fliis-
sigkeitssdule in der Kapillare kann mit einem
in der Okularbrennebene scharf abgebildeten
Fadenkreuz die Messung der Steighdhe er-
folgen. Dazu verwendet man die am vertika-
len Fithrungsrohr des Kathetometers ange-
brachte Millimeter-Skala mit Feinablesung.
Die Differenz der beiden Ablesungen ergibt
den Wert fiir 2. Bevor man mit der Messung
beginnt, ist mit Hilfe einer Dosenlibelle zu
iiberpriifen, ob das Kathetometer genau waa-
gerecht steht.

Die Steigh6henbestimmung ist fiir jede Fliis-
sigkeit mehrmals auszufiihren. Mit dem dar-
aus bestimmten Mittelwert ist die gesuchte
Oberflachenspannung nach GI1.(8) unter
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Beriicksichtigung der betreffenden Korrek-
turfaktoren in den Gln.(8a) bzw. (8b) zu
berechnen. Die Dichte p kann der Tabel-
le A.8 im Anhang oder der Versuchsanlei-
tung entnommen werden.

5.3 Tropfenmethode
Aufgabenstellung

Es ist die Verdnderung der Oberfléchenspan-
nung von Wasser bei Zumischung von Etha-
nol zu untersuchen.

Bei der Bestimmung der Oberflichenspan-
nung einer Fliissigkeit gegeniiber Luft mit
der Tropfen-Gewichtsmethode ldsst man ein
bestimmtes Fliissigkeitsvolumen V aus einer
Kapillare mit plangeschliffener Endfldche
und bekanntem Radius r¢ (z. B. Stalagmome-
ter) in Luft ausflieBen und misst die Zahl der
sich bildenden Tropfen. Fiir die Auswertung
der Messergebnisse geht man von der An-
nahme aus, dass ein Tropfen dann von der
Kapillare abreif3t, wenn seine Gewichtskraft

(15)

gleich (oder geringfiigig grofler) der Kraft ist,
die aufgrund der Oberflichenspannung ent-
lang der Umfanglinie des Tropfens an der
Kapillare wirkt, d. h.

Fo=m;g

(16)
Da fiir die Masse des Tropfens m, = p, V;

F_ =2nro .

gilt, folgt fiir das Kriftegleichgewicht im
Moment des Abreiflens

oV g=2nno . a7

Dabei sind p, die Dichte der austropfenden

Fliissigkeit, V' das Volumen des abreiflenden
Tropfens, g die Erdbeschleunigung, r¢ der
Radius der Kapillare und o die Grenzfli-
chenspannung. Das Volumen eines Trop-
fens Vr lasst sich aus dem bekannten Volu-
men V der ausflieBenden Fliissigkeit und der
Tropfenzahl n berechnen: V, =V /n.
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Abb. M.5.3.1 (a) Stalagmometer mit Referenz-
marken, (b) Austropfen einer Fliissigkeit aus einer
Kapillare (schematisch)

In Wirklichkeit ist die Masse des abfallenden
Tropfens kleiner als nach Gl.(15) zu erwar-
ten ist. Das hingt mit den kinetischen Vor-
gingen beim Abreiflen des Tropfens zusam-
men. Deshalb wird in Gl. (17) ein empirischer
Korrekturfaktor Ky, eingefiihrt, der dieses
Problem beriicksichtigen soll:

paVrg=2nr o K, .

Es ergibt sich dann fiir die Oberflédchenspan-
nung

o= gpFl VT . (18)
2nr, K

korr

Falls der Korrekturfaktor nicht bekannt ist,
kann man diesen durch Kalibriermessungen
ermitteln. In der Regel verwendet man als
Kalibriersubstanz Wasser, dessen Oberfla-
chenspannung gegeniiber Luft als Funktion
der Temperatur ¢ gut bekannt ist und mit der
empirischen Gleichung

T =[72.9-0,155(9~18°C)] 107 Nm'

im Temperaturbereich zwischen 15 °C und
60 °C gut beschrieben werden kann (relative
Abweichungen kleiner als 1 %). Wenn man
den Radius der Kapillare nicht kennt, kann r¢
experimentell bestimmt werden (M.5.2).

5 Oberflachenspannung

Versuchsaufiihrung

Bei der praktischen Durchfiihrung von Mes-
sungen der Oberflachenspannung wird ein
Stalagmometer (Gerit zur Messung der Trop-
fengroBe, Abb. M.5.3.1) verwendet. Es be-
steht im Wesentlichen aus einer Kapillare,
oberhalb der sich das Referenzvolumen mit
Eichmarken befindet. Aus Gl. (18) folgt, dass
bei Kalibrierung des Stalagmometers mit
Wasser die Oberfldchenspannung einer un-
bekannten Fliissigkeit mit einer Relativme-
thode durch Zahlen der jeweiligen Tropfen-
zahl (zw Zahl der Wassertropfen, z Zahl der
Tropfen der zu messenden Fliissigkeit) be-
stimmt werden kann:
o p zZy

Ow Pw Z

(19)

Dabei muss die Temperatur bei allen Mes-
sungen konstant und das AusflieBverhalten
der Flissigkeiten darf nicht zu unterschied-
lich sein. Falls die Dichten p und pw nicht
am Arbeitsplatz gegeben sind, konnen diese
z.B. mit einer Mohr-Westphal-Waage
(M.1.2) gemessen werden.

Das Stalagmometer wird senkrecht in ein
Stativ eingespannt und am oberen Ende ein
Schlauchstiick, das mit einer Schlauchklem-
me versehen ist, aufgesetzt. Die zu untersu-
chende Fliissigkeit, die sich in einem Gefil3
unterhalb der Kapillare befindet, wird vor-
sichtig bis iiber die obere Marke in das tro-
ckene und saubere Stalagmometer mit Hilfe
eines Gummigebldses nach oben gesaugt. Die
Schlauchklemme wird geschlossen und das
Gummigebldse entfernt. Nun wird die
Schlauchklemme soweit gedftnet, dass die
Tropfen gut zéhlbar (etwa 2 Tropfen/s) abfal-
len. Wenn der Fliissigkeitsmeniskus wihrend
des AusflieBens die obere Marke passiert,
werden die Tropfen gezéhlt, bis die untere
Marke erreicht ist. Die Messung ist mehrfach
zu wiederholen. Anschlieend durchspiilt
man das Stalagmometer zur Beseitigung von
Wasserresten mit der zu untersuchenden
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Wasser-Ethanol-Mischung und beginnt wie-
der mit dem Zahlen der Tropfen. Es ist fiir
fiinf verschiedene Konzentrationen die Ober-
flichenspannung bei einer konstanten Tem-
peratur zu messen und deren Anderung in
Abhéngigkeit von der Konzentration von
Ethanol in der Mischung graphisch darzustel-
len und zu diskutieren.

6 Viskositat und Stro-
mung

6.0 Grundlagen

6.0.1 Bernoulli-Gleichung

Eine idealisierte Fliissigkeit oder ein ideali-
siertes Gas strome durch ein Rohr. Die Idea-
lisierung soll darin bestehen, dass der stro-
mende Stoff als inkompressibel angesehen
und die Wechselwirkung der Fliissigkeits-
bzw. Gasmolekiile untereinander und mit der
Rohrwand vernachldssigt wird. Das Volu-
men V' eines Stromfadens, dessen Quer-
schnitt 4 von Ort zu Ort verschieden sein
kann, bewegt sich in der Zeit df bei Vorhan-
densein einer Druckdifferenz p, — p, gemiB
Abb. M.6.0.1. Das Rohrstiick mit dem grof3e-
ren Querschnitt 4; befindet sich in einer
groBBeren Hohe 4, als das mit dem kleineren
Querschnitt 4, in der Hohe £,. Die betreffen-
den statischen Driicke und Stromungsge-
schwindigkeiten sind p; bzw. p, und v, bzw.
v,. In einer Zeit d¢f kommt es zur Verschie-
bung des Volumens ¥ um die Wegstiicke ds;
und ds,. Da der Stoff inkompressibel sein soll
(Dichte p konstant), gilt

dV = 4,ds, = 4, ds, .

Die durch die Stromung (Verschiebung des
Volumens) verrichtete Arbeit ist

AW, =(p,—p,) dV .

Die kinetische Energie vergroBert sich um
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1 1
AW, :[E'D sz _Epvfjdl/ >

wihrend die potentielle Energie um

AW, =p g (hy—h)dV

zunimmt.

Abb. M.6.0.1 Zur Herleitung der Bernoulli-
Gleichung

Da jegliche Wechselwirkung vernachlissigt
werden soll, muss die verrichtete Arbeit
gleich der Summe der gewonnenen kineti-
schen und potentiellen Energie sein. Es gilt
also

AI/VStr = AI/Vkin + AW

pot

1
pl+5pv12+pgh1=
(D

1,
p2+5pvz + pgh, =const

oder unter Verzicht auf die Indizes und mit
const = p, ergibt sich

1
p+7pv2+pgh=po : )

GIl. (2) bezeichnet man nach ihrem Entdecker
Daniel Bernoulli als Bernoulli-Gleichung.
Diese besagt, dass die Summe aus dem stati-
schen Druck p, dem dynamischen Druck



100 Mechanik

(Staudruck) und dem vom Hohenunter-
schied # abhédngigen Druck (geodétischer
Druck) konstant ist. Wenn die Stromung
durch ein horizontales Rohr erfolgt, bleibt die
potentielle Energie konstant und der geodati-
sche Druck ist null. Dann vereinfacht sich die
Bernoulli-Gleichung (2) zu
|
PSPV =Py - (2a)

Im Falle eines realen Stoffs (Fliissigkeit, Gas)
treten bei einer Stromung Reibungskrifte
aufgrund zwischenmolekularer Wechselwir-
kungen auf, deren Wirkung man auch als
innere Reibung bezeichnet.

Wenn dieser Stoff durch ein zylindrisches
Rohr stromt, hat die Geschwindigkeit in der
Rohrachse einen maximalen Wert, wihrend
sie an der Rohrwand verschwindet. Bei hin-
reichend kleinen Geschwindigkeiten kann
man annehmen, dass differentiell diinne
Hohlzylinder wirbelfrei aneinander gleiten.
Eine solche Strdomung nennt man laminar.
Zwischen benachbarten Hohlzylindern muss
eine Reibungskraft Fr wirken. Diese ist der
Beriihrungsflache 4 und dem Geschwindig-
keitsgefille dv/dr senkrecht zur FlieSrichtung
proportional. Als Proportionalitdtsfaktor
fiihrt man die dynamische Viskositét (den
Koeffizienten der inneren Reibung) 7 ein:

6 Viskositit und Stromung

6.0.2 Gesetz von Hagen und Poiseuille

In einem mit Fliissigkeit oder Gas gefiillten
Rohr vom Radius R entsteht eine laminare
Stromung, wenn ein nicht zu grofles Druck-
gefille vorhanden ist. Im stationdren Zustand
ist fiir jeden koaxialen Zylinder vom Radius
die Summe von Druckkraft F, und Rei-
bungskraft Fr gleich Null:

F+F=0.
Fiir die Reibungskraft verwendet man Gl. (3)
und es folgt

nrz(pl—p2)+772nrl?=0 ,
r

dv= ——(pl ~p:) rd
27l

Die Losung lautet unter Berticksichtigung der
Randbedingung v(R) = 0:

ro.

dv
Fr=nd— . (3)

dr

Der Zusammenhang in Gl.(3) wird auch als
Reibungsgesetz nach Newton bezeichnet. Die
SI-Einheit der dynamischen Viskositdt ist
kg m”s”, die kohérente abgeleitete Einheit
Pa s (Pascal Sekunde). Das Verhiltnis von
dynamischer Viskositit 7 zur Dichte p be-

zeichnet man als kinematische Viskositt 77" :

n =L 4)

P

Die kinematische Viskositdt hat die SI-
Einheit m*s™.

b= D 2 2
vir)=—=(R"—-r . 5
()= (B =) 5)
Rohrwand
Sy
% ~
; » Rohrmitte
P, P<p,

Abb. M.6.0.2 Laminare Rohrstrémung mit para-
belformiger Geschwindigkeitsverteilung (Hagen-
Poiseuille’sche Gesetz)

Durch einen Hohlzylinder vom Radius » und
der Dicke dr flieBt in der Zeit d¢ das Volu-
men dV (Abb. M.6.0.2). Dann berechnet sich
der Volumenstrom mit
V:d—V:2nr dr v(r) .
dt
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Mit v(r) gemaB Gl.(5) und Integration iiber
alle Hohlzylinder

. R T —
Vz{ —(l;nlpz) (R2 —r2) rdr

folgt das Gesetz von Hagen und Poiseuille:

; Tr,R4(p1 _pz)
V==
871 (6)

Es ist zweckmiBig, einen Mittelwert der
Geschwindigkeit einzufiihren. Als mittlere
Geschwindigkeit v definiert man das aus-
flieBende Volumen je Zeit, geteilt durch den
Rohrquerschnitt:

_ V1
V=——s .
t TR

()

Aus dem Vergleich der Gln. (6) und (7) folgt
fiir die mittlere Stromungsgeschwindigkeit
auch der Zusammenhang

(pl —p2)R2
8nl '

V=

(8)

Das Gesetz von Hagen und Poiseuille gilt
unter der Voraussetzung, dass die Stromung
laminar ist. Bei turbulenter Stromung, bei der
durch Wirbel Teilchen aus einer diinnen
Schicht in benachbarte Schichten gelangen,
kann Gl. (6) nicht angewendet werden. Aber
auch im Bereich der laminaren Stromung ist
das Gesetz von Hagen und Poiseuille nur
richtig, wenn die kinetische Energie der
Fliissigkeitsteilchen nicht zu grof} gegeniiber
derjenigen Energie ist, die durch die innere
Reibung bestimmt wird.

Um das zu verdeutlichen, betrachtet man die
in einem Hohlzylinder mit dem Radius 7 und
der Dicke dr bei einer Geschwindigkeitsver-
teilung gemiB Gl.(5) enthaltene kinetische
Energie

dE, =%v2dm bzw.
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2
_p-p 2 2)?
dEk—E{W (R —r ) p2nr ldr.

Die gesamte kinetische Energie ergibt sich
durch Integration iiber alle Hohlzylinder zu

Ek =nR? (Pl_Pz){p;R}ﬂ 9

schreiben. Der in Gl. (9) auftretende Faktor in
den rechteckigen Klammern ist dimensions-
los und wird Reynolds-Zahl Re genannt:

VR
Re:pv .
n

(10)

Bei Rohrsstromungen ist es iiblich, statt des
Radius R den Innendurchmesser des Rohrs
als charakteristische Lénge L =2 R fiir die
Bestimmung der Reynolds-Zahl zu verwen-
den:

Re= pviL .

n

Die Reynolds-Zahl hat keine Dimension und
beschreibt als eine wichtige Kennzahl der
Stromungslehre das Verhiltnis von Trag-
heits- zu Zéhigkeitskréften.
Die kinetische Energie Ey kann nun unter
keinen Umsténden groBer als die in den stro-
menden Stoff hineingesteckte Arbeit

(10a)

WZTCRZ(pl—pZ)I (11

sein. Der Vergleich der Gln.(11) und (9)
liefert

PVR R Re

> —=—R.
7 12 12 (12)

Aus sorgfiltigen Messungen ist bekannt, dass
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fiir Re <1160 die Strémung in einem Rohr
mit Sicherheit laminar ist. Versteht man unter
I die Lange des Rohrs, folgt aus der Unglei-
chung Gl.(12), dass sich eine parabolische
Geschwindigkeitsverteilung im gesamten
Bereich der laminaren Stromung nur dann
einstellen kann, wenn das Verhiltnis der
Rohrldnge zum Rohrradius groBer als 100 ist.
Da bei der Herleitung des Gesetzes von Ha-
gen und Poiseuille Gl.(5) verwendet wird,
kann GI.(6) nur gelten, wenn die Unglei-
chung Gl. (12) erfiillt ist.

6.1 Kugelfallmethode
Aufgabenstellung

Die dynamische Viskositit einer sehr zihen
Fliissigkeit ist mit der Kugelfallmethode nach
Stokes bei Zimmertemperatur zu bestimmen.

Abb. M.6.1.1 Kugelfallmethode nach Stokes

Auf eine in einer zidhen Fliissigkeit fallende
Kugel (Abb. M.6.1.1) vom Radius r wirken
drei Krifte: die Schwerkraft Fs, der Auftrieb
F A und die Reibungskraft Fg:

4
Fazgnfp,(g, (13)

6 Viskositit und Stromung

FA=—§nr3pﬂg . (14)
Es sind px bzw. pp die Dichte der Kugel
bzw. der Fliissigkeit. Fiir eine Kugel, die sich
mit der Relativgeschwindigkeit v zwischen
der Kugel und einer unendlich ausgedehnten
Flissigkeit bewegt, gilt nach Stokes

F,=—6nnrv . (15)

Im Experiment féllt die Kugel in einem Rohr
mit dem Radius R und der Hohe /4. Der Be-
trag der Reibungskraft vergrofert sich mit
wachsenden Verhéltnissen 7/R und »/h. Da
nicht in jedem Fall 4 >> R >>r gilt, ist die
Reibungskraft zu korrigieren. Unter Bertick-
sichtigung der Ladenburg’schen Korrektur
(4. Ladenburg) mit dem Korrekturfaktor

r r
C. =(1+21-)(1+3,3=
korr ( R)( h)

ergibt sich als modifizierte Gleichung fiir die
Reibungskraft

FR,kon:_6n77rv Ckorr . (153)

Nachdem die Kugel eine gewisse Strecke in
der Fliissigkeit zuriickgelegt hat, stellt sich
eine konstante Geschwindigkeit v=1//t ein.
Dann muss die Summe der auf die Kugel

wirkenden Krifte verschwinden:

Fo+F, +F,=0. (16)

Setzt man die Gln. (13), (14) und die korri-
gierte Reibungskraft nach Gl.(15a) in
Gl.(16) ein, erhdlt man fiir die dynamische
Viskositdt die Gleichung

n= 2(pc—Pn)g I
91

. BE(Y)]
(1+2,11] (1+3,31j .
R h

Die Stokes-Beziehungen Gln. (15) bzw. (15a)
gelten unter der Voraussetzung, dass die
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Reynolds-Zahl nach Gl.(10a)

Re=Pn¥L (1 _op (18)
7

sehr klein gegen eins ist. Aus diesem Grunde
ist auch GI.(17) nur fiir sehr kleine Rey-
nolds-Zahlen brauchbar. Die Kugelfallme-
thode zur Bestimmung der dynamischen
Viskositdt kann nur als Demonstrationsver-
such angesehen werden. Fiir die meisten
Flissigkeiten sind die Fallzeiten von Glas-
oder Metallkugeln selbst bei grofen Fallstre-
cken relativ klein. AuBerdem ist die Viskosi-
tat aller Flussigkeiten stark von der Tempera-
tur abhingig. Es bereitet experimentell viel
Miihe, die Temperatur einer in einem langen
Rohr befindlichen Fliissigkeit konstant zu
halten.

Versuchsausfiihrung

Man misst mit einem MaBband die Fallstre-
cke I, den Rohrradius R und die Hohe der
Flissigkeitssdule 4. Der Durchmesser der
Kugeln wird mit einer Biigelmessschraube
bestimmt. Die Fallzeiten der Kugeln zwi-
schen oberer und unterer Marke am Rohr
werden mit einer elektronischen Stoppuhr
gemessen. Es ist darauf zu achten, dass die
Kugeln ldngs der Rohrachse fallen und dass
keine Luftblasen an den Kugeln hingen.
Die Messungen sind bei einer konstanten
Temperatur durchzufithren. Man berechnet
die Viskositit 77nach Gl.(17), die Dichten pg
und px konnen den Tabellen im An-
hang (A.7, A.8) bzw. den Versuchshinweisen
im Praktikum entnommen werden. Es ist zu
zeigen, ob die Reynolds-Zahlen fiir alle ver-
wendeten Kugelradien viel kleiner als eins
ist (G1.(18)).

6.2 Kugelfall-Viskosimeter

Aufgabenstellung

Es ist die Temperaturabhéngigkeit der dyna-
mischen Viskositit einer Fliissigkeit mit dem
Kugelfall-Viskosimeter nach Hoppler in
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einem vorgegebenen Temperaturbereich zu
ermitteln und deren Beschreibung durch eine
Exponentialfunktion zu {iberpriifen.

Féllt eine Kugel in einem senkrecht stehen-
den Rohr, dessen Durchmesser nur wenig
grofer als der Kugeldurchmesser ist, beriihrt
die Kugel im Allgemeinen in unkontrollier-
barer Weise die Rohrwand.

Abb. M.6.2.1 Aufbau des Kugelfall-Viskosime-
ters nach Hoppler mit den beiden Messmarken
(rote Ringe), Dosenlibelle L, Thermometer T

Ihre Bewegung wird reproduzierbar, wenn
man das Rohr um einige Grad gegen die
Vertikale neigt, d. h. die Kugel an der Rohr-
wand nach unten gleiten lisst. Diese Uberle-
gung veranlasste Hoppler, ein Viskosimeter
mit geneigtem Rohr zu entwickeln
(Abb. M.6.2.1). Das Viskosimeterrohr befin-
det sich in einem weiten Glasrohr, durch das
man Fliissigkeit konstanter Temperatur stro-
men ldsst. Hat die Kugel die Messtrecke
(Abstand zwischen oberer und unterer Marke
am Viskosimeterrohr) durchlaufen, dreht man
das Viskosimeter 180° um die Achse A und
lasst die Kugel zuriickgleiten. Wéhrend der
Messung ist das Viskosimeter mit der
Schraube S zu arretieren. Die Viskositdt
bestimmt man mit der Gleichung

n=K(pc—pu)t - (19)
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In GL(19) ist K die Kugelkonstante, ¢ die
Zeit, in der die Kugel die Messstrecke durch-
lauft, und px bzw. pp sind die Dichte der
Kugel bzw. der Fliissigkeit. Die Gln. (17)
und (19) stimmen formal iiberein. Wahrend
sich aber fiir eine in einem weiten Rohr fal-
lende kleine Kugel die Kugelkonstante be-
rechnen ldsst, muss die Grofe K in GI.(19)
gegeben sein oder mit Hilfe einer Kalibrier-
flissigkeit empirisch ermittelt werden. Um
das Hoppler-Viskosimeter in einem sehr
grolen Viskositétsbereich verwenden zu
konnen, gehort zu jedem Gerét ein Satz von
Kugeln verschiedener Grofle und Dichte.
Eine der Kugeln ist auch zur Bestimmung der
Viskositdt von Gasen geeignet. Bei den Mes-
sungen ist darauf zu achten, dass man eine
bestimmte Mindestfallzeit nicht unterschrei-
tet, da anderenfalls die Stromung um die
Kugel nicht mehr laminar ist.

Versuchsausfiihrung

Die Versuchsfliissigkeit, die ggf. vor dem
Einfiillen in das Glasrohr durch Erwdrmung
und anschliefend durch langsames Abkiihlen
weitestgehend zu entgasen ist, wird in das
Viskosimeter gefiillt. Alle an der Rohrwand
haftenden Luftblasen sind sorgfiltig zu ent-
fernen. Dann steckt man langsam die Kugel
in das Rohr, ohne dass sich um die Kugel
Luftblasen bilden kénnen. Der Einsatz am
oberen Ende des Viskosimeterrohrs soll nicht
vollstandig gefiillt sein, damit sich die Fliis-
sigkeit beim Erwérmen ausdehnen kann. Man
schlie3t das Rohr mit dem dafiir vorgesehe-
nen Schraubverschluss und justiert das
Viskosimeter. Danach wihlt man an einem
Umwalzthermostaten die gewiinschte Mess-
temperatur und schaltet diesen ein.

Die Zeit, in der sich die Kugel von der obe-
ren bis zur unteren Messmarke am Viskosi-
meterrohr bewegt, wird mit einer Stoppuhr
gemessen. Da die Temperatur nicht in der zu
untersuchenden Fliissigkeit, sondern im
Temperierbad bestimmt wird, ist die Fallzeit
bei jeder Temperatur so oft zu stoppen, bis

6 Viskositit und Stromung

sich ein im Rahmen der Messunsicherheit
konstanter Wert ergibt. Die Dichten px und
pr sind der Anleitung am Arbeitsplatz zu
entnehmen. Die Viskositdt 7 wird nach
GI.(19) berechnet und ihre Temperaturab-
hingigkeit ist graphisch darzustellen. Da die
Viskositdt vieler Fliissigkeiten einer expo-
nentiellen Temperaturabhingigkeit entspre-
chend 77(T ):A1 exp(4,/T) geniigt, tragt

man In7 iiber der reziproken absoluten Tem-
peratur 1/7T auf. Mit Hilfe des linearen Aus-
gleichs (graphisch oder rechnerisch) be-
stimmt man die in einem nicht zu grof3en
Temperaturbereich konstanten Materialpara-
meter 4; und 4,.

6.3 Kapillar-Viskosimeter
Aufgabenstellung

1. Die Abhéngigkeit der kinematischen Vis-
kositit einer Fliissigkeit von der Temperatur
ist in einem vorgegebenen Temperaturbe-
reich mit dem Kapillar-Viskosimeter nach
Ubbelohde zu bestimmen.

2. Aus den Werten der kinematischen Visko-
sitdt sind die Werte der dynamischen Visko-
sitdt zu berechnen. Es ist die molare Energie
fir die molekularen Platzwechselvorginge
bei laminarer Schichtenstromung durch gra-
phische Auswertung zu ermitteln.

Das Viskosimeter nach Ubbelohde ist ein
Kapillarviskosimeter. Es unterscheidet sich
von dem élteren Viskosimeter nach Ostwald
durch das Rohr 3 (Abb. M.6.3.1).

Dieses Rohr bewirkt, dass am unteren Ende
der Kapillare (4, Rohr 2) Luftdruck herrscht.
Die aus der Kapillare austretende Fliissigkeit
flieBt in einer diinnen Schicht an der Innen-
wand des Volumens C ab. Dabei bildet sich
ein so genanntes hiangendes Kugelniveau, das
nach sorgfaltigen Untersuchungen von Ubbe-
lohde unabhéngig von der Dichte, der Visko-
sitdit und der Oberflichenspannung der zu
untersuchenden Fliissigkeit ist. Die untere
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Grenze der Druckhohe 7 ist daher das untere
Ende der Kapillare (nicht wie beim Ostwald-
Viskosimeter die variable Hohe des Fliissig-
keitsspiegels im Volumen B).

1203
A
A
MZ

A

h(0)
h(®)
4
.

Abb. M.6.3.1 Aufbau des Kapillar-Viskosimeters
nach Ubblohde

Die Druckh6he % dndert sich wihrend der
Messung von A(0) bis A(f). Man rechnet
deshalb mit dem zeitlichen Mittelwert

(1) =1 fnar

Fiir die kinematische Viskositit gilt nach den
Gln. (6) und (4)

* :n(p] _p2)R4t

20
8Vlip (20)

Beim Eintritt in die Kapillare muss die Fliis-
sigkeit beschleunigt werden. Dazu ist ein
Druck dp notwendig.

p—p,=pg{h)-dp . (21)

105

[Zur Berechnung von 8p (Hagenbach-Korrektur)
schreibt man die kinetische Energie je Zeit der
durch einen Hohlzylinder mit dem Radius » und
der Dicke dr (Abb. M.6.0.2) stromenden Fliissig-

keit auf: dE| :i—f:%pdVv(r)z.

Fiir dV gilt d¥(r)=2nr v(r)dr. Daraus folgt

dE] = % p2mrdrv(r) bzw. mit GL (5) erhilt

3
' Prh=Pr(p2 2
man dE, =pnr|——=(R" —-r dr .
K =P |: 4nl ( )i|

Die Integration iiber alle Hohlzylinder liefert die
gesamte kinetische Energie je Zeit:

— ¥ Rt
E}i :pT[|:p] p2:| -

4nl 8
pV’
Mit Gl. (6) ergibt sich E, = R Andererseits
T
. , opV pV?
ist E; == und es folgt dp = SR .(22)

Die dargestellte Uberlegung ist insofern nicht
exakt, weil beim Eintritt der Fliissigkeit in die
Kapillare eine parabolische Geschwindigkeitsver-
teilung geméal GI. (5) noch gar nicht vorliegt. Aus
diesem Grunde bringt man an GI.(22) einen
Korrekturfaktor kp an, der einen Wert von etwa
1,1 hat:

k,pV?
TR

Setzt man die Gln. (21) und (23) in GI. (20) ein,
folgt

dp = (23)

* —Mt_m_l/l

Y7 8mit

ng(h)R*
8V

Mit den Konstanten K = und

K':m—V wird " =K t—£ .
8nl Kt
Die GroBe K'/(Kt) muss die Dimension einer

Zeit haben. Deshalb fiihrt man eine Korrekturzeit
ein:

' =K'(K1) ] 24)
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Fiir die Bestimmungsgleichung der kinemati-
schen Viskositit folgt dann der Gleichung

n=K(t-1) .

Die Kapillar-Viskosimeter nach Ubbelohde
sind so dimensioniert, dass sich die Werte der
Viskosimeterkonstanten K nur sehr wenig
von 1 mm?s2, 0,1 mm?s? bzw. 0,01 mm? s
unterscheiden. Der Wert von K ist in das
kalibrierte Viskosimeter geédtzt oder kann
dem Gerédtezertifikat des Herstellers ent-
nommen werden, in dem auch die Standard-
unsicherheit fiir K mitgeteilt wird.

(25)

Versuchsausfiihrung

Zunéchst wird das Rohr 1 (Abb. M.6.3.1) mit
Messfliissigkeit gefiillt, bis der Fliissigkeits-
spiegel zwischen den Marken M; und My
liegt. Danach stellt man am Regelteil des
Thermostaten die gewiinschte Temperatur ein
und schaltet den Thermostaten ein. Dieser
speist einen Glasbehilter mit der Thermostat-
fliissigkeit, in den das Viskosimeter einzuset-
zen ist. Rohr 3 wird mit dem Finger ge-
schlossen und die Messfliissigkeit z. B. mit
Hilfe eines Gummigebldses in Rohr 2 hoch-
gesaugt. Wenn das Volumen D vollig gefiillt
ist, 6ffnet man Rohr 3 und bestimmt die
Zeit t, in der der Fliissigkeitsspiegel von der
Marke M, bis zur Marke M, sinkt. Man no-
tiert die Temperatur des Fliissigkeitsbads und
die Ausflusszeit ¢ bei dieser Temperatur so
oft, bis sich der Wert von ¢ nicht mehr dndert.
Die der Ausflusszeit entsprechende Korrek-
turzeitt’ wird der vom Hersteller des Visko-
simeters mitgelieferten Tabelle entnommen
und die kinematische Viskositéit nach GI.(25)
berechnet. Der Versuch ist bei anderen Tem-
peraturen zu wiederholen. Unter Verwen-
dung von Gl. (4) kann die dynamische Visko-
sitdt berechnet werden.

Die Temperaturabhiingigkeit der dynami-
schen Viskositit ist graphisch in einem karte-
sischen Koordinatensystem mit den trans-
formierten Koordinaten x = 1/T und y = Inn

6 Viskositit und Stromung

darzustellen (Ausgleichsgerade y =4 + B x,
Auswertung siehe Einfiihrung 2.3 bzw. 2.4).
Fiir viele (nicht assoziierte) Fliissigkeiten
wird zur Beschreibung der Temperaturab-
hingigkeit der dynamischen Viskositdt die
Andrade-Arrhenius-Beziehung

n(T)=C exp[%}

verwendet, die einen direkten Zusammen-
hang zwischen der molaren Aktivierungs-
energie £ und dem Fit-Parameter B herstellt
(Ex=RB). In Gl.(25) sind C eine Material-
konstante und R die universelle Gaskonstan-
te. Die GroBe E, ist eine MaB fiir die Grofle
der zwischenmolekularen Wechselwirkun-
gen, die fiir das wirbelfreie aneinander Vor-
beiflieBen der Schichten bei laminarer Stro-
mung notwendig ist.

(26)

6.4 Stromung im Rohr
Aufgabenstellung

1. Bei einer Rohrstromung soll diejenige
Reynolds-Zahl bestimmt werden, bei der die
laminare Strdmung in einem Rohr in turbu-
lente Stromung umschlagt.

2. Fiir den Bereich der laminaren Stromung
ist zu zeigen, dass zwischen dem Wider-
standsbeiwert und der Reynolds-Zahl ein
linearer Zusammenhang besteht.

Bei einer stationdren Stromung durch ein
Rohr vom Radius R ist die Summe aus
Druckkraft F}, und Reibungskraft F gleich
null:

F +F =0 . @7)

Fiir Fy soll ein Ansatz gewéhlt werden, der
im Gegensatz zu Gl. (3) sowohl im Bereich
der laminaren als auch in dem der turbulen-
ten Stromung brauchbar ist. Man setzt die
Reibungskraft Fr proportional der ange-
stromten Mantelflache 4 und der kinetischen
Energie je Volumen mit der mittleren Ge-
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schwindigkeit ¥ (Gln. (7) und (8)):

P —

F,=—cy A By v (28)

Die Grofle cyw beschreibt den dimensionslo-
sen Widerstandsbeiwert, wobei p die Dichte
der Fliissigkeit ist. Aus

2R (p - p,)—cy 2an§Vz =0

folgt

(p1 _pz)R

29
e (29)

Cy =

Wird die Druckdifferenz (p,—p,) mit Ma-

nometerrohren (Abb. M.6.4.1) gemessen, gilt
pP—D; :pg(hl_hz) .

Damit wird der Widerstandsbeiwert

2(hh)R

W —
v

(30)

107
experimenten gewonnen wurde:
0,0791
CW, turb Re]/4 (34)
Versuchsausfiihrung

Man stellt eine Druckdifferenz (p; —p,) als
Hohendifferenz (4,—h,) ein, die durch Ma-
nometer im Abstand / langs des Rohrs ge-
messen wird (Abb. M.6.4.1). Befindet sich
Luft im Stromungsrohr, darf erst dann mit
der Messung begonnen werden, wenn die
stromende Fliissigkeit alle Luftblasen aus
dem Rohr entfernt hat. Die Temperatur der
Fliissigkeit (Wasser) ist abzulesen, die Werte
fiir die Dichte p sowie die Viskositdt # kon-
nen der Tabelle A.9 im Anhang entnommen
werden. Man wiederholt die Messung bei
etwa 20 verschiedenen Druckdifferenzen.

Ist die Stromung laminar, kann man GI.(8)
als

(pl—pz)nRz—Snﬂh7=0 (€2))]

schreiben. Aus den Gln. (27) und (31) folgt
F,==8nnlv . (32)

Der Vergleich der Gln. (28) und (32) liefert
den Widerstandsbeiwert einer laminaren
Stromung mit der Reynolds-Zahl nach
Gl.(10a):

16

CW, lam — E (33)

Tragt man lg cw tber Ig Re auf, erhdlt man
fiir den Bereich der laminaren Stromung
gemill Gl.(33) eine Gerade mit dem An-
stiegswert -1. Bei turbulenter Stromung be-
steht zwischen cw und Re ein anderer Zu-
sammenhang, der empirisch aus Stromungs-

hl_hZ

§ 2 h

— 1 —

—

—

Abb. M.6.4.1 Schematische Darstellung der
Versuchsanordnung zur Strémung in einem Rohr
mit Mariott’scher Flasche (M)

Als Vorratsbehélter kann eine Mariott’sche
Flasche verwendet werden, die iiber einen
Wasserzulauf verfiigt, so dass sich auch bei
kontinuierlichem Abfluss das untere Ende
des Steigrohrs immer im Wasser befindet.
Bei konstanter Hohe des unteren Ende des
Steigrohrs S herrscht ein konstanter Uber-
druck am Auslass der Mariott’schen Flasche.
Durch Variation der Hohe der Flasche ge-
geniiber der Lage des horizontalen Stro-
mungsrohrs sowie durch die Anderung der



108 Mechanik

Eintauchtiefe des Steigrohrs, aber auch mit
Hilfe eines Ausflusshahns, kann die Druck-
differenz und damit der Volumenstrom geén-
dert werden. Am Ausgang des Stromungs-
rohrs wird mit einem Messzylinder das aus-
flieBende Volumen in einer bestimmten Zeit
ermittelt.

Da das Gesetz von Hagen und Poiseuille nur
fiir laminare Strémungen gilt, verwendet man
fiir die experimentelle Bestimmung von R die
bei kleinen Druckdifferenzen ermittelten
Volumenstrome. Die mittleren Geschwindig-

6 Viskositit und Stromung

keiten erhdlt man aus GI.(7), die Wider-
standsbeiwerte cw aus Gl. (30) und die Rey-
nolds-Zahlen Re aus GI.(10). Man stellt
Ig cw in Abhéngigkeit von lg Re graphisch
dar und entnimmt dem Graphen den Wert der
kritischen Reynolds-Zahl (Rey;), bei dem der
Wechsel von einer laminaren in eine turbu-
lente Strémung beobachtet wird. Unterhalb
und oberhalb von Rey, ist der Verlauf des
Graphen zu diskutieren. Dabei ist insbeson-
dere die Anwendbarkeit der Gln. (33) und
(34) zu iiberpriifen.
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