Lektion 2
Doppelintegrale

2.1 Doppelintegrale iiber einem Normalbereich

Wir wollen das Integral fiir eine reellwertige, stetige Funktion mit zwei reellen
Veranderlichen x, y einfithren. Motiviert wird dies durch folgendes Beispiel:

Auf dem Rechteck Z := [a,b] x [c,d] in der x,y-Ebene sei die Funktion f : Z — R
definiert, dort stetig und nicht negativ. Gesucht ist das Volumen V des ,,Zylinders*
tiber dem Rechteck %, das von dem Deckel z = f(x,y) nach oben berandet ist, siche
Abbildung 2.1. Dieses Volumen ist gegeben durch das sogenannte Doppelintegral

vi= [ flxy)drdy

mit dem Integrationsbereich &. Wir fithren nun das Doppelintegral fiir den allge-
meineren Fall ein, dass das Rechteck % durch einen sogenannten Normalbereich G
beziiglich einer der Koordinatenachsen x bzw. y ersetzt wird, und verzichten dabei
noch auf die Bedingung f > 0.

Definition 2.1: Normalbereiche im R?
1. Gegeben sind ein Intervall [a,b] mit a < b sowie zwei stetige Funktionen
g—, &+ :[a,b] » R mit g_(x) < g1 (x) fiir alle x € [a,b]. Dann heifit die kom-
pakte Menge

B:={(xy)eR*: a<x<b, g () <y<gi(x)}

ein Normalbereich bezuglich der x-Achse, siche Abbildung 2.2.
2. Sind neben ¢ < d auch zwei stetige Funktionen i_, /i, : [¢,d] — R mit
h_(y) < hy(y) firalle y € [c,d] gegeben, so heilt die kompakte Menge

B:={(xy) eR*: c<y<d, h (y) <x<hy(y)}

ein Normalbereich beziiglich der y-Achse, siche Abbildung 2.3. O
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Z:f(xvy)zo

Abbildung 2.1: ,,Zylinder” liber dem Rechteck #

0 a b X

Abbildung 2.2: Normalbereich beziiglich der x-Achse

Wir definieren nun das Doppelintegral einer stetigen Funktion tiber einem Normal-
bereich als Schachtelung zweier eindimensionaler Riemann-Integrale. Dies hat den
Vorteil, dass man hiermit sofort eine Fiille von Doppelintegralen auf eine sehr ein-
fache Art berechnen kann:
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Abbildung 2.3: Normalbereich beziiglich der y-Achse

Abbildung 2.4: Normalbereiche beziiglich beider Achsen

Definition 2.2: Doppelintegral iiber einem Normalbereich
Essei f : B— R auf dem Normalbereich B stetig. Wir definieren das Doppelintegral

von f uiber B

(a) im Falle, dass B ein Normalbereich beziiglich der x- Achse ist, gemaf3
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b [ g+(
F,y)dydx ==
Jf reeay /{

(b) und im Falle, dass B ein Normalbereich beziiglich der y- Achse ist, gemaf}

%)
fx,y)dy | dx,
)

d [ h(y)

QVW”M®:/ /f@ﬁﬁ dy.

¢\ h-(y)

O

Bei dieser Definition haben wir das Doppelintegral liber einem Normalbereich
beziiglich der x-Achse bzw. der y-Achse klar voneinander unterschieden, indem wir

im ersten Falle jj f(x,y)dydx und im zweiten Falle ff f(x,y)dxdy schreiben. Man
B B

achte also hierbei auf die Reihenfolge der Integrationsvariablen. Der folgende wich-
tige Satz zeigt nun, dass beide Integrale tibereinstimmen, wenn B ein Normalbereich
beziiglich beider Achsen ist, siehe das achsenparallele Rechteck und die Ellipse in
Abbildung 2.4 als Beispiele.

Satz 2.3: Satz von Fubini fiir Doppelintegrale
Es sei

B={(x,y)eR?: a<x<bh, g (x)<y<g.(x)}
—{(x,y)€eR?*: c<y<d, h_(y)<x

ein Normalbereich beztiglich beider Achsen und f : B — R sei stetig. Dann gilt

b g+(x) d h+(_}")
/ l/f@ﬁ@ M=/ flx,y)dx | dy.
a \g-(x) ¢ \h-0

O

Dieser Satz lasst sich mit maigem Aufwand schon im Rahmen der Theorie des Rie-
mann-Integrals beweisen, man benotigt hierzu im Wesentlichen die Aussage, dass
jede stetige Funktion auf einem Kompaktum bereits gleichmafig stetig ist. Er wird
jedoch in der Regel in viel allgemeinerer Form direkt im Rahmen der Lebesgue-
schen Integrationstheorie bewiesen, siche Lektion 4.

Bemerkungen zum Doppelintegral:

(1) Das Doppelintegral ist in jedem Falle wohldefiniert: Ist z.B. B ein Normalbe-
reich beziiglich der x-Achse, so ist f(x,y) bei festgehaltenem x € [a,b] ein in y
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stetiger Ausdruck, so dass das innere Integral bereits im Riemannschen Sinne
existiert. Das innere Integral ist seinerseits ein in x stetiger Ausdruck, so dass
auch das auflere Integral gebildet werden kann. Die Klammern um das innere
Integral pflegt man auch ohne Gefahr fortzulassen.

(2) Aufgrund des Fubinischen Satzes schreiben wir im Folgenden auch dann ohne

Verwechslungsgefahr das Doppelintegral in der Form ff f(x,y)dxdy, wenn B
B

kein Normalbereich beziiglich der x-Achse ist.

(3) Der Satz von Fubini fiir Doppelintegrale lasst sich noch ohne die Lebesguesche
Integrationstheorie mit moderatem Aufwand beweisen. Hierbei wird entschei-
dend von der Tatsache Gebrauch gemacht, dass stetige Funktionen mit kom-
paktem Definitionsbereich bereits gleichmafig stetig sind. Ebenfalls im Rah-
men der Riemannschen Integrationstheorie erhalt man die endliche Gebietsad-
ditivitat fiir Doppelintegrale, worunter folgendes zu verstehen ist: Wird ein Nor-

n
malbereich B irgendwie so in Normalbereiche By,. .. B, zerlegt, dass B = U By,
k=1
gilt und sich die Normalbereiche B; nur in ihren Randpunkten schneiden, so gilt

n

ﬂf(x,y)dxdyzk lﬂ £(x,y) dxdy.
B

=1,

Dies ist das Analogon zur bekannten Intervalladditivitat fiir Einfachintegrale.
Die Additivitat unter moglichst allgemeinen, auch abzéahlbar unendlichen Ge-
bietszerlegungen sowie die anderen grundlegenden Satze der Integrationstheo-
rie im R” lassen sich allerdings erst im Rahmen der Lebesgueschen Theorie
meistern, siche Lektion 4.

(4) Der Jordaninhalt |B|, auch Flicheninhalt oder kurz Inhalt eines Normalberei-
ches B, ist gegeben durch das spezielle Doppelintegral

1B := [[ 1dxdy.
B

Ist B ein Normalbereich beztiglich der x-Achse, so wird

b

Bl= [ (g4 —g-(0)dx.

a
(5) Fiir f > 0ist ff Sf(x,y)dydx bzw. fj f(x,y)dxdy das Volumen eines Zylinders
B B

im R3 iiber der Grundfléiche B mit oberem Deckel z = f(x,). O

Die Definition von Gebieten im R” werden wir im Folgenden oft verwenden.
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Definition 2.4: Gebiete im R”"
Eine nichtleere offene Teilmenge M des R” wird Gebiet genannt, wenn sich M nicht
als Vereinigung zweier disjunkter, offener und nichtleerer Teilmengen darstellen

lasst. Dies ist die topologische Zusammenhangseigenschaft einer offenen Menge
des R". O

Im Folgenden bedeutet |z| die Euklidische Norm eines Vektors z € R”.

2.2 Aufgaben

Aufgabe 2.1: Gebiete im R?

Es sei G C R? eine nichtleere offene Menge. Man zeige:

G ist genau dann ein Gebiet geméB Definition 2.4, wenn es zu je zwei Punkten z,
und z aus G stets einen achsenparallelen Polygonzug gibt, der z, mit z verbindet und
ganz in G liegt, siche Abbildung 2.5.

Abbildung 2.5: Achsenparalleler Polygonzug von z, nach zin G

Losung:

Wir definieren die folgende Relation Rg zwischen zwei Punkten z,z € G:

Es soll z, R z genau dann gelten, wenn es einen achsenparallelen Polygonzug gibt,
der z, mit z verbindet und ganz in G liegt. Wir zeigen zunichst, dass R eine Aqui-
valenzrelation ist:

(i) Rg istreflexiv: Es sei zy € G, B,(z,) := {z € R?: [z—z,| < r} und r > 0 so klein,
dass B,(z,) C G gilt. Wahle einen geschlossenen Polygonzug von z,, nach z;, gemaif3
Abbildung 2.6. Wir haben dann z, R 7, fiir alle z, € G.

(ii) Oftensichtlich ist Rg symmetrisch.
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Abbildung 2.6: Geschlossener Polygonzug von z, nach z; in der offenen Kugel
B,(z)

(iil) R ist transitiv, da die Zusammensetzung zweier achsenparalleler Polygonziige
von z, nach z; und z; nach z, in G wieder einen solchen Polygonzug liefert. Dies ist
in Abbildung 2.7 illustriert.

Abbildung 2.7: Zusammengesetzter Polygonzug von z, nach z; und von z; nach z,

Somit zerfillt G in disjunkte Aquivalenzklassen. Wir zeigen nun, dass diese Aqui-
valenzklassen sogar Gebiete sind, d.h. sie sind offen und zusammenhangend gemaf
Definition 2.4. Es sei K C G solch eine Aquivalenzklasse mit einem Reprisentanten
7y € K. Da G offen ist, gibt es ein r > 0 mit B,(zy) = {z € R*: [z—z)| <r} CG
und zu jedem z € B,(z,) einen achsenparallelen Polygonzug von z, nach z in die-
ser Kugel, siche Abbildung 2.8. Somit gilt B,(z,) C K, und K ist offen. Wire K
nicht zusammenhangend, so hatten wir offene, disjunkte und nichtleere Mengen
U,V C C mit g €U, z€V und UUV = K, sowie nach der Definition von K
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Br(Zo)

Abbildung 2.8: Polygonzug von z, nach z; bzw. nach z, und z, in der offenen Kugel
B, (z)

einen achsenparallelen Polygonzug y : [a,b] — K mit y(a) = z,, und y(b) = z. Fiir
t,:=inf{r € [a,b] : y(tr) € V}ista <t, <b,denn y ist stetig und V offen. Da U
offen ist, gilt y(#.) ¢ U. Folglich ist y(¢,) € V und somit auch y(z, — &) € V fiir hin-
reichend kleines € > 0, da V offen ist. Dies steht im Widerspruch zur Definition von
t.. Also ist K zusammenhangend, und G genau dann ein Gebiet, wenn es nur eine
einzige Aquivalenzklasse gibt.

Bemerkung: Das Ergebnis dieser Aufgabe laBit sich analog fiir hohere Dimensio-
nen zeigen. Da man die komplexe Zahlenebene C mit dem R? identifizieren kann,
wird diese Charakterisierung des Gebietszusammenhangs insbesondere in der Funk-
tionentheorie verwendet. 0

Aufgabe 2.2: Konstante Funktionen auf Gebieten

Es sei G C R? ein Gebiet und u : G — R eine C'-Funktion mit verschwindenden
partiellen Ableitungen u, = u, = 0. Man zeige, dass u konstant ist.

Hinweis: Man verwende das Ergebnis der Aufgabe 2.1.

Losung: Es sei G C R? ein Gebietund u : G — R eine C!-Funktion mit u, = u, = 0.
Die achsenparallelen Strecken S| von (xg,y0) € G nach (xo + iy, y0) € G sowie S,
von (xp,Yo) € G nach (xo,yo +hy) € G mit hy,hy, > 0 mogen ganz in G liegen. Dann
gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir geeignet gewahlte Zahlen
0<& <hyund0< & < hy:

u(xo + hy,y0) = u(x0,y0) + hy - tx(x0 + &1,50) = u(x0,0),
u(x0,y0 + hy) = u(x0,y0) + hy - uy(x0,y0 + &) = u(xo,y0) -
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Folglich ist # auf S| und S, konstant, und somit ist # auch auf allen achsenparallelen

Polygonziigen in G konstant. Da G ein Gebiet ist, muf} # nach Aufgabe 2.1 konstant
sein.

Aufgabe 2.3: Doppelintegrale
Man berechne die folgenden Doppelintegrale im R?, wobei zuerst die jeweiligen
Normalbereiche B zu bestimmen und zu skizzieren sind:

2
@) f j x2 dxdy, wobei B durch x =2, y = x und xy = 1 begrenzt wird,
y
B

(b) [[sin(x+ y)dxdy, wobei B durchx =0, y = 7 und y = x begrenzt wird.
B

Losung: (a) Der in Abbildung 2.9 skizzierte Normalbereich bzgl. der x-Achse ist

3.5

x=2

0.5 xy=1
y=x

Abbildung 2.9: Der Normalbereich B aus Teilaufgabe 2.3(a)

1
B:{(x,y)eRzzlngZ, gygx}_

Fiir das Integral ergibt sich
X

.x2 i x2 2
Jf Lavay=[{ [Fay|ax= |
57 1 Y 1

1

27y=x
e
Yyt

-Jitomne [ e (1) -2
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(b) Der in Abbildung 2.10 skizzierte Normalbereich bzgl. der x-Achse ist

4 ; ; ; ‘
350 /
y=n

2.5r

> 15F y=X

-0.5 x<0

Abbildung 2.10: Der Normalbereich B aus Teilaufgabe 2.3(b).

B={(x,y)eR*: 0<x<m, x<y<m}.
Fiir das Integral ergibt sich

/1

ffsm x+y)dxdy = / /sm x+y)dy / —cos (x+y)[j=; dx
0

- /(—COS(x+ )+ cos (2x)) dx

:0/ cos (x) + cos (2x) ) dx = {sin(x)—!—;sin(Zx)}::O.

Aufgabe 2.4: Gewichtsmittelpunkt eines ebenen Gebietes
Die Schwerpunktkoordinaten S = (x;,y;) eines ebenen Gebietes G bestimmt man

tber ) !
Xy = G| ﬂxdxdy, ys = |G|f ydxdy,
G G
wenn |G| der Flacheninhalt von G ist. Man bestimme den Schwerpunkt des Fla-

chenstiickes, das durch die Gerade y = x und die Parabel y = 4x — x? begrenzt wird.
Ist G ein Normalbereich bzgl. beider Achsen ?
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Losung:
G ist ein Normalbereich bzgl. der x-Achse,

G={(x,y) eER?: 0<x<3, x§y§4x—x2}.
G ist auch ein Normalbereich bzgl. der y-Achse,
G={(xy)€R?: 0<y<4, h-(y) <x<hi(y)},

mith_, hy : [0,4] = R, wobei h_(y) =2 — /4 —yund

y fur 0<y<3,
hi(y) = s
2+4—y fir 3<y<4.

Die Funktionen /. sind stetig. Somit ist G ein Normalbereich bzgl. beider Achsen,

4.5

4k

3.5r y=4)<—>(2

3t

256p L -

> 2r y=X
1.5r

0.5¢

‘
‘
|
|
‘
‘
|
1t |
|
|
|
|
|
|
|

oF

_ . . . I . . .
0;8.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Abbildung 2.11: Der Normalbereich ist begrenzt durch die Gerade y = x und die
Parabel y = 4x — x2.

siche Abbildung 2.11. Die Integralberechnung mit G als Normalbereich bzgl. der
y-Achse ist in unserem Beispiel komplizierter. Der Flacheninhalt von G bestimmt
sich aus

3 dx—x2
6= dxdy:/ / 1dy | dx
0 X
3 3 3
z/(3x—x2)dx= sz— xﬂ
0 0
3 1 9
:2'32_3'33_2’
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Die Koordinaten des Gewichtsmittelpunktes ergeben sich aus den Integralmitteln:

) 23 4x—x7 23
= dxdy = dy | dx= 3x—x%)dx
Xs |G|fox y 90/ x/xy 90/x(x x°)
3

_ 2 2 s 2[5 14]°
—90/(3x x)dx—g{x 4x0

2 81 3
9 ( 4 ) 2’
3 4x—x?

3
. 1 _2 _1 27 y=4x—x
ys—|G|ﬂydxdy—9/ /ydy dX—9/[yL,=x dx
G 0 0
L7 22 2
:9/((4x—x) —x7) dx
0
3

= ;/(x4—8x3+15x2) dx
0

12

1/1
= ( -35—2-34+5-33>=5.

9\5

312
Der Schwerpunkt von G ist (xg,ys) = ( 2 s )
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