Polarkoordinaten in der komplexen Ebene

Verbindet man eine komplexe Zahl z mit den cartesischen Koordinaten x und y, also
z = x + iy, mit dem Nullpunkt der komplexen Ebene durch eine gerade Linie, dann ist
die Liange r dieser Linie der Betrag der komplexen Zahl: r = |z|. Denn an Abb. 2.1 kann
direkt r* = x* + y* abgelesen werden. Bestimmt man nun noch den Winkel ¢, um den die
positive reelle Achse gegen den Uhrzeigersinn gedreht werden muss, um mit der Verbin-
dungslinie von z zum Nullpunkt zur Deckung zu kommen, dann kann man offenbar bei
gegebenem Paar (r, ¢) auf eindeutige Weise zur Zahl z gelangen: Man hat nur die positive
reelle Achse um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn zu drehen und auf ihr vom Null-
punkt aus die Strecke r abzutragen. Die Eindeutigkeit verlangt allerdings, dass hochstens
eine volle Drehung der Achse zugelassen ist, etwa mit der Einschrankung 0 < ¢ < 2. Jedes
Paar reeller Zahlen (r, ¢) mit 7 > 0 und 0 < ¢ < 27 beschreibt daher genau eine komplexe
Zahl z. Diese Polarkoordinaten bestehen aus dem Betrag r der Zahl und dem Polarwinkel
(oder kurz Polwinkel).

Die Polarkoordinaten einer komplexen Zahl haben zwar eine handfeste anschauliche
Bedeutung, doch ist noch zu klaren, wie man bei gegebenen x und y zu den Polarkoordi-
naten (r, ¢) gelangt, und natiirlich umgekehrt, wie bei gegebenen r und ¢ die cartesischen
Koordinaten (x, y) berechnet werden kénnen.

Zunichst der etwas einfachere Fall, dass die Polarkoordinaten (r, ¢) gegeben sind, und
2
Darstellung in Abb. 2.2 oben links. Dort liest man die folgenden Beziehungen ab:

zwar soll 0 < ¢ < 2 gelten. Dann liegt z im ersten Quadranten, das entspricht genau der

. x
sin(¢) = % cos(¢) = "

Hier ist natiirlich r > 0 anzunehmen (zum Sonderfall r = 0 siehe unten). Damit sind die car-
tesischen Koordinaten der durch (r, ¢) bestimmten komplexen Zahl auch schon bestimmt
und ihr Wert ist gegeben durch

z=rcosg+irsin(¢) = r(cos(¢) +sin(¢)) = re’

H. Schmidt, M. Schwabl-Schmidt, Digitale Filter, DOI 10.1007/978-3-658-03523-5_2, 7
© Springer Fachmedien Wiesbaden 2014



8 2 Polarkoordinaten in der komplexen Ebene

Abb. 2.1 Polarkoordinaten einer komplexen Zahl

Als néchstes wird die Situation behandelt, dass z im zweiten Quadranten gelegen ist, und
zwar soll 7 < ¢ < 7 gelten (Abb. 2.2 rechts oben). Die Situation kann auf die im ersten
Quadranten zuriickgefithrt werden, indem man den Ergénzungswinkel 9 von ¢ beziiglich
7 betrachtet, also den durch ¢ + 9 = 7 gegebenen Winkel. Dieser nimmt im ersten Qua-
dranten die Stelle von ¢ ein, mit dem kleinen aber wichtigen Unterschied, dass nun |x| die
Gegenkathete ist:

x
sin(9) = Y cos(9) = I
r r
Die gesuchten cartesischen Koordinaten gewinnt man daraus wie folgt:

sin(¢) =sin(n—9) =sin(9) = % cos(¢) = cos(m—9) = —cos(9) = @ = ;

Die Situationen im dritten und vierten Quadranten werden ganz dhnlich behandelt. Im
dritten Quadranten (links unten in Abb. 2.2) bei 7 < ¢ < %n verwendet man den Winkel
9 = ¢ — m und benutzt sin(z + 9) = —sin(9) und cos(w + 9) = —cos(9), im vierten
Quadranten ist der Winkel 9 = 271 — ¢ mit sin(27— 9) = sin(-9) = —sin(9) und cos(27 -
9) = cos(-9) = cos(9).

Oben war der Fall r = 0 ausgelassen worden. Nun gibt es zwar nur eine einzige kom-
plexe Zahl z mit |z| = 0, ndmlich z = 0, d. h. r = 0 fiihrt direkt auf z = 0, das Problem
ist jedoch, dass diese Zuordnung unabhingig von ¢ ist, jedes Koordinatenpaar (0, ¢) be-
stimmt z = 0. Eine solche Eindeutigkeitsverletzung kann bei einem Koordinatensystem
selbstverstandlich nicht zugelassen werden. Es treten damit in der Praxis allerdings tiber-
haupt keine Probleme auf, man kann den Fall daher auf sich beruhen lassen.

Es sind nun noch zu gegebenen x und y die Polarkoordinaten r und ¢ zu bestimmen.
Das ist bei r kein Problem, denn r ist der Betrag der komplexen Zahl x + iy:
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Abb. 2.2 Polarkoordinaten in der komplexen Ebene, 0 < ¢ < 27

Zur Berechnung von ¢ wird noch einmal Abb. 2.2 herangezogen. Um Fehler zu vermeiden
sind sorgfiltig sechs Fille zu unterscheiden:

y=0:
x=0
x>0Ay>0:

z liegt auf der reellen Zahlengeraden. Ist x > 0, dann ist keine Drehung
der positiven reellen Achse nétig, um z zu erreichen, d. h. es ist ¢ = 0. Ist
andererseits x < 0, dann ist eine Drehung um 7 (d. h. 180°) erforderlich:
9=

z liegt auf der imagindren Achse. Ist y > 0, dann ist eine Drehung der po-
sitiven reellen Achse um 7 (d.h. 90°) nétig, um zu z zu gelangen: ¢ = 7.
Bei y < 0 muss um 270° gegen den Uhrzeigersinn gedreht werden, folglich
¢ =3m

zliegt im Inneren des ersten Quadranten (Abb. 2.2 oben links), es ist daher
0 < ¢ < 7. Der gesuchte Winkel erfiillt natiirlich

tan(g) = 2,

und wegen 0 < ¢ < 7 kann der Hauptzweig der Umkehrfunktion von tan
benutzt werden, um ¢ zu bestimmen:
J

IN=

9= arctan(
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x<0Ay>0: zliegtim Inneren des zweiten Quadranten (Abb. 2.2 oben rechts), es ist
daher 7 < ¢ < 7. Fiir den Gegenwinkel 9 = 7 — ¢ gilt deshalb 0 < 9 < 7,
d. h. er kann mit dem Hauptwert von arctan berechnet werden. Es ist dann

Y
p=m-9= n—arctan(—)
x|

Xx<0Ay<0: zliegtim Inneren des dritten Quadranten (Abb. 2.2 unten links), es ist da-
her 77 < ¢ < 7. Fiir den Winkel 9 = ¢ — 7 gilt deshalb 0 < 9 < Z und es
ist

p=n+9= n+arctan(m)
x|
x>0Ay<0: zliegt im Inneren des vierten Quadranten (Abb. 2.2 unten rechts), es ist
% < ¢ < 2. Fiir den Winkel 9 = 277 — ¢ gilt 0 < 9 < 7 und ¢ errechnet sich

u

p=2n-9= 2ﬂ—arctan(m)
x

Der auf die soeben beschriebene Weise berechnete Polarwinkel ¢ einer komplexen Zahl z
wird im Buch mit @(z) bezeichnet. Thr Betrag r ist zwar |z|, sollte aber auch als Polarkoor-
dinate eine eigene Bezeichnung besitzen und wird hier als p(z) geschrieben.

Dazu ein Beispiel. Zu bestimmen ist die Polarkoordinatenschreibweise re’¢ von z =
2 - 2i. Als Betrag findet man p(2 +2i) = \/4+ 4 = 20/2. Wegen x =2>0und y = -2 < 0
errechnet man 9 als

-2
9 = arctan =2 = arctan(1) = 7
2 4

und daraus @ (2 - 2i) = 2 - © = I, Es ist daher 2 - 2i = 21/2¢7%".

In folgenden Kapiteln werden oft komplexwertige Funktionen mit einem reellen Argu-
ment betrachtet. Ein Beispiel ist die Frequenzantwort @s eines Systems S. Allgemein sei
F : [p,q] — C eine auf einem reellen Intervall [p, q] definierte komplexwertige Funkti-
on. Die Werte F()) der Funktion durchlaufen dann eine Kurve in der komplexen Ebene,
beginnend mit F(p) und endend mit F(q). Beispielsweise durchlaufen die Funktionswerte
von

F(A)=acos(A)+bsin(A)i p<A<gq

einen Ellipsenbogen wie in Abb. 2.3. Jeder Funktionswert F(1) besitzt als komplexe Zahl
die Polarkoordinaten r(1) und ¢(A), oder mit den Funktionen p und ® geschrieben,
p(F(1)) und @(F(1)), die also Funktionen des Argumentes A sind. In Abb. 2.3 ist das
verdeutlicht: Die Verbindungslinie vom Nullpunkt zum Kurvenpunkt F(1) hat die Lan-
ge r(1) und diese Linie ist durch eine Drehung um ¢ (1) aus der positiven reellen Achse
hervorgegangen. Fithrt man noch die Koordinatenfunktionen

pr(A) =p(F(1)) @r(A) = ®(F(R))
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Abb. 2.3 Polarkoordinaten einer komplexen Kurve

ein, dann lésst sich die von F erzeugte Kurve in der komplexen Ebene vollstindig mit Po-
larkoordinatenfunktionen darstellen:

Ao pp(1)el®r™

Die Polarkoordinatenfunktionen sind aussagekriftiger als die cartesischen Koordinaten x
und y, welche nur die Projektionen der Kurvenpunkte auf die reelle und imaginare Achse
liefern. Sie sind auch als reellwertige Funktionen viel einfacher graphisch darzustellen als
die Kurve in der komplexen Ebene selbst. Fiir den Ellipsenbogen aus Abb. 2.3 ist p.(1) in
Abb. 2.4 und @ (1) in Abb. 2.5 graphisch dargestellt. Mit etwas Ubung kann man aus den
Eigenschaften der beiden Koordinatenfunktionen (etwa: wo sind ihre Nullstellen, wo ihre
Extremwerte, wo ihr Ort grofiter Steigung? usw.) auf Eigenschaften der Kurve selbst schlie-
Ben. Beispielsweise sind in beiden Graphen die Parameter gekennzeichnet, bei welchen die
Kurve die imagindre Achse (A = 7) und die reelle Achse kreuzt (A = 7): Beim Betrag sind
so die Extremwerte, beim Polarwinkel die Wendepunkte gekennzeichnet.
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Abb.2.5 @5 (1)

| i HH ﬂ

Abb.2.6 cos(né),&=n/l6

B3

Die Darstellungen von Betrag und Polarwinkel der Punkte einer Kurve in der komple-
xen Ebene spielen bei der Konstruktion und Beurteilung von digitalen Filtern eine grofie
Rolle. Die Darstellung des Polarwinkels stimmt jedoch meist nicht mit der hier gezeigten
iberein. Der Grund ist eine etwas andere Definition der Polarkoordinaten, fiir die es zwar
auch Griinde gibt, die aber zur Folge hat, dass an sich stetige Funktionen Unstetigkeitsstel-
len (d. h. Spriinge) aufweisen.

Diese andere Definition der Polarkoordinaten kann etwa wie folgt plausibel gemacht
werden. Man betrachtet die diskrete periodische Funktion in Abb. 2.6. Die beiden ver-
tikalen Striche markieren die Breite einer ganzen Einzelwelle der Periode P = 32. Die
spezielle Einzelwelle, die zum Zeitpunkt n = -8 beginnt, ist durch Hervorheben ihres
Funktionswertes bei n = -7 gekennzeichnet. Nun wird der gesamte Wellenzug um 38 Po-
sitionen nach rechts verschoben, mit dem in Abb. 2.7 gezeigten Ergebnis. Man beachte,
dass ohne die Kennzeichnung einer speziellen Einzelwelle nur eine Rechtsverschiebung
um 6 Positionen feststellbar ist. Das ist ein Charakteristikum periodischer Funktionen
mit der Periode P, dass nur Verschiebungen modulo P effektiv bemerkt werden kénnen
(hier 38 mod 32 = 6).
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Abb.2.8 cos(né- ), &=mn/16

Die Richtung der Verschiebung hat sich nicht verandert. Jetzt wird aber der urspriingli-
che Wellenzug aus Abb. 2.6 um 26 Positionen nach rechts verschoben, mit dem Ergebnis in
Abb. 2.8. Ohne die Markierung kann man hier nur eine Bewegung des ganzen Wellenzuges
um sechs Positionen nach links feststellen. Hier geschieht doch offensichtlich folgendes:
Eine Verschiebung nach rechts um m > 0 Positionen ergibt eine sichtbare Verschiebung
um k = m mod P Positionen, und zwar eine Verschiebung nach rechts, falls k in die linke
Hilfte der Periode fillt, und eine Verschiebung nach links, falls k in die rechte Hilfte der
Periode fallt. Da erscheint es ganz natiirlich, eine negative halbe Periode einzufiithren und
diese mit der Linksverschiebung zu assoziieren. Beachtet man nun noch, dass z. B. in der
Elektrotechnik die Sinusfunktion gern mit einer Zeigerrotation erklart wird, dann ist auf
harmonische Weise noch dazu eine Verbindung zu den Polarkoordinaten geschaffen. In
Abb. 2.9 ist der Zusammenhang von Sinusfunktion, Zeigerrotation und Polarwinkel dar-
gestellt. Der positive Sinusbogen wird mit einer Rotation gegen den Uhrzeiger erzeugt, mit
positivem Winkel, der negative Sinusbogen durch Rotation mit dem Uhrzeiger, mit nega-
tivem Winkel. Aus dem Intervall 0 < ¢ < 27 des Polarwinkels wird also nicht einfach das
Intervall -7 < ¢ < 7, der Polarwinkel startet fiir den positiven und den negativen Teil bei
¢ = 0. Das bedeutet natiirlich, dass der Polarwinkel nicht mehr mit Abb. 2.2 berechnet
werden kann, man muss vielmehr Abb. 2.10 heranziehen. Der auf diese Weise berechnete
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Abb. 2.9 Sinuskurve durch
Zeigerrotation
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Abb. 2.10 Polarkoordinaten in der komplexen Ebene, 0 < ¢ < mund -7 < ¢ <0

Polarwinkel einer komplexen Zahl z wird mit ®(z) bezeichnet. Offensichtlich gilt
D(x + yi) = D(x+yi) firy>0

d.h. im ersten und zweiten Quadranten 4ndert sich nichts. Die in vielen Programmier-
sprachen vorhandene Funktion ATAN?2 zur Berechnung des Polarwinkels einer komplexen
Zahl z implementiert ®.

Welche Auswirkungen die Anwendung von @ hat kann an Abb. 2.3 studiert werden. Ver-
folgt man den Verlauf der Kurve, so stellt man fest, dass ¢ (1) plétzlich von 7 auf —7 springt,
wenn die Kurve die negative reelle Achse kreuzt. Das ergibt sich aus einem Vergleich von



2 Polarkoordinaten in der komplexen Ebene 15

Abb.2.11 &())

Abb. 2.3 oben rechts mit unten links. Es wird also ein Sprung, eine Unstetigkeitstelle der
Koordinatenfunktion erzeugt. Diese Unstetigkeitsstelle ist ein Artefakt der Berechnung des
Polarwinkels mit @, der ,echte“ Winkel, um den die positive reelle Achse gedreht wird,
fithrt natiirlich keinen Sprung von 7 nach —7 aus, wenn die negative reelle Achse erreicht
wird, er verdndert sich stetig.

Eine solche kiinstlich erzeugte Unstetigkeit einer Koordinatenfunktion kann uner-
wiinschte Folgen haben, besonders wenn das Verhalten von ATAN2 nicht bekannt ist und
nur das mit der Funktion berechnete Endergebnis vorliegt. Ein Beispiel gibt Abb. 2.11,
das zeigt, wie sich die Koordinatenfunktion aus Abb. 2.5 indert wenn @ statt & eingesetzt
wird.

Es folgt nun noch ein der Praxis der digitalen Filter entnommenes Beispiel. Die Fre-
quenzantwort eines digitalen Filters ist eine komplexwertige Funktion eines reellen Pa-
ramters. Die Frequenzantwort eines bestimmten Filters ist die Funktion

Seiw _ ei2w + e—i2w —4

Alw) = - - 0<w<2m
5-2¢i —2¢ ¢

Die von der Funktion in der komplexen Ebene erzeugte Kurve ist in Abb. 2.12 dargestellt.
Die Kurvenpunkte, die bei den Parameterwerten w = 7, w = 7, 71, @ = %n und w = %n
erreicht werden, sind markiert. Es ist auch noch einmal angedeutet, dass der Betrag r und
der Polarwinkel ¢ Funktionen des Parameters w sind. Diese Koordinatenfunktionen, also
p, und @4, lassen sich leicht berechnen, wenn A in cartesischen Koordinaten ausgedriickt

wird:
_ 5cos(w) -4

Alw) = 5—4cos(w)
Der sich ergebende Betrag ist in Abb. 2.13, der Polarwinkel in Abb. 2.14 gezeichnet. Die
Funktionsverldufe lassen sich beim Durchgang durch die von A erzeugte Kurve gut nach-
vollziehen. Der Frequenzantwort wird meistens das Argumentintervall -7 < w < 7 zu-
grunde gelegt, doch sind Frequenzantworten periodisch mit der Periode 27, das hier ge-
wihlte Intervall ist daher zuldssig. Es ist aber auch empfehlenswert, denn man vermeidet
damit eine artifizielle Sprungstelle im Definitionsbereich von @ 4. Wird namlich die Kurve

+sin(w)i
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Abb.2.12 A(w)

—
—

Abb.2.13 p,(w)

in Abb. 2.12 von - hin zu 7 durchlaufen, dann beginnt der Polarwinkel bei ¢ = 7, steigt
aufzu ¢ = 27 und macht dann einen Sprung nach ¢ = 0, um wieder zu ¢ = m aufzusteigen.

Weil der Polarwinkel einer komplexen Zahl z = x + iy im Wesentlichen als Funktion
des Quotienten der Koordinaten berechnet werden kann,

arctan( Z)
X

kann man (falsch) schlielen, dass die Multiplikation von z mit einer reellen Zahl a # 0
keinen Einfluss auf den Polarwinkel von z hat, denn beide Koordinaten werden mit a mul-
tipliziert, weshalb a bei der Division weggekiirzt wird. Wie oben aber ausfiihrlich dargelegt
wird, ist der Polarwinkel nicht nur eine Funktion des Koordinatenquotienten, sondern
auch abhingig von dem Quadranten, in dem sich z befindet. Tatsdchlich erfahrt z bei der
Multiplikation mit einer negativen reellen Zahl eine Rotation um 180°. Wegen e’ = —1 ist
nimlich fiir z = re’? in Polarkoordinaten

arei¢ _ |a| einreigo - |a|rei((p+n) mod 27

Der Polarwinkel von z ist also ¢ + 7, falls ¢ + 7 < 2mund ¢ + 7 — 27 falls ¢ + 7 > 271.
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Abb.2.14 @, (w) -2

Die Frequenzantwort w — A(w) eines Filters ist eine periodische komplexe Funkti-
on mit der Periode 27. Die Aussage, dass die von der Funktion erzeugte Kurve in der
komplexen Ebene deshalb geschlossen sei, ist allerdings nur eingeschrankt wahr, denn sie
gilt nur, wenn die Kurve beschrénkt ist, d. h. wenn es einen Kreis um den Nullpunkt gibt,
der die Kurve ganz enthilt. Ein Beispiel dafiir ist die Kurve der folgenden Funktion (siehe

Abb. 2.15):
1- e—i4w
U(w)=—————— -n<w<n
1+ 2e7i0 4 gmi20
Diese Funktion ist an den Grenzen des Parameterintervalls gar nicht definiert, sondern hat
dort die unbestimmte Form %. Man tiberzeugt sich aber leicht davon, dass

lim [U(w)| = lim [U(w)|= o0

gilt, also U(w) — oo fir w - —mwund w — 7. Allerdings strebt die Funktion an den
Intervallgrenzen auf verschiedene Weise gegen oo:

lim R(U(w)) =-0c0 lim R(U(w)) = o0
Anschaulich kann man daher sagen, dass die Funktion aus dem Unendlichen kommt und
wieder dorthin verschwindet, also in diesem Sinn doch eine geschlossene Kurve ist! Beim
Ubergang zur stereographischen Projektion C* = C U {oo} (oder zum kompakten Ab-
schluss') wird diese Aussage auch formal wahr:

U(-m) =00 =U(n)

Nicht beschrinkte Frequenzantworten spielen in der Praxis natiirlich keine Rolle, auch
wenn sie grof3e Steilheiten bei geringem rechnerischen Einsatz versprechen. Sie kdnnen

! Siehe dazu etwa [Dett].
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a=1+2

Abb.2.15 w~ U(w),-m<w<m

sich aber beim Design von Filtern ungewollt einstellen. So ergibt sich die Funktion U aus
der folgenden Systemfunktion zur Konstruktion eines Hochpasses:

1-z7*

Diese Funktion besitzt einen Pol bei z = -1, der fiir die Unbeschranktheit der Frequenzant-
wort verantwortlich ist.



2 Springer
http://www.springer.com/978-3-658-03522-8

Digitale Filter

Theorie und Praxis mit AVR-Mikrocontrollern
Schmidt, H.; Schwabl-Schmidt, M.

2014, I¥, 391 5. 237 Abb., Softcover

ISBM: 978-3-658-03522-8



	2 Polarkoordinaten in der komplexen Ebene

