Lineare Modellgleichungen dreidimensionaler
Festkorper

Zusammenfassung

Es wird die Herleitung des mafigebenden Anfangs-Randwert-Problems fiir kleine
Schwingungen eines isotrop elastischen, homogenen Festkorpers weitgehend beliebiger
Geometrie, Lagerung und Belastung behandelt. Nach Bereitstellung der kinematischen
Grundlagen werden eine synthetische Darstellung auf der Basis von Bilanzgleichungen
und eine analytische Darstellung mit Hilfe des Prinzips von Hamilton vorgestellt. Wih-
rend im Rahmen synthetischer Methoden die so genannten dynamischen Randbedin-
gungen entsprechend formuliert werden miissen, sind diese beim Prinzip von Hamilton
automatisch miterfasst. Damit das beschreibende Anfangs-Randwert-Problem vollstan-
dig in Verschiebungen angegeben werden kann, sind die konstitutiven Gleichungen,
die einen Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen herstellen, und die
geltenden Verzerrungs-Verschiebungs-Zusammenhénge einzuarbeiten.

Die Problemstellung, die hier behandelt werden soll, betrifft schwingende, isotrop elasti-
sche, homogene Festkorper beliebiger Geometrie, Lagerung und Belastung. Ziel ist die For-
mulierung der zugehorigen Anfangs-Randwert-Aufgabe im Rahmen einer linearen Theo-
rie und zwar sowohl in synthetischer als auch analytischer Darstellung.

Den Ursprung fiir eine korrekte Beschreibung bilden Uberlegungen von Navier aus
dem Jahre 1821 mit der Angabe von Bewegungsgleichungen (in Verschiebungsgrofien)
eines schwingenden dreidimensionalen Festkérpers' und die ersten Losungen konkreter,
mehrdimensionaler Wellenausbreitungs- und Schwingungsprobleme durch Cauchy, Pois-
son und Lamé, wobei die beiden erstgenannten bei der Herleitung der Bewegungsgleichun-
gen ebenfalls Pionierarbeit leisteten. Ein wichtiger Markstein auf dem Wege zur Formulie-
rung der Grundgleichungen der Elastokinetik war das Werk von Hooke mit der experimen-
tellen Verifizierung der Proportionalitit zwischen Spannung und Verzerrung an Dréihten

! Fiir den Sonderfall zusammenfallender Laméscher Konstanten (siche Abschn. 2.4).
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4 2 Lineare Modellgleichungen dreidimensionaler Festkorper

aus dem Jahre 16607, das durch spitere Betrachtungen iiber die Natur der Elastizitit ins-
besondere von Young aus dem Jahre 1806 erginzt wurde.

2.1 Kinematische Grundlagen

Zur Vorbereitung der Herleitung der eigentlichen Bewegungsgleichungen werden hier all-
gemeine Bewegungen eines Korpers in materieller und raumlicher Beschreibung betrach-
tet und die dabei auftretenden Verformungen bei Festkorpern spezifiziert [8]. Es werden
geeignete Verzerrungsmafle und zeitliche Anderungsraten der Bewegung, nimlich Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung, eingefithrt. Ausgehend von einer beliebigen Bewegung
in nichtlinearer Formulierung interessieren dann insbesondere kleine Schwingungen im
Rahmen einer linearen Theorie.

Die Beschreibung der Verformung ist ein rein geometrisches Problem und vom Mate-
rialverhalten vollig unabhingig.

2.1.1 Koordinaten und Bewegung

Die zusammenhingenden materiellen Punkte eines Korpers mit dem materiellen Volumen
und der begrenzenden materiellen Oberfldche fiillen im Euklidischen, d. h. nichtgekriimm-
ten Anschauungsraum R?, einen Bereich bestimmter Grofle und Gestalt.

In einer willkiirlich gewdhlten Referenzplatzierung zum Anfangszeitpunkt t = 0 sei V
der Volumenwert und S die Grof3e der berandenden Oberfliche. Ein herausgegriftener ma-
terieller Punkt des Kérpers nimmt dabei im R? eine Position P ein, die durch der Kontur
des Korpers im Ausgangszustand angepasste Koordinaten Xx € {X;, X, X5} charakte-
risiert wird. Alternativ wird der Ortsvektor R von einem gewihlten Ursprungspunkt O
zum Punkt P benutzt, siehe Abb. 2.1a. Im Allgemeinen sind krummlinige Koordinaten
zweckmiflig; die verwendete Indexschreibweise mit ausschliellich tiefgestellten Indizes
ist allerdings nur fiir orthogonale, insbesondere kartesische Koordinaten uneingeschrankt
richtig, wenn ko- und kontravariante Koordinaten in ihren Richtungen oder sogar insge-
samt ununterscheidbar zusammenfallen®. Diese fiir alle Zeiten ¢ einen materiellen Punkt
identifizierenden, zeitunabhingigen Koordinaten Xk € {X;, X», X3} heiflen materielle Ko-
ordinaten oder Lagrange-Koordinaten des materiellen Punktes. Die in Abb. 2.1a ebenfalls
angedeuteten Lagrangeschen Koordinatenlinien in P als Schnittkurven der (paarweise ge-
schnittenen) ,,Koordinatenflichen“ X; = const, X, = const und X3 = const sind demzu-
folge materielle, dem Kontinuum aufgeprigte Koordinatenlinien, die jede Verformung des
Korpers fiir ¢ > 0 mitmachen. Die natiirliche, an die Koordinatenlinien X in P tangentiale

? Bekannt gegeben 1676.
* Im Zweifelsfall kann sich der Leser bei Formulierungen in Indexschreibweise immer die Wahl von
kartesischen Koordinaten vorstellen, wofiir die benutzte Darstellung ausnahmslos korrekt ist.
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O=o0

Abb. 2.1 Koordinatensystem fiir unverformten und verformten Korper. a Referenzplatzierung,
b Momentanplatzierung

Basis éx (X, t) berechnet sich iiber die partielle Ableitung des Ortsvektors R nach X:
ngﬁ,K mit (~),K: —‘. (21)

Unter der Einwirkung duf8erer Krifte deformiert sich ein materieller Kérper*. Die mit der
Deformation einhergehende Bewegung bringt ihn mit allen materiellen Punkten im Innern
aus der urspriinglichen Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ = 0 in eine neue rdumliche Lage
zur Zeit t > 0, die so genannte aktuelle oder Momentan-Platzierung. Sein materielles Volu-
men fiillt jetzt einen raumlichen Bereich mit dem Volumen v und der Oberfldche s. Dabei
sei p(x1]x2|x3) ein Punkt der Bahnkurve von P(X;|X;|X3), genauer: ein materieller Punkt,
urpriinglich fiir = 0 in der Position P, befindet sich zur Zeit t > 0 an der Stelle p, der man
die Koordinaten x; € {xj,x;, x5} erteilt. Diese Koordinaten x; € {xi,x;,x3} nennt man
raumliche Koordinaten oder Euler-Koordinaten. Anstelle der Koordinaten xy € {x;, x5, x3}
kann auch dieses Mal ein entsprechender Ortsvektor 7 von einem Ursprung o (= O, hier)
zum Punkt p verwendet werden, siehe Abb. 2.1b. Ebenso ldsst sich eine natiirliche, an die
Koordinatenlinien x; tangentiale Basis é;(x;, t) in p iiber die partielle Ableitung des Orts-
vektors 7 nach x; berechnen:

()

o (2.2)

Ek = ?,k’ mit ( ),k =

Die eingefiihrten Koordinatensysteme wiahlt man oft zusammenfallend, im Allgemeinen
werden sie jedoch verschieden sein. Verformt sich ein Quader beispielsweise in einen Kreis-
zylinder, so ist (insbesondere bei der Formulierung von Randbedingungen) die Benutzung
kartesischer Koordinaten fiir den unverformten Kérper zweckmiflig, wihrend sich fiir das
verformte Kontinuum Zylinderkoordinaten anbieten.

* Bei Fliissigkeiten und Gasen werden Strémungen verursacht.
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Wihlt man als metrische Parameter, d. h. unabhéngige Variable des Problems, Lagrange-
Koordinaten, spricht man von einer materiellen Beschreibung; nimmt man Euler-Koor-
dinaten, liegt eine so genannte rdumliche oder Feld-Beschreibung vor. Die Beschreibung
des Kontinuums in Lagrange-Koordinaten bedeutet nach allem Gesagten die Betrachtung
eines definierten materiellen Teilchens durch einen materiefesten oder materiellen Beob-
achter, der in gleicher Weise, wie sich das Kontinuum verformt, stindig seinen Maf3stab
verzerrt. In Euler-Koordinaten dagegen handelt es sich um die Betrachtung eines Ereignis-
ses, d. h. die Beobachtung vorbei ziehender, aufeinander folgender Teilchen an einer festen
Stelle im Raum durch einen ortsfesten oder lokalen Beobachter, der fiir alle Zeiten ¢ seinen
Standort 7 und Maf3stab beibehalt.

Formelmifig lasst sich der beschriebene Sachverhalt einer Bewegung durch die Abbil-
dung

X = ;C(X) t) < Xp = Xk(XK’ t) (23)
bzw. alternativ
X:X(;C, t) > XK:XK(Xk,t) (24)

ausdriicken. Es gilt die Ubereinkunft, dass das Symbol X (bzw. x;) oder X (bzw. Xg) auf
der rechten Seite der jeweiligen Gleichung die Funktion reprasentiert, deren Argumente
X (bzw. Xg) oder ¥ (bzw. xx) und ¢ sind, wihrend dasselbe Symbol auf der linken Seite
den Funktionswert kennzeichnet®. Gleichung (2.3), die eine materielle Beschreibung der
Bewegung widerspiegelt, kann man interpretieren, dass ein materieller Punkt mit der Re-
ferenzposition P(X;|X,|X;) aktuell fiir ¢ > 0 die rdumliche Lage p(x;|x;|x;) einnimmt,
wihrend die inverse Darstellung (2.4) als rdaumliche Beschreibung der Bewegung den um-
gekehrten Sachverhalt erldutert, dass ndmlich zur Zeit ¢ der materielle Punkt, der dann die
Position p(x;|x;|x3) besitzt, sich auf seine Originallage P(X;|X;|X3) zuriickverfolgen lasst.
Die zwei moglichen Beschreibungen (2.3) bzw. (2.4) miissen natiirlich konsistent mitein-
ander sein, d. h. (2.4) kann durch Losen von (2.3) erhalten werden und umgekehrt. Die
iblichen Stetigkeits- und Eindeutigkeitsanforderungen an die Bewegung (2.3) bzw. (2.4)
schlieflen Knicke, Klaffungen oder Materialdurchdringungen aus. Nachbarschaften blei-
ben erhalten und kein endlicher Volumenbereich des Kontinuums kann in das Volumen
null oder unendlich verformt werden.

Fiir einen elastischen Korper ist eine materielle Beschreibung natiirlicher: Weil es immer
einen unverformten Referenzzustand gibt, in den der Korper nach Entlastung zuriickgeht,
sind die Formulierung sowohl von Stoffgleichungen als auch von Randbedingungen we-
sentlich einfacher®.

> Andere Autoren unterscheiden diese Begriffe durch Wahl verschiedener Symbole.

® Fiir fluiddynamische Problemstellungen dagegen ist eine Feldbeschreibung sinnvoller, weil bei-
spielsweise das betrachtete Gebiet i. d. R. raumlich abzugrenzen ist. Fluide besitzen keine natiirliche
geometrische Gestalt; die Geschwindigkeit spielt die Schliisselrolle innerhalb deren Kinematik.
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2.1.2 Deformationsgradient und Verzerrungstensor

Zur Charakterisierung der lokalen Eigenschaften der mit der Bewegung einhergehenden
Deformationen besitzen die so genannten Deformationsgradienten grundlegende Bedeu-
tung. Sie folgen aus (2.3) bzw. (2.4) in der Form

)?:Grad(xkék) o xpg = )%:grad(XKéK) < Xk (2.5)

Unter Verwendung der iiblichen Summationskonvention, dass iiber wiederholt auftretende
Indizes summiert wird’, geht ein Linienelement dR in der Referenzplatzierung

dR = R xdX = dXgéx = dX
in ein Linienelement d7 in der Momentanplatzierung
dF = 7 pdxy = dxiéy = dx
iiber®. Mit
dF = 3dR = x,dX, 6, < dx=3dX < dX=Xdx
folgt dann fiir die Koordinatendifferenziale
dxg = x¢ 1 dX; <= dXg = Xk, dx;. (2.6)

Auch die Volumenelemente dV und dv sowie die Flichenelemente dA und da in der
Referenz- und Momentanplatzierung konnen auf Wunsch angegeben werden.

Da der Deformationsgradient x isometrische Bewegungen enthalten kann, ist er als
Verzerrungs- oder Verformungsmaf$ ungeeignet. Mittels polarer Zerlegung (siehe z. B. [8])
lassen sich diese deformationsfreien Anteile reiner Starrkdrpertranslation und -rotation je-
doch abspalten. Die verbleibende Dilatation, d. h. reine Dehnung des mit dR verbundenen
Korpers in Richtung seiner Verzerrungshauptachsen (Volumendehnung), lasst sich tiber
das Quadrat’® der Linienelemente

dS?>=dR-dR = 80x;dXxdX; <= ds*=dr-dF = ydxedy (2.7)

7 Der ausfiihrlichen Darstellung eines Vektors X = Xie1 + Xoer + Xses ist danach die abkiirzende
Schreibweise X = Xy éx aquivalent.

8 Als Linienelement bezeichnet man demnach den Abstand zweier infinitesimal benachbarter Punk-
te, eine Grof3e, die im Wesentlichen die so genannte Metrik eines Raumes bestimmt.

? Es ist mathematisch bequem, beim Vergleich der Metrik des verformten mit der des unverformten
Korpers mit den Linienelementquadraten zu operieren.
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darstellen. Dabei sind die so genannten Kronecker-Symbole
8KL:5K'EL <~ akl:gk'él

verwendet worden, die fiir iibereinstimmende Indizes den Wert eins und sonst den Wert
null annehmen. Einsetzen von (2.6) in (2.7) liefert dann

d82 = ckldxkdxl <~ d52 = CKLdXKdXL

mit dem Cauchyschen (Z) und dem Greenschen Deformationstensor C:
ce = 0k Xk Xy <= Ckp = SkiXikXiL. (2.8)

Der Euler-Almansische (¢) und der am hiufigsten verwendete Lagrange-Greensche Ver-

zerrungstensor E hingen damit eng zusammen:

1 1
ekl = 5(8kl —cy) = Ex = 5(51@ - Cki). (2.9)

Sie beschreiben die Anderung des Abstandes zweier infinitesimal benachbarter Punkte,
einmal auf die Momentan-, einmal auf die Referenzplatzierung bezogen'’. Aus (2.7) folgt
namlich nach Einsetzen von (2.9)

d52 - d52 = ZekldxkdXI = ZEKLdXKdXL. (210)

Fithrt der Kérper eine reine Starrkdrperbewegung aus, ergibt sich keine Anderung diffe-
renzieller Langen, sodass die Differenz ds* — dS* verschwindet. Gilt dies fiir jede Richtung
dx; und dXg, verschwinden auch die Tensoren ¢ und E. Deshalb sind diese in der Tat
geeignete Verzerrungsmafle.

Es ist zweckmif3ig, die Verzerrungstensoren in Anteilen des Verschiebungsvektors u aus-
zudriicken. Dieser kennzeichnet die Ortsinderung eines materiellen Punktes P des unver-
formten Korpers in der Referenzplatzierung in seine rdumliche Position p in der Momen-
tanplatzierung, in der der Korper verformt ist, siche nochmal Abb. 2.1. In der Form

i =7-R=x6r — Xxéx (2.11)

kann er aus den Ortsvektoren 7 zu p und R zu P einfach angegeben werden'!. Uber

U= MKéK = Mkék (212)

!9 Der Faktor 1/2 ist eine historisch bedingte Konvention, die gewisse Rechenannehmlichkeiten mit
sich bringt.

1 Anders als in kartesischen Koordinaten, wo stets die Punktkoordinaten X k € {X1, X2, X3} bzw.
xx € {x1,x2,x3} mit den Koordinaten Rx bzw. ry der korrespondierenden Ortsvektoren R bzw. 7
tibereinstimmen, gilt in krummlinigen Koordinatensystemen im Allgemeinen Xx # Rg bzw. xj # ry!
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Abb.2.2 Dehnung und Win-
kelanderung

wird seine Koordinatendarstellung eingefiithrt, worin ux und u; die Lagrangeschen und
Eulerschen Koordinaten desselben Vektors # sind. Durch Ausfithren des inneren Produkts
auf beiden Seiten von (2.11) mit éx und € erhilt man explizite Bestimmungsgleichungen

MKI(SKIXI—XK <~ uk:xk—SkLXL

fiir diese Koordinaten.
Durch Gradientenbildung

Gradii = Grad7 — GradR < Upk =Tkx — Ok = Xkk — Okio>

gradu = grad 7 - gradf% < ugr =0kk — Rk = Ok — Xkk

kann ein Zusammenhang zwischen den Verschiebungsgradienten und den Deformations-
gradienten (2.5) hergestellt werden. Verwendet man diese Relation innerhalb (2.8) zur
Berechnung der Deformationstensoren ¢ und C, lassen sich diese und damit — unter Ver-

wendung von (2.9) - insbesondere auch die Verzerrungstensoren ¢ und E auch iiber Ver-
schiebungsableitungen darstellen:

1 1
exl = E(uk’l +Upg - ”m,kum,l) < Exi = E(”K,L +upk+ MM,KMM,L)- (2.13)
Sowohl die Deformations- als auch die Verzerrungstensoren sind symmetrisch, d. h. es gilt

¢k = ¢ <= Cgy = Cii,

ek = ex) < Ex1 = Erk.

Vorteilhaft lassen sie sich alle in Matrixform anordnen: Die drei Verzerrungsmafie ey, €27,
es3 bzw. Ey, Eq, Es; (z.B.), die in der Hauptdiagonalen erscheinen, nennt man Normal-
verzerrungen, die restlichen auflerhalb der Hauptdiagonalen heifSen iiblicherweise Sche-
rungen oder Gleitungen.

Eine anschauliche geometrische Interpretation der nichtlinearen Verzerrungskoordina-
ten (2.13) ist kaum moglich. Es kann jedoch ein Zusammenhang mit messbaren Dehnun-
gen und Winkeldnderungen hergestellt werden, siche Abb. 2.2. Es wird hier allein eine
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materielle Darstellung betrachtet. Als Dehnungen werden die bezogenen Lingendnderun-
gen

ds —dS|x,. .=
Ex = ﬁ (2.14)
definiert. Der Vergleich mit (2.10) fithrt auf den Zusammenhang
(1+ Ex)* = 2Exx(dXx)?
oder
Egx =+/1+2Egg —1. (2.15)

Nach dhnlicher Rechnung erhilt man fiir die Winkeldnderungen yg;, der urspriinglich or-
thogonalen Linienelemente dS| Xm0 UnddST| _die Ergebnisse

2Ek;

) (2.16)
/(1 +2Exk)(1+2E;)

sin ygp =

Innerhalb einer geometrisch linearen Theorie werden infinitesimale Verschiebungsgradi-
enten vorausgesetzt. Damit ergeben sich auch infinitesimale Verzerrungen (aber nicht um-

gekehrt). Der Eulersche (E) und der Lagrangesche (E) Verzerrungstensor reduzieren sich
damit auf ihre infinitesimalen Anteile

1 - 1
ekl = E(uk’l +upk) <> Exg = E(MK,L +uLk).
In gleicher Ordnung der Approximation gilt fiir

g, = tgxns = i (unn +811) ~ uk 81

und analog ug | » ug, 8y, sodass es also unwichtig ist, ob nach Lagrangeschen oder nach
Eulerschen Koordinaten differenziert wird. Offensichtlich wird innerhalb einer infinitesi-
malen Deformationstheorie der Bezug auf die Referenz- und auf die Momentanplatzierung
identisch. Die beiden Konfigurationen sind deshalb, was die Beschreibung der Deforma-
tion angeht, nicht mehr unterscheidbar; Lagrangescher und Eulerscher Verzerrungstensor
fallen als so genannter infinitesimaler Greenscher Verzerrungstensor (ex; bezeichnet) zu-
sammen:

1
&kl = E(”k,l + ”l,k)~ (2.17)

Wie man (2.15) und (2.16) entnehmen kann, stimmen dann die Normalverzerrungen ni-
herungsweise mit den physikalischen Dehnungen tiberein, wahrend die Scherungen den
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Wert der halben Winkelinderung zwischen den materiellen Koordinatenlinien vor und
nach der Verformung approximieren.

Damit bei einer konkreten Problemstellung aus den sechs Verzerrungskoordinaten die

drei Verschiebungskoordinaten eindeutig bestimmt werden konnen, miissen die Verzer-
rungskoordinaten den so genannten Kompatibilititsbedingungen gentigen. Mit den kine-
matischen Gleichungen (2.13) bzw. (2.14) liegt ndmlich eine Uberbestimmtheit vor.
Die Herleitung dieser Vertriglichkeitsbedingungen ist auf verschiedenen Wegen moglich.
Wohl am einfachsten ist es, sie als Integrabilititsbedingungen von (2.13) bzw. (2.14) auf-
zufassen, hier explizit vorgerechnet fiir den geometrisch linearen Fall (2.17). Zweimaliges
Ableiten dieser Relationen ergibt zundchst

1

Ekl,mn = E(uk,lmn + ul,kmn)‘

Vertauschen der Indizes liefert dann drei weitere analoge Gleichungen. Wegen der voraus-
gesetzten Stetigkeit der Verschiebungen sowie ihrer Ableitungen und der daraus resultie-
renden Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Ableitungen findet man durch Addition der
erhaltenen vier Gleichungen

Ekl,mn t Emn,kl — Ekn,lm — Elm,kn = 0. (2-18)

Dieser Ausdruck reprisentiert insgesamt 3* = 81 Gleichungen, in denen die mafigebenden
sechs Kompatibilidtsbedingungen enthalten sind. Die iibrigen Gleichungen in (2.18) sind
teils identisch erfiillt, teils handelt es sich wegen der Symmetrie des Verzerrungstensors und
der Vertauschbarkeit der Differenziationsreihenfolge um Wiederholungen. Schlieflich gilt
nach Beltrami, dass nur drei unabhingige Vertriglichkeitsbedingungen existieren.

2.1.3 Geschwindigkeit und Beschleunigung

In der Kinetik schwingender Kontinua interessieren Zeitableitungen von so genannten
Vektorfeldern, fiir die die auftretenden Ortskoordinaten iiber eine bestimmte raumliche
Ausdehnung und die Zeit iber eine endliche Spanne reichen. Formal kann man zeitliche

Anderungsraten bei festgehaltener Lagrange-Koordinate X, dx d(t' ) oder bei festgehaltener

Euler-Koordinate x, & ér- ), angeben. In der Kontinuumsmechanik bezeichnet man diese
als materielle (substanzielle) oder als lokale Zeitableitungen.
Von besonderem Interesse ist die materielle Zeitableitung von Vektoren, z. B. b, die nach

den bisherigen Erlduterungen als
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erklért ist. Ist b eine explizite Funktion der materiellen Koordinaten, d. h.
b=0b(X,t)=bg(Xy, t)éx
dann gilt fiir eine zeitinvariante, kartesische Basis €} offensichtlich

axb Db b,
dt Dt ot KT UKeek

Ist b dagegen eine explizite Funktion rdumlicher Koordinaten, d. h.

b =b(%,t) = by(x;, t)éx(x1, 1),

dann ergibt sich nach der Kettenregel'?

deb _Db_09b b ox _y ;o
dt Dt ot oxg ot ot kR

Die materielle Zeitableitung setzt sich demnach bei Wahl Eulerscher Koordinaten als me-
trische Parameter aus einer lokalen oder nichtstationdren und einer konvektiven Rate additiv
zusammen. Fiir zeitinvariante, kartesische Basissysteme ¢ folgt das vereinfachte Ergebnis

Dj

Dr - (bie + brixe)éx.

In der klassischen Dynamik stellt die Absolutgeschwindigkeit v eines materiellen Teilchens
des betrachteten Kontinuums die entscheidende kinematische Grofie dar. Sie berechnet
sich als materielle Zeitableitung des Ortsvektors 7 eines allgemeinen materiellen Punktes
P, der momentan in verformtem Zustand mit dem Raumpunkt p zusammenfillt:

‘7

Vi€r = Tp + T kXp s (2.19)
Mit (2.2) findet man endgiiltig

V=7 + Xp €. (2.20)
Liegt eine zeitinvariante, kartesische Basis €j vor, folgt

V= (rk,t+xk,t)5k. (2.21)

dxy

12 Anstelle von S5 steht eigentlich dfjf". Weil diese Differenziation jedoch bei festgehaltenen

Lagrange-Koordinaten X erfolgt, ist sie mit der partiellen Zeitableitung identisch.
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Tritt als hdufiger Fall keine reine Starrkorpertranslation auf, wofiir 7 = 7(t) wire, verein-
facht sich das Ergebnis (2.20) auf

V = Xg €. (2.22)

Fir den allgemeineren Fall 7 = x;éx(x;,t) verbleibt wegen 7; = xyé;, nur noch die
zeitliche Anderung von 7 aufgrund der Drehung des Koordinatensystems um o als der
rotatorische Anteil einer so genannten Fiihrungsbewegung. Den in (2.20) zusitzlich auftre-
tenden zweiten Term hétte man dann als Relativgeschwindigkeit zu interpretieren.

Mittels (2.11) kann die Geschwindigkeit v auch iiber zeitliche Anderungsraten der Ver-
schiebung i ausgedriickt werden. Wegen R = X = Xgéx(Xx) # R(t) bleibt insbesondere
(2.19), aber auch (2.20), (2.21) und (2.22), formal ungedndert; man hat nur 7, und x; ,
durch # ; und uy , zu ersetzen, sodass beispielsweise

v VkEk = ﬁ)t + uk,ték (2.23)
folgt. In materieller Beschreibung, worin die Verschiebung u ja als i = ugéx angegeben
wird, erhdlt man dann einfach

V= VKEK = uK,tEK' (224)

Neben der Absolutgeschwindigkeit v ist noch die Absolutbeschleunigung a wesentlich. Sie
wird als materielle zeitliche Anderungsrate der Geschwindigkeit v definiert, d. h.

a G,t + 17)ka (2.25)

1
Q
-~
o
=
1l
Il
<i
-
+
=i
=
=
>
1

oder fiir zeitinvariante, kartesische Basen é; # éx(t) (vergl. (2.21))
a-= (Vk,t + vk,lxl,t)ék. (2.26)

Als Lagrangescher Beobachter kennt man den materiellen Punkt mit seinen Koordinaten
Xy € {X1, X3, X3}, sodass sich in diesem Fall

a

agex = VK,1€x = UK, 11 €K (2.27)

ergibt.
Im Rahmen einer kinematisch linearen Theorie, wenn infinitesimale Geschwindigkeiten
auftreten, erhélt man

Vi = Ukt < VK = UK 1>
Ak = Uk,pt < K = UK 1t
mit ununterscheidbaren Verschiebungskoordinaten u; und ug, d. h. Absolutgeschwindig-

keit und -beschleunigung in Lagrangescher und Eulerscher Beschreibung fallen zusam-
men.
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2.2 Synthetische Kontinuumsmechanik

Als synthetische Mechanik bezeichnet man den Bereich der Mechanik, der die vektoriellen
Impuls- und Drehimpulsbilanzen (in der Statik Krifte- und Momentengleichgewichte) als
grundlegende Postulate (so genannte ,, Axiome®) an den Anfang stellt. Bevor diese konkret
formuliert werden konnen, ist eine Analyse des Spannungszustandes und der Wechselwir-
kungen der inneren Krifte mit den Belastungen notwendig.

2.2.1 Spannungen

Der aus der Punktmechanik bzw. der Mechanik starrer Korper geldufige Kraftbegriff wird
in geeigneter Weise in die Kontinuumsmechanik iibertragen.

Lokal konzentrierte Einzelkrifte gibt es in Strenge nicht. In der Natur treten entwe-
der riumlich verteilte Korperkrifte als so genannte Massen- bzw. Volumenkrifte f oder
flichenhaft verteilte, auf der Berandung eines Volumens angreifende, so genannte Oberfli-
chenkrifte s auf. Die dufleren eingepragten Krifte auf einen Korper lassen sich immer einer
dieser beiden Kategorien zuordnen. Das Eigengewicht eines Tragwerks beispielsweise ist
offensichtlich eine Massenkraft, wihrend eine einwirkende Windbeanspruchung zu den
Oberflichenkriften zihlt.

Eine wichtige Hypothese zur kontinuumsmechanischen Erfassung der inneren Kraft-
wirkungen in verformbaren Korpern ist das so genannte Euler-Cauchy-Spannungsprinzip.
An der gedachten Schnittfliche im Innern eines Korpers, die den Korper in zwei Hilften
zerteilt, finden Wechselwirkungen statt. Die verursachten flichenhaft verteilten inneren
Krifte sind von gleicher Artwie die Oberflichenlasten und werden Spannungen genannt'?.
Bildet diese Fliche (mit dem Flichennormalen-Einheitsvektor #) die materielle duflere
Berandung s des Volumens v, so sind die dort herrschenden Spannungsvektoren £;;) iden-
tisch mit dem Vektorfeld der dort vorgegebenen Oberflachenkrifte' 55), d. h. es gilt

f?(ﬁ)da = %g(ﬁ)da. (2.28)

s s

Das Spannungsprinzip spezifiziert so die Natur der inneren Krifte!”.

Man erkennt — durch den tief gestellten Index angedeutet —, dass die Spannungsvekto-
ren f(;y im Innern eines verformbaren Korpers kein Vektorfeld im iiblichen Sinne bilden,
vielmehr héngt die Spannung auch noch von der Orientierung des Fldchenelements da
ab, an dem sie wirkt. Sie &ndert sich, wenn die Normalenrichtung von da gedndert wird.

13 Definiert man Spannungen aus konzentrierten Einzelkriften, so kann man sie iiber den Begriff der
Kraftintensitit erklaren.

' Dabei ist festzuhalten, dass die Richtung der Vektorfelder f(7 und 55y im Allgemeinen nicht mit
der Richtung 7 zusammenfillt.

!> Spannungsfrei ist ein Korper, wenn ausschliefSlich die atomaren Bindungskrifte wirken.
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Insbesondere gilt an einem gegebenen Raumpunkt p das so genannte Lemma von Cauchy

f-iy = ~EGi)»

das unmittelbar als Aussage des dritten Newtonschen Axioms (Wechselwirkungsprinzip)
angesehen werden kann. Zum anderen bestimmt nach dem so genannten Fundamen-
taltheorem von Cauchy

f(ﬁ)da = ?ﬁda = ?an <~ tl(ﬁ)da = tyngda = tydag (2.29)
die Gesamtheit aller Spannungsvektoren f(;)(p) an einem Punkt p fiir alle Richtun-
gen 7 (es gibt unendlich viele solcher Spannungsvektoren!) den Spannungszustand in p.
Beschrieben wird er durch einen von 7 unabhdingigen Tensor, den so genannten Cauchy-
Spannungstensor f. Dabei kennzeichnet in ty; der erste Index (hier k) die zugehorige
Flichennormale, der zweite Index (hier /) die jeweilige Spannungsrichtung. Fiir iiberein-
stimmende Indizes stimmen demnach Flichennormalenrichtung und Spannungsrichtung
iberein; man bezeichnet diese Spannungen als Normalspannungen. Fiir verschiedene In-
dizes stehen die genannten Richtungen aufeinander senkrecht; die Spannungen liegen in
der Tangentialebene des p zugeordneten Flichenelements da und werden Tangential- oder
Schubspannungen genannt.

Im Rahmen einer fiir Festkorper angebrachten Lagrangeschen Betrachtungsweise, die
mit Groflen der Referenzplatzierung arbeitet, definiert man den Spannungsvektor 5( X am
Raumpunkt p zur Zeit ¢, der gerade durch das Materieteilchen P (auf dem undeformierten
Flichenelement dA mit der Flichennormalen N) besetzt ist:

Z(ﬁ)da = 5'(](])(114 > tk(ﬁ)dak = O'K(N)dAK.
An die Stelle von (2.28) tritt dann die Aussage

5{ Gy dA = 55 Sy dA (2.30)

S S

mit dem Vektorfeld der gegebenen Oberflichenkrifte s 5. In vélliger Analogie zu (2.29)
kénnen im Rahmen einer materiellen Beschreibung anstelle einer Feldbeschreibung iiber

6(N)dA=3'NdA=3d:4 <~ GI(N)dAZUKINKdA:UKldAK (2.31)
der so genannte Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 1. Art ¢ oder alternativ
‘?(N)dA: ‘?’NdA: ‘?(fA <~ TL(N)dA: Tk NxdA = T dAk (2.32)

der so genannte Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 2. Art 7 eingefiihrt werden. Beide hiingen
iiber die Abbildung

‘?:X5 <> TKL :aKlXL,l
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Abb. 2.3 Unterschiedliche

T N
Spannungstensoren zz, Nz

dA TZX

miteinander zusammen. Ersichtlich ist og; die Spannung in p bezogen auf das unverformte
Fliachenelement dA in P(p), siche Abb. 2.3.

Neben den inneren Kriften benétigt man noch die auf den betreffenden Korper wirken-
de resultierende dufere Kraft F(t) und das resultierende dufere Moment M(t) beziiglich
des Koordinatenursprungs O = o. Beide lassen sich mit dem Spannungsprinzip'® aus den
aufleren Massenkriften f und Oberflichenkriften S (1) iiber!”

ﬁ(t):ffpodVJr%E(N)dA,
v s (2.33)

M(r):f(;xf)podwf(;xg(m)dA
14 S

zusammensetzen, wobei hier nur noch eine Darstellung in der Referenzplatzierung ange-
geben wird.

2.2.2 Bilanzgleichungen

Der Begrift ,, Korper® steht in der Kontinuumsmechanik fiir eine Menge von Materie inner-
halb eines endlichen, nicht verschwindenden Volumens, die durch seine Masse M (in der
Referenzplatzierung) bzw. m (in der Momentanplatzierung) gemessen wird.

Ein fundamentales Axiom der klassischen Mechanik ist die Erhaltung der Masse. Es
wird namlich Masse weder erzeugt noch vernichtet, d. h. die totale Masse ist bei einer Be-
wegung ohne Massenzu- bzw. -abfuhr unverianderlich. Postuliert man eine Referenzdichte
po(Xk) in der Referenzplatzierung und eine rdaumliche Dichte p(xy, t) in der Momentan-
platzierung, so impliziert die Massenerhaltung

f p(xp, t)dv=m=M = f po(Xk)dV. (2.34)
v \4

Die Integration erfolgt tiber das materielle Volumen V oder v. Man kann dann aus (2.34)
die Kontinuitétsgleichung in materieller oder raumlicher Formulierung herleiten, worauf

!¢ Hier nur fiir so genannte Punktkontinua: Jeder materielle Punkt hat dann nur drei Verschiebungs-,
aber keine Rotationsfreiheitsgrade, wie im Falle polarer Kontinua, wofiir neben Spannungen auch so
genannte Momentenspannungen auftreten.

17 po ist die Referenzdichte (siehe Abschn. 2.2.2).
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jedoch hier nicht niher eingegangen werden soll. Fiir Festkorper ist diese ndmlich in aller
Regel nicht wesentlich.

Neben der Massenbilanz (2.34) sind fiir die Kontinuumsmechanik die Bilanzgleichun-
gen fiir Impuls und fiir Drehimpuls grundlegend. Sie bilden die eigentlichen Grundglei-
chungen der synthetischen Mechanik und sind insbesondere unabhéngig von den in Ab-
schn. 2.4 zu spezifizierenden Materialeigenschaften, die in den so genannten konstitutiven
Gleichungen festgelegt werden.

Anders als die skalaren Prinzipe der analytischen Mechanik (sieche Abschn. 2.3) bieten
die vektoriellen Bilanzgleichungen der synthetischen Mechanik einen direkten Zugang zu
den Feldgleichungen des Kontinuums.

Die Axiome der Impuls- und der Drehimpulsbilanz, ausgedriickt in globaler, extensiver
Formulierung, besagen, dass fiir jeden Korper die Behauptungen

- DP - DL
F(t) = Or M(t) = D7
giiltig sind. Darin stehen der im Inertialsystem gemessene Impuls P bzw. der Drehimpuls L,

f’:fﬁpodV, i:[(?xﬁ)podV,
v v

und der Vektor (2.33), der dufSeren Krdfte F (t) neben dem axialen Vektor (2.33), der du-
Beren Momente M(t). AusschlieBlich eine Darstellung in materieller Beschreibung wird
angegeben.

Die Impulsbilanz und die Drehimpulsbilanz kénnen als formale Entsprechung zum
Newtonschen und dem Eulerschen Gesetz der Massenpunktmechanik angesehen werden.
Ausfiihrlich ergibt sich damit

. - D r._
/fpodV+§Dfs(N)dA: D—t/vpodV,
v v

f(?xf”)podV+2§(;x§(m)dA: D%Vf(?xv)podv.

\4

(2.35)

Die lokale, intensive Formulierung dieser Bilanzgleichungen stellt die zur Erfillung der-
selben notwendigen und hinreichenden Bedingungen dar. Mit der Vertauschbarkeit von
materieller Zeitableitung und Integration auf der rechten Seite sowie nach Anwendung des
Gauf3schen Integralsatzes auf das Oberflichenintegral innerhalb der linken Seite folgt un-
ter Beachtung von (2.30) und (2.31) zunéchst

515 oNdA = f DivedV < 55 ox1 NgdA = f oxixdV. (2.36)
14

S S \4

Damit lasst sich die Impulsbilanz (2.35); in

f(Div3+pof)dV:fpoadv (2.37)
14 14
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umschreiben. Weil die Integranden als stetig angenommen werden, kann dann (2.37) nur
erfiillt sein, wenn die Feldgleichung

Div ¢ +p0f: pod < Ok +pofi=poa; inV (2.38)

als erstes Bewegungsgesetz von Cauchy gilt. Hinzu kommt die bereits bei der Umformung
von (2.35) in (2.37) verwendete Randbedingung (2.30)

GN=55 < oxNg=s auf S. (2.39)

Statt der auf S vorliegenden Spannungsrandbedingungen (2.39) konnen dort auch Ver-
schiebungen g vorgeschrieben werden:

u=g¢ < up=g; auf S. (2.40)

In praktischen Fillen werden meistens auf einem Teil S, der berandenden Oberfliche S in
der Form (2.39) Spannungen und auf dem restlichen Rand S, in der Form (2.40) Verschie-
bungen vorgeschrieben sein. Daneben gibt es in manchen Fillen auch noch allgemeinere
Kombinationen (siehe Abschn. 2.5 und 3.2.4).

Uber dhnliche Umformungen, siehe [8], kann man die Bedingung zur Erfiillung der
Drehimpulsbilanz auf die Feldgleichung

?x(DiV3+p0f—p0d)+fx¥:6 in V (2.41)
und die Spannungsrandbedingung
FxoN=Fx5y auf § (2.42)

zuriickfithren. Bei strenger Erfiillung des ersten Bewegungsgesetzes (2.38), die bei appro-
ximativen Losungen im Allgemeinen nicht méglich ist, lasst sich (2.41) auf das zweites
Bewegungsgesetz von Cauchy

T_

=0 < ogrXik = OxiXkk bzw. Tkp =Tk (2.43)

~u
L R

bzw.

~u
Qi
xRy
ol

X X

reduzieren'®, d. h. der Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 2. Art T ist symmetrisch.

Im Rahmen einer linearen Theorie macht es dann wieder keinen Unterschied, ob man
von der Symmetrie des Piola-Kirchhoffschen (2. Art) oder des Cauchyschen Spannungs-
tensors spricht.

Neben den bisher diskutierten Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls und Drehimpuls
sind im Rahmen einer vollstindigen Theorie zusatzlich die Energiebilanz und die Tatsache,
dass die totale Entropie nicht abnehmen kann, hinzuzuftigen. Fiir schwingende Festkorper
sind diese Beziehungen i. d. R. jedoch nicht wesentlich und werden deshalb an dieser Stelle
nichtim Einzelnen formuliert. Bei der Behandlung entsprechender Mehrfeldsysteme (siehe
Kap. 9) wird darauf allerdings detaillierter Bezug zu nehmen sein.

18 T ist der so genannte Identititstensor mit der Eigenschaft Ix; = Ix; = 8x; = Oki-
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2.3 Analytische Kontinuumsmechanik

Als analytische Mechanik bezeichnet man meist jenen Bereich der Mechanik, der skala-
re Variationsprinzipe auf der Basis gewisser Funktionale als fundamentale Axiome an den
Beginn der Uberlegungen stellt. Zur Erzeugung dieser Funktionale spielen virtuelle An-
derungen von Systemzustidnden, insbesondere der Begrift der virtuellen Verriickung eines
Systems, eine wichtige Rolle. Man gelangt so zu einer Fassung der Grundaxiome der Me-
chanik, in der nicht mehr vektoriell Krifte, Momente oder Impulsgroéfien bilanziert wer-
den, sondern Skalare wie etwa Energien, Arbeiten oder Leistungen. Die eigentlichen Be-
wegungsgleichungen gewinnt man daraus durch eine Auswertung nach den bekannten
Regeln der Variationsrechnung. Dabei wird nur in Sonderfillen einem Funktional tatséch-
lich ein stationdrer Wert erteilt. Meist existiert nicht einmal ein derartiges Funktional, da
das Variationsprinzip direkt beispielsweise in virtuellen Verschiebungen formuliert ist. Ein
Beispiel ist die im folgenden Abschn. 2.3.1 beschriebene allgemeine Fassung des Lagrange-
d’Alembert-Prinzips, besser bekannt aus der Statik als Prinzip der virtuellen Arbeit oder aus
der Starrkorperkinetik als Prinzip von dAlembert in Lagrangescher Fassung.

Ausgehend vom Standpunkt der klassischen Feld- und Kontinuumstheorie sind die in
Abschn. 2.2 aufgestellten Bilanzgleichungen hinreichender und direkter Zugang zum Be-
wegungsverhalten allgemeiner verteilter Systeme. Zu ergénzen sind diese durch die kon-
stitutiven Gleichungen, die den Spannungstensor fiir ein gegebenes Material spezifizieren,
siehe Abschn. 2.4. Zunichst besteht damit kein Bedarf an einem indirekten Zugang zum
Bewegungsverhalten von Kontinua, wie er im Rahmen analytischer Prinzipe nach einer
zudem mathematisch nicht immer einfachen Auswertung vorliegt.

Im Lichte strukturmechanischer Anwendungen ist dieser Standpunkt jedoch nicht
haltbar, da die dort zu beschreibenden Modelle, wie Stibe, Platten oder Schalen, niemals
alle kontinuumsmechanischen Bilanzgleichungen streng erfiillen. Sie stellen vielmehr
nur schwache Losungen dieser Bilanzgleichungen dar, d. h. sie erfiillen bestimmte, durch
Mittelungsprozesse aus diesen Grundgleichungen entstandene Funktionale, siehe dazu
insbesondere Kap. 3. Genau solche Funktionale werden aber in Form der Prinzipe der
analytischen Kontinuumsmechanik in natiirlicher Weise bereitgestellt. Bei der Gewinnung
strukturmechanischer Modellgleichungen stellen diese Funktionale somit einen direkteren
Zugang als die vektoriellen Bilanzgleichungen der synthetischen Kontinuumsmechanik
dar.

2.3.1 Lagrange-d’Alembert-Prinzip

Das zum Prinzip der virtuellen Arbeit in der Statik deformierbarer Korper analoge me-
chanische Prinzip heif3t fiir schwingende Kontinua Lagrange-d’Alembert-Prinzip. Im Un-
terschied zum klassischen Prinzip der virtuellen Arbeit enthilt das Lagrange-d’Alembert-
Prinzip zusitzlich die virtuelle Arbeit der Trigheitskrifte. In der Kinetik starrer Kérper
spricht man vom Prinzip von dAlembert in Lagrangescher Fassung.
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So stellen also genau genommen sowohl das Prinzip von d’Alembert in Lagrangescher
Fassung als auch das Prinzip der virtuellen Arbeit Sonderfille des allgemein in der Dyna-
mik deformierbarer Korper geltenden Lagrange-d’Alembert-Prinzips dar.

Da die Spezialisierung auf die Statik oder die Starrkérperdynamik im Lagrange-
d’Alembert-Prinzip einfach durchzufiihren ist (durch Streichen entweder der Tragheitster-
me oder der Formédnderungsarbeit) ist es zweckmiflig, das Lagrange-d’Alembert-Prinzip
als grundlegendes Axiom der analytischen Mechanik anzusehen. In der analytischen Kon-
tinuumsmechanik ersetzt es die Impulsbilanz der synthetischen Kontinuumsmechanik
sowie die bereits vorgestellte erste Cauchy-Gleichung (2.38) einschliefllich der Randbe-
dingung (2.39). Die zweite Cauchy-Gleichung - der Drehimpulssatz fiir ein Kontinuum -
reduziert sich ja in der Mechanik der Punktkontinua (siehe (2.43)) auf die Forderung nach
einem symmetrischen Spannungstensor. Diese Forderung ist in der Elastomechanik durch
das verallgemeinerte Hookesche Gesetz als Stoffgesetz (siche Abschn. 2.4) stets identisch
erfiillt. Auf die explizite Einbeziehung der allgemeinen Drehimpulsbilanz in das Lagrange-
d’Alembert-Prinzip wird in diesem Abschnitt noch verzichtet; sie wird in Abschn. 2.3.3
vorgenommen.

Zur axiomatischen Formulierung des Lagrange-d’Alembert-Prinzips ist noch der Begriff
der virtuellen Verriickung zu konkretisieren. Eine virtuelle Verriickung ist eine gedachte,
bei festgehaltener Zeit derart vorzunehmende, infinitesimale Anderung eines Systems, dass
dieses hinterher eine ,,Nachbarlage“ einnimmt. Wihrend des Ubergangs in diesen ,virtuell
verschobenen® Zustand sind alle kinematischen Bindungen, denen das System unterliegt,
zu erfiillen. Virtuelle Verriickungen kénnen im Allgemeinen sowohl infinitesimal kleine
Verschiebungen als auch infinitesimal kleine Drehungen sein. Fiir die in aller Regel disku-
tierten nichtpolaren Punktkontinua ist durch eine virtuelle Verschiebung die Verriickung
in eine scheinbare Nachbarlage vollstindig bestimmt.

Auflerdem ist festzuhalten, dass es im Rahmen der hier behandelten mechanischen Sys-
teme und Prinzipe nicht erforderlich ist, zwischen virtuellen Verschiebungen 75 und der
materiellen Variation 67 der realen Lage 7 zu unterscheiden. Es gilt also stets

75 = OF.

Analog zur differenziellen Arbeit dW = F - d7 einer Kraft F aufgrund einer differenziellen,
aber realen Verschiebung d7 wird

Ws =F .07

als virtuelle Arbeit einer Kraft F bei einer virtuellen Verschiebung 67 definiert.
Als Lagrange-d’Alembert-Prinzip bezeichnet man das Postulat

f poii - 87V = W (2.44)
14
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mit der virtuellen Arbeit W sowohl aller am Korper angreifenden dufleren Krifte als auch
der virtuellen Formanderungsarbeit aufgrund der Deformation des Korpers. Auf der lin-
ken Seite im Lagrange-d’Alembert-Prinzip (2.44) steht die virtuelle Arbeit der differen-
ziellen Trigheitswirkung poddV summiert iiber das gesamte materielle Volumen V des
Korpers. Die Beschleunigung d berechnet sich darin aus dem Ortsvektor 7 eines materiel-
len Punktes in allgemeiner verformter Lage wie in Abschn. 2.2.1 dargelegt.

In der Statik (d.h. bei Vernachlissigung der Trigheitswirkungen: @ ~ 0) wird das
Lagrange-d’Alembert-Prinzip (2.44) zum Prinzip der virtuellen Arbeit

W; = 0.

Die virtuelle Arbeit W hat darin die gleiche Bedeutung wie in (2.44).

Das in der Form (2.44) nur fiir einen Korper mit dem Volumen V ausgesprochene
Lagrange-d’Alembert-Prinzip kann ohne weitere Annahmen fiir ein System endlich vieler,
verschiedener Korper angeschrieben werden. Beispielsweise ergibt sich fiir n untereinan-
der beliebig gekoppelte Kérper mit dem jeweiligen Volumen V. (bei tibereinstimmender
Dichte pg)

proas?dvzwg. (2.45)

Die virtuelle Arbeit aller an den Verbindungsstellen zwischen den Korpern auftretenden
Krifte (z. B. aufgrund von Reibung) muss jetzt natiirlich in Wj berticksichtigt werden -
nur die so genannten Zwangskrifte Z leisten in der Summe keinen Beitrag.

Die behauptete Aquivalenz zwischen dem Lagrange-d’Alembert-Prinzip der analyti-
schen Kontinuumsmechanik und den Bilanzgleichungen innerhalb einer synthetischen
Vorgehensweise ldsst sich ganz allgemein zeigen. Dazu betrachtet man einen einzelnen
Korper mit dem Volumen V und der Dichte p,. Die virtuelle Arbeit Wy auf der rechten
Seite des Lagrange-d’Alembert-Prinzips (2.44) setzt sich aus insgesamt mehreren Anteilen
zusammen: der bei der Deformation des Korpers geleisteten virtuellen Arbeit und der auf
der Oberfliche bzw. im Innern des Korpers angreifenden duferen Krdfte. Die an einem
Korper mit dem Volumen V geleistete innere Formanderungsarbeit ist das Integral

Wy, = — [ 3. Grad87dV (2.46)
14

mit dem Skalarprodukt des Piola-Kirchhoft-Spannungstensors 1. Art o und dem materi-
ellen Gradienten des virtuellen Verschiebungsvektors 67. Eine rdumlich verteilte dufere
Kraft f leistet die virtuelle Arbeit

Ws = f f-87podV, (2.47)
\4
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eine auf der Oberfliche S des Korpers angreifende dufere Flichenlast s ;)

Wy, = j§ S - OFdA. (2.48)
N

Einzelkrifte kdnnen bei Bedarf hinzugenommen werden.
Das Lagrange-d’Alembert-Prinzip (2.44) fiir einen allgemeinen deformierbaren Korper
lautet mit den Anteilen (2.46), (2.47) und (2.48)

pod-0rdV = @ § 5y - 0FdA+ [ pof-0FdV - [ G-Gradd7dV. (2.49)
I S

\4

Zur weiteren Auswertung miissen die virtuellen Gréflen 67 und Grad 67 zusammengefasst
werden. Nach einer Umformung des Integranden in (2.49)

f G- Grad 67dV = [ Grad(367)dV - f Gradd 67dV (2.50)
14 14

\%4

mit der Produktregel und Anwenden des Gauf3schen Integralsatzes (2.36) erhilt man fiir
die virtuelle Formanderungsarbeit

W, :—}%N-azdmfmvé-a?dv. 2.51)
S \%4

Einsetzen von Wy; in der Darstellung (2.51) anstelle des letzten Terms in (2.49) bringt das
Lagrange-d’Alembert-Prinzip in die Form

o:f(pofmivé—poa).afdwf(g(ﬁ)—éﬂf).a?dA. (2.52)
14 S

Die raumliche Unabhéngigkeit der Integrationsgebiete verlangt, dass jedes der beiden Inte-
grale fiir sich genommen zu null wird. Fiir alle méglichen Variationen (virtuellen Verschie-
bungen) 7k konnen nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung Integrale der
Gestalt (2.52) aber nur verschwinden, wenn die jeweilige Integrandfunktion (. . .) identisch
null ist. Das Lagrange-d’Alembert-Prinzip (2.52) ist deshalb den Bilanzgleichungen fiir den
Impuls (2.38) im Feld V und (2.39) auf dem Rand S dquivalent.

Auflerdem ist die Drehimpulsbilanz (,,Symmetriebedingung fiir den Spannungstensor®)
(2.41) zu erfillen. Das Lagrange-d'Alembert-Prinzip (2.52) stellt also immer dann eine
vollstindige Beschreibung eines Kontinuums dar, wenn die Erfiillung der Symmetrie des
Spannungstensors — z. B. durch ein geeignetes Stoffgesetz — gesichert ist'.

1 Beipiele, in denen unsymmetrische Spannungstensoren auftreten, sind nichtpolare Kontinua mit
Momentenspannungen [3], aber auch allgemeine Dielektrika [4].
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2.3.2 Prinzip von Hamilton

Das Prinzip von Hamilton in seiner allgemeinsten Form geht aus dem Lagrange-d’Alembert-
Prinzip hervor, allerdings nur unter Zusatzannahmen. Diese stellen aber fiir die praktische
Anwendung des Prinzips von Hamilton keine Einschrankung gegeniiber dem Lagrange-
d’Alembert-Prinzip dar. Beide sind also gleichwertig. In der Kontinuumsmechanik heift
das Prinzip von Hamilton oft auch Prinzip von Kirchhoff-Hamilton.
Einer der wesentlichen Unterschiede zum Lagrange-d’Alembert-Prinzip besteht beim
Ubergang zum Prinzip von Hamilton in der Einschrinkung der virtuellen Verschiebungen:
Po = 07y _one (2.53)
Das virtuelle Verschiebungsfeld 75 geht jetzt — im Gegensatz zum Lagrange-d’Alembert-
Prinzip - ,zwingend® aus dem realen Vektorfeld 7 der Lagen durch Variation & hervor;
dabei sind zwar die Lagen 7, nicht aber die materiellen Punkte selbst verinderlich. Die
Lagrange-Koordinaten der materiellen Punkte diirfen also nicht variiert werden. Auf3er-
dem ist die Variation so durchzufiihren, dass sich die Zeit bei der Variation nicht dndert.
Zusammen bedeutet dies, dass die Variation in (2.53) bei festgehaltener Zeit und mit
denselben materiellen Punkten stattfindet, d. h. es gilt

0t=0, 06Xg=0. (2.54)

Der Operator § im Prinzip von Hamilton hat folglich die Bedeutung einer materiellen, d. h.
teilchenfesten Variation. Im tibrigen erfolgt sie nach den Regeln der klassischen Variations-
rechnung (siehe z. B. [9]).

Das Lagrange-d’Alembert-Prinzip (2.44) kann nun unter Berticksichtigung von (2.53)
und (2.54) umgeformt werden. Mit 4 gemif3 (2.27) lautet es (zundchst noch ungeéndert)

[ poii.g; - O7AV = Wj. (2.55)
14

Anstelle der in (2.53) eingefithrten korrekten, aber umstandlichen Schreibweise wird im
Folgenden die iibliche Schreibweise 7 beibehalten. Die Variationen in (2.55) sind also im
Sinne der Vereinbarung (2.53) zu verstehen.

Der eigentliche Ubergang zum Prinzip von Hamilton ist aber erst dann vollzogen, wenn
anstelle der virtuellen Arbeit der Trigheitskrifte in (2.55) die Variation der kinetischen
Energie T eingefiihrt ist. Dazu benutzt man die Identitit*°

[poﬁ,“~8?dVE%[poﬁ)t-S?dV—ST,
14 14

20 Thr Beweis ist beispielsweise in [9] skizziert.
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die Lagrangesche Zentralgleichung genannt wird. Sie erlaubt es, anstelle der virtuellen Ar-
beit der Tragheitskrifte die (materielle) Variation der kinetischen Energie

1
T - Efpoﬁ,t-ﬁ)th
v

in das Lagrange-d’Alembert-Prinzip (2.44) einzufithren:

d Lo

— [p0v~8rdV =6T+ Ws,

dt

v
1 I
T= 5./ pov-vdV, (2.56)
v

W5:§1§§(N)~8?dA+ [pof-ade—fé-Gradafdv. (2.57)
14

S \%4

Durch Integration iiber ein beliebiges aber festes Zeitintervall (t;, t,) findet man schliefSlich
die zugehorige integrale Darstellung des Lagrange-d’Alembert-Prinzips

ty
ty
fpov.a?dv :f(8T+ W;) dt (2.58)
4
14 t

in materieller Formulierung. Fordert man fiir das variierte Vektorfeld 67 in der tiblichen
Weise, dass an den Zeitgrenzen t; und t, nicht variiert wird, d. h.

8?()([(, tl) = SF(XK, tz) = 6

gilt, dann reduziert sich die integrale Darstellung (2.58) auf die meistens verwendete For-
mulierung des Prinzips von Hamilton

ty ty
5/ Tdt+[W5dt:0 (2.59)
f f

mit der kinetischen Energie (2.56) und der virtuellen Arbeit (2.57). Es ist unabhingig von
Potenzialdarstellungen, sodass damit auch die Dynamik nicht-elastischer Kontinua unter-
sucht werden kann; fiir diese kann ja im Allgemeinen kein Potenzial angegeben werden.

In der Elastodynamik lisst sich die virtuelle Formanderungsarbeit aber stets iiber die
Variation eines inneren Potenzials U; gewinnen. Schreibt man die virtuelle Arbeit aller
auferen konservativen Krifte als —8 U, und fasst die inneren und dufleren Potenziale zu-
sammen, U; + U, = U, so wird aus dem Prinzip von Hamilton (2.59)

ty ty
8;/(T—U)dt+;/W5dt:0. (2.60)
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Bei ausschliellich konservativer Belastung wird das Prinzip von Hamilton (2.60) dann zu
einem echten Extremalprinzip

t) ty
H= [ (T-U)dt=Extr. - dH=6 [(T-U)dt=0 (2.61)
/ /

fiir das so genannte Lagrange-Funktional 7{. Im Sinne der Variationsrechnung ist die L6-
sung des Variationsproblems (2.61) dann gerade die so genannte Euler-Lagrangesche Glei-
chung [9, 7] mit entsprechenden Randbedingungen als notwendige Bedingungen dieser
Stationaritt.

Es soll an dieser Stelle erwdhnt werden, dass neben dem Prinzip von Hamilton, das
ausschlieSlich beziiglich Verschiebungsgréfien variiert, in der Elastodynamik auch andere
Variationsprinzipe etabliert sind, die z. B. in Form des so genannten Prinzips von Hellinger-
Reissner eine Zweifeldformulierung verwenden, die Variationen nach Verschiebungs- und
Spannungsgrofien vornimmt [2, 7].

Auch hier ist die Drehimpulsbilanz zusitzlich zu erfiillen. Das Prinzip von Hamilton
(2.60) oder (2.61) stellt also wie bereits das Prinzip von Lagrange-d’Alembert immer dann
eine vollstindige Beschreibung eines Kontinuums dar, wenn die Erfillung der Symmetrie
des Spannungstensors gesichert ist.

2.3.3 Einarbeitung der Drehimpulsbilanz

Die Drehimpulsbilanz geht in die in Abschn. 2.3.1 und 2.3.2 aufgefiihrten Prinzipe der
analytischen Mechanik nicht explizite ein. Sie wird durch das zweite Bewegungsgesetz von
Cauchy (2.43) vielmehr a priori erfiillt, d. h. fiir den jeweiligen Spannungstensor werden ge-
wisse Symmetrieeigenschaften vorausgesetzt. Da sich die Drehimpulsbilanz (2.41), (2.42)
aber nur bei strenger Erfiillung?! der Impulsgleichungen auf das zweite Bewegungsgesetz
von Cauchy reduziert, muss zunichst davon ausgegangen werden, dass bei Ndherungsver-
fahren im Zusammenhang mit analytischen Prinzipen der Drehimpulssatz verletzt wird?*.

Die bei der Formulierung des Lagrange-d’Alembert-Prinzips angestellten Uberlegun-
gen, die explizite nur die Erfiillung der Impulsbilanz nach sich ziehen, fiihren in analoger
Weise fiir den Drehimpulssatz (2.41), (2.42) zur Funktionaldarstellung

o:f[fx(p0f+Div3—pOa)].5$dV+f[fx%]-&zdv
v v (2.62)

+ 55 [7 % Gxy - oN)] - 04 da.

S

21 Die Impulsbilanz muss dazu lokal, d. h. fiir jeden materiellen Punkt erfiillt sein. Bei der Konden-
sation strukturdynamischer Modelle aus dem allgemeinen Kontinuum mittels Approximationsver-
fahren, z. B. iiber Ritz- oder Galerkin-Methoden, ist die Impulsbilanz aber nur noch global, d.h. in
einem gewichteten Mittel erfiillt.

%2 Die Symmetrie des mafigebenden Spannungstensors ist dann nimlich nicht mehr hinreichend zur
lokalen Erfullung der Drehimpulsbilanz (2.41).
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Das Vektorfeld 8¢ (Xx, t) ist als Vektorfeld virtueller Drehungen zu interpretieren, um vir-
tuelle Skalare mit dem Charakter einer virtuellen Arbeit zu erzeugen.
Mit der bekannten Vertauschungsregel

G- (bxc)=c-(axb)=b-(cxad)
fir das Spatprodukt kann (2.62) in

o:f(p0f+Divé-poa).(a(ﬁx;)dwf[fxi].agzdv
! L v (2.63)
+§£(§(N)—6N)(8¢x?)dA

S

umgeschrieben werden. Fiir symmetrische Spannungstensoren, d. h. das zweite Cauchy-

sche Gesetz ist identisch erfiillt, I x 7 = 0, kénnen in (2.63) die virtuellen Drehungen
8¢ vollstindig durch die virtuellen Verschiebungen 67 = 8¢ x 7 ersetzt werden. Die
Funktionaldarstellung (2.63) des Drehimpulssatzes ist dann identisch mit dem Lagrange-
d’Alembert-Prinzip (2.52). Dies entspricht den bereits in der synthetischen Mechanik
aufgefiihrten Zusammenhiangen zwischen dem ersten und dem zweiten Cauchyschen Ge-
setz in Abschn. 2.2.2. Da die Drehimpulsbilanz eine im Allgemeinen von der Impulsbilanz
unabhdngige mechanische Forderung darstellt, muss (2.63) ebenfalls unabhingig vom
Lagrange-d’Alembert-Prinzip (2.52) gelten, und dies impliziert die Forderung, dass das
eingefiihrte Vektorfeld 8¢ von den virtuellen Verschiebungen 07 linear unabhiingig sein
muss.

Abschlieflend lasst sich das Lagrange-d’Alembert-Prinzip (2.52) mit der Funktionaldar-
stellung der Drehimpulsbilanz (2.63) zu einer verallgemeinerten Form des Lagrange-
d’Alembert-Prinzips

o:[(pofmivé—poa).(5?+5¢§x?)dV+f[fxi]wdv
v v (2.64)

N Jq§(§(m _GN)(87 + 04 x 7) dA
S

zusammenfassen. Fiir voneinander linear unabhingige virtuelle Vektorfelder 67 und 8¢
geht (2.64) voraussetzungsgemaf3 in die intensive Formulierung der Bilanzgleichungen fiir
den Impuls und den Drehimpuls iiber, da sich (2.64) dann in die beiden Funktionalglei-
chungen (2.52) und (2.62) zerlegen lisst. Dabei spielt das verwendete Vorzeichen (hier: +)
bei der Uberlagerung 87 + 8¢ x 7 fiir die exakte Losung keine Rolle, genauso wie auch das
Vektorfeld 8¢ beziiglich des Vorzeichens nicht festgelegt ist. Bei der Generierung schwa-
cher Losungen, z.B. im Sinne strukturmechanischer Modelle, liefert die hier gewihlte
Uberlagerung allerdings die hochste Approximationsgiite, siehe [8].

Wie ein Vergleich mit Abschn. 2.3.1 (siehe die Beziehungen (2.49) und (2.52)) zeigt, ist
bei der Einarbeitung der Drehimpulsbilanz in das Lagrange-d’Alembert-Prinzip nur noch
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auf dessen so genannte derivierte Form Bezug genommen worden, die ohne eine Gradien-
tenbildung der virtuellen Verriickungen auskommt. Da diese Form bei der Generierung
strukturmechanischer Modelle den geringsten Aufwand bedeutet, erscheint dies gerecht-
fertigt.

Die Einarbeitung der Drehimpulsbilanz in das Prinzip von Hamilton kann ganz entspre-
chend geleistet werden. Da in Abschn. 3.2 bei der konkreten Generierung eines addquaten
Stabmodells allerdings nur der Weg iiber das Lagrange-d’Alembert-Prinzip verfolgt wird,
soll an dieser Stelle darauf verzichtet werden.

2.4 Konstitutive Gleichungen

Setzt man - wie in der Strukturdynamik tblich — konstante Dichte und isotherme Vor-
gange mit verschwindenden Temperaturdnderungen voraus, erginzen die konstitutiven
Gleichungen in Form mechanischer Materialgesetze die sechs mechanischen Bilanzglei-
chungen nichtpolarer Kontinua fiir Impuls und Drehimpuls zur insgesamt erforderlichen
Zahl von Bestimmungsgleichungen fiir die verbleibenden unbekannten sechs Spannungen
und drei Verschiebungen.

Vom Standpunkt technischer Kontinuumsschwingungen im Rahmen eines Lehrbuches
ist es allein zielfithrend, die Beschreibung und die Losung des Systemverhaltens so weit es
geht mit idealisierten Materialgesetzen zu leisten. Jede Hinwendung zu realeren Stoffglei-
chungen fiihrt bei technischen Schwingungssystemen zu kaum tiberwindbaren Schwierig-
keiten. Deshalb sind die wesentlichen Materialgleichungen in der Strukturdynamik noch
immer diejenigen des elastischen Festkopers.

Insbesondere um Materialdimpfung zu modellieren, ist die Betrachtung viskolelasti-
scher Festkorper allerdings unumginglich, fiir dreidimensionale Festkorper steigt jedoch
bereits bei dieser vergleichsweise geringfiigigen Erweiterung des Materialverhaltens der
Aufwand deutlich an. Erst recht sind bei der Untersuchung dynamischer Mehrfeldpro-
bleme verallgemeinerte Materialgleichungen zu diskutieren, wie sie z. B. bei dynamischer
Fluid-Festkorper-Wechselwirkung (mit den hinzutretenden Stoffgleichungen Newton-
scher oder auch nicht-Newtonscher Fluide) oder Koppelschwingungen piezoelektrischer
Korper (mit Materialgesetzen zur Beschreibung des direkten und inversen Piezoeffekts
bei u.U. groflen elektrischen Feldstirken) in Erscheinung treten. Im Rahmen einer
3-dimensionalen Kontinuumstheorie wiirde die Formulierung der zugehorigen Materi-
altheorie die eigentlich interessierenden dynamischen Effekte und die dafiir erforderlichen
Losungsmethoden vollig tiberdecken.

Der Autor hat sich deshalb entschlossen, an dieser Stelle im Rahmen einer 3-dimen-
sionalen Kontinuumstheorie nur homogene elastische Festkorper zu behandeln und die
Materialgleichungen letztendlich nur noch im Rahmen einer gleichzeitig physikalisch und
geometrisch linearen Elastizititstheorie fiir isotrope Korper zu formulieren. Modifizierte
Materialgleichungen werden dann fiir einfache Strukturmodelle in den entsprechenden
spateren Kapiteln problemangepasst erkldrt. Weiterfithrende Darstellungen einer allgemei-
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nen Materialtheorie und ihrer Grundlage, der rationalen Thermodynamik, kénnen z. B.
[1,6,10, 11, 12, 13] entnommen werden.

Von folgender verbaler Definition (siehe [9]) eines elastischen (Hookeschen) Korpers
wird ausgegangen: Fiir den betrachteten Korper existiert ein natiirlicher, verzerrungsfreier
Zustand. Wird er dann durch duflere Krifte in einen benachbarten Zustand deformiert und
anschlieflend wieder von allen dufleren Kriften befreit, so heif3t er vollkommen elastisch,
wenn er vollstindig in seinen urspriinglichen Zustand zurtickkehrt, unabhdngig davon,
wie die Krifte — allerdings ohne Tragheitswirkungen zu verursachen - aufgebracht und
zuriickgenommen werden. Vom energetischen Standpunkt folgt daraus, dass die fiir die
Deformation benotigte Energie im Kérper im deformierten Zustand gespeichert sein muss
und bei der Wiederherstellung des urspriinglichen Zustandes an die Umgebung zuriick-
gegeben wird. Die Deformation eines elastischen Korpers ist also reversibel und damit
thermodynamisch ideal: Im zweiten Hauptsatz der Thermodynamik gilt dann nicht wie
fiir reale Prozesse das Ungleichheits- sondern das Gleichheitszeichen.

Unter den getroffenen Voraussetzungen kann die Beziehung (siehe [14])

mit der inneren Forminderungsenergiedichte”® U;* als allgemeinste Form einer konsti-
tutiven Beziehung fiir reversibles, nichtlineares, anisotropes, isothermes Verhalten homo-
gener Festkorper zur Verkniipfung des symmetrischen Piola-Kirchhoff-Spannungstensors

2. Art 7 und des Lagrangeschen Verzerrungstensors E angesehen werden. Dabei sind an
die innere Forménderungsenergie die Forderungen zu stellen, dass sie symmetrisch in den
Verzerrungen ist, um die Symmetrie des Spannungstensors 7 zu gewihrleisten, und dass
sie sinnvollerweise (siche nochmals [14]) als positiv definite Funktion der Verzerrungen
angenommen wird. Betrachtet man fiir die Formédnderungsenergiedichte U;" eine Reihen-
entwicklung in den Verzerrungen, dann bleibt wegen der beliebigen Wahl des Nullniveaus
und unter der iiblichen Voraussetzung einer eigenspannungsfreien Referenzplatzierung
(mit stets Egp = 0) die Darstellung

E+...

i
Qi

U =

1

N =

Wird diese Reihenentwicklung tatsdchlich nach dem quadratischen Glied abgebrochen,
dann ist eine lineare Konstitutivgleichung

QU
Il

(@I

i

mit konstanten Koordinaten Cjjx; des vierstufigen Materialtensors C zwingend. Die Be-
schrankung auf eine in den Verzerrungen quadratische Forménderungsenergiedichte be-

** Die innere Forménderungsenergiedichte wurde erstmals von G. Green im Jahre 1839 eingefiihrt.



2.4 Konstitutive Gleichungen 29

zeichnet man deshalb als (physikalische) Linearisierung, das betreffende Material heif3t
linear-elastisch.
Der Elastizititstensor C hat als vierstufiger Tensor zunichst 3* = 81 Koordinaten
*U;
JoE 1 ]8 E KL ’

Wi

CI]KL = (265)
Bei homogenen Medien sind die Tensorkoordinaten Cjjk; von der Lage des Bezugspunk-
tes unabhéngig und daher ,elastische“ Konstanten. Aufgrund der Symmetrie des Span-
nungstensors 7 ist der Elastizititstensor symmetrisch beziiglich der ersten beiden Indizes
(Reduktion um 27 auf 54 Koordinaten) und wegen der Symmetrie des Verzerrungsten-
sors symmetrisch beziiglich der beiden letzten Indizes (Reduktion um weitere 18 auf 36
Koordinaten). Da eine innere Formédnderungsenergiedichte U} existiert, gilt wegen der
Vertauschbarkeit der Ableitungen in (2.65) zuzsitzlich Ckry; = Cpjkr. Damit verringert
sich die Zahl der unabhingigen Tensorkoordinaten im Falle allgemeiner Anisotropie auf
21. Fiir ein isotropes Medium sind dariiber hinaus die Koordinaten des Elastizitatstensors
gegen alle Drehungen des Koordinatensystems invariant. Mit diesen Eigenschaften kann
man nach lingerer Rechnung zeigen, dass fiir ein homogenes, isotropes Kontinuum der
Elastizitatstensor in der Gestalt

Cykr = Agygxr + p(gix gL + g1Lg7x) (2.66)

nur noch von zwei elastischen Konstanten, den so genannten Laméschen Konstanten A und
p abhingt, siehe [3, 9]. Die so genannten Metrikkoeflizienten g;; sind dabei tiber das Ska-
larprodukt €; - €; der Basisvektoren in der Referenzplatzierung erklart.

Setzt man im Rahmen einer geometrischen Linearisierung - siehe Abschn. 2.1.2 - in-
finitesimale Verschiebungsgradienten voraus, so gilt bekanntlich dasselbe fiir die Verzer-
rungen (aber nicht umgekehrt) und der Lagrangesche Verzerrungstensor E reduziert sich
auf den infinitesimalen Greenschen Verzerrungstensor .

Im Rahmen einer sowohl physikalisch als auch geometrisch linearen Elastizitatstheorie
ergibt sich auch noch ein besonders einfacher Zusammenhang zwischen dem Cauchy-
Spannungstensor f und dem Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 2. Art 7, sodass sich letzt-
endlich das Materialgesetz (2.66) formal unverindert auf den Cauchy-Spannungstensor i
und den Greenschen Verzerrungstensor ¢ als das klassische Hookesche Gesetz

t,'j = 2[48,‘]' + )L&jskk (267)
bzw. in der Umkehrung

1 A

S A 2.68
2u T 2u(Bh+2p) T (2:68)

8,']' =

{ibertragt*.

24 Das Hookesche Gesetz (2.67) lasst sich zur Erfassung von Werkstoffddimpfung iiber ¢;; =
2 (;4 + ,u'%) &ij+ ()L + A %) 0ijexk zwanglos auf viskoelastisches Materialverhalten erweitern.



30 2 Lineare Modellgleichungen dreidimensionaler Festkérper

In der Technischen Mechanik benutzt man allerdings nicht die Laméschen Konstanten,
sondern tiber

Ev E

e F e © 269

den Elastizitdtsmodul E und die Querkontraktionszahl v; zudem wird u als Schubmodul G
interpretiert. Die zu (2.67) dquivalente Schreibweise des Hookeschen Gesetzes lautet dann

E v
BT (] ’ m‘”ifkk)‘ 270
bzw. in der Umkehrung
1+v %
&jj = Ttij - E(Sijtkk' (2.71)

Geht man im Rahmen dieser klassischen vollstindig linearen Elastizitdtstheorie abschlie-

Bend wieder auf den Elastizititstensor C zuriick, der jetzt allerdings nur noch zwei nicht
verschwindende unabhingige Koordinaten besitzt, kann die Formédnderungsenergiedichte
in den dquivalenten Formen

entweder nur in Verzerrungen, nur in Spannungen oder gemischt als Funktion von Verzer-
rungen und Spannungen ausgedriickt werden. Unter Verwendung des Hookeschen Geset-
zes (2.70) bzw. (2.71) mit den in der Festigkeitslehre tiblichen Elastizititskonstanten gemafd
(2.69) erhilt man beispielsweise

* 1

UL (t) = 25 [+ )ity = v(t)’] (2.72)

oder

E v
U* ”:___Ffm"__g ﬂ, 2.73

1(81]) 2(1+V) ijeij 1—21/( kk) ( )
Schreibweisen, von denen bei der Formulierung der Formanderungsenergie von Struktur-
modellen noch hédufiger Gebrauch gemacht werden wird. Die Forménderungsenergie eines

Festkorpers erhélt man dann durch Volumenintegration:

m:fUmV (2.74)
14

Die Verallgemeinerung auf ein System von Kérpern ist durch Summation ohne Weiteres
moglich.
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2.5 Volistandig lineare Theorie - Anfangs-Randwert-Problem
in Verschiebungen

Aus der lokalen Impulsbilanz (2.38) fiir den Cauchy-Spannungstensor f erhalt man nach
Einsetzen des klassischen Hookeschen Gesetzes (2.70) und Elimination der Verzerrungen
mit Hilfe der linearen Verzerrungs-Verschiebungs-Relationen (2.17) problemlos die Feld-
gleichungen

: ( b )+ fi (2.75)
Uu; —_—U; - Uu; .
21+ v) T T MR ) T POSE = Pottine

als partielle Differenzialgleichungen eines schwingenden dreidimensionalen elastischen
Festkorpers. In Wiirdigung der historischen Bedeutung der franzdsischen Mathematiker
Navier und Cauchy bei der Formulierung dieser Bewegungsgleichungen werden sie hiufig
als Navier-Cauchysche Differenzialgleichungen bezeichnet.

Es wird vermerkt, dass man innerhalb einer vollstindig linearen Theorie ohne Fiih-
rungsbewegung auf die Unterscheidung grofd und klein gedruckter Indizes hitte verzichten
kénnen. Um den Ubergang auf den Fall endlicher Verformungen (der nicht hier, aber spi-
ter in Kap. 8 noch behandelt wird) zu erleichtern, sind die Ableitungen nach materiellen
Koordinaten Xg nach wie vor durch GrofSbuchstaben bezeichnet.

Hinzu treten an der berandenden Oberfliche des schwingenden Festkorpers Randbe-
dingungen, die das zu berechnende Verschiebungsfeld zu erfiillen hat. Neben den bisher
kennengelernten Randbedingungen

up = gx(t) auf S,, oxNg=s;(t) auf S, V20, (2.76)

die entweder Verschiebungen oder Spannungen vorschreiben und in der Mathematik
Dirichletsche oder Neumannsche Randbedingungen genannt werden, gibt es noch allge-
meinere Randbedingungen, die als Cauchysche Randbedingungen bezeichnet werden und
Spannungen und Verschiebungen verkniipfen. Sie werden in Abschn. 3.2.4 am Beispiel von
Staben noch etwas genauer spezifiziert werden. Es bleibt festzuhalten, dass reine Verschie-
bungsrandbedingungen immer geometrischer Natur sind, und bei Niherungsverfahren
in aller Regel erfiillt werden miissen, um Konvergenz zu erzielen. In der Mathematik
heiflen sie deshalb hiufig auch wesentliche Randbedingungen, in der Physik oder den
Ingenieurwissenschaften dagegen geometrische Randbedingungen. Die Neumannschen
und die Cauchyschen Randbedingungen sind fiir mechanische Problemstellungen phy-
sikalisch anschaulich als Krafte- bzw. Momentenbilanzen zu interpretieren und heiflen
deshalb bei Physikern und Ingenieuren dynamische Randbedingungen, wahrend man in
der Mathematik von restlichen (manchmal auch natiirlichen) Randbedingungen spricht.
Das beschreibende Randwertproblem mit der Feldgleichung (2.75) und entsprechenden
Randbedingungen, z. B. (2.76), ldsst sich alternativ natiirlich auch aus einem der analyti-
schen Prinzipe, z. B. dem Prinzip von Hamilton (2.60), gewinnen. Hat man es mit einem
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3-dimensionalen Kontinuum ohne innere Zwangsbedingungen zu tun, verschwinden al-
lerdings praktisch alle Vorteile, die man zur Generierung von Strukturmodellen auf der
Basis analytischer Prinzipe im folgenden Kapitel so sehr schitzen wird. Jedenfalls soll es
hier allein bei der synthetischen Vorgehensweise bleiben. Abschlieflend wird angemerkt,
dass man auch bereits an dieser Stelle fiir 3-dimensionale Kontinua Ddmpfungseinfliisse
einbeziehen konnte, worauf beispielsweise in [5] eingegangen wird. Im vorliegenden Buch
werden Dampfungseffekte nur im Zusammenhang mit reduzierten Strukturmodellen er-
ortert, siehe beispielsweise Abschn. 3.2.3 und 5.1, 5.2 oder 6.1, 6.2.

Zu den Differenzialgleichungen und Randbedingungen treten zur Vervollstindigung
immer noch Anfangsbedingungen

ﬁ(XK, t= 0) = ﬁo(XK), V(XK, t= 0) = 170(X1<), VXK aus V (277)

fiir Verschiebung # und Geschwindigkeit ¥ hinzu. Erst dadurch wird das mathematische
Modell zu einem so genannten Anfangs-Randwert-Problem abgeschlossen, das in dieser
Form grundsitzlich vollstindig integriert werden kann. Oft werden im Folgenden die An-
fangsbedingungen nicht gesondert angegeben und man beschrénkt sich auf die Angabe des
entsprechenden Randwertproblems®, bestehend aus (partiellen) Differenzialgleichungen,
den so genannten Feldgleichungen, und Randbedingungen. Bei angestrebter vollstindiger
Losung einer vorgegebenen Aufgabenstellung ist allerdings immer auch auf die Anfangs-
bedingungen einzugehen.
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