
Contents

1 A brief survey of partial differential equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Definitions and examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Numerical solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 PDE Classification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3.1 Quadratic form associated to a PDE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Elements of functional analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1 Functionals and bilinear forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2 Differentiation in linear spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3 Elements of distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3.1 Square-integrable functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3.2 Differentiation in the sense of distributions . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4 Sobolev spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.4.1 Regularity of the spaces Hk(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.4.2 The space H1

0(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.4.3 Trace operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.5 The spaces L∞(Ω) and Lp(Ω), with 1≤ p < ∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.6 Adjoint operators of a linear operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.7 Spaces of time-dependent functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3 Elliptic equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.1 An elliptic problem example: the Poisson equation . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2 The Poisson problem in the one-dimensional case . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2.1 Homogeneous Dirichlet problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2.2 Non-homogeneous Dirichlet problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.2.3 Neumann Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.2.4 Mixed homogeneous problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.2.5 Mixed (or Robin) boundary conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3 The Poisson problem in the two-dimensional case . . . . . . . . . . . . . . . . 41



XII Contents

3.3.1 The homogeneous Dirichlet problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.3.2 Equivalence, in the sense of distributions, between weak

and strong form of the Dirichlet problem . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.3.3 The problem with mixed, non homogeneous conditions . . . . 44
3.3.4 Equivalence, in the sense of distributions, between weak

and strong form of the Neumann problem . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.4 More general elliptic problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.4.1 Existence and uniqueness theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.5 Adjoint operator and adjoint problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.5.1 The nonlinear case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4 The Galerkin finite element method for elliptic problems . . . . . . . . . . . . . 61
4.1 Approximation via the Galerkin method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.2 Analysis of the Galerkin method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.2.1 Existence and uniqueness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.2.2 Stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.2.3 Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.3 The finite element method in the one-dimensional case . . . . . . . . . . . . 67
4.3.1 The space X1

h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.3.2 The space X2

h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.3.3 The approximation with linear finite elements . . . . . . . . . . . . 71
4.3.4 Interpolation operator and interpolation error . . . . . . . . . . . . 73
4.3.5 Estimate of the finite element error in the H1 . . . . . . . . . . . . . 75

4.4 Finite elements, simplices and barycentric coordinates . . . . . . . . . . . . 76
4.4.1 An abstract definition of finite element in the Lagrangian

case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.4.2 Simplexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
4.4.3 Barycentric coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.5 The finite element method in the multi-dimensional case . . . . . . . . . . . 80
4.5.1 Finite element solution of the Poisson problem . . . . . . . . . . . 82
4.5.2 Conditioning of the stiffness matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.5.3 Estimate of the approximation error in the energy norm . . . . 88
4.5.4 Estimate of the approximation error in the L2 norm . . . . . . . 95

4.6 Grid adaptivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.6.1 A priori adaptivity based on derivatives reconstruction . . . . 100
4.6.2 A posteriori adaptivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.6.3 Numerical examples of adaptivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
4.6.4 A posteriori error estimates in the L2 norm . . . . . . . . . . . . . . 111
4.6.5 A posteriori estimates of a functional of the error . . . . . . . . . 112

4.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114



Contents XIII

5 Parabolic equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
5.1 Weak formulation and its approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
5.2 A priori estimates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.3 Convergence analysis of the semi-discrete problem . . . . . . . . . . . . . . . 128
5.4 Stability analysis of the θ -method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
5.5 Convergence analysis of the θ -method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
5.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

6 Generation of 1D and 2D grids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
6.1 Grid generation in 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
6.2 Grid of a polygonal domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
6.3 Generation of structured grids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
6.4 Generation of non-structured grids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

6.4.1 Delaunay triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
6.4.2 Advancing front technique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

6.5 Regularization techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
6.5.1 Diagonal swap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
6.5.2 Node displacement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

7 Algorithms for the solution of linear systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
7.1 Direct methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
7.2 Iterative methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

7.2.1 Classical iterative methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
7.2.2 Gradient and conjugate gradient methods . . . . . . . . . . . . . . . . 167
7.2.3 Krylov subspace methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
7.2.4 The Multigrid method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

8 Elements of finite element programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
8.1 Working steps of a finite element code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

8.1.1 The code in a nutshell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
8.2 Numerical computation of integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

8.2.1 Numerical integration using barycentric coordinates . . . . . . 185
8.3 Storage of sparse matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
8.4 Assembly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

8.4.1 Coding geometrical information . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
8.4.2 Coding of functional information . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
8.4.3 Mapping between reference and physical element . . . . . . . . 193
8.4.4 Construction of local and global systems . . . . . . . . . . . . . . . . 198
8.4.5 Boundary conditions prescription . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

8.5 Integration in time . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
8.6 A complete example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

9 The finite volume method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
9.1 Some basic principles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214
9.2 Construction of control volumes for vertex-centered schemes . . . . . . . 216



XIV Contents

9.3 Discretization of a diffusion-transport-reaction problem . . . . . . . . . . . 219
9.4 Analysis of the finite volume approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
9.5 Implementation of boundary conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

10 Spectral methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225
10.1 The spectral Galerkin method for elliptic problems . . . . . . . . . . . . . . . 225
10.2 Orthogonal polynomials and Gaussian numerical integration . . . . . . . 229

10.2.1 Orthogonal Legendre polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
10.2.2 Gaussian integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232
10.2.3 Gauss-Legendre-Lobatto formulae . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

10.3 G-NI methods in one dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
10.3.1 Algebraic interpretation of the G-NI method . . . . . . . . . . . . . 237
10.3.2 Conditioning of the stiffness matrix in the G-NI method . . . 239
10.3.3 Equivalence between G-NI and collocation methods . . . . . . 240
10.3.4 G-NI for parabolic equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

10.4 Generalization to the two-dimensional case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
10.4.1 Convergence of the G-NI method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

10.5 G-NI and SEM-NI methods for a one-dimensional model problem . . 254
10.5.1 The G-NI method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
10.5.2 The SEM-NI method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

10.6 Spectral methods on triangles and tetrahedra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
10.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265

11 Discontinuous element methods (DG and mortar) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267
11.1 The discontinuous Galerkin method (DG) for the Poisson problem . . 267

11.1.1 Numerical results for the DG approximation of Poisson
problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272

11.2 The mortar method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273
11.2.1 Characterization of the space of constraints by spectral

elements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275
11.2.2 Characterization of the space of constraints by finite

elements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
11.3 Mortar formulation for the Poisson problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
11.4 Choosing basis functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278
11.5 Choosing quadrature formulae for spectral elements . . . . . . . . . . . . . . 280
11.6 Choosing quadrature formulae for finite elements . . . . . . . . . . . . . . . . . 281
11.7 Solving the linear system of the mortar method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282
11.8 The mortar method for combined finite and spectral elements . . . . . . . 283
11.9 Generalization of the mortar method to multi-domain decompositions285
11.10 Numerical results for the mortar method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286

12 Diffusion-transport-reaction equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291
12.1 Weak problem formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291
12.2 Analysis of a one-dimensional diffusion-transport problem . . . . . . . . . 294
12.3 Analysis of a one-dimensional diffusion-reaction problem . . . . . . . . . 299



Contents XV

12.4 Finite elements and finite differences (FD) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301
12.5 The mass-lumping technique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302
12.6 Decentred FD schemes and artificial diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304
12.7 Eigenvalues of the diffusion-transport equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307
12.8 Stabilization methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309

12.8.1 Artificial diffusion and decentred finite element schemes . . . 310
12.8.2 The Petrov-Galerkin method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
12.8.3 The artificial diffusion and streamline-diffusion methods

in the two-dimensional case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313
12.8.4 Consistency and truncation error for the Galerkin and

generalized Galerkin methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314
12.8.5 Symmetric and skew-symmetric part of an operator . . . . . . . 315
12.8.6 Strongly consistent methods (GLS, SUPG) . . . . . . . . . . . . . . 316
12.8.7 On the choice of the stabilization parameter τK . . . . . . . . . . . 319
12.8.8 Analysis of the GLS method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321
12.8.9 Stabilization through bubble functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327

12.9 DG methods for diffusion-transport equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329
12.10 Mortar methods for the diffusion-transport equations . . . . . . . . . . . . . . 330
12.11 Some numerical tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332
12.12 An example of goal-oriented adaptivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334
12.13 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336

13 Finite differences for hyperbolic equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339
13.1 A scalar transport problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339

13.1.1 An a priori estimate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341
13.2 Systems of linear hyperbolic equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343

13.2.1 The wave equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
13.3 The finite difference method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346

13.3.1 Discretization of the scalar equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347
13.3.2 Discretization of linear hyperbolic systems . . . . . . . . . . . . . . 349
13.3.3 Boundary treatment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350

13.4 Analysis of the finite difference methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350
13.4.1 Consistency and convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350
13.4.2 Stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351
13.4.3 Von Neumann analysis and amplification coefficients . . . . . 356
13.4.4 Dissipation and dispersion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 360

13.5 Equivalent equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364
13.5.1 The upwind scheme case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364
13.5.2 The Lax-Friedrichs and Lax-Wendroff case . . . . . . . . . . . . . . 367
13.5.3 On the meaning of coefficients in equivalent equations . . . . 367
13.5.4 Equivalent equations and error analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . 368

13.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369

14 Finite elements and spectral methods for hyperbolic equations . . . . . . . . 371
14.1 Temporal discretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 371



XVI Contents

14.1.1 The forward and backward Euler schemes . . . . . . . . . . . . . . . 371
14.1.2 The upwind, Lax-Friedrichs and Lax-Wendroff schemes . . . 373

14.2 Taylor-Galerkin schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 378
14.3 The multi-dimensional case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382

14.3.1 Semi-discretization: strong and weak treatment of the
boundary conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382

14.3.2 Temporal discretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385
14.4 Discontinuous finite elements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 388

14.4.1 The one-dimensional upwind DG method . . . . . . . . . . . . . . . 388
14.4.2 The multi-dimensional case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393
14.4.3 DG method with jump stabilization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395

14.5 Approximation using spectral methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 396
14.5.1 The G-NI method in a single interval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397
14.5.2 The DG-SEM-NI method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 401

14.6 Numerical treatment of boundary conditions for hyperbolic systems . 402
14.6.1 Weak treatment of boundary conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . 406

14.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 408

15 Nonlinear hyperbolic problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 409
15.1 Scalar equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 409
15.2 Finite difference approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414
15.3 Approximation by discontinuous finite elements . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415

15.3.1 Temporal discretization of DG methods . . . . . . . . . . . . . . . . 418
15.4 Nonlinear hyperbolic systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 424

16 Navier-Stokes equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429
16.1 Weak formulation of Navier-Stokes equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 431
16.2 Stokes equations and their approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435
16.3 Saddle-point problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 439

16.3.1 Problem formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 439
16.3.2 Analysis of the problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 440
16.3.3 Galerkin approximation, stability and convergence analysis 444

16.4 Algebraic formulation of the Stokes problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 447
16.5 An example of stabilized problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 451
16.6 A numerical example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 453
16.7 Time discretization of Navier-Stokes equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455

16.7.1 Finite difference methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 456
16.7.2 Characteristics (or Lagrangian) methods . . . . . . . . . . . . . . . . 458
16.7.3 Fractional step methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 459

16.8 Algebraic factorization methods and preconditioners for
saddle-point systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462

16.9 Free surface flow problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 468
16.9.1 Navier-Stokes equations with variable density and viscosity 469
16.9.2 Boundary conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 470
16.9.3 Application to free surface flows . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 471



Contents XVII

16.10 Interface evolution modelling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473
16.10.1 Explicit interface descriptions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473
16.10.2 Implicit interface descriptions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473

16.11 Finite volume approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 478
16.12 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 481

17 Optimal control of partial differential equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 483
17.1 Definition of optimal control problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 483
17.2 A control problem for linear systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485
17.3 Some examples of optimal control problems for the Laplace equation 486
17.4 On the minimization of linear functionals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 487
17.5 The theory of optimal control for elliptic problems . . . . . . . . . . . . . . . . 489
17.6 Some examples of optimal control problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494

17.6.1 A Dirichlet problem with distributed control . . . . . . . . . . . . . 494
17.6.2 A Neumann problem with distributed control . . . . . . . . . . . . 495
17.6.3 A Neumann problem with boundary control . . . . . . . . . . . . . 495

17.7 Numerical tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 496
17.8 Lagrangian formulation of control problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 502

17.8.1 Constrained optimization in Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 502
17.8.2 The solution approach based on the Lagrangian . . . . . . . . . . 503

17.9 Iterative solution of the optimal control problem. . . . . . . . . . . . . . . . . . 505
17.10 Numerical examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 510

17.10.1 Heat dissipation by a thermal fin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 510
17.10.2 Thermal pollution in a river . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 512

17.11 A few considerations about observability and controllability . . . . . . . . 514
17.12 Two alternative paradigms for numerical approximation . . . . . . . . . . . 516
17.13 A numerical approximation of an optimal control problem for

advection–diffusion equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 517
17.13.1 The strategies “optimize–then–discretize” and

“discretize–then–optimize” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 519
17.13.2 A posteriori error estimates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 520
17.13.3 A test problem on control of pollutant emission . . . . . . . . . . 523

17.14 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 525

18 Domain decomposition methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 527
18.1 Some classical iterative DD methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 528

18.1.1 Schwarz method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 528
18.1.2 Dirichlet-Neumann method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 530
18.1.3 Neumann-Neumann algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 532
18.1.4 Robin-Robin algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 532

18.2 Multi-domain formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 533
18.2.1 The Steklov-Poincaré operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 533
18.2.2 Equivalence between Dirichlet-Neumann and Richardson

methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 535
18.3 Finite element approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 538



XVIII Contents

18.3.1 The Schur complement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 541
18.3.2 The discrete Steklov-Poincaré operator . . . . . . . . . . . . . . . . . 543
18.3.3 Equivalence between Dirichlet-Neumann and Richardson

methods in the discrete case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 545
18.4 Generalization to the case of many subdomains . . . . . . . . . . . . . . . . . . 547

18.4.1 Some numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 550
18.5 DD preconditioners in case of many subdomains . . . . . . . . . . . . . . . . . 551

18.5.1 Jacobi preconditioner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 552
18.5.2 Bramble-Pasciak-Schatz preconditioner . . . . . . . . . . . . . . . . . 554
18.5.3 Neumann-Neumann preconditioner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 555
18.5.4 FETI (Finite Element Tearing & Interconnecting) methods . 559
18.5.5 FETI-DP (Dual Primal FETI) methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . 563
18.5.6 BDDC (Balancing Domain Decomposition with

Constraints) methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 566
18.6 Schwarz iterative methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 566

18.6.1 Algebraic form of Schwarz method for finite element
discretizations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 567

18.6.2 Schwarz preconditioners . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 569
18.6.3 Two-level Schwarz preconditioners . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 573

18.7 An abstract convergence result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 576
18.8 Interface conditions for other differential problems . . . . . . . . . . . . . . . 577
18.9 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 580

19 Reduced basis approximation for parametrized partial differential
equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 585
19.1 Elliptic coercive parametric PDEs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 587

19.1.1 Two simple examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 588
19.2 Main components of computational reduction techniques . . . . . . . . . . 590
19.3 The reduced basis method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593

19.3.1 RB Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 594
19.3.2 Galerkin projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 594
19.3.3 Offline-Online computational procedure . . . . . . . . . . . . . . . . 596

19.4 Algebraic and geometric interpretations of the RB problem . . . . . . . . 597
19.4.1 Algebraic interpretation of the (G-RB) problem . . . . . . . . . . 598
19.4.2 Geometric interpretation of the (G-RB) problem . . . . . . . . . . 600
19.4.3 Alternative formulations: Least-Squares and

Petrov-Galerkin RB problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 602
19.5 Construction of reduced spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 605

19.5.1 Greedy algorithm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 605
19.5.2 Proper Orthogonal Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 608

19.6 Convergence of RB approximations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 611
19.6.1 A priori convergence theory: a simple case . . . . . . . . . . . . . . 611
19.6.2 A priori convergence theory: greedy algorithms . . . . . . . . . . 612

19.7 A posteriori error estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 615
19.7.1 Some preliminary estimates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 615



Contents XIX

19.7.2 Error bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 616
19.8 Non-compliant problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 617
19.9 Parametrized geometries and operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 619

19.9.1 Physical parameters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 620
19.9.2 Geometrical parameters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 622

19.10 A working example: a diffusion-convection problem . . . . . . . . . . . . . . 626

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 635

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 649





http://www.springer.com/978-88-470-5521-6


