
Contents

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Linear Ordinary Differential Equations. . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Simple Linear Delay Differential Equations . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 An Example from Population Dynamics . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 An Example from Mechanical Engineering. . . . . . . . . . . . . . 10
1.5 Scopes and Synopsis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

Part I Theory

2 Notation and Basics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.1 Notation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 The Cauchy Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3 Stability of Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3 Stability of Linear Autonomous Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.1 The Solution Operator Semigroup and the Infinitesimal

Generator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.2 Spectral Properties and the Characteristic Equation . . . . . . . . 27
3.3 Linearization and Equilibria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4 Stability of Linear Periodic Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.1 The Evolution Operator and the Monodromy Operator. . . . . . 36
4.2 Linearization and Periodic Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

Part II Numerical Analysis

5 The Infinitesimal Generator Approach. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.1 The Pseudospectral Differentiation Method. . . . . . . . . . . . . . 45
5.2 The Piecewise Pseudospectral Differentiation Method . . . . . . 48
5.3 Convergence Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

ix

http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_1#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_2#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_2#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_2#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_2#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_2#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_2#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_3#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_3#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_3#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_3#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_3#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_3#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_3#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_4#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_4#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_4#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_4#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec3


5.3.1 A Related Collocation Problem. . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.3.2 Convergence of the Eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.3.3 Quadrature for Distributed Delays . . . . . . . . . . . . . . 62

5.4 Convergence of the Piecewise Method. . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.5 Other Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

6 The Solution Operator Approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.1 The Pseudospectral Collocation Method. . . . . . . . . . . . . . . . 68

6.1.1 Discretization of X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
6.1.2 Discretization of Xþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
6.1.3 Discretization of T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

6.2 The Collocation Equation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
6.3 Convergence Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

6.3.1 Convergence of the Eigenvalues of bTN . . . . . . . . . . 79
6.3.2 Convergence of the Eigenvalues of bTM;N . . . . . . . . . 83
6.3.3 Quadrature for Distributed Delays . . . . . . . . . . . . . . 85

6.4 Other Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

Part III Implementation and Applications

7 MATLAB Implementation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
7.1 Introducing the Model in MATLAB . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
7.2 The Infinitesimal Generator Approach . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

7.2.1 A Single Discrete Delay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
7.2.2 A Single Distributed Delay . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
7.2.3 The Piecewise Method. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

7.3 The Solution Operator Approach. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
7.3.1 The Meshes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
7.3.2 The Matrix T ð1Þ

M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

7.3.3 The Matrix T ð2Þ
M;N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

7.3.4 The Matrix Uð1Þ
M;N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

7.3.5 The Matrix Uð2Þ
N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

8 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
8.1 Test Cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

8.1.1 Test 1: Linear Autonomous Equations with
a Discrete Delay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

8.1.2 Test 2: Linear Autonomous Equations with
Multiple Discrete Delays . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

8.1.3 Test 3: Linear Autonomous Equations with
a Distributed Delay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

x Contents

http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_5#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec11
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec11
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec12
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec12
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec13
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_6#Sec13
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec11
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec11
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec12
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_7#Sec12
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec4


8.1.4 Test 4: Linear Autonomous Systems . . . . . . . . . . . . 126
8.1.5 Test 5: Linear Periodic Equations . . . . . . . . . . . . . . 127
8.1.6 Test 6: Linearized Periodic Equations . . . . . . . . . . . 129

8.2 Equilibria in Population Dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
8.3 Periodic Problems in Engineering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

Series Editors’ Biographies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

Contents xi

http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4939-2107-2_8#Sec9


http://www.springer.com/978-1-4939-2106-5


	Contents

