
Contents

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Bose–Einstein Condensation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 The Many-Body Physics of Tunneling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Theoretical Description of Quantum Many-Body Systems . . . . . 3
1.4 Structure of this Thesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Theoretical Concepts and Numerical Methods . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.1 The Schrödinger Equation from a Many-Body Perspective . . . . . 9

2.1.1 Second Quantization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.1.2 Quantities of Interest . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Theoretical Methods Employing the Full
Many-Boson Hamiltonian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2.1 The Time-Dependent Variational Principle. . . . . . . . . . . 18
2.2.2 The Time-Dependent Gross–Pitaevskii Equation . . . . . . . 19
2.2.3 Best Mean-Field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.4 The Multiconfigurational Time-Dependent

Hartree Method for Bosons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3 Theoretical Methods Employing Model Hamiltonians . . . . . . . . 24

2.3.1 Bose–Hubbard and Time-Evolved Block Decimation . . . 24
2.3.2 The Discrete Non-Linear Schrödinger Equation . . . . . . . 25

2.4 Numerical Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4.1 The Multiconfigurational Time-Dependent

Hartree for Bosons Software Package . . . . . . . . . . . . . . 26
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 Benchmarks with Analytically Solvable Problems . . . . . . . . . . . . . 35
3.1 The Harmonic Interaction Model. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2 Benchmark Studies with the Harmonic Interaction Model . . . . . 37

3.2.1 One-Dimensional HIM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.2.2 Two-Dimensional HIM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.3 Dynamics of an Interaction Quench in the Harmonic
Interaction Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

xv

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_1#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_1#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_1#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_1#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_1#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_1#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_1#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_1#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_1#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec13
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec13
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec13
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec14
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec14
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec15
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec15
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec16
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec16
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec17
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec17
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec17
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec18
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec18
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec19
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec19
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec20
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec20
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec21
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec21
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec22
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec22
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Sec22
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_2#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec5


3.4 Comment on the Effects of the Separability of the Harmonic
Interaction Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.5 Discussion and Summary of the Benchmark
with the Harmonic Interaction Model. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4 A Case Study with an Attractive BEC: Comparison
of Lattice Model, Gross–Pitaevskii, and MCTDHB
Predictions on a Tunneling Process. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.1 Mapping of Discrete and Continuous Space Problems . . . . . . . . 56
4.2 Comparison of DNLS, BH, TDGP and MCTDHB Dynamics . . . 58
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5 Theoretical Considerations and Analytical Models
on the Many-Body Physics of Tunneling Bosons . . . . . . . . . . . . . . 63
5.1 Analytical Considerations Within the Gross–Pitaevskii

Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.2 Analytical Considerations Beyond Gross–Pitaevskii . . . . . . . . . . 66

5.2.1 Decomposition of Hilbert Space into Subspaces . . . . . . . 66
5.2.2 Model for the Energetics of the Many-Body Physics

of Tunneling to Open Space. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5.2.3 Model with Two Momenta from Single-Particle

States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6 Tunneling of a Many-Boson System to Open Space
Without a Threshold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
6.1 One-Body Density and Integrals on It . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
6.2 Momentum Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
6.3 Coherence from Natural Occupations

and Correlation Functions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
6.4 Tunneling Without a Threshold and Stronger Interactions . . . . . 83
6.5 Direct Detection of the Momentum Spectra . . . . . . . . . . . . . . . 84
6.6 Connection of the Numerical Experiment

to Prior Model Considerations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

7 Tunneling of a Many-Boson System to Open Space
with a Threshold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
7.1 Setup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
7.2 Threshold Potentials and Their Dynamics from the Point

of View of Energetics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
7.3 Controlling the Dynamics of Two Bosons by the Threshold . . . . 93

xvi Contents

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_3#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_4#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_4#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_4#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_4#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_4#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_5#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_6#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec4


7.4 Controlling the Dynamics of Three Bosons
by the Interactions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
7.4.1 Nonescape Probabilities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
7.4.2 Coherence and Correlations in the Tunneling Process

with a Threshold for N ¼ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
7.5 Validation of the Control Scheme for Stronger Interactions

and Larger Particle Numbers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

8 Final Remarks and Outlook . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
8.1 Final Remarks. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
8.2 Outlook . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

Appendix A: Particle Loss Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

Appendix B: The Concept of Local Fragmentation . . . . . . . . . . . . . . 117

Appendix C: Reduced One-Body Density Matrix and Momentum
Distribution of a Gross–Pitaevskii Wave Function
Composed of Two Plane Waves. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

Appendix D: Derivation of the Reduced One-body Density
for a System Tunneling with Two Momenta . . . . . . . . . 125

Appendix E: Derivation of the Diagonal of the Reduced Two-body
Density for a System Tunneling with Two Momenta . . . 127

Appendix F: Derivation of the Diagonal of the Second Order
Correlation Function for a System Tunneling
with Two Momenta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

Appendix G: Densities of a Model with Delocalized Orbitals
and Two Momenta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

Appendix H: Author’s Works and Awards . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

Contents xvii

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_7#Bib1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_8#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_8#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_8#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_8#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-07085-8_8#Bib1


http://www.springer.com/978-3-319-07084-1


	Contents

