
Contents

1 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 What is Combinatorics? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Induction and Contradiction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4 Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.5 The Pigeonhole Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.6 The Method of Combinatorial Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Basic Counting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1 The Multiplication Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2 The Addition Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.3 Permutations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.4 Application: Legendre’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.5 Ordered Subsets of [n] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.6 Application: Possible Games of Tic-tac-toe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.7 Stirling Numbers of the First Kind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3 The Binomial Coefficient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.1 Unordered Subsets of [n] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.2 Application: Hands in Poker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.3 The Binomial Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.4 Identities Involving the Binomial Coefficient . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.5 Stars and Bars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.6 The Multinomial Coefficient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
3.7 Application: Cryptosystems and the Enigma . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4 Distribution Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.2 The Solution of Certain Distribution Problems . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.3 Partition Numbers and Stirling Numbers of the Second Kind . . . . 104
4.4 The Twelvefold Way . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

ix



x Contents

5 Generating Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
5.1 Review of Factoring and Partial Fractions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
5.2 Review of Power Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
5.3 Single Variable Generating Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
5.4 Generating Functions with Two or More Variables . . . . . . . . . . . . . 137
5.5 Ordered Words with a Given Set of Restrictions . . . . . . . . . . . . . . . 143

6 Recurrence Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
6.1 Finding Recurrence Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
6.2 The Method of Generating Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
6.3 The Method of Characteristic Polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
6.4 The Method of Symbolic Differentiation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
6.5 The Method of Undetermined Coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

7 Advanced Counting—Inclusion and Exclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
7.1 The Principle of Inclusion and Exclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
7.2 Items That Satisfy a Prescribed Number of Conditions . . . . . . . . . 205
7.3 Stirling Numbers of the Second Kind and Derangements Revisited 209
7.4 Problème des Ménage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

8 Advanced Counting—Pólya Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
8.1 Equivalence Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
8.2 Group Actions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
8.3 Burnside’s Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
8.4 Equivalent Colorings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
8.5 Pólya Enumeration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

9 Application: Probability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
9.1 Basic Discrete Probability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
9.2 The Expected Value and Variance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
9.3 The Binomial Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
9.4 The Geometric Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
9.5 The Poisson Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280
9.6 The Hypergeometric Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

10 Application: Combinatorial Designs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291
10.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291
10.2 Block Designs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294
10.3 Steiner Triple Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
10.4 Finite Projective Planes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302

11 Application: Graph Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
11.1 What is a Graph? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
11.2 Cycles Within Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315
11.3 Planar Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322
11.4 Counting Labeled Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327



Contents xi

11.5 Pólya Theory Revisited . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331

Appendices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 359



http://www.springer.com/978-3-319-13843-5


	Contents



