
Contents

1 Infinitesimal specification of continuous time Markov chains . . . . . . . . 1
1.1 Poisson and general counting processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Modeling with intensities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Multivariate counting processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 Continuous time Markov chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Models of biochemical reaction systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.1 The basic model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1.1 Example: Gene transcription and translation . . . . . . . . . . . . . . 22
2.1.2 Example: Virus kinetics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.1.3 Example: Enzyme kinetics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.2 Deterministic models of biochemical reaction systems,
and first-order reaction networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3 Stationary distributions of stochastically modeled reaction systems . . 33
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2 Network conditions, complex-balanced equilibria,

and the deficiency zero theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.3 Stationary distributions for complex-balanced models . . . . . . . . . . . . 36
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4 Analytic approaches to model simplification and approximation . . . . . 43
4.1 Limits under the classical scaling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.2 Models with multiple time-scales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.2.1 Example: Derivation of the Michaelis-Menten equation . . . . 48
4.2.2 Example: Approximation of the virus model . . . . . . . . . . . . . 50

Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

ix



x Contents

5 Numerical methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
5.1 Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
5.2 Generating random variables: Transformations of uniforms . . . . . . . 56
5.3 Exact simulation methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.3.1 Embedded discrete time Markov chains and the stochastic
simulation algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.3.2 The next reaction method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
5.4 Approximate simulation with Euler’s method / τ-leaping . . . . . . . . . 62
5.5 Monte Carlo and multi-level Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.5.1 Computational complexity for Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . 63
5.5.2 Multi-level Monte Carlo (MLMC) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

A Notes on probability theory and stochastic processes . . . . . . . . . . . . . . . 69
A.1 Some notation and basic concepts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

A.1.1 Measure theoretic foundations of probability . . . . . . . . . . . . . 69
A.1.2 Dominated convergence theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
A.1.3 General theory of stochastic processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

A.2 Martingales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
A.2.1 Doob’s inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

A.3 Stochastic integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
A.4 Convergence in distribution and the functional central limit

theorem for Poisson processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
A.5 Conditioning and independence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
A.6 Directed sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
A.7 Gronwall inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83



http://www.springer.com/978-3-319-16894-4


