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2 Viel-Teilchen-Modellsysteme

In diesem Abschnitt sollen einige hdufig diskutierte Modellsysteme eingefiihrt werden, an
denen wir spiter die Elemente der abstrakten Theorie demonstrieren und testen wollen.
Bei der Formulierung der Modell-Hamilton-Operatoren werden wir bereits das Trans-
formieren von der ersten in die zweite Quantisierung tiben konnen. Die ausgewahlten
Beispiele stammen sdmtlich aus dem Bereich der Theoretischen Festkorperphysik und
sollen mit ein paar einfithrenden Bemerkungen vorbereitet werden.

Der Festkorper ist sicher ein Viel-Teilchen-System,

N
FK = Z (Teilchen), ,
i=1

zusammengesetzt aus Atomen oder Molkiilen, die miteinander wechselwirken. Das
Teilchen besteht aus einem oder mehreren positiv geladenen Kernen und einer negati-
ven Elektronenhiille. Man unterscheidet Rumpfelektronen und Valenzelektronen. Die
Rumpfelektronen sind fest gebunden, d. h. in unmittelbarer Kernnahe lokalisiert. Sie stam-
men in der Regel aus abgeschlossenen Schalen — Ausnahmen sind z. B. die 4f-Elektronen
der Seltenen Erden - und haben damit kaum Einfluss auf typische Festkorpereigenschaf-
ten. Dies ist anders bei den Valenzelektronen, die aus nicht abgeschlossenen Schalen
stammen und z. B. fiir die Festkorperbindung zustidndig sind. Natiirlich ist die Aufteilung
in Rumpf- und Valenzelektronen nicht immer eindeutig. Darin liegt bereits eine gewisse
Niaherung. Unter einem Gitterion versteht man in diesem Sinne die Summe aus Kern plus
Rumpfelektronen. Dies ergibt das folgende Modell:

Festkorper:
wechselwirkendes Teilchensystem aus Gitterionen und Valenzelektronen.

Wie sieht der zugehorige Hamilton-Operator aus?
H:He+Hi+Hei . (21)

Das Teilsystem der Elektronen wird durch den Operator H, beschrieben:

Epp 11 H &
P = He kin + Hee . (2'2)
25 o

N, istdie Anzahl der Valenzelektronen. Der erste Summand stellt deren kinetische Energie,
der zweite Summand ihre Coulomb-Wechselwirkung dar. r;, r; sind die Elektronenorte.

Das Teilsystem der Ionen wird bestimmt durch den Operator H;:

Nj p2 la#-ﬁ
Hi = Z s Z Vi(Ra_R/S) = H; xin + Hii - (2.3)
o1 2M, 2 o

Die Ion-Ton-Wechselwirkung soll hier zunéchst nicht weiter spezifiziert werden. Es han-
delt sich aber auf jeden Fall um eine Paarwechselwirkung. Sie ist mitverantwortlich dafiir,



2.1 Kristallelektronen

dass die Gleichgewichtslagen der Ionen R ein streng periodisches Kristallgitter definie-
ren. Die Jonen fithren um diese Gleichgewichtslagen Schwingungen aus. Deren Energien
sind quantisiert. Das Elementarquant heif3t Phonon. Es ist deshalb zweckmiflig, H;; noch
einmal aufzuspalten in

Hy=H" +H,. (2.4)

Higo) bestimmt z. B. die Festkorperbindung, H,, die Gitterdynamik.
Die Wechselwirkung der beiden Teilsysteme wird schliefllich durch

Ne N;
He; = Z Z Vei (ri _sz) (2.5)

i=la=1

wiedergegeben, wobei auch hier eine weitere Aufteilung zweckmifiig ist:
Hi=H" +He . (2.6)

H e(io) betrifft die Wechselwirkung der Elektronen mit in Gleichgewichtspositionen befind-
lichen Ionen. H,,, ist die Elektron-Phonon-Wechselwirkung.

Die exakte Losung fiir das Gesamtsystem (2.1) erscheint unmdéglich. Eine Approximation
kann in den folgenden drei Schritten erfolgen:

1. Elektronenbewegung, z. B. im starren Ionengitter: H, + He(io).
2. Jonenbewegung, z. B. im homogenen Elektronensee: Hp.
3. Kopplung, z. B. storungstheoretische Behandlung von H,,,.

Entsprechend dieses Konzepts diskutieren wir im néchsten Abschnitt zundchst das elek-
tronische Teilsystem.

2.1 Kristallelektronen
2.1.1 Nicht wechselwirkende Bloch-Elektronen

Wir betrachten zunéchst Elektronen in einem starren Ionengitter, die nicht miteinander,
sondern nur mit dem periodischen Gitterpotential wechselwirken, d.h., wir suchen die
Eigenlosungen des folgenden Hamilton-Operators:

Hy = He in + H | 2.7)

Die in ihren Gleichgewichtspositionen verankerten Ionen definieren das so genannte Git-
terpotential:

V(r)= % Vei (ri-R() . (2.8)
a=1
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2 Viel-Teilchen-Modellsysteme

Fiir die Ionenpositionen RO gilt genauer:

R{” > R"=R"+R,,
“ s ’ (2.9)
n=(n,ny,ny); meZ.

R" definiert das Bravais-Gitter:

3
R" = ma;. (2.10)
i=1

a,, a,, a; sind die primitiven Translationen. R, sind die Ortsvektoren der Basisatome. Die
erwihnte Periodizitit betrifft das Bravais-Gitter:

V(r+R") 2V (r,) . (2.11)

V (r;) = V (#) ist ein Ein-Teilchen-Operator, und dies iibertrigt sich auf:
Ne
HY =3V (i) - (2.12)
iz

Wir haben deshalb die folgende Eigenwertgleichung zu 19sen:

howi(r) = e(k)yi(r) . (2.13)

Man nennt y(r) eine Bloch-Funktion und e(k) die zugehérige Bloch-Energie. k ist ein
Wellenvektor der ersten Brillouin-Zone. Mit Ay ist der Operator

2

ho = o, V(#) (2.14)
2m

gemeint. Die Losung (2.13) stellt fiir realistische Gitter ein nichttriviales Problem dar. Aus
der Perdiodizitit (2.11) des Gitterpotentials leitet man das fundamentale Bloch’sche Theo-
rem ab:

Vi (r+R") = e”"R"wk(r) . (2.15)

Macht man den tiblichen Ansatz
yi(r) = ug(r)e* ", (2.16)
so muss die Amplitudenfunktion gitterperiodisch sein:

ug (r+R") = ug(r) . (2.17)



2.1 Kristallelektronen

Die Bloch-Funktionen yy(r) bilden ein vollstindiges, orthonormiertes System:

[ Eryi (N (r) = S (2.18)
1.BZ
2wy () =8(r-r") . (2.19)
k

Summiert wird tiber alle Wellenvektoren k der ersten Brillouin-Zone. Diese sind wegen
periodischer Randbedingungen diskret. — Da hj keine Spinanteile enthilt, faktorisiert die
Eigenfunktion in einen Spin- und einen Ortsanteil:

|ko) < Bloch-Zustand,
(rlko) = yio(r) =yi(r)x, » (2.20)
— 1 . —_ 0
n=(o) 1)

Falls Elektronen aus verschiedenen Energiebdndern betrachtet werden, erscheint an der
Bloch-Funktion noch ein Bandindex n. Wir beschrianken uns hier jedoch auf Elektronen
aus einem einzigen Band.

Wir definieren:

a;, (axs): Erzeugungs-(Vernichtungs-)operator
eines Bloch-Elektrons.

Da Hj ein Ein-Teilchen-Operator ist, folgt aus (1.100):

Ho= ) (ko |ho|Ko")ai, ap,: -
kl;Z’
Das Matrixelement ldsst sich leicht berechnen
(ko |ho|K'o") =e(K') (ko |K'c") = e(k) S 85or » (2.21)
da |ko) Eigenzustand zu hy ist. Damit folgt:

Hy =) e(k)ag, age = ) e(k)nko - (2.22)
ko ko

Die Bloch-Operatoren ay,, ay, erfiillen natiirlich die fundamentalen Vertauschungsrelatio-
nen:

[aktﬂ ak'a’]+ = [al-:o’ a;’g’]+ =0, (223)

[akos afrgr], = Okt Boor - (2.24)
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2 Viel-Teilchen-Modellsysteme

Vernachldssigt man die kristalline Struktur des Festkorpers und betrachtet das Ionengitter
lediglich als positiv geladenen, homogenen Hintergrund fiir das Elektronensystem (V(r) =
const), so werden aus den Bloch-Funktionen ebene Wellen,

vi(r) = Leik oy (2.25)

[V=const] /V

und aus den Bloch-Energien wegen p? / 2m = —(h?* | 2m) A:

(k) (Teeons]  2m (2.26)

(V ist das Volumen des Festkorpers! Man unterscheide V von V, dem Gitterpotential!) Wir
wollen noch zwei weitere, fiir Anwendungen wichtige Darstellungen von H, diskutieren,
z. B. die mit

Feldoperatoren

Vo(r), Yolr),

die wie in (1.63) bis (1.69) zu verstehen sind, wobei wir allerdings zuséatzlich den Spin
des Elektrons beriicksichtigen. Die Verallgemeinerung der fritheren Formeln liegt auf der
Hand. So gilt z. B.:

(Vo (r), Vo (r')], =0 (r—7") 840 . (2.27)

Damit folgt fiir Hy:

H, = Z f Erdr (ro | ho | o' YG:(r) T (r)

o, o’

- J)Z‘:’ [/ Prd’r §gor (—zh—mA,r + V(r')) S(r—r")yl(r)y, (r')
= Zg;/-d%f//\;(r) (—%A,JV(r))%(r) . (2.28)

Eine weitere spezielle, hdufig verwendete Ortsdarstellung benutzt

Wannier-Funktionen
1.BZ

~ S et Ry (r) . (2.29)
ik

—

w, (r—-Ry) =




2.1 Kristallelektronen

Abb. 2.1 Qualitative Ortsab-
hangigkeit des Realteils einer
Wannier-Funktion

v
Rew,;

\\/ R1 \_/ r
Typisch fiir diese ist die relativ starke Konzentration um den jeweiligen Gitterplatz R;.
Mit (2.18) sowie

1 1.BZ ke (R—R:
N Zk: ek (RoR)) _ 5, (2.30)

beweist man leicht die Orthogonalitatsrelation:
/-dsrw; (Y—Ri) [P (r—R]) = 600’ (81] . (231)
Mit den Bezeichnungen

lic) < Wannier-Zustand,

<t‘|i0’) = wa(r_Ri) >

(2.32)
al, (ai;): Erzeugungs- (Vernichtungs-)operator eines Elektrons
in einem Wannier-Zustand am Gitterplatz R; ,
lautet Hy in zweiter Quantisierung,
H, = Z Tj a;, Ajg » (2.33)

ijo

und beschreibt in anschaulicher Weise das Hiipfen eines Elektrons mit dem Spin o vom
Gitterplatz R; — dort wird es vernichtet — zum Gitterplatz R;, wo es erzeugt wird. Tj; heif3t
deshalb auch das

> ~Hopping“-Integral.

Es gilt zunichst:
(io | ho | jo') = 8440 (io | ho | jor)
= 6001 Z <10' | kO']) <k0'1 | h() | k,0'2) (k,0'2 |]O')

kK
01,072

= 00/ Z e(k) (io | kay) (koy | K'ay) (K'ay | jo)

kK
01,072

=850 . &(k) (io | ko) (koy | jo).

k,o‘l

(2.34)
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42 2 Viel-Teilchen-Modellsysteme
Die verbleibenden Matrixelemente berechnen sich schliefilich wie folgt:
(io | ko) = fd3r (io | r) (r]| koy)
= [ &1 (r = R) o, (1)
fze‘k & [ g, (v, (1)

R eik-Ri
\/_ Zel ! 8kk' 6001 = 8001 —N .
Dies ergibt in (2.34):
<i0 | ho |jOJ) = 00/ Tij (2.35)

mit 1

Ty = — Y e(k)e* (k) (2.36)

N %

Die Umkehrung lautet

e(k) = Z Tye K (RioRy) | (2.37)

l 1 ]
wie man durch Einsetzen in (2.36) mithilfe von (2.30) verifiziert.

Den Zusammenhang zwischen Bloch- und Wannier-Operatoren findet man wie in (1.66)
am Beispiel der Feldoperatoren demonstriert:

1.BZ
N iak s (238)
SR
kg = Z C_ik.Ri Ais . (239)

ii=1

Aus den Vertauschungsrelationen der Bloch-Operatoren (2.23) und (2.24) folgen dann un-
mittelbar die der Wannier-Operatoren (s. Aufgabe 2.1.3):

[ai0, ajor], = [a @3], =0, (2.40)

[ai0, a5r], = 88001 - (2.41)

2.1.2 Jellium-Modell

Das Modell ist zur Beschreibung einfacher Metalle brauchbar und basiert auf den folgenden
Annahmen:



2.1 Kristallelektronen

1. N, Elektronen im Volumen V = L? iiben aufeinander die Coulomb-Wechselwirkung

& Ho
ez (2.42)
87'[80 i,j |ri — r]|
aus.
2. Die Ionen sind einfach positiv geladen:
N.=N,=N. (2.43)

3. Die Ionen bilden einen homogen verschmierten Hintergrund und sorgen damit fiir
a) Ladungsneutralitit, b) konstantes Gitterpotential.
Aus den Bloch-Funktionen werden ebene Wellen:

1 .
Yio(r) = —(=e* "y . (2.44)

vV
4. Periodische Randbedingungen auf V sorgen fiir diskrete Wellenzahlen:

2n
k= T( x,ny,nz) s My €74 (2.45)
Wie sieht der diesen Annahmen entsprechende Modell-Hamilton-Operator in erster
Quantisierung aus? Er sollte sich aus drei Termen zusammensetzen:

H=H,+H, +H., . (2.46)
H, ist so wie in (2.2) gemeint und ist der eigentlich entscheidende Term. H, beschreibt die

homogen verschmierten Ionenladungen, wobei homogen verschmiert heifen soll, dass die
Tonendichte n(r) ortsunabhingig ist:

N
N 247
n(r) — v (2.47)
Damit lautet H, :
2 . 4 ’
e f Eraiy MO n () o) (2.48)
8rme Ir—r/|

Wegen der Annahme 4. miissen wir unsere Resultate im thermodynamischen Limes
diskutieren, d.h. fiir N - oo, V — oo, N/ V — const. Wegen der Langreichweitigkeit der
Coulomb-Krifte divergieren dann die Integrale. Aus diesem Grund wird ein konvergenzer-
zeugender Faktor exp (—a|r—+'|) mit a > 0 eingefithrt. Nach Auswertung der Integrale wird
der Grenziibergang o — 0 vollzogen.

43

o~
o
5=
o
T
p2




44

2 Viel-Teilchen-Modellsysteme

Wegen (2.47) benétigen wir in (2.48) das folgende Integral:

!
—alr—r'| —ar
e e 4nV
d*rd’r’ = Vfd3r — )
f |r_r/| J r V > oo 0(2

Damit ergibt sich:

¢ N24n
8mey Vo a?

L= (2.49)
H, divergiert zwar fiir « — 0, wird aber durch andere noch zu besprechende Terme kom-
pensiert. He. in (2.46) beschreibt die Wechselwirkung der Elektronen mit dem homogenen
Ionensee:

i’l(t‘ —zx|r—r-\
= i, 2.50
He. 47180 21 [ g (2.50)

rr,

Mit denselben Uberlegungen wie zu H, folgt:

e NXN e—zx|r—r,-|
Ho,=--2 2% [ &
. 4mey V ,»; ' |r - r,-|

e NX4
4ney V {1 o

3

S}

Ersetzen wir wiederum die klassische Teilchenzahl N durch den Teilchenzahloperator N,

so bleibt: ,
e~ N*<4nm
H., =- —_— . 2.51
e 4y V. a? (2:51)

Insgesamt wird damit aus unserem Modell:

H=H,—-———. 2.52
24mey V a? (2:52)

Dies sieht fiir & — 0 zwar immer noch kritisch aus, jedoch werden wir sehen, dass H, einen
ganz entsprechenden Term enthilt, der den zweiten Summanden in (2.52) gerade aufhebt.
H, ist der eigentlich entscheidende Operator, der sich gemaf} (2.2) aus der kinetischen
Energie Hy (2.7) und der Coulomb-Wechselwirkung H,. (2.42) zusammensetzt. Hy ha-
ben wir schon im letzten Abschnitt in die zweite Quantisierung transformiert. He, ist ein
typischer Zwei-Teilchen-Operator, fiir den nach (1.100) in der Bloch-Darstellung gilt:

Y, v(kio,... ke0s) ag, . G5, 5, Gk, oy ks oy - (2.53)
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