Kapitel 9

Raumlicher Spannungszustand
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9 Ra&umlicher Spannungszustand

9.1 Problemdefinition

Das Bild 9.1 zeigt einen dreidimensionalen', linear elastischen Kérper mit
einem Volumen V und einer Oberfliche Q. Er wird in einem kartesischen
Koordinatensystem beschrieben. Die natiirlichen Randbedingungen bestehen
aus Flichenlasten 05. Die wesentlichen Randbedingungen 04 stellen sich als
bekannte Verschiebungen auf der Oberfliche €2, dar.

Bild 9.1. Ein linear elasti-
scher Korper mit dem Volu-
men V

9.2 Die Grundgleichungen des rdaumlichen Problems

Im Tonti-Diagramm nach Bild 9.2 sind die drei Feldgleichungen des raumli-
chen Problems angefiihrt. Diese sind das Verschiebungsfeld ﬁ, das Dehnungs-
feld £ und das Spannungsfeld &. Weiterhin sind im Tonti-Diagramm die we-
sentlichen und natiirlichen Randbedingungen angefiihrt.

Verschiebungen

Das vektorielle Verschiebungsfeld it (x,y, z) enthélt die Komponenten u(z, y, 2),

v(z,y,2) und w(x,y,z). v ist die Verschiebung in z-Richtung, v die in y-
Richtung und w die Verschiebung in z-Richtung:

—

= g, z) oy, z) w(zy,z) (731)

! Ausgangspunkt der Betrachtung des rdumlichen Spannungszustandes ist die
Darstellung elastostatischer Probleme im Kap. 3 auf der S. 61 fiir den dreidimen-
sionalen Fall.
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Bild 9.2. Das rdumliche Spannungsproblem im Tonti-Diagramm dargestellt

(®» Dehnungen
Das Dehnungsfeld ist ein dyadisches Feld (s. (33) auf der S. 29) mit den sechs
Komponenten ez, €yy, €225 Yoy, Vy» und 7:,. Die Dehnungen werden wie
auch die Spannungen im Rahmen der FEM als Vektor geschrieben:

€ = | €za Eyy €2z Yoy Vyzr Ve (732)

(® Spannungen
Das Spannungsfeld stellt sich als dyadisches Feld mit den sechs Komponenten
Oxxs Oyys Ozzs Ogy, Oy, Und 0., dar. Sie werden analog zu den Dehnungen in
Vektorform geschrieben:

0" =| Opx Oyy 0wz Ozy Oys Oy (733)

© 9.2.1 Die Feldgleichungen des rdumlichen Problems
Die drei Felder des rdumlichen Problems werden iiber die drei Feldgleichungen
(Kinematik-, Stoff- und Gleichgewichtsgleichung) miteinander verkniipft.

(® Kinematische Beziehung
Die kinematische Beziehung & = L (s. Bild 9.2) lautet in ausfiihrlicher
Schreibweise:
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Uber den Differentialoperator L werden die Verschiebungen @ mit den Deh-
nungen & verkniipft.

Stoffgleichungen
Mit Hilfe der Stoffmatrix D und der Beziehung ¢ = D € lassen sich aus den
Dehnungen £ die Spannungen & berechnen. In ausfiihrlicher Form:

Owx a v v 0 0 0 o

Oyy v a v 0 0 0 Eyy
- Oss F v v a« 0 0 O €as D
g = = = g

oy | LFVA=2V) 10 0 0 8 0 0 || 7y

Oy 7 000 00 8 0/ e

o 0O 00 0 0 p Ve

L 1N L JL J
D
(735)

In der Stoffmatrix D tritt fiir den isotropen Fall neben dem Elastizitdtsmodul
E noch die Querkontraktion v auf (¢ =1 —v, = (1 —2v)/2).

Gleichgewichtsbeziehung
Die Gleichgewichtsbeziehung LY G+b = 0 (s. Bild 9.2) schreibt sich in ausfiihr-
licher Form:
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- B Oxx
0 0 0 '
Ox 00 oy 0 0z Tyy b 0
0 0 0 Ozz
"oy Y a0 o tlby [ =]0] (736)
0 0 0 b, 0
00 0z 0 Oy Ox Tyz
) T | Oz

Der Vektor b beschreibt sogenannte Volumenkréfte. Dies sind innere Kréfte,
die an das Volumen gekoppelt sind. Mit Hilfe des Beschleunigungsvektors g

und der Dichte p lassen sie sich schreiben als: b = p 9r Gy G-

Randbedingungen

Die wesentlichen Randbedingungen 4 = % werden dem Rand €, aufgeprigt
(s. Bild 9.1), wobei auch punktférmige Lagerungen méglich sind.

Die natiirlichen Randbedingungen der Form nao = 0;5 werden dem Rand €3,
zugeordnet. Dabei stellt sich 0]5 als aufgeprigte Flachenlast dar. Die Matrix

n ist in (151) auf der S. 63 definiert.

9.3 Das Funktional des raumlichen Problems

Das Gesamtpotential fiir den rdumlichen Fall lautet:

1 o T . .
= /5T5dV—/ ﬁdeV—/aTﬁdA— i’ F (737)
2 )y v Q

Die Forménderungsarbeit 1/2 [, €73 dV 148t sich iiber die Beziehungen (734)
und (735) beschreiben. In dem Potential der Volumenkrifte [|, aThdv geht
das Verschiebungsfeld nach (731) ein. Der Vektor b= p g enthélt die Dichte p
und einen Beschleunigungsvektor g. Der Term [, WT'pdA erfaft die Flichen-
last p, die auf der Flidche €, zu finden ist. Der letzte Term in (737) beschreibt
das Potential der Einzelkréfte.
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9.4 Das vierknotige Tetraederelement

9.4.1 Volumenkoordinaten

In Bild 9.3 ist ein Tetraeder in vier Teilvolumina zerlegt worden, wobei ein
Teilvolumen aus dem Tetraeder herausgedreht worden ist. Die Eckpunkte
sind jeweils mit den Ziffern 1 bis 4 belegt. Im Tetraeder wird ein Punkt
P betrachtet. Die Teilvolumina werden dadurch gebildet, dafl von P Kan-
ten zu den Eckpunkten gezogen werden. Diese wiederum bilden Flichen, die
sich gleichzeitig als Schnittflichen zwischen den Teilvolumina darstellen. Zur
Einfithrung der Volumenkoordinaten L1, Lo, L3 und L4 werden nachfolgende
Verhéltnisse zwischen den Teilvolumina und dem Volumen V' des Tetraeders
gebildet:

L, = V;M L= Viza L= Viog L= Vios (738)

Bild 9.3. Tetraederelement
in vier Teilvolumina unter-
teilt

Das Teilvolumen Vj;;, ist das Volumen, das die Eckpunkte ijk aufweist. Mit
Hilfe der nachfolgenden Beziehung lassen sich die Volumenkoordinaten I,
bis L4 eines Punktes P, der innerhalb des Tetraeders liegt, in kartesische
Koordinaten umrechnen:

1 1 1 1 1 14
x T1 Ty Tz T4 Lo
- (739)
Yy Y Y2 Yz Ya L
z z1 22 23 24 Ly
N -~ P2
z c i
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© 9.4.2 Das vierknotige Tetraederelement in globalen Koordinaten
In Bild 9.4 ist ein vierknotiges Tetraederelement in einem globalen Koordina-
tensystem dargestellt. Es weist die Knoten 1 bis 4 auf. Fiir den dritten Knoten
sind die Freiheitsgrade des Knotens, ndmlich die Verschiebungen u, v und w
eingezeichnet. Knoten 1 zeigt die moglichen Belastungen eines Knotens.

4 (.’1747 Ya, Z4)

zy Y Uy
F (73,93,23)
7 / 1
Jl 1 (xh Y ’Zl) § Bild 9.4. Tetraederelement in einem
Z1 (x2 Y ”Z?) globalen z,y, z-Koordinatensystem

95 9.5 Diskretisierung des Funktionals

© 9.5.1 Formfunktionen des vierknotigen Tetraederelementes

(®» Ansatzfunktion fiir die Verschiebungen
Die Ansatzfunktion fiir die drei Verschiebungen w, v, w wird in den Volu-
menkoordinaten formuliert. Es steht ¢ stellvertretend fiir u, v oder w:

op=ag+a1l1+axlotasls=a ¥=17 a (740)

® Interpolationsbedingungen

(L1 =1,Lo=L3=Lys=0)=¢1 = ap+a1 = ¢
(Lo=1,L1 =L3=Lys=0) = ¢2 = ag + a2 = ¢
¢(Ls=1,L1 =Ly =Ly =0)=¢3 = ao +az = ¢3
d(Ly=1,L1 =Ls=L3=0)=¢g = ag = ¢Pq4 (741)

Als lineares Gleichungssystem geschrieben:
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1100 al [ ]
1 01 0 a
o™ (742)
1 0 0 1 as ®s3
1000 as Pa
\_ ~ /\_v - \_v_-/
A a 3
Einsetzen von @ = A~% ¢ in (740) fiihrt auf die Formfunktionen N:
0 0 0 1
- 100 1.
¢p=T A" ¢=11 L Ly Ls ¢
01 0 -1
| 00 1 -1
L4 =
= ~ -~ ~
=1L, Ly Ly 1-Li—Ly—1Ls|? (743)
~ ~ -

NT

Damit lassen sich die drei Verschiebungen u, v, w ausdriicken als:

u = Liuy + Lous + Laug + Lyugy = Niuy + Nous + N3us + Nyug
v = L1v1 4+ Lova + L3vs + Lyvy = Nivi + Nova 4+ N3vsz + Nyvy

w = Liwy + Lows + Lyws + Lyws = Nywy + Nows + N3ws + Nywy
(744)

Die Groflen u;,v; und w; sind die Verschiebungen im Knoten i. Die voran-
stehenden Gleichungen lassen sich in Matrixform schreiben als:
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[ —
e g

14 &

- w“
v1
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V2

0 L3 0 0 Ly 0 0
w2

Lo L3 0 0 Ly 0
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0 Lo 0 Ly 0 0 L4

~ - U3
N w3
U4q

Va

L W4

N~ o~ 7

(545)

Der Vektor @ enthilt die Verschiebungen im Element, die Matrix /N die Form-
funktionen und der Vektor « die Knotenverschiebungen.

© 9.5.2 Dehnungs-Verschiebungs-Beziehung
Der Dehnungsvektor £ in (734) 148t sich mit (745) schreiben als:

F=Liu=LNi=DBi

(746)

Die Verschiebungen sind nach (744) in Volumenkoordinaten beschrieben. Da-~
her mufl der Operator L aus (746) ebenfalls in Volumenkoordinaten ausge-
driickt werden. Nach der Kettenregel erhélt man:

a —
oL,

0

OLy

0

OLs

dx 0
8[11 (9.23

dx 0
8[12 (9.23

dr 0
3L3 &r

In Matrizenform:

dy 0
8[11 (9y

dy 0
8[12 (9y

dy 0
3L3 83/

0z 0
8[11 (92:

0z 0
8[12 (92:

dz 0O

dL;3 02 (747)
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