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2 Koordinatentransformationen und beschleunigte Bezugssysteme

Die Untersuchung des Verhaltens eines physikalischen Systems un-
ter einer Koordinatentransformation ist ein zentraler Punkt in der
gesamten theoretischen Physik. Wird ein physikalisches System
nach einer Koordinatentransformation durch dieselben Gleichungen
beschrieben wie vorher, so heiBt es symmetrisch unter dieser Trans-
formation.

Symmetrien spielen in der Physik eine herausragende Rolle, was
in Kap. 5 herausgearbeitet wird. Das Interesse an den Symmetrie-
eigenschaften physikalischer Systeme ist deswegen so wichtig, da
Symmetrien in der Regel auf ErhaltungsgréBen fiihren. Beispiele
hierfiir sind die Energieerhaltung aufgrund der Zeittranslationsinva-
rianz (Symmetrie unter Verschiebung des Zeitnullpunktes) oder die
Impulserhaltung aufgrund der Homogenitat des Raumes (Symme-
trie unter rdumlichen Translationen). Wir werden darauf in Kap. 5
genauer eingehen.

In diesem Kapitel werden zahlreiche mathematische Werkzeuge
eingefiihrt, um Koordinatentransformationen und beschleunigte
Bezugssysteme beschreiben zu konnen. Dazu gehdren z.B. die
Drehmatrizen (Abschn. 2.1) sowie Zylinder- und Kugelkoordinaten
(Abschn. 2.5). Des Weiteren wird ein Schwerpunkt auf die mit Koor-
dinatentransformationen verbundene Physik gelegt. Beispielsweise
|4sst eine bestimmte Klasse von Koordinatentransformationen, den
Galilei-Transformationen (Abschn. 2.2), die Newton'schen Bewe-
gungsgleichungen invariant. Beschleunigte Bezugssysteme ande-
rerseits erfordern Erweiterungen der Bewegungsgleichungen, was
letztlich auf die Zentrifugal- und Coriolis-Kréfte fiihrt (Abschn. 2.3
und 2.4).

2.1 Drehungen von kartesischen

Koordinatensystemen

Wir werden uns im Folgenden mit Drehungen von Kkartesi-
schen Koordinatensystemen im dreidimensionalen Raum be-
schiftigen. Dabei wird im Normalfall nicht das betrachtete
physikalische System selbst im Raum gedreht, sondern das be-
schreibende Koordinatensystem. Als Konsequenz aus diesen
sogenannten passiven Drehungen dndern sich die Koordinaten
des Ortes einer Punktmasse, nicht jedoch ihre Lage beziig-
lich des urspriinglichen Koordinatensystems. Drehungen von
Vektoren lassen sich dabei durch orthogonale Matrizen dar-
stellen, deren mathematische Eigenschaften vorgestellt werden.
Schlielich werden die Transformationsgleichungen fiir Vekto-
ren unter Drehungen abgeleitet.

Darstellung des Ortsvektors in einem
Koordinatensystem

Es ist deutlich zu unterscheiden zwischen einem physikalischen
Vektor (z.B. dem Ortsvektor x) und seiner Darstellung in ei-
nem gegebenen Koordinatensystem. Der Vektor x kann durch

seine Komponenten (x;, x,, x3) beziiglich einer geeigneten Ba-
sis (e, €,, €3) als

X =x18) + 128 + x383 2.1

dargestellt werden. Oftmals werden dabei die drei Koordinaten

in der Form

X1

x=(x.x0.x) =|x

X3

2.2)

zusammengefasst. Mit dem Koordinatenvektor x 1dsst sich dann
wie gewohnt rechnen. Man sagt auch, dass x nach den Ba-
sisvektoren entwickelt wird. Die Koordinaten sind jeweils die
Projektionen des Vektors x auf die drei Koordinatenachsen ent-
lang é;, also x; = x - & (i = 1,2,3). Hierbei nehmen wir an,
dass die Basisvektoren eine Orthonormalbasis bilden und somit
¢; - ¢ = ¢ erfiillen. Weiterhin sollen die é; ein rechtshéindi-
ges Dreibein bilden, d.h. é; x é&; = é3, é; x €3 = €, und
e3 X € = &,. Wir nennen physikalische Vektoren wie x auch
abstrakte Vektoren, da sie unabhingig von irgendeiner Wahl des
Koordinatensystems sind.

Achtung Es ist unbedingt zu unterscheiden zwischen ei-
nem physikalischen Vektor x und seiner Darstellung x =
(x1,x2,x3) | beziiglich einer gewihlten Basis, d. h. eines festge-
legten Koordinatensystems. Die Koordinaten (xi, x,, x3) hingen
von der Wahl der Basis ab, der Vektor yx ist allerdings vollig
unabhiéngig von der Wahl irgendeiner Basis. Oftmals tritt Ver-
wirrung auf, da x ebenfalls als Vektor bezeichnet wird. Dies
liegt daran, dass es sich bei x um einen mathematischen Vektor
handelt (,,Mathematischer Hintergrund 1.1%). In diesem Buch
werden wir dennoch hiufig auf die bequemere Formulierung
ausweichen und x als den Ortsvektor bezeichnen, wenn keine
Missverstdandnisse zu erwarten sind. In den wenigen Fillen, bei
denen eine Unterscheidung zwischen x und x notwendig ist,
wird dies explizit betont. <

Frage 1
Machen Sie sich klar, dass die Darstellungen der drei Basis-

vektoren in ihrem eigenen Koordinatensystem stets (1,0,0) T,
(0,1,0) " und (0,0, 1) T lauten.

Physikalische Vorginge sind unabhingig von der Wahl des
Koordinatensystems, da Koordinatensysteme lediglich der Dar-
stellung dienen, physikalische Prozesse aber nicht beeinflussen.
Dies erlaubt das geschickte Auswihlen eines Koordinatensys-
tems, in welchem die resultierenden Gleichungen moglichst
einfach werden. Ein Beispiel haben wir bereits in Abschn. 1.3
gesehen: Dort wurde das Koordinatensystem so gewihlt, dass
die Bewegung der Punktmasse entlang der z-Achse erfolgte. Ge-
nauso gut hitte man die Bewegung entlang der x-Achse oder
innerhalb der y-z-Ebene definieren konnen.

Geht man von einem Koordinatensystem in ein anderes tiber,
ohne das physikalische System als solches zu verdndern, stellt
sich die Frage nach den damit verbundenen Transformations-
gleichungen fiir die Basisvektoren und die Koordinaten des



€

Abb. 2.1 Ein ungestrichenes Koordinatensystem (schwarz) wird um einen Win-
kel ¢ um die x;-Achse gedreht und geht somit in ein neues, gestrichenes
Koordinatensystem (blau) tiber

Ortsvektors. In diesem Kapitel werden wir uns daher mit den
wichtigsten dieser Transformationen beschiftigen:

m zeitunabhingige und zeitabhingige Drehungen und Transla-
tionen von kartesischen Koordinatensystemen,

m Ubergang von einem kartesischen zu einem nichtkartesi-
schen Koordinatensystem, insbesondere zu Zylinder- und
sphérischen Polarkoordinaten bzw. Kugelkoordinaten.

Es werden hierbei auch beschleunigte Koordinatensysteme und
solche mit nichtkonstanten Basisvektoren zugelassen, was eine
Modifizierung des zweiten Newton’schen Axioms erfordert.

Drehungen um eine Koordinatenachse

Stellen wir uns zunichst vor, dass ein vorher eingefiihrtes unge-
strichenes Koordinatensystem S mit den kartesischen Basisvek-
toren €1, €; und €3 um einen Winkel ¢ um die x3-Achse gedreht
wird, wobei der Ursprung nicht verschoben wird (Abb. 2.1).
Dadurch gehen die beiden Basisvektoren €; und €, in neue
Basisvektoren &) und &, iiber. Das neue gestrichene Koordina-
tensystem S’ ist ebenfalls kartesisch. Offenbar ist der Winkel
zwischen e; und é; sowie zwischen é, und é; gerade der Win-
kel ¢, wihrend der Basisvektor €; unverindert bleibt:

Y

& -& =cosg, é;-éz = cos ¢, é;-é3 =1. 2.3)

Diese Groflen werden Richtungskosinus genannt.

Aus Abb. 2.1 erkennt man, dass zwischen é; und 6; der Winkel

¥/2 + ¢ und zwischen &, und &] der Winkel /2 — ¢ ist:
&8 = cos(Y/2 + ¢) = —sing,

/ . (2.4)
€, -e, = cos(Y/2 — ¢) = sing.

Daé; = & ist, verschwinden alle iibrigen Skalarprodukte a;; :=
é;-& (i,j = 1,2,3). Zusammengefasst lauten die 3 x 3 Zahlen
ajj

aj =cose, ap =sing, a3 =0,
ay = —sinq§, ayy = COS ¢, ary = 0, (25)
az; =0, azp =0, az; = 1.

2.1 Drehungen von kartesischen Koordinatensystemen

Die neuen Basisvektoren lassen sich somit aus den alten berech-
nen:

A/ A . A~

e, =cos¢e; +sing e,

&), = —singé; +cos¢gé,, (2.6)
&, = é.
Allgemein gilt
Y Al A NA Al A NA Al A NA
e, = (e -ee + (e -e)e,+ (e -e3)e;
A . . 2.7)
= ajie1 + apes + a;es.
Die entsprechende Umkehrung ist
& = (6;-2,)¢, + (&;-&5)e) + (&; - &;)es
1) 1 ( 2) 2 3) 3 (28)

a7 A7 A7
= aj€| + axe, + asze;.

Frage 2
Man iiberpriife die Giiltigkeit von (2.6) anhand von Abb. 2.1
bzw. Gleichung (2.5).

Wie bereits betont, handelt es sich bei der oben diskutierten
Koordinatentransformation um eine Drehung des Koordinaten-
systems, wobei das physikalische System selbst unveridndert
bleibt. In diesem Zusammenhang spricht man von passiven
Drehungen. Dreht man im Gegensatz dazu das physikalische
System in einem festen Koordinatensystem, bezeichnet man
dies als aktive Drehung. Mathematisch sind beide Vorginge
dquivalent, physikalisch aber streng zu unterscheiden, da fiir ei-
ne aktive Drehung in der Regel Krifte benotigt werden (und
auch nicht immer moglich sind, z. B. bei Spiegelungen).

Passive Koordinatentransformation

Passive Koordinatentransformationen entsprechen dem
Wechsel von einem Koordinatensystem zu einem anderen.
Sie haben keine Auswirkung auf physikalische Grofen,
dndern aber in der Regel ihre Darstellung.

Darstellung von Drehungen durch Matrizen

Die 3 x 3 Zahlen a;; aus (2.5) lassen sich durch das rechteckige
Zahlenschema einer quadratischen Matrix darstellen:

cos¢p sing O
A = (a;j) = | —sing cos¢ O 2.9)
0 0 1

Matrizen und ihre grundlegenden Rechenregeln werden im
,Mathematischen Hintergrund* 2.1 besprochen. Die Matrix A
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2 Koordinatentransformationen und beschleunigte Bezugssysteme

2.1 Mathematischer Hintergrund: Matrizen |
Definition und grundlegende Rechenregeln

In der Mathematik und der Physik sind lineare Abbildungen
zwischen Vektorraumen von groer Bedeutung. Im Falle des
R3 sind dies beispielsweise Drehungen oder Spiegelungen.
Solche linearen Abbildungen lassen sich mithilfe von Matri-
zen beschreiben.

Matrizen Matrizen (singular: Matrix) sind Zahlenschemata
aus M x N Zahlen eines Korpers K, die in M Zeilen und N
Spalten angeordnet sind:

ap  dap ain
azg an asN

A= . = (a,-j).
ayi  am amn

Die Zahlen a;; heillen Matrixelemente. Eine Matrix mit M
Zeilen und N Spalten nennt man auch M x N-Matrix. Jeder
linearen Abbildung kann man (nachdem in den betreffenden
Vektorrdumen eine Basis gewihlt wurde) genau eine Matrix
zuordnen, und umgekehrt definiert jede Matrix (bei fester
Basis) eine eindeutige lineare Abbildung. Eine spezielle Ma-
trix ist die Einheitsmatrix

1= (d,j) mit a,;,- = 8,_'/'.

Diese Matrix beschreibt die Identitdtsabbildung.
Vektorraum der Matrizen Die M x N-Matrizen bilden selbst
wieder einen Vektorraum M,y iiber K, wenn man die Ad-

dition und die Multiplikation mit Skalaren elementweise
definiert:

+ :Myn X Myun — Mun,
<K X Myy —> My,

(A, B) = (a; + by),
(A.A) = (Aay).

Man kann nur Matrizen addieren, bei denen sowohl die Zei-
len- als auch die Spaltenanzahl tibereinstimmt.

Matrixmultiplikation Man definiert eine Matrixmultiplika-
tion so, dass man L x M-Matrizen mit M x N-Matrizen
multiplizieren kann, um L x N-Matrizen zu erhalten:

My X Myy — Mry, (A, B) — AB = (a;by).

Hiersind1 <i<L,1 <j<Mund1 < k < N.Die Sum-
mation iiber doppelte Indizes (hier iiber j von 1 bis M) wird
implizit vorausgesetzt, d. h.

M
agby =) agby.

=1

Das Matrixprodukt ist gerade so definiert, dass das Produkt
zweier Matrizen der Verkettung der zugehorigen linearen Ab-
bildungen entspricht. Hierbei ist es wichtig, dass man zwei
Matrizen nur dann multiplizieren kann, wenn die erste Matrix
genauso viele Spalten wie die zweite Matrix Zeilen hat.

Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation Fiir das Ma-
trixprodukt gelten folgende Rechenregeln, sofern man die
beteiligten Matrizen addieren bzw. multiplizieren kann:

= (AB)C = A(BC) (Assoziativgesetz)
s (A+B)C=AC+ BC (rechtes Distributivgesetz)
m AB+C)=AB+AC (linkes Distributivgesetz)
m AI=JA=A (Identititsabbildung)

Im Allgemeinen gilt jedoch AB # BA.

Matrix-Vektor-Multiplikation Indem man die Koordina-
tendarstellungen von Spaltenvektoren aus N-dimensionalen
Vektorrdumen Vy als N x 1-Matrizen auffasst, ist damit auch
eine Multiplikation von M x N-Matrizen mit N-dimensiona-
len Spaltenvektoren definiert, deren Ergebnis ein Vektor aus
einem M-dimensionalen Vektorraum V), ist:

MMN X VN —> VMv (A, U) = (al]q)v

wobei 1 <i < Mund 1 <j < N sind. Ebenso kann man
Zeilenvektoren aus Vy als 1 x N-Matrizen auffassen und sie
von rechts mit N x M-Matrizen multiplizieren, um M-di-

mensionale Zeilenvektoren zu erhalten:
VN X MNM — VM, (’U,A) = (U,'Ll,_‘,‘).

Man schreibt die Multiplikationen auch kurz in der Form A v
und v TA.

Transponierte Die Transponierte einer Matrix wird defi-
niert, indem man die beiden Indizes und damit Zeilen und
Spalten vertauscht:

AT = ()" = (@)
Somit gilt dann

aTv,- =ATv.

T
v A= via; = Li

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

(AB)T = (agh) " = (ayby) = (aj b)) =BTAT,
A+B)T =A" +BT,

@AnH’ =Aa,

] IT =1.

Literatur

m  Modler, F., Kreh, M.: Tutorium Analysis 1 und Lineare
Algebra 1. 3. Aufl., Springer Spektrum (2014)
m Bosch, S.: Lineare Algebra. 4. Aufl., Springer (2007)




ist die Drehmatrix, welche die in Abb. 2.1 beschriebene Dre-
hung vermittelt. Fiir eine allgemeine Transformation zwischen
beliebigen kartesischen Koordinatensystemen gilt

e, -e & -e @€ -¢&
A/ ~ ~/ A~ ~/ ~
A=¢e-e e,-e e -e;3 (2.10)
A~/ ~ ~/ ~ ~/ ~
e;-e e;-e @e;-é;

oder in Kurzform a; = &, -&;. Solche Matrizen sind orthogonale
Matrizen, die im ,Mathematischen Hintergrund“ 2.2 definiert
werden und fiir die ATA = I gilt, wobei I = (§;) die Ein-
heitsmatrix ist. Als Konvention fiir die Schreibweise legen wir
fest, dass Matrizen durch Grof3buchstaben, die Matrixelemente
jedoch durch Kleinbuchstaben notiert werden, z.B. A = (a;)
oder R = (ry).

Frage 3
Man mache sich klar, warum nur quadratische Matrizen fiir Dre-
hungen von Koordinatensystemen infrage kommen.

Sukzessive Drehungen

Im Folgenden wollen wir Drehmatrizen mit R (wie Rotation)
bezeichnen. Sie bilden eine mathematische Untergruppe (sie-
he den ,,Mathematischen Hintergrund*“ 2.4) der allgemeineren
orthogonalen Matrizen. Da sich Drehungen durch quadratische
Matrizen ausdriicken lassen, konnen nacheinander ausgefiihrte
mehrfache Drehungen eines Bezugssystems mithilfe der Ma-
trixmultiplikation formuliert werden. Eine solche mehrfache
Rotation ist in vielen Bereichen der theoretischen Physik von
groBer Bedeutung. Wird ein Koordinatensystem nacheinander
durch N Rotationen Ry, ..., Ry gedreht, so ist dies dquivalent
zu einer Drehung mit der Matrix

R =RyRy—; ..

.RyR,. (2.11)

Die Reihenfolge der R; ist dabei derart, dass dasjenige R;, das
als Erstes auf einen Vektor wirken soll, ganz rechts und somit
unmittelbar ,,vor* dem Vektor steht (und folglich zuerst multi-
pliziert wird).

Achtung Die Matrixmultiplikation ist im Allgemeinen nicht
kommutativ, das Ergebnis hiangt von der Reihenfolge der Mul-
tiplikation ab. Physikalisch bedeutet dies, dass das Ergebnis
aufeinanderfolgender Drehungen im Raum von deren Reihen-
folge abhingt (Abb. 2.2). <

Reihenfolge von Drehungen

Betrachten wir zwei Drehungen, die erste um einen Win-
kel ¢ um die €3-Achse, die zweite um einen Winkel

2.1 Drehungen von kartesischen Koordinatensystemen

Abb. 2.2 Bei aufeinanderfolgenden Drehungen spielt die Reihenfolge der
Einzeldrehungen eine Rolle. Im oberen Beispiel wird ein Quader um zwei zu-
einander senkrechte Achsen gedreht. Vertauscht man die Reihenfolge, ist das
Resultat unterschiedlich (unteres Beispiel)

um die urspriingliche é;-Achse. Die beiden Drehmatrizen
lauten

cos¢p sing O
R, =|—sin¢g cos¢p O],
0 0 1
(2.12)
cosyy 0 siny
R, = 0 1 0
—sinyy 0 cosy

Wendet man die Regeln der Matrixmultiplikation an, fin-
det man fiir die resultierende Drehmatrix

R = R)R,
cos ¢ cos ¥ sing cosyy  siny (2.13)
— —sing cos ¢ 0 1.
—cos¢ sinyy —sing sinyy cosy

Im Gegensatz dazu wiirde eine Drehung vermittelt durch
R; gefolgt von R auf die Drehmatrix

RiR, =
cos¢ cosy  singg  cos¢ siny (2.14)
—sin¢g cosy cos¢ —sing¢ sinyY
—siny 0 cos ¥
fiihren. Offensichtlich sind beide Ergebnisse unterschied-
lich. |
Frage 4

Rechnen Sie die beiden Produkte in (2.13) und (2.14) kompo-
nentenweise nach, wobei Sie die Regeln der Matrixmultiplika-
tion verwenden.

In Kap. 4 werden wir sehen, dass eine raumliche Drehung um
eine beliebige Achse stets durch drei sukzessive Drehungen um
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54 2 Koordinatentransformationen und beschleunigte Bezugssysteme

2.2 Mathematischer Hintergrund: Matrizen I
Determinanten

Wir haben bereits Matrizen und deren Bedeutung kennenge-
lernt. Hier wollen wir uns nun noch etwas genauer mit ihnen
beschiftigen. Aulerdem werden wir die Determinante ken-
nenlernen, die fiir Matrizen eine grofle Bedeutung hat. Dafiir
benotigen wir Permutationen.

Permutationen Eine Permutation ist eine bijektive Abbil-
dung einer endlichen Menge in sich selbst. Anders gesagt,
vertauscht (permutiert) eine Permutation nur die Reihenfol-
ge der Elemente einer Menge. Meist werden Permutationen
auf einer endlichen Indexmenge (d. h. einer endlichen Menge
von Zahlen {1, ..., N}) betrachtet. Die Menge dieser Permu-
tationen bezeichnet man dann mit Sy.

Findet eine gerade Anzahl von Vertauschungen (von je zwei
Elementen) statt, so nennt man die Permutation gerade, an-
sonsten ungerade. Entsprechend ist fiir eine Permutation
das Signum sgn () definiert als 1, wenn i gerade ist, und
als —1, wenn ¥ ungerade ist. Da die Indizes {1, ..., N} auf
N-(N—1)---1 = N! verschiedene Arten permutiert werden
konnen, enthilt Sy genau N! Elemente. Davon sind genau
N!/2 gerade.

Determinante Die Determinante einer Matrix A = (a;) €
Mpy ist definiert als

det(d) ;= ) sen (V)arya)a2pe) -+ Avpw)-
vESN

Statt det(A) schreibt man auch |A|. Die Determinante ist nur
fiir quadratische Matrizen definiert. Fiir N = 2 lautet die
obige Formel

det(A) = ajjazn — apnax
und fiir N = 3

det(A) = (ananass + anaxraz + aj3a21az)
— (appayass + apaxpaz; + aj3apas;)

= &jjkd1id2ja3k.

Diese Formel nennt man auch Regel von Sarrus, die man sich
folgendermallen grafisch vorstellen kann:

+ + + - - -
@11 Q@12 Qi3 | dir a2
az1 G2 Q23 | 421 022

@31 G32 a33 | dz1  G32

Man kann sich merken, dass die Produkte der Hauptdiago-
nalen (von links oben nach rechts unten) minus der Produkte

der Nebendiagonalen (von rechts oben nach links unten) ge-
nommen werden.

Normalerweise wird die Determinante etwas anders definiert
und die obige Formel daraus gefolgert. Fiir uns werden die
obige Definition und die folgenden Rechenregeln (die im
Wesentlichen alle Details der ,,richtigen® Definition der De-
terminante enthalten) jedoch ausreichen.

Rechenregeln fiir die Determinante

det(AB) = det(A) det(B)

det(A ") = det(A)

det(AA) = AN det(A)

sind in A zwei Zeilen oder Spalten linear abhingig, so ist
det(4) =0

m det(l) =1

Orthonormale Transformationen Mit Matrizen lassen sich
Koordinatentransformationen beschreiben, die eine alte Ba-

. N . . Al .. . . . .
sis ¢; in eine neue e; iiberfiihren. Besonders wichtig sind
Transformationen fiir Orthonormalbasen, d. h. fiir Basen, fiir
die (e;, ) = 8;; bzw. (é,/-,éj/) = §; gilt. Ist A = (a;) eine
solche Matrix, so muss

~ ~ T
8 = (awer. ape;) = awaydu = anay = aay; ,
also

AAT =T1=ATA,

gelten. Eine solche Matrix heit orthogonal, wihrend man
die Transformation orthonormal nennt. Wegen der Rechen-
regeln fiir Determinanten gilt

1 = det(I) = det(AA ") = det(4) det(A ") = (det(A))>.

also det(A) = +£1. Ist det(A) = 1, nennt man die orthonor-
male Transformation eigentlich, ansonsten uneigentlich.

Anschaulich gibt die Determinante einer Transformations-
matrix an, wie sich das orientierte Volumen eines Korpers
unter dieser Transformation #ndert. Insbesondere lassen or-
thogonale Transformationen das Volumen hochstens bis auf
das Vorzeichen invariant.

Literatur

= Modler, F., Kreh, M.: Tutorium Analysis 1 und Lineare
Algebra 1. 3. Aufl., Spektrum (2014)
m Bosch, S.: Lineare Algebra. 4. Aufl., Springer (2007)




Abb. 2.3 Darstellung einer passiven Drehung, bei der das ungestrichene Koor-
dinatensystem (schwarz) durch eine Drehung um die x3-Achse in das gestrichene
Koordinatensystem (blau) Giberfiihrt wird. Der Vektor x wird davon nicht bertihrt,
allerdings hangt seine Darstellung vom Koordinatensystem ab, wie man an den
Projektionen auf die entsprechenden Koordinatenachsen erkennen kann

die drei Koordinatenachsen dargestellt werden kann. Drehun-
gen im dreidimensionalen Raum lassen sich daher durch drei
unabhingige Drehwinkel beschreiben.

Transformation des Ortsvektors
unter Drehungen

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Darstellung des Orts-
vektors x @ndert, wenn das Koordinatensystem gedreht wird.
Eine Punktmasse befinde sich am Ort mit den Koordinaten
x. Abhingig von der Wahl des Koordinatensystems hat dieser
Ort verschiedene Darstellungen. Wir schreiben die Darstellun-
gen vor und nach der Drehung als x = (x1,x2,x3)  bzw.
x’ = (¥}, x,x;) T. Die Drehung ist in Abb. 2.3 illustriert. Wir
wissen, dass fiir die Koordinaten des Ortes in den beiden Koor-
dinatensystemen

X, =yx-8 (2.15)

xp=2x-& bzw.

gilt. Weiterhin sind

7 A/ 2

X =x18 +x81+x383 und 3 = X&) +x,8) +x5&; (2.16)
gegeben. Dies fiihrt direkt auf
x; = (xlél + xZéz + X3é3) . éz/ (217)

N A/ A/ N
= Xj¢j - €; = Xje; - & = IjjX;,

wobei die Matrix R durch (2.10) definiert ist. Hier und im Fol-
genden wird iiber doppelt auftretende Indizes summiert, ohne
das Summenzeichen explizit anzugeben (Einstein’sche Sum-
menkonvention):

3
Tijkj = ZW?-

Jj=1

(2.18)

2.1 Drehungen von kartesischen Koordinatensystemen

Offensichtlich erhilt man die neuen Koordinaten des Ortsvek-
tors durch Anwendung der Matrix R auf die alten Koordinaten.
In Kurzform konnen wir auch

x' = Rx. (2.19)

schreiben.

Achtung Ausdriicke der Form rja;b; oder rjry sind Abkiir-
zungen (und nichts anderes als das) fiir die lingeren Schreib-
weisen ), ; rya;b oder ) ryry;. Dabei wird stets {iber doppelt
auftretende Indizes summiert. Einzelne Indizes miissen auf bei-
den Seiten einer Gleichung auftreten, z. B. a;b; = rjcidy oder
aib; = rijcqdy. Gleichungen wie a;b; = c¢;, rj = dj oder
aib; = ric;dy sind nicht korrekt! Indizes konnen also entweder
einfach vorkommen, miissen dann aber auf beiden Seiten einer
Gleichung stehen oder auf einer oder beiden Seiten doppelt.
Dann wird iiber sie summiert. Zum Beispiel sind die Glei-
chungen a;b; = ¢d; und a;br = cdy beide giiltig und sogar
gleichwertig. Indizes diirfen nicht haufiger als zweimal auf einer
Seite einer Gleichung vorkommen, da stets paarweise summiert
wird. Summationsindizes konnen also im Rahmen der oben ge-
nannten Regeln umbenannt werden. <

Transformation der Darstellung des Ortsvektors unter
passiven Drehungen

Der Koordinatenvektor des Ortes transformiert unter pas-
siven Drehungen vermittelt durch die Matrix R wie

x' = Rx. (2.20)

Frage 5
Machen Sie sich anhand des Beispiels in Gleichung (2.9) und
Abb. 2.3 klar, dass die Drehmatrix R verwendet wird, um die
neue Darstellung des Ortsvektors zu finden.

Drehung

Wir betrachten den Vektor mit der urspriinglichen Dar-
stellung x = (xl,xz,x3)T = (1,1, l)T. Die Drehung,
die durch die Matrix R in (2.9) vermittelt wird, fiihrt auf
die Darstellung

Eat 1 cos ¢ + sing
X=X |=R|1]|=|cos¢p—sing (2.21)
x5 1 1
<

Bei einer aktiven Transformation wird ein physikalischer Vektor
x mit der Darstellung x = (xl,xz,x3)—'— in ein und demselben
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2 Koordinatentransformationen und beschleunigte Bezugssysteme

Koordinatensystem gedreht, sodass sich ein anderer physi-
kalischer Vektor 3’ mit der Darstellung x’ = (x{,x5,x5) "
ergibt. Hier gilt ebenfalls (2.19); dies ist jedoch anders zu in-
terpretieren, da die Basisvektoren von der Transformation nicht
betroffen sind. Wie bereits erwihnt ist fiir solch eine Drehung
eine Kraft notig; sie ist daher von einer passiven Transformation
zu unterscheiden.

Passive und aktive Drehungen

Mochte man die Riickseite einer auf dem Tisch stehen-
den Vase betrachten, kann man um den Tisch herum
gehen. Dies entspricht einer passiven Transformation, da
sich die Vase nicht dreht, das Bezugssystem (festgelegt
durch die Blickrichtung) schon. Die andere Mdoglichkeit
ist, die Vase zu nehmen und umzudrehen. Dabei &n-
dert sich das Bezugssystem nicht, aber die Vase wird
im Raum gedreht. Mathematisch werden beide Vorginge
durch dieselbe Drehung beschrieben, physikalisch kann
es jedoch Unterschiede geben: So konnte beispielswei-
se der Lichteinfall von der Richtung abhidngen, sodass
man die Riickseite der Vase im einen Fall gut, im ande-
ren nur schlecht sehen kann. Auflerdem muss eine aktive
Drehung jeweils genau entgegengesetzt zu einer passiven
sein, damit man dasselbe Ergebnis erhilt. <«

In Aufgabe 2.1 wird gezeigt, dass Winkel zwischen Vektoren
und Lingen (Betrdge) von Vektoren invariant unter orthogona-
len Transformationen sind.

Gebundene und ungebundene Vektoren,
Transformation des Geschwindigkeitsvektors

Man unterscheidet zwischen gebundenen und ungebundenen
Vektoren. Der Ort einer Punktmasse wird durch einen ge-
bundenen Vektor beschrieben, da der Ort von der Wahl des
Koordinatenursprungs abhingt. Man sagt, dass der Ortsvektor
an den Ursprung gebunden ist. Ein ungebundener Vektor ist
dagegen von der Lage des Ursprungs unabhingig. Solche Vek-
toren sind Verschiebungsvektoren, die z.B. die Differenz von
zwei Ortsvektoren und somit eine Verschiebung beschreiben.
Héufig nennt man ungebundene Vektoren schlicht Vektoren und
gebundene Vektoren Elemente eines affinen Raumes.

Um dies besser zu verstehen, betrachten wir ein Beispiel.

Verschiebungsvektoren und Drehungen

Zwei Koordinatensysteme, S und §’, seien durch eine
Translation gegeneinander verschoben, die Achsen aber
nicht gegeneinander gedreht (Abb. 2.4). Der Ursprung O’
des gestrichenen Systems S’ habe vom ungestrichenen

System S aus betrachtet die Koordinaten b. Der Ursprung
O’ hat in §' natiirlich die Koordinaten " = (0,0,0) .

Abb. 2.4 Transformation zwischen kartesischen Koordinatensystemen.
Der Ursprung des gestrichenen Koordinatensystems S” befindet sich
vom ungestrichenen Koordinatensystem S aus betrachtet am Ort 5. Eine
Punktmasse hat in S die Ortskoordinaten x (blau), in S’ x’ (schwarz)

Wird der Ort einer Punktmasse beschrieben, so lauten die
Koordinaten in S zunichst x. Ein Beobachter in §" gibt
dagegen die Koordinaten x” = x — b fiir dieselbe Punkt-
masse an. Legt man nun eine zweite Punktmasse genau in
den Ursprung O’ und fragt nach dem Verschiebungsvek-
tor d, der beide Punktmassen verbindet, so lautet dieser
Vektord = x —b bzw. d’ = x' — b’ = x’. Man sieht
sofort, dass dann d = d’ gilt, wohingegen x # x’ ist. So-
mit ist x ein Beispiel fiir einen gebundenen, d fiir einen
ungebundenen Vektor. Allgemein kann man sagen, dass
ungebundene Vektoren ihre Darstellung unter Translatio-
nen des Koordinatensystems nicht édndern. <

Nehmen wir nun an, dass S’ gegeniiber S zuerst verschoben und
dann gedreht ist. Die Verschiebung des Ursprungs sei durch den
Vektor b, die Rotation durch die Drehmatrix R beschrieben. So-
wohl b als auch R seien zeitunabhiingig. In diesem Fall gilt fiir
den Ort einer Punktmasse

x' = R(x —b), (2.22)

da b’ = 0 ist. Fiir den Verschiebungsvektor d = x — b gilt
dagegen

d = Rd. (2.23)

Gebundene und ungebundene Vektoren transformieren sich da-
her unterschiedlich.

Transformation der Darstellung des Ortsvektors unter
passiven Rotationen und Translationen

Der Ortsvektor ist ein an den Ursprung gebundener Vek-
tor. Nur Differenzen von Ortsvektoren, d = x — b,
transformieren sich wie

d =Rd. (2.24)



Solche Groflen nennt man im physikalischen Sinne Vek-
toren.

Frage 6
Machen Sie sich die Giiltigkeit von (2.22) zeichnerisch klar.

Fragt man nach dem Transformationsverhalten des Geschwin-
digkeitsvektors der Punktmasse, so sieht man direkt, dass

i = Rx (2.25)
gilt. Geschwindigkeiten transformieren unter Drehungen daher

wie ungebundene Vektoren. Eine gleichzeitige Verschiebung
des Ursprungs spielt dabei keine Rolle.

Frage 7

Uberpriifen_Sie das Ergebnis in (2.25), indem sie von (2.22) aus-
gehen und b = 0 und R = 0 verwenden.

Wir werden auf das Transformationsverhalten von x bei all-
gemeinen zeitabhingigen Verschiebungen und Drehungen in
Abschn. 2.3 zuriickkommen.

Transformation des Drehimpulses unter
Drehungen, polare und axiale Vektoren

Der Drehimpuls L = x x p einer Punktmasse am Ort x mit
Impuls p lautet in Komponentenschreibweise
L,‘ = &jjkXiPk- (226)
Wir betrachten erneut eine durch eine Rotation R vermittelte
Transformation vom ungestrichenen System S zum gestriche-
nen System S’. Zur Vereinfachung seien beide Koordinatensys-
teme nicht gegeneinander verschoben. In S’ lautet der Drehim-
puls
L = epxpi = () (NmPm) = EiliiTimXipm- — (2.27)
Die Orthogonalitédt der Drehmatrix, RR" = I oder Togtiq = Opis
ldsst sich ausnutzen, um das Matrixprodukt umzuschreiben:
ikl = EpjkOpilitkm = Epjk (ToqTig) Tt fom- (2.28)
Wie im ,Mathematischen Hintergrund“ 2.2 und 2.3 erlédutert
wird, erfiillen 3 x 3-Matrizen die Relation

det(A) = EijkA1;A2jA3k - (2.29)

Hier ist det(A) die Determinante der Matrix A = (a;). Allge-

2.2 Galilei-Transformationen

meiner ldsst sich der folgende Zusammenhang zeigen (Riley et
al. 2006):

EpjkgGjiQian = det(A)eqim. (2.30)
Dies wiederum fiihrt mit der Drehmatrix R statt A auf
EpiktpglitTkmTiq = det(R)egimriq. (2.31)
Es folgt sofort der transformierte Drehimpuls
L = det(R)rig(equmripm) = det(R)ri L, (2.32)
bzw.
L’ = det(R)RL (2.33)

in Vektorform.

Im Gegensatz zu Geschwindigkeiten bzw. Impulsen, die ent-
sprechend p’ = Rp transformieren, tritt beim Drehimpuls ein
zusitzlicher Faktor det(R) auf. Dies ist typisch fiir Grofien,
in deren Definitionen das Levi-Civita-Symbol auftaucht. Der
Drehimpuls dndert daher sein Vorzeichen, wenn die Matrix R ei-
ne uneigentliche Transformation mit det(R) = —1 ist. Beispiele
hierfiir sind Spiegelungen oder das paarweise Vertauschen von
Koordinatenachsen. Eigentliche Drehungen sind dagegen stets
durch det(R) = +1 ausgezeichnet.

Spiegelung

Die Matrix
0

1 0
A=|10 1 O
0 0 -1

(2.34)

vermittelt eine Spiegelung an der x;-x,-Ebene, d.h., die
Koordinaten x des Ortsvektors werden folgendermalien
transformiert: (x1,x»,x3) | — (x1, %, —x3) | . Offen-
sichtlich ist det(A) = —1. Es handelt sich also um eine
uneigentliche orthogonale Matrix. Die neuen Basisvekto-
ren sind wegen

él- X ?,’J = _fijkék (235)
nicht mehr rechtshidndig, sondern linkshdndig. Man sagt
auch, dass die Helizitdt vertauscht wurde. <

2.2 Galilei-Transformationen

In Abschn. 2.1 wurden einige mathematischen Grundlagen fiir
Koordinatentransformationen (insbesondere Drehungen) bereit-
gestellt. Diese Ergebnisse werden nun ausgenutzt, um physika-
lische Aussagen treffen zu konnen. Das Verhalten von physika-
lischen Systemen unter Transformationen ist von fundamentaler
Bedeutung fiir die theoretische Physik. Dies gilt vor allem, wenn
Systeme unter gewissen Transformationen invariant, d. h. sym-
metrisch sind. Wie in Kap. 5 diskutiert wird, fiihren Symmetrien
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Polare und axiale Vektoren

Man unterscheidet physikalische Vektoren entsprechend des
Verhaltens ihrer Darstellungen unter orthogonalen Trans-
formationen R, die sie von einem ungestrichenen in ein
gestrichenes Koordinatensystem iiberfiihren. Transformiert
ein Darstellungsvektor wie der Impuls,

P =Rp,
d.h. unabhingig von det(R), so ist diese GroBe ein polarer

Vektor. Transformiert ein Darstellungsvektor wie der Dreh-
impuls,

L’ = det(R)RL,

2 Koordinatentransformationen und beschleunigte Bezugssysteme

"
Vertiefung: Transformationsverhalten von Vektoren

dndert er also bei einer uneigentlichen Transformation das
Vorzeichen, so ist diese Grofle ein axialer Vektor. All-
gemein ist das Kreuzprodukt zweier polarer Vektoren ein
axialer Vektor. Das Skalarprodukt zweier polarer Vektoren
ist ein Skalar, der unter uneigentlichen Transformationen
invariant ist. Das Produkt eines skalaren und eines po-
laren Vektors, z.B. p - L, ist ein Pseudoskalar, der sein
Vorzeichen dndert, wenn det(R) = —1 ist. Die physikali-
schen Begriffe der polaren und axialen Vektoren sind von
der mathematischen Definition eines Vektors zu unterschei-
den.

in der Regel auf Erhaltungsgrofen, deren Kenntnis das Losen
physikalischer Probleme stark vereinfacht. In diesem Abschnitt
werden wir sehen, dass die Newton’schen Axiome invariant
unter einer gewissen Klasse von Koordinatentransformationen
sind. Diese werden als Galilei-Transformationen bezeichnet.
Sie tiberfiihren Inertialsysteme ineinander. Anhand der Galilei-
Transformationen werden einige Grundlagen der mathemati-
schen Gruppen erldutert, die in der theoretischen Physik eine
wichtige Rolle spielen.

Kovarianz des ersten Newton’schen Axioms
unter Galilei-Transformationen

Wir haben in Abschn. 1.2 gelernt, dass das erste Newton’sche
Axiom in allen Inertialsystemen giiltig ist: Sind Krifte ab-
wesend, bewegen sich Punktmassen gleichformig-geradlinig.
Dieses Prinzip besagt, dass alle Inertialsysteme im Hinblick
auf die Newton’schen Axiome gleichwertig sind. Weiterhin be-
deutet dies, dass die Bewegungsgleichungen kovariant, d.h.
forminvariant, sein miissen, wenn eine Transformation von ei-
nem Inertialsystem in ein anderes durchgefiihrt wird. Kein
Inertialsystem kann sich gegeniiber einem anderen auszeich-
nen. Genauso darf sich die Form der Bewegungsgleichungen
in keinem Inertialsystem von der in einem anderen Inertialsys-
tem unterscheiden. Diese Aussagen sollen im weiteren Verlauf
niher beleuchtet werden.

Wir untersuchen nun, welchen Einfluss Koordinatentransforma-
tionen auf die Bewegungsgleichungen einer Punktmasse haben.
Das Ausgangssystem sei ein Inertialsystem S mit Ursprung O
und den Basisvektoren ¢;. Das neue System sei S mit Ursprung
O’ und Basisvektoren é;. Zusitzlich zu Transformationen, ver-
mittelt durch orthogonale Matrizen R, erlauben wir rdumliche
und zeitliche Translationen. Der Ursprung O’ von S liege von
S aus betrachtet an einem beliebigen Ort b (Abb. 2.5). Offen-
sichtlich sind die Koordinaten eines Punktes in S und S’ wegen

Abb. 2.5 Transformation zwischen kartesischen Koordinatensystemen. Der
Ursprung des gestrichenen Koordinatensystems S’ befindet sich vom unge-
strichenen Koordinatensystem S aus betrachtet am Ort b. Zusatzlich sind die
Koordinatenachsen von S” und S gegeneinander gedreht. Eine Punktmasse hat
in S die Ortskoordinaten x (blau), in S’ x” (schwarz)

R™!' = R in der Form

x=b+R'x, xX =R(x-b) (2.36)

miteinander verbunden.

Im Rahmen der Newton’schen Mechanik ist die Zeit ein ex-
terner Parameter, dessen Verlauf nicht von der Bewegung von
Punktmassen im physikalischen System abhingt. Allerdings
kann der Zeitnullpunkt beliebig gewihlt werden. Wir schreiben
daher die Relation zwischen den Zeiten 7 und ¢ in S und S’ in
der Form
! =1—1, (2.37)
d.h., es gebe eine konstante zeitliche Verschiebung. Daraus
folgt das Differenzial
dr = dr. (2.38)

Somit hdngen Zeitableitungen nicht von der Wahl von 7, ab.
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