Funktionen
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In diesem Kapitel wiederholen wir das Konzept der Funktion und diskutieren qua-
litative Eigenschaften von Funktionen. Danach stellen wir die wichtigsten Funktio-
nen vor, die in den Ingenieurwissenschaften benotigt werden.

2.1 Grundlegende Begriffe und Eigenschaften

Funktionen sind ein grundlegendes Werkzeug, um voneinander abhéngige physika-
lische GroBen darzustellen, z. B. die Anderung der Spannung an einer elektrischen
Komponente im Laufe der Zeit, die zeitliche Anderung des Drehwinkels in einem
Elektromotor oder die Anderung einer Signalstirke in Abhingigkeit sowohl von
Zeit als auch vom Ort.

2.1.1 Was ist eine Funktion?

Eine Funktion ist eine Vorschrift, die einer gegebenen Eingangsgrofle eine ein-
deutig bestimmte Ausgangsgrofe zuordnet. Salopp gesprochen kann eine Funktion
verstanden werden als ein Mechanismus, der aus einer gegebenen Eingangsgrofie
genau eine Ausgangsgrofie produziert (Abb. 2.1).
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» Gibt es zu einer Eingangsgro3e mehr als eine AusgangsgroBe, handelt es sich nicht
um eine Funktion.

Funktionen y = f(x) konnen in einem rechteckigen (kartesischen) Koordina-
tensystem grafisch dargestellt werden. Die Eingangsgrofe wird auf der horizontalen
Achse (Abszisse) und die Ausgangsgrof3e auf der vertikalen Achse (Ordinate) auf-
getragen (Abb. 2.2).

Das Entscheidende dabei ist die Vorschrift, die verwendeten Bezeichnungen sind
nicht wesentlich. Ubliche mathematische Bezeichnungen sind x fiir die Eingangs-
groBe, y fiir die Ausgangsgrofe und f fiir die Funktion. In konkreten Problemen
werden in der Regel problemspezifische Bezeichnungen, also auch andere Buchsta-
ben als x und y verwendet.

Beispiel 2.1 Leistung im Stromkreis
Die Leistung P (Einheit Watt W) in einer Schaltung ist gegeben als Produkt
aus Strom und Spannung:

P=U-I
Mit dem ohmschen Gesetz U = R - I folgt
P=R-I°
Betrachtet man die Leistung als Funktion des Stroms, so ergibt sich
P(I)=R-I%

Die Funktion ist fiir alle Werte definiert und das Schaubild der Funktion ist
ebenfalls eine Parabel (Abb. 2.3).
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Abb.2.3 Die Funktion P(/) = R-I? qualitativ (links) und quantitativ fiir konkrete Zahlenwerte
von / und R (rechts). Bei der quantitativen Darstellung physikalischer Zusammenhinge miissen
die Einheiten an den Achsen angegeben werden

Reelle Funktion

Eine reelle Funktion f ist eine Abbildung, die jeder reellen Zahl x € D C
R eindeutig eine reelle Zahl y = f(x) € W < R zuordnet. Man spricht
auch von einer Funktion f in Abhingigkeit von x und bezeichnet dies mit

fiD =W, y=f(x).

Die Variable x wird als Argument oder als unabhiingige Variable und die
Variable y als Funktionswert oder als abhéngige Variable bezeichnet. D
heiflt Definitionsbereich und W heifit Wertebereich der Funktion.

Beispiel 2.2 Das ohmsche Gesetz als funktionaler Zusammenhang
FlieBt ein elektrischer Strom / durch einen ohmschen Widerstand R, so fallt
nach dem ohmschen Gesetz an R die Spannung

U=R-I @.1)

ab. Der Spannungsabfall U hingt von R und von [ ab. Interessieren wir uns
fiir die Abhédngigkeit der Spannung U vom Strom /, so liefert (2.1) die Be-
ziehung

UI)=R-1I

eine Funktion. Jedem Strom / wird die Spannung U(/) zugeordnet, der Wi-
derstand R bleibt fest.
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Das Schaubild dieser Funktion ist in Abb. 2.4 in einem rechteckigen
Koordinatensystem dargestellt. Die unabhingige Variable / wird auf der
horizontalen Achse abgetragen, der Funktionswert U, d. h. die abhingige Va-
riable, wird auf der vertikalen Achse abgetragen. Das Bild von U(1) ist eine
Gerade mit der Steigung R.

Man kann aber auch danach fragen, wie der Strom bei konstanter Span-
nung vom Widerstand abhéngt. Lost man (2.1) nach [ auf, erhdlt man I = %.
Bei konstanter Spannung erhilt man also die Funktion

U
I(R) = R
Hier darf man fiir R nicht alle reellen Zahlen einsetzen. Aus formalen Griin-
den kann man nicht R = 0 einsetzen, da dies zu einer Division durch Null
fiihren wiirde. Es ist physikalisch nicht sinnvoll, negative Werte fiir R ein-
zusetzen, denn Widerstinde sind nicht negativ. Deshalb ist fiir eine Funktion
nicht nur der Funktionsausdruck /(R) = % wichtig, sondern auch der De-
finitionsbereich, d. h. die Teilmenge D der reellen Zahlen, aus der man die

Werte der unabhéngigen Variablen, hier R, nimmt. Man schreibt:
U
I(R)=—, R>0
(R) R

Das Bild ist eine sogenannte Hyperbel (Abb. 2.5).

EV
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» Die Rolle der abhangigen und unabhdngigen Variablen kann sich dndern, je nach-
dem, unter welcher Fragestellung man ein Problem betrachtet. Sowohl mathema-
tisch formale Griinde als auch anwendungsbezogene Uberlegungen kénnen dazu
flhren, dass der Definitionsbereich einer Funktion eingeschrankt werden muss.

Funktionen konnen unterschiedlich angegeben werden. Am hiufigsten ist die
bisher verwendete explizite Darstellung durch einen nach der abhéngigen Variable
aufgelosten Ausdruck wie z.B. y = f(x) = V1 —x2, -1 <x < 1.

In der Praxis werden Sie hidufig Messungen durchfiihren, um funktionale Ab-
hingigkeiten experimentell zu ermitteln. Sie erhalten dann Datensitze der Form
(x1,¥1)s (X2, 2), - .., (xy,YN), also Wertetabellen. Auch auf diese Weise lédsst
sich eine Funktion darstellen.

Eine weitere Darstellungsform fiir Funktionen ist die implizite Darstellung.

Beispiel 2.3
Die Gleichung x? + y? = 1 beschreibt eine Punktmenge in impliziter Form.

Sie besteht aus allen Punkten (x, y), die diese Gleichung erfiillen. Dies sind
gerade die Punkte auf dem Einheitskreis (Abb. 2.6).

Um mit impliziten Ausdriicken arbeiten zu kdnnen, versucht man in der Regel,
die definierende Gleichung nach y aufzulosen. Allerdings wird durch die Gleichung
x24y? = 1 keine eindeutige Zuordnung von x-Werten zu y-Werten vorgenommen.
Formales Auflosen der Gleichung nach y ergibt nimlich

y = +V1—x2,
Damit definiert die Kreisgleichung implizit zwei Funktionen: den oberen Halbkreis
y=f1(x)=m mit—1 <x <lundy >0
sowie den unteren Halbkreis
y:fz(x)z—m mit—1 <x <1lundy <0. [ |

Nicht immer ldsst sich der Verlauf einer Funktion mit einer einzigen Funkti-
onsgleichung beschreiben. Vielmehr treten in der Technik auch héufig stiickweise
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Abb. 2.7 Die Funktion Y,
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definierte Funktionen auf. Mit diesen Funktionen kann man verschiedene Be-
triebszustidnde (z. B. f(x) = 1 fiir ,,eingeschaltet und f(x) = O fiir ,,ausgeschal-
tet*) beschreiben.

Die Funktion

1, x<1
y=f(x)=49x, 1l<x=<2 2.2)
2, x>2

ist fiir alle x € R definiert und in drei Abschnitten erklért. Sie besitzt das Schaubild
in Abb. 2.7. Diese Funktion weist keine Spriinge an den Ubergingen von einem
Abschnitt zum nidchsten auf.

Weitere Beispiele fiir stiickweise erklédrte Funktionen sind die Beschreibung der
Balkenbiegung in Abb. 2.24 und das Laden und Entladen eines Kondensators (Bei-
spiel 2.21).

2.1.2 Verkettung von Funktionen

Beim Auswerten der Funktion y = h(x) = 2x? geht man in zwei Schritten vor:
zuerst quadriert man die unabhingige Variable x, dann verdoppelt man das Ergeb-
nis, das man zuvor erhalten hat. Wir konnen dies als Hintereinanderausfiihrung oder

Verkettung der Funktionen y = g(x) = x?> und y = f(x) = 2x interpretieren
(Abb. 2.8). Dafiir schreibt man

h(x) = f(g(x)).

quadriere die 22 verdopple die 9
Eingangsgrofie Eingangsgrofie

g f

Abb. 2.8 Die Funktion # mit 2(x) = 2x?2 kann als Hintereinanderausfithrung /1(x) = f(g(x))
mit f(x) = 2x und g(x) = x? interpretiert werden
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Bei der Verkettung von Funktionen spielt die Reihenfolge eine Rolle, wie das nach-
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.4
Essei y = f(x) =3x +5und y = g(x) = 5 — 2. Bestimmen Sie:
1. f(g(x))

2. g(f(x)).
Losung:
1.
flen =1 (3-2)=3(53-2)+5= ;x_l
2.

1 301
g(f(x) =gBx+5) =7Gx+5-2=2x+7

Die beiden Ergebnisse sind offensichtlich unterschiedlich. Beim Verketten von
Funktionen kommt es auf die Reihenfolge an. |

Beispiel 2.5
Gegeben sind die Funktionen y = f(x) = x? — 1 und die Funktion y = g(x) =
3/x. Bestimmen Sie g( f(x)). Achten Sie dabei auf die Definitions- und Wertebe-
reiche der Funktionen.

Losung: Die Funktion y = f(x) = x? — 1 ist fiir alle x € R definiert und
nimmt Werte y > —1 an, wihrend die Funktion g nur fiir x > 0 definiert ist.
Verkettet ergibt sich folgende neue Abbildung:

3
y=g(f(x) =g(x*~1) = Vx2—1
Die verkettete Funktion ist nun nur noch fiir |x| > 1 definiert. |

» Beim Verketten von Funktionen muss der Definitionsbereich der inneren Funktion
u. U. so eingeschréankt werden, dass ihr Wertebereich nicht groR3er ist als der Defini-
tionsbereich der duBeren Funktion.

Beispiel 2.6 Anwendung der Verkettung

Fiir einen industriellen Fertigungsprozess wird Wasser in einem Becken mit
2 m Tiefe gespeichert. Der Wasserstand iiber dem Boden wird mit einem Sen-
sor gemessen. Der Sensor wandelt den Pegel x (in m) in ein Spannungssignal
U (in V) um:

\%
U= f(x)=-5V+5—-x.
m
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Der Wasserstand von 0 m bis 2 m wird in ein Spannungssignal zwischen —5 V
und 5V abgebildet.

In Abhéngigkeit der Spannung wird ein Zuflussventil gedffnet geméB der
Funktion:

-104-U, U=<0

z(U) =
) 01, U>0

Fiir eine negative Spannung U wird Wasser nachgefiihrt, und zwar proportio-
nal zum Wert der Spannung. Bei positiver Spannung schlieit das Ventil.

Die Verkettung der Funktionen z (U) und U(x) beschreibt die Zuflussrate
in é in Abhingigkeit vom Pegelstand x (in m). Fir U > 0V, d. h. fiir x >
I mund fiir U <0V, d.h. fiir x < 1 m, folgt durch Einsetzen:

Z(x) = z(U(x))
)10 (-5V+5¥.x) =501-50L.x, x<Im

- 01, x>1m

Fiir Pegelstinde im Becken unter 1 m wird Wasser zugefiihrt. Steht der Pegel
tiber 1 m, wird der Zufluss gestoppt.

2.1.3 Umkehrung von Funktionen

Fiir die Auflosung von Gleichungsbeziehungen spielen Umkehrfunktionen eine ent-
scheidende Rolle, da sich bei Hintereinanderausfiihrung Funktion und Umkehr-
funktion gegenseitig aufheben.

Umkehrfunktion
Unter der Umkehrfunktion f~! zu einer Funktion f versteht man diejenige
Funktion, fiir die

fTHf() = x

fiir alle x aus dem Definitionsbereich von f gilt.

» Achtung! Der Exponent —1in f~!(y) istin diesem Zusammenhang keine Potenz,
sondern kennzeichnet die Umkehrfunktion.
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Abb.2.9 Die Funktion links ist nicht umkehrbar, denn es gibt mit den x-Werten xq, x1, X2 und x3
vier Werte im Definitionsbereich, deren Funktionswert yg ist. Die Funktion rechts ist umkehrbar,
denn es gibt fiir jedes yo genau einen Wert x¢ aus dem Definitionsbereich, dessen Funktionswert

Yo ist

Beispiel 2.7

Weisen Sie nach, dass ' (x) = 5 die Umkehrfunktion zu f(x) = 3x ist.
Losung: Wir miissen zeigen, dass die Hintereinanderausfiihrung f~'( f(x)) fiir

alle x wieder x ergibt. Dazu definieren wir eine Hilfsvariable z = f(x) = 3x.

Damit ist

_ _ z
) =) = 3=3 =%
Also ist ! tatsichlich die Umkehrfunktion zu f. m

Eine Funktion muss eine Voraussetzung erfiillen, damit sie umkehrbar ist.

Umkehrbare Funktionen
Eine Funktion ist umkehrbar, wenn zu jedem y aus dem Wertebereich der
Funktion genau ein x aus dem Definitionsbereich gehort.

Dies ist dann der Fall, wenn jede waagerechte Gerade den Funktionsgraphen
hochstens einmal schneidet (Abb. 2.9): Bei der linken Funktion gibt es mit den x-
Werten xg, x1, X, und x3 vier Werte im Definitionsbereich, deren Funktionswert y,
ist. Daher ist die Funktion nicht umkehrbar. Bei der rechten Funktion gibt es mit
Xo genau einen Wert aus dem Definitionsbereich y(, dessen Funktionswert y ist.
Daher ist sie umkehrbar.

Bei der Bestimmung der Umkehrfunktion geht man in zwei Schritten vor.

Bestimmung der Umkehrfunktion
Schritt 1: Lose y = f(x) nach x auf: x = f~(y).
Schritt 2: Vertausche die Bezeichnungen x und y. Man erhilt y = f~!(x).
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Abb.2.10 Die Funktion y = f(x) = 2x + I mit ihrer Umkehrfunktion y = f~' (x) = “5~

(links) und die Funktion y = f(x) = 1+ x2 mit ihrer Umkehrfunktion y = f~!(x) = +/x — 1
(rechts) (vgl. Beispiel 2.8)

Beispiel 2.8
1. Die lineare Funktion y = f(x) = 2x+1mit D = W = R ist umkehrbar. Beim
Bestimmen der Umkehrfunktion suchen wir eine Funktion f !, die die Wirkung
von f riickgingig macht. Das bedeutet, dass f~! das Argument 2x + 1 wieder
auf x abbilden muss:

f'ex+1)=x

Schritt 1: Wir 16sen y = 2x + 1 nach x auf und erhalten x = 1

2
Schritt 2: Die Umbenennung liefert

_x—l
y = >

Die Umkehrfunktion lautet

x—1

=S = ——

Die Funktionsgraphen von y = f(x) und y = f~'(x) liegen in einem kar-
tesischen Koordinatensystem spiegelbildlich zur Winkelhalbierenden y = x
(Abb. 2.10, links).
2. Wir bestimmen die Umkehrfunktion zu y = f(x) = 1 4+ x? mit x > 0:

Schritt 1: Auflésen nach x: y = 1 + x?> = x = /y — 1, denn nur fiir die
positive Wurzel erhélt man Werte aus dem Definitionsbereich von f.

Schritt 2: Umbenennen: y = f~'(x) = ~/x—1mitx > lund y > 0
(Abb. 2.10, rechts). |

Weitere Beispiele fiir Paare von Funktionen, bei denen die eine jeweils die
Umkehrfunktion der anderen ist, sind Potenz- und Wurzelfunktionen (sieche Ab-
schn. 2.3) und Exponential- und Logarithmusfunktionen (sieche Abschn. 2.4).
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