2 II-Theorem

Das I1-Theorem beschreibt die Aquivalenz zwischen der urspriinglichen Frage-
stellung nach der Zielgrofie

V= f (XX Xy) (2.1)

in Abhédngigkeit von den dimensiosbehafteten Einflussgroffien und der zu-
geordneten Darstellung

y=x" " Xy G, I1,,..,11,) (2.2)

die als Prasentanz des Problems die dimensionsbehafteten Grofien in Form ei-

ay

nes Potenzproduktes x“ -x,**-...xy* mit der Dimension der Zielgrofle

multiplikativ. mit der dimensionslosen Funktion G (I1,,I1,,...,I1,) verkniipft.
Dabei sind die zugehorigen Exponenten «;,0,,...,a, reelle Zahlen und die mit
den  dimensionsbehafteten  Einflussgroffen  darstellbaren  Argumente
I1,,11,,..,T1, die linear unabhéngigen Potenzprodukte (Kennzahlen) des Prob-

lems.

Der wesentliche Sinn der Darstellung (2.2) liegt in der Reduzierung der N di-
mensionsbehafteten Einflussgrofien auf p=N- r <N dimensionsfreie Argu-
mente, die zugleich die Kennzahlen des zu untersuchenden Problems sind. Da-
bei ist 7 der Rang der zugehorigen Dimensionsmatrix, der mit der Anzahl der
Grundgroflen des gewdhlten Mafisystems im Zusammenhang steht.

Die geschilderte Aquivalenz kann auch implizit

F(y, x,%y,...,xy) = 0 = HI1,,I1,,...,T11,_, ,)=0 (2.3)

formuliert werden.

Die Darstellung (2.3) ist Abbild der Grundeigenschaften und der Messbarkeit
unserer Welt. Der Beweis des I1-Theorems kann allein mit Mitteln der Linearen
Algebra gefiihrt und in entsprechenden Biichern iiber Dimensionsanalyse [1, 2,
3, 4] nachgelesen werden, so dass wir hier auf eine Wiederholung der Beweis-
fiihrung verzichten konnen, zumal sich fiir konkrete Probleme die Prasentanz
eines Problems mit etwas Ubung stets ohne spezielles fachliches Wissen und
ohne Kenntnis der Beweistechnik direkt anschreiben ldsst.
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2.1 Systematische und heuristische Beschaffung der II-Produkte

Unter der Voraussetzung der universellen Giiltigkeit des IT-Theorems wird
zur Einfithrung ein elementares Beispiel behandelt, um die hierbei im Umgang
mit dem IT-Theorem gewonnenen Erfahrungen spéter auch bei der praktischen
heuristischen Vorgehensweise ohne detaillierte Berechnungen anwenden zu
konnen.

Es wird eine mit einem newtonschen Fluid der Dichte p und der dynamischen
Zahigkeit 77 tangential angestromte Platte (Bild 2.1) der Breite 5 und der Lange
[ betrachtet.

)\‘/‘/ U
O
o

Bild 2.1 Tangential angestromte Platte

Gesucht ist der Zusammenhang f(y=F, x, =U, x, = p, x;=n,x, =1, x,=b) =0,
der explizit aufgeldst nach der Zielgrofie y die Frage nach der erforderlichen
Haltekraft F in universeller Weise beantwortet. Dies ist der Fall, wenn wir die
Prasentanz des Problems gefunden haben.

Zum Erreichen dieses Ziels schreiben wir zur expliziten Berechnung die zuge-
horigen dimensionslosen Produkte

I, =F% . US. pfop % pts (2.4)

an, die aufgrund der Dimensionshomogenitat nur Potenzprodukte von der
Zielgrole y = F und den Einflussgrofien X = {U , 0, n,l,b} sein konnen.

Aus der Dimensionsfreiheit dimIT, =[I1,] = 1 dieser Produkte

[ ]=[F]" U 12 [n 1" 1] [6]" =1 (2.5)
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folgt unter Beachtung der Dimensionen L,M,T fiir die Zielgrofle F und die
Einflussgrélen U, p, 1, I, b

[Fl=LMmT?, [Ul=LT", [p]=L"M, [n]=L'MT", [I]=L, [b]=L (2.6)
die Gleichung
[Hi]ZL Kot Ki=3K,~K3+Ky+Ks | ) rKo+Ko+K ‘T*ZKU*KI*’Q =1 2.7)

aus der sich mit dem Verschwinden der Dimensionsexponenten drei Gleichun-
gen fiir die sechs Koeffizienten K ,K|,X,,K;,K,,K;

Ko+ K, -3K,-K,+K,+ K, = 0
K+ K, +K, = 0 (2.8)
—2K,-K,— Ky = 0

ablesen lassen. Das Gleichungssystem (2.8) zur Bestimmung der sechs Koeffi-
zienten ist somit unterbestimmt.

Bevor wir unsere Wahl fiir die drei zunédchst noch unbestimmten Koeffizienten
treffen, schreiben wir das Gleichungssystem (2.8) in die Form

K,=- (K;+K,+K;)/2
K = K, + K| (2.9)
K,=—(K;-K,-K,)/2

um und erkennen, dass mit der Wahl der Koeffizienten K, K,, K, auch die

Koeffizienten K, K, K, bestimmt sind.

Die Koeffizienten K,, K,, K; werden jetzt so gewahlt, dass alle linear unab-
hédngige Potenzprodukte II; in Erscheinung treten konnen. Dieses ist der Fall,
wenn die Koeffizienten K;, K,, K; selbst linear unabhédngig voneinander sind.

Wir wahlen deshalb die linear unabhédngigen Kombinationen

i=0  K,=1 K,=0 K,=0
i=1 K,=0 K,=1 K,=0 (2.10)
i=2 K,=0 K,=0 K,=1
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deren zugehorige Matrix mit drei von Null verschiedenen Zeilen

1 0 0
0 1 0 (2.11)
0 0 1

die lineare Unabhangigkeit bestitigt.

Setzt man die so gewahlten drei Kombinationen K,, K,, K; der Reihe nach in
die Bestimmungsgleichungen (2.9) ein, erhdlt man die restlichen Koeffizienten
K,, K,, K, in der Zuordnung nach (2.12):

i K, K, K; K, K, K,
0 1 0 0 -1/2 0 -1/2
(2.12)
1 0 1 0 -1/2 1 1/2
2 0 0 1 -1/2 1 1/2
gewahlt errechnet

Damit stehen drei Kombinationen fiir die Koeffizienten X, K, K, , K, K, , K;

bereit, die durch Einsetzen in die Gleichung fiir die Potenzprodukte (2.4)
schliefilich auf drei linear unabhéangige dimensionsfreie Produkte II, IT, IT,

fiihren.

F U P n I b
i K, K, K, K, K, K,
o [ -1/2 0 -1/2 1 0 0 | m=—=>_
0 F1/2p1/2
1/2
1 | -y2 1 12 0 1 0 m=Y21! (2.13)
F
1/2
2 | -1/2 1 1/2 0 0 1 m,=Y2 "0
F
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Die gefundenen IT-Produkte sind nicht die iiblicherweise in der Stromungsme-
chanik verwendeten Kennzahlen. Ursache hierfur ist die willkiirliche Wahl der
Koeffizienten K, K,, K. Die gewahlte willkiirliche Zuordnung entsprechend

der Elemente der Einheitsmatrix (2.11) bedeutet aber keine Einschrankung der
Allgemeinheit. Ein IT-Datensatz kann stets durch Potenzproduktbildung der
willkiirlich gefundenen IT-Produkte in iibliche Kennzahlen iiberfiihrt werden.
Die hier gegebene Freiheit gestattet stets die Gestaltung der IT-Produkte, die
ganz speziell auf die besonderen Belange eines Problems zugeschnitten sind.
Auch die einfache Messbarkeit von Einflussgrofien kann fiir eine sinnvolle Wahl
der I1-Produkte bedeutend sein.

In unserem Beispiel lassen sich die drei gefundenen IT-Produkte mit den Po-
tenzproduktbildungen nach (2.14) in die in der Stromungsmechanik {iblichen
Kennzahlen umschreiben:

Iy =TI I, = Fz
pUbI
mer-mn =Y Re (2.14)
1 1 o n/p
Hz=nl~ngl—é

Durch Anwendung des IT-Theorems ist die Reduzierung von N =35 dimensi-

onsbehafteten auf p =2 dimensionsfreie Einflussgrofen I17,11; gelungen.

U—> CUb

P —P H!ZEZRC—P

" —> Bl -

I —» L b pUDI
IM=- —p

b — ]

Bild 2.2 Reduzierung der Daten durch dimensionsfreie Darstellung

Mit dem so gewonnenen Ergebnis I1, = G(I1,,I1;) kann die ZielgroBe y=F
als Priasentanz des Problems explizit durch

y=F=pU*bl-G(Re,b/l) (2.15)
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dargestellt werden, die sich insbesondere fiir schlanke Platten mit 5// <<1 auf
die alleinige Abhéangigkeit von der Reynoldszahl Re reduziert

y=F=pU’bl-G(Re) (2.16)
die durch Reihenentwicklung um b5/1 — 0

F=pU®bl-G(Re,b/1)= p U*bl {G(Re,O) + G'(Re,0) ? + } 21

= pU?bl-G(Re,0)= pU> bl - G(Re)
gefunden wird.

Mit Hilfe des IT-Theorems und der Beschrankung auf schlanke Platten kann
die gesuchte Haltekraft "= f(U, p,n, [, b) allein durch die experimentelle Be-
stimmung einer einzigen Funktion G in Abhingigkeit von der Reynoldszahl
bestimmt werden. Es geniigt eine einzige Messreihe unter Verwendung eines
beliebigen newtonschen Fluids, um die in Bild 2.3 dargestellte Funktion
F/(pU’bl) = G (Re) aufzeichnen zu kénnen.

- F
pbl U?

0

G(Re)

» Il =Re

Bild 2.3 Universelle Darstellung des Haltekraftexperiments

Die II- Produkte lassen sich auch mit weniger Aufwand heuristisch durch die
unmittelbare Nutzung der Dimensionsmatrix (2.18) beschaffen, die mit Kennt-
nis des Datensatzes f(y=F, x,=U, x, = p, x;=n, x, =1, x;=b) = 0 unmittelbar

angeschrieben werden kann
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(2.18)

T - -1 0 -1 0 0

die mit der zum Gleichungssystem (2.8) zugehdorigen Matrix (2.19) identisch ist
und die heuristische Vorgehensweise mit Hilfe der Dimensionsmatrix legiti-

miert
K, K, X, K, K, K.
1 1 —3 ) 1 1
1 0 1 1 0 0 (2.19)
) 1 0 1 0 0

deren Eigenschaften sich direkt konstruktiv zur Entdimensionierung nutzen
lassen. Fiir die Langen steht die umstromte Lange b=b" der Platte (Bild 2.1)
zur Verfligung, so dass sich fiir IT, =1 und I1,=1//b ergibt. Die Haltekraft F
kann mit F* = pU”-bl und die Anstrémgeschwindigkeit U mit U’ = (7 /p)/b
entdimensioniert werden. Dabei ist das Produkt pU”ein MaR fiir den Stau-
druck der Stromung, das mit der Flache der Platte 5/ zu multiplizieren ist.
Bleibt noch der Einfluss der Zahigkeit 7 des Fluids, der sich nur mit dem Ver-
héltnis 7/ p multipliziert mit der reziproken charakteristischen Lange 5 im
Kontext mit der Dimensionsmatrix finden lasst. Da der Experimentator nach
der Wahl eines Testfluids die Stoffeigenschaften Dichte p und dynamische Za-
higkeit 7 nicht mehr verandern kann, sind diese beiden Grofsen keine direkten
Einflussgrofien und treten deshalb (Bild 2.4) nur noch in den reprasentativen
Groflen zur Entdimensionierung in Erscheinung und sind deshalb als dem Sys-
tem innewohnende Eigenschaften im Inneren des Systembilds (Bild 2.4) einge-
zeichnet.

L: bb :1{e:1—[1 —_—

v (m/p
b b F F
—=-=1=II, —> — P ]
b b : F* pU bl
I
Lolom, — :
=51k P

Bild 2.4 Entdimensionierung mit Hilfe der Dimensionmatrix
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Das so heuristische allein im Kontext mit der Dimensionsmatrix gefundene Er-
gebnis
M,= L = G(I1,=Re, 1, =1, TT, =b/1) = G(Re, b/1) (2.20)
pU bl :

entspricht dem der systematischen Herleitung (2.15).

Mit der Entdimensionierung des Umstromungsproblems einer tangential ange-
stromten  schlanken Platte ist eine Reduzierung von N+1=6

dimensionbehafteten Groflen F,U,p, 17, [, b (Anzahl der Spalten der Dimensi-
onsmatrix) auf p+1=3 dimensionsfreie Groflen I1,I1,,I1; erreicht worden:

N+1=6 = p+1=3 - r=N-p=3

Diese Reduktion um r =3 ist gleich der Anzahl m=3 der Dimensionen oder
Grundgrofien des gewdhlten Mafisystems (Anzahl der Zeilen der Dimensions-
matrix) und entspricht auch dem Rang der zugehorigen Dimensionsmatrix
(2.18).

Dass der Rang der Dimensionsmatrix (2.18) tatsdchlich »=m =3 ist, lasst sich
durch Elementarumformungen auf die zugehdrige Diagonal- bzw. Einheitsmat-
rix

1 1 -3 -1 1 1 0 0 0 0 O
1 0 1 1 0 0 - 0 1 0 0 0 O
-2 -1 0 -1 0 O 0o 0 1 0 0 O

Bild 2.5 Elementarumformung auf Einheitsmatrix

zeigen. Der Rang r der Diagonalmatrix ist gleich der Anzahl der von Null ver-
schiedenen Diagonalelemente. In unserem Beispiel ist also in der Tat der Rang
r=3 der Dimensionsmatrix gleich der Anzahl der Zeilen, die wiederum der
Anzahl m =3 der Dimensionen oder GrundgrofSen des verwendeten (L,M,T)-
Mafsystems entspricht. Dies ist immer der Fall, wenn die Dimensionsmatrix
reguldr bleibt, keine linearen Abhangigkeiten auftreten.

Insbesondere fiir schlanke Platten reduziert sich die Darstellung (2.20) auf

F

HO = W = G(H] :Re): G(Re) (221)

die explizit aufgeldst nach Haltekraft
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F=pU’bl-G(Re=Ub/(n/p)) (2.22)

zeigt, dass alle im Datensatz U, p, n, [, b enthaltenen Einflussgrofsen zur Be-
schreibung der Haltekraft genutzt werden. Das Ergebnis ist in der Tat die
Prasentanz des Problems, der verwendete Datensatz offensichtlich vollstandig.
Mit der Ausnutzung der Schlankheit konnte die Reduktion von N+ 1= 6 auf
p+1=2 verbessert werden.

2.2 Industrielle Nutzung

Mit dem nun vorliegenden Kenntnisstand lassen sich die dimensionsfreien IT-
Potenzprodukte problemlos ohne grofie Rechnung bestimmen, wenn nur der
vollstindige Datensatz vorliegt. Wir demonstrieren dies anhand des nachsten
Beispiels, das charakteristisch einen Materialverschleifs (Bild 2.6) beschreibt,
und zeigen zugleich die Moglichkeiten der industriellen Nutzung.

Gleitweg AL

>
P

:

@@ OO

Bild 2.6 Materialverschleifs-Experiment

Beim Gleiten des mit der Kraft F auf eine harte Unterlage gepressten Stiftes mit
der Druckfestigkeit o, entsteht langs des Gleitwegs AL ein Verschleiff des
Stiftmaterials um das Volumen AV.

Fiir die gesuchte Zielgréfie AV kann somit unmittelbar (Bild 2.7) mit den Ein-
flussgroflen AL, F, A, o

AL

AV
F — >
4 Obr

Bild 2.7 Dimensionsbehaftete systemtechnische Darstellung
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die Beziehung

AV=f(AL,F,A4, 0,,) (2.23)

und die zugehorige Dimensionsmatrix zur Kennzahlenbestimmung

N+1=5

AV | AL F A Opr

m=3 L |3 1 1| 2 | - (2.24)
Moo ]| 1] 0|1

angeschrieben werden.

Als reprasentative Lange steht allein der Gleitweg AL = AL zur Verfiigung,
der sowohl zu Entdimensionierung der Linge AL als auch der Fliche 4 ge-
nutzt werden kann. Durch die Entdimensionierung der Kraft mit F* =0, 4
wird die Druckfestigekeit o, des Materials ins Spiel gebracht.

AL ALy,
A" AL

o F F/4 AV AV
2T T — — “ ERtt ]
P ooy AT (AL
_4_ 4

T4 (ALY T Tom

Bild 2.8 Dimensionsfreie systemtechnische Darstellung
Das allein im Kontext mit der Dimensionsmatrix gefundene Ergebnis

AV F /A A ~ F/4 A
0:73:G(H1:1,H2: ’H3: 2):G( , 2
(AL) Tpr (AL) opr (AL)

) (225)
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