Losungen und Hinweise

Ubungen fiir Kapitel 2
Losung zu Ubung 2-10 a, = 2"°* fir n > 2. Induktionsanfang: a, = 1 = 2° = 2*72,
Induktionsschritt: a,,; = Y/, a; = a, + Y1 a; = a, + a, = 2a, LY. 5. gn=2 _ pn-1

Ubungen fiir Kapitel 4

Losung zu Ubung 4-3

(1) Durch (a,b,c) — {a, b, c} ist eine Bijektion von M auf die Menge der dreielementi-
gen Teilmengen von {1,..., n} gegeben, da sich jede solche Teilmenge in eindeutiger
Weise geordnet, d. h. als {a < b < ¢} aufschreiben ldsst. Daher folgt #M; = (g’)

(2) Durch (a,b,c) » {a,b+1,c + 2} ist eine Bijektion von M, auf die Menge der drei-
elementigen Teilmengen von {1,...,n + 2} gegeben (Umkehrung: {a < § < y} —
(a0, B-1, y—2)). Daher folgt #M, = (";2). Alternativ: Fallunterscheidung nach Gleich-
heiten: Fiir a < b < ¢ gibt es nach (1) (g’) Moglichkeiten, fiira < b=cunda=>b<c¢
gibt es je (;) Méoglichkeiten, und fiir a = b = ¢ gibt es n Moglichkeiten. Also #M, =

(5) +2(3) +m.

(3) Zu jedem Paar (A, B) mit A c Bc {1,...,n} assoziieren wir ein n-Tupel (ay, ..., a,)
mit a; € {1,2,3} fiir alle i: Setze a; = 1, falls i € A, setze a; = 2, falls i € B\ A,
und setze a; = 3, falls i € {1,...,n} \ B. Man sieht sofort, dass dies eine Bijektion

M; — {1,2,3}" definiert. Also folgt #M5 = 3". Alternativ: Fallunterscheidung nach
k = #B: Es gibt (Z) solche B, und fiir jedes davon gibt es 2 mégliche Mengen A. Also
folgt #M3 = Y_,2%(}). NB: Dies ist gleich (2 + 1)" = 3" nach dem binomischen
Lehrsatz.
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.. A fall A

Losung zu Ubung 4-4 Definiere h : P(M) - P(M), A — bin) fallsng . Of-
Ax{n} fallsneA

fenbar gilt h o h = id, also ist /1 sein eigenes Inverses, also insbesondere bijektiv. Auflerdem

ist offenbar h : Pg(M) = P, (M). Also ist h die gesuchte Bijektion.

Losungzu Ubung4-5 Die Formel fiir 3}, m* folgtaus ¥, (%) = ("7') und >

("31), siehe Ubung 4-2. Es ist m® = 6("7) + 6(%) + ('), also folgt 3.1, m* = =(

o()+ (7).

(1) =
)

Losungzu Ubung4-6 Multipliziert man (1+x)" (1+x)™ = ((g)+(;’)x+(g)x2+. .. )((:’;)+
( )x + ( )x2 + . ) aus und sortiert nach Potenzen von x, so ist der Koeffizient von

x" gleich 1, der Koefﬁzient von x' gleich (7)("') + ('1')('2)1), der Koeffizient von x* gleich

(M) + (1) + (5)(%), allgemein der Koeffizient von x* gleich Yo (")(,",) Ande-
rerseits ist der Koeffizient von x* in (1 + x)"*™ gleich ("%™), und die Formel folgt durch
Koefhizientenvergleich.

Der Bijektionsbeweis: Wir zihlen die k-elementigen Teilmengen A c {1,...,n + m}
einmal direkt, das gibt die linke Seite, und einmal so, dass wir eine Fallunterscheidung
nach [ := #(An {1,...,n}) machen. Fiir festes [ ist A dadurch eindeutig festgelegt, dass
ich I beliebige Elemente aus {1, ..., n} und k — I beliebige Elemente aus {n+1,...,n+m}
wihle. Nach der Produktregel gibt es dafiir (7) ( o l) Moglichkeiten. Mit der Summenregel

erhélt man die rechte Seite fiir die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen A.

Ubungen fiir Kapitel 5

Losung zu Ubung 5-3 Solange die Zahl grofer als 2 ist, wird sie durch die Operation
Wurzel ziehen und abrunden’ verkleinert. Daher wird das Ergebnis irgendwann kleiner als
4. Ist a die erste vorkommende Zahl, die kleiner als 4 ist, dann ist a = [\/E] mit b > 4, also
a>2,alsoac {23}

Losung zu Ubung 5-5 Zunichst folgt a > b > 0 = a” > b" fiir n € N mit Induktion
mittels Ubung 2-3. Dann ist auch a > b > 0 = a” > b". Dann folgt a'/™ > b"/" fiir m € N,
denn andernfalls wire a’/™ < b'/™, also mit dem ersten Teil (angewendet auf pl/m gl/m
statt a, b) a = (a’/™)™ < (b/™)™ = b. SchlieRlich folgt fiir n,m € N, dass a > b > 0 =
a >b">0= a""> prim,

Losung zu Ubung 5-8 Sie miissen alle gleich sein. Zum Beweis betrachte die kleinste vor-
kommende Zahl (Extremalprinzip!), nenne sie a. (Es gibt eine kleinste, da nur natiirliche
Zahlen vorkommen). Die Nachbarn dieser Zahl miissen alle gleich a sein, da das erste a
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der Mittelwert seiner Nachbarn ist — wiére einer grofler, so miisste auch einer kleiner sein,
aber a ist minimal. Mit demselben Argument sind die Nachbarn der Nachbarn auch gleich
a, dann deren Nachbarn usw. Es folgt, dass alle Zahlen gleich a sind.

Bemerkung: Auch wenn man positive reelle Zahlen statt natiirlicher Zahlen zulésst,
miissen alle gleich sein. Das ist aber schwieriger zu zeigen.

Ubungen fiir Kapitel 7

Losung zu Ubung 7-4

(1) Fiir gerades n, n = 2m, ist n! > (n +1)--(2n) > m™, also a,, > (m™)"/*" = \/m.
Ahnlich folgt fiir n = 2m + 1, dass a, > \/m. Also folgt a, — oco.

(2) p(n) = (Z) ist ein Polynom in n vom Grad k. Da g—i — 0 nach Satz 7.5.3 fiir jedes [,
folgt durch Summieren von k +1Termen a, — 0.

(3) Esist (Vgl der Hlnwels) b, =" Z—’f% = % (Teleskopprodukt). Wegen 2n—1> 2n -2
istl— 5= > 5= allgememer 1- ﬁ >1- ﬁ furk =1,3,5,...,2n — 3. Damit

-1
folgt ¢, > (1 - %) a, > a,, also a’

a, - 0.

< a,c, = by, = ﬁ, also a, < \/% und damit

Losung zu I'.'Ibung 7 6

(1) Wegen - Lo gllt lim, e 2 3 =0, hm,Hoo 2 =0=lim, .0 2 =0-0=0.
) d, « en < b,, < a, < c¢,, denn: e, > nwOl fiir n > 1001, also ‘:—" <L >0.Es
gibt mq mit 4™ > 4m? fiir m > my, also 4mt s gmpgm = ((2m)*)™m™, also mit

_ 4t s g S e o 1 . s end
m = [/n]:4" > 4™ > n"m™, also > < — 0. Fir n > 5ist n! > 4!-5"7%, also

< -5 >
no o4t ey . [n/2]
i—::i—,ﬁi, (g) - 0.Esistn! = 1-[5]-([§]+1)-n< ~~—~n~~n:(%) n"

also “" < ( )[n/Z] - 0.

>

SIS
N}

Losung zu Ubung 7-7 Da ( ) der grofte Summand in 4" = Y}" ( ) ist, gilt ( )
4". Wie bei Ubung 7-6 folgt daraus e, < f,. f, < b, gilt nach Ubung 7-4.

2n+1

Losung zu Ubung 7-10 Der Ausdruck kann als lim,, ., a,, interpretiert werden, wobei

V2, a5 = /242, a3 = \/2+ 2+ . die endlichen Abschnitte sind. Diese

erfullen die Rekursion ag = 0, @, = /2 + a,. Um die Existenz des Grenzwerts zu zeigen
und ihn zu berechnen, verfahre wie in Ubung 7-9: Zeige induktiv, dass a,, monoton wichst
und durch 2 nach oben beschrinkt ist (Beweis: a, < 2 = a,41 < /2 +2 = 2, daraus folgt
a’<2a,=a,+a,<2+ay,alsoa, <\/2+a, = a,,), daher existiert der Grenzwert a,

undesgilta:\/2+a,alsoa:2.Also\/2+ 24+4V2+...=2.
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Losung zu Ubung 7-11

(1) Nach der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel, Satz 2.1.9, gilt
(a+ %) > \/g = /2 fiir a > 0, also folgt a,, > \/2 fiir alle n > 1. Aus a? > 2 folgt
u% <ay,,alsoa,, = %(an + a%) < %(an +ay) = a,. Daher ist (a,) fiir n > 1 monoton
fallend und nach unten beschrénkt, hat also einen Grenzwert a. Es muss a = 2 (a + %)
gelten, was sich zu a = +1/2 auflosen lésst, also a = V2 wegen a > 0.

(3) Nachrechnen!

(4) An+l = %(an + a_rn)

Losung zu Ubung 7-13

(1) Wahr: Sei |x,| < C Vn. Zu e > 0 sei ng derart, dass |y,| < & fiir n > ng, dann ist
[%n Y| = [xn] [yn] < C& = e fiir n > ny.

(2) Falsch, z. B.

{1 falls n gerade
n= Yn = 1-x,,

0 falls n ungerade '
dannist x,y, = 0Vn, aber (x,), (y,) sind keine Nullfolgen.
(3) Falsch, z. B.

1

~ % falls n gerade
" -7 falls n ungerade.

Bemerkung: Die Aussage ist wahr, wenn lim,,_, o x,, # 0.

Losung zu Ubung 7-18 (1) Es gelte a, — a. Wir wollen s, — a zeigen. Da wir s,, — a mit
a, — a in Verbindung bringen wollen, schreiben wir zunéchst

a +...+ay, a+...+a,-na (ay—a)+...+(a,—a)
Sn_a: —a= = 5
n n n

also wegen der Dreiecksungleichung

(aj—a)+...+(a,—a)| |a—a|+...+|a,-a]
<

|sn —al =
n n

Wir wollen zeigen, dass das fir grofle n klein wird. Von den Summanden im Zzhler werden
aber nur die mit den grofieren Indizes klein, von den ersten, z. B. a1 — a wissen wir nichts — au-
3er, dass sie beschrinkt sind. Da wir diese am Schluss durch # teilen, liefern diese zur Summe
nur einen kleinen Beitrag. Wir miissen aber aufpassen, dass von diesen ,unkontrollierten’ Sum-
manden nicht allzu viele (z. B. n/2) da sind. Das ergibt sich, wenn man die Dinge sorgfiltig
aufschreibt:

Sei & > 0 gegeben. Wegen a,, — a konnen wir N so wihlen, dass gilt:

|a, —a| < ¢/2 firallen>N. (*)
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(Wir nehmen hier £/2, um spiter etwas "Platz’ fiir die Abschétzung zu haben.) Da die Folge
(an — a) konvergiert, ist sie beschrinkt, d. h. es gibt ein C € R mit

la, —a|<C firalleneN. (%)
Fiir n > N gilt dann

|a1—a|+...+|an—a| CN+ (n- N)s/2 CN en—-N
n n n 2 n

s, —al <

CN ¢
<—— 4=
n 2
wobei wir fiir die ersten N Summanden die Abschitzung (+x) und fiir die letzten n — N

Summanden die Abschitzung () verwendet haben.

Um unser Ziel |s, — a < & zu erreichen, brauchen wir ¥ < £ Dies ist dquivalent zu n > ZCN

Also:

IN
e

Wihle nun eine natiirliche Zahl N’ > 2X_Fiirr n > N’ gilt dann < < &% < £ Fiir

NI
n>N'undn >N (dh.firn>N":= max{N N'}) folgt also

e ¢
|sp—al< =+ ==
2 2
Damit haben wir gezeigt, dass es zu jedem ¢ > 0 ein N” € N gibt, so dass fiir alle n > N”
gilt: |s, — a| < &. Das heifit s, - a.
(2): Sei a,, = (-1)". Diese Folge divergiert, aber die Folge (s,) konvergiert gegen Null,
denn offenbar ist

n=

_71 falls n ungerade,
0 falls n gerade.

woraus —+ < s, < 0 fiir alle n folgt und damit wegen -+ — 0 und 0 — 0 nach dem
Sandwichlemma, dass s, — 0.
Der Cesaro-Limes der Folge (-1)" ist also 0.

Losung zu Ubung 7-19 Man beobachtet, dass (1++/2)" mit wachsendem n immer niher
an einer ganzen Zahl liegt, fiir gerade n von unten (d. h. fiir grofie gerade n kommen viele
Neunen direkt nach dem Komma), fiir ungerade n von oben (dasselbe mit Nullen).

Zum Beweis berechne (1+/2)" +(1-v/2)" = ¥ _, () (V2) + 21 (-1 (1) (V2)F =
2 ¥ k<0 kgerade (Z) (v/2)¥, da sich die Summanden mit ungeradem k wegheben. Fiir gerades
k ist (\/E)k e N, also folgt (1+ \/f)” +(1- \/i)” e N. Nunist1—+/2 = —0,4142. . ., also
(1-1/2)" - 0 mit abwechselnden Vorzeichen. Das erklirt die Beobachtung. Genauer folgt
mit |(1-+/2)"| < 27" <1073"/' (wegen [1 - /2| < 27" und 2'° > 10%), dass die Anzahl der
Nullen bzw. Neunen nach dem Komma etwa wie 371/10 wichst.
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Ubungen fiir Kapitel 8

Losung zu Ubung 8-8
»= Seix = % mit p, g € N, p < g. Definiere x,, z,, wie in Hinweis (4) zu Ubung 8-7.Dann
hat jedes x,, die Form %” mit p, € {0,1,...,g9 — 1} (Beweis mit Induktion: Dies ist

wahr fiir xo = x, und x,,4; = {bx, } liegt in [0,1) und x,,4; = bx, — 2,41 = bpu=q2uny

Also gibt es nur endlich viele Méglichkeiten fiir p,, also gibt es 1y und k € N mit
Xng = Xngek- Dann folgt X 11 = Xpg ki1 Xng42 = Xngrks2s -+

<=“Seix = (0,2125... )p. Gilt 2,4 = z,, firalle n > ng, soistx = (0,2...2,,Zug41-- -
_ n z Zng+1 Zng+k 1 1 1
ZngakZngtt - Zngsk - )b = Tomg 2+ (B b ) (L S s L),
b="0
1-b-"0
und daher rational. Damit ist x eine endliche Summe rationaler Zahlen, also rational.

Die letzte Klammer ist eine geometrische Reihe mit Quotient b~ also gleich

Losung zu Ubung 8-11

(1) Die rechte Seite ist A;(b; — by) + Ay(by —b3) + -+ Au(by = byyy) + Apbay = Arby
—A1by+Asby -+ Apb, = Aibi+ (A=A by + (A3 —Ay) b+ + (A, - A1) by, =
a\by + aby +---+a,b,.

(2) Sei |[A,| < C fiir alle n. Wir zeigen, dass die rechte Seite in (1) fiir n — oo kon-
vergiert. Aus b, — 0 folgt A,b,;; — 0. Der Term Yj_; A (by — byy1) ist die n-te
Partialsumme der Reihe Y32, Ax(bg — byy1), daher miissen wir die Konvergenz die-
ser Reihe zeigen. Dafiir zeigen wir ihre absolute Konvergenz, also die Konvergenz
von ZI;“;I |Ak(bk - bk+1)|: Aus by > by fOlgt |Ak(bk - bk+1)| = |Ak|(bk - bk+1) <
C(bg — bgyy) und damit Y., C(bg — bgyy) = C(by = byyy) — Cby fiir n — oo. Wende
nun das Majorantenkriterium an.

(3) Fiir ag = (—1)*ist jedes A, gleich 1 oder 0, also ist (2) direkt anwendbar.

m _ —-2_1 _ 1 _ 1 1
=n 1-1 7 n(n-1) 7 n-1 n,also

T2 N =y Ty 17" = Y02, —= — L = 1 (Teleskopreihe).

Losung zu Ubung 8-12 Fiir jedes n > list Yoo, 1~

Ubungen fiir Kapitel 9

. . . . . . li\/g n+l
Losung zu Ubung 9-5 Entwickelt man mit der binomischen Formel (T) =
n+l n+l
T i (”Zl)(—l)kSk/z, dann kiirzen sich in (%g) - (%g) die Terme mit

geradem k weg, und fiir k = 2m + 1ist 55 = \/5- 5™ Es folgt a, = > ZL?:]O (2:ln+:1)5m =
w () #5757 +5°("5) +)-
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Dies ist zwar nicht so schon ,,geschlossen wie die Binet-Formel, aber immerhin offen-
sichtlich rational. Da wir wissen, dass die Fibonacci-Zahlen ganzzahlig sind, folgt aus der
Formel eine nicht offensichtliche Teilbarkeitseigenschaft fiir die Kombination der Binomi-
alkoeffizienten in der Klammer.

Losung zu Ubung 9-6 Ist f gerade, soist Yooy (=1)"a,x" = f(-x) = f(x) = Soep anx”
fiir alle x mit |x| < R, also folgt durch Koeflizientenvergleich (-1)"a, = a, fiir alle n, also
—-a, = a, und damit a,, = 0 fiir ungerade n. Die Umkehrung ist offensichtlich.

10(a0+a1x+...)

Losung zu Ubung 9-7 O.B.d. A. sei a = 1 (sonst invertiere zunéchst -
und teile dann das Ergebnis durch ay). Dannistby = 1,b; = —a;und b, = —a,—a,_1by—--—
ayb,,_; fiir n > 2. Nach Ubung 9-2 gibt es C > 0 mit |a,,| < C" fiir alle n > 1. Behauptung;
Dann gilt |b,| < (2C)" fiir alle n > 1. Wiederum nach Ubung 9-2 folgt daraus das Ge-
wiinschte. Beweis mit Induktion: Fiir n = 1ist |b| = |a;| = C < 2C; gilt die Ungleichung fiir
1,...,n=1sofolgt|b,| <|a,|+|an||bi|+- - +|a]|by] < C"+C*"12C+---+C2"IC" ! =
(1+2+---+2"1)C" = (2" =1)C" < 2"C", was zu zeigen war.
Die letzte Behauptung folgt direkt aus Satz 8.4.2 iiber das Cauchy-Produkt.

Losung zu I"Jbung 9-9 Wegen g, = 0 lautet die Rekursion a, = aja,_; + axd,—, + -~ +
a,-1a;, und man erhdlt a, = 1, az = 2, a4 = 5, as; = 14. Die Rekursion erinnert an
das Cauchy-Produkt. Daher rechnen wir f(x)* = Y50 (Sh_o ax@n_k) X" = Yoo, apx" =
f(x)—x,also f(x)*~ f(x)+x = 0und damit f(x) = 3 +1/+ — x oder f(x) = 3 -/1 - x.

1
Wegen f(0) = ag = 0 folgt f(x) =1 -+/1 - x.

Ubungen fiir Kapitel 10

Losung zu Ubung 10-4 Die Aussage x” <« a* verallgemeinert Satz 7.5.3(1) auf reelle Ex-
ponenten. Hier ist ein alternativer Beweis: Fiir x > O iste® = Y72 ’;—, > ’% fiir jedes m € N.
Wihlt man m > b, folgt x? « x™ < mle®, also x? <« e*. Ersetzt man x durch xlog a, folgt
x¥(loga)? = (xloga)? « e*1°8¢ = g*, also x* « a*.

logy _ 1. x
oo lim, 00 (e = 0

Schliefilich ist x — oo dquivalent zu y = e* — o0, also lim,_,

nach dem vorher Bewiesenen wegen e’ > 1.

Ubungen fiir Kapitel 11

Losung zu Ubung 11-8 Es ist zu zeigen: Sind (x,) und (x,) zwei Folgen mit Grenzwert
X, so gilt lim,,, o f(x,) = lim,_, f(x]). Dazu betrachte die Folge (x/,), deren Glieder
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der Reihe nach xy, x7, x2, x5, . . . sind. Diese konvergiert ebenfalls gegen x, daher besitzt die
Folge (f(x')) nach Voraussetzung einen Grenzwert. Damit miissen ihre beiden Teilfolgen
(f(x,)) und (f(x;,)) denselben Grenzwert haben.

Losung zu Ubung 11-9 Sei 0.B.d. A. f monoton wachsend. Es ist zu zeigen: Ist xo € I
nicht rechter Randpunkt von I, so existiert lim,_,,,+ f(x). Die Aussage fiir f(x,—) folgt
durch Spiegelung.

Sei x,, = xo+ +. Fiir grofie n ist x,, € I, und die Folge (f(x,)) ist monoton fallend, daher
existiert A = lim, o, f(x,) e Ru{-o0}.

Sei zundchst A € R. Zu ¢ > 0 wihle ng, so dass f(x,,) < A+ ¢. Setze § = nio Fur
x € (x9,X0+68) = (x0, %y, ) istdann f(x) < f(x9) < A+ewegen der Monotonie. Auflerdem
ist f(x) 2 A, daein n mit x > xo + + = x,, existiert, also f(x) > f(x,) > A gilt. Insgesamt
also A < f(x) < A+ efiir xg < x < x9 + &, was zu zeigen war.

Der Beweis fiir A = —oo verlauft dhnlich.

Losungzu Ubung 11-10 Sei x, € Q. Dann existiert eine Folge (x,, ) irrationaler Zahlen mit
X, = xo (wihlez.B. x,, = xo— %).Wegenf(xn) =0Vnund f(xy) # 0ist f(x,) # f(x0),
also ist f unstetig in xo.

Seixp € R\ Q. Sei e > 0. Sei M die Menge der rationalen Zahlen, deren Nenner kleiner
oder gleich 1 ist und die kleiner als |xo| + 1 sind. Dann ist M endlich, hat also keinen Hau-
fungspunkt. Da x irrational ist, gilt xo ¢ M, also gibt es § > 0 mit (xg -8, %0 +6) "M =@
und § < 1. Nach Definition von M hat also jede rationale Zahl x € (xo — 8, xo + &) einen
Nenner g > 1 (wenn x = § gekiirzt), also gilt f(x) = é < &. Weiterhin ist f(x) = 0 fiir alle
irrationalen x, insbesondere fiir x. Damit gilt |x — x| < § = |f(x) - f(x0)| < &. Also ist f
stetig in xo.

Losung zu Ubung 11-12 Sei f(x) = + + -5 + 55 + L Esist lim,,,— f(x) = —co und
lim,_ 4 f(x) = oo fiirn = 0,1, 2, 3, da dies jeweils fiir genau einen Summanden gilt und die
anderen nahe n beschrinkt sind. Nach dem Zwischenwertsatz hat also f in jedem Intervall
(n, n+1) mit n = 0,1, 2 mindestens eine Nullstelle. Es hat auf jedem dieser Intervalle genau
eine Nullstelle, da dort jeder der Summanden streng monoton wichst, also auch f. Weitere
Nullstellen gibt es nicht, da f fiir x < 0 negativ und fiir x > 0 positiv ist.

Losung zu Ubung 11-13 Sei C = £(0). Wihle C’ so, dass f(x) > C fiir |x| > C". Nach dem
Satz vom Minimum hat f auf [-C’, C’] ein Minimum X, also f(xpin) < f(x) fiir alle
x € [-C’, C']. Insbesondere ist f(xmin) < f(0) = C. Damit ist auch f(xmin) < C < f(x)
fiir alle x ¢ [-C’, C'], also ist X, ein Minimum von f auf ganz R.
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Losung zu Ubung 11-14 Wegen f(x) — ¢ € R fiir x — oo gibt es ein N, so dass |f(x) -
¢| < 1und daher [f(x)| < |c| + 1 fiir alle x > N gilt. Nach dem Satz vom Maximum und
Minimum ist f auf dem Intervall [0, N] beschrinkt, |f(x)| < C fiir x € [0, N]. Insgesamt
folgt | f (x)| < max{|c| +1, C} fiir alle x € [0, 00).

f muss kein Maximum oder Minimum haben. Ein Beispiel ohne Maximum ist1- -~ =

~- Ein Beispiel, das weder Maximum noch Minimum hat, ist 7 sin x.

Ohne die Voraussetzung der Stetigkeit gilt die Behauptung nlcht Beispiel: f(x) = % fur

x>0, £(0) =0,

X

Losung zu Ubung 11-15 Sei g(x) = f(x + 1) — f(x) fiir x € [0, 1]. Es ist zu zeigen, dass
g eine Nullstelle hat. Wegen g(3) = f(1) - f(3) = f(0) - f(3) = —(0) haben g(3) und
£(0) unterschiedliches Vorzeichen, oder sind Null. Im letzteren Fall sind wir sofort fertig,
sonst folgt die Behauptung aus dem Zwischenwertsatz.

Die allgemeine Aussage gilt genau dann, wenn h = + fiirein n € N.

Losung zu Ubung 11-19 Im Folgenden sei immer 0 < x < 1. Partielle Summation,
s. Ubung 8-11, ergibt

N N
Zax = syx Z ") = sV (1-x )anx”
n=0 n=0
mit s, = Z ag. Die Folge (sy) ist beschrinkt, da 11m sy existiert, also folgt, dass
k 0
N—
syxN* = 0 und daher

flx)=>01-x) iosnx”.

Schreibe s = limy 0 sy, also s = f(1). Mits = (1-x) = = (1-x) ¥,2, sx" folgt

f(x)-s=(1-x) i}(sn —s)x".

Wir teilen dies auf als

N
f(x)=s=An(x)+By(x), An(x) = (1-x) > (sy —s)x", By(x)

n=0

i (sp—s)x"

n=N+1
wobei N noch gewihlt wird. Fiir festes N ist Ay (x) — 0 fiir x - 1. Aulerdem
[By(x)[ < (1=x) > sy —s|x" < (sup|sn —s|) (1-x) > x"< (sup|sn —s|) ,
n=N+1 n>N n=N+1 n>N

da die letzte Summe gleich xN*!(1 - x)7" ist.
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Zu gegebenem ¢ > 0 wihle N, so dass (supn>N s, — s|) < &. Dann wihle § > 0, so dass
|An(x)| < € fiir x > 1— 8. Dann folgt fiir dieses N und diese x

[f(x)—s| <|An(x)| +[Bn(x)| <e+e=2¢

was zu zeigen war.

Ubungen fiir Kapitel 12

Losung zu Ubung 12-2

(1) Induktion: Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Gilt die Gleichung fiir n, so ist (fg)("*V) =
((fg) n)) Y ( ) (f(z+1)g(n i) +f( )g(n z+1)) ( )f(Hl‘)g(rtfl? Y, (:t)
FDg=+1) Mit j = i + 1ist die erste Summe gleich Z"” (." )fD g(n=D . Wegen
(" 1) 0 kann diese Summe auch ab j = 0 laufen, und wegen (nil) = 0 kann die zweite
Summe Y7, (" ) g(=+1) bis n +1laufen. Mit (")+()= ("H) folgt (fg)("*V) =
Do (”“)f(’)g(” 1) was zu zeigen war.

(2) x%e* +2-2014xe* +2- (2014)6 .

(3) Wende die Produktregel auf f(x) = e%*, g(x) = e** an und setze danach x = 0.

Losung zu Ubung 12-3 Fiir festes y > 0 setze g(x) := (x + y)* —x% — y*. Es gilt g(0) =
und g'(x) =a ((x+y)*" = x*") <Owegena—1<0und x + y > x. Also ist ¢ monoton
fallend auf [0, 00), daher gilt g(x) < O fiir alle x und damit die Ungleichung.

Fiir a = § folgt die Ungleichung auch aus x + y < (v/x)* +2y/x,/y + (\/7)* durch Ziehen
der Wurzel.

Die gleichmifige Stetigkeit von f(x) = x° folgt dann aus f(x+y) - f(x) < y? (wesentlich
fir die Gleichmifigkeit: die rechte Seite ist unabhangig von x) und lim,_, y* = 0.

Losung zu Ubung 12-4

(1) Dasist f'(0) fiir f(x) = a* (nach Definition der Ableitung). Mit f'(x) = a* log a folgt
£'(0) = log a. Alternativ mit 'Hospital®.

(2) Mit h = L istlog(1+ 1)* = xlog(1+ 1) = log(;’h) = log(HZ)_logl. Fiir x — oo ist
h — 0, und der letzte Quotient ist per Definition die Ableitung von logz bei z = 1,
also gleich £ bei z = 1, also gleich 1 = 1. Damit folgt lim, . log(1+ £)* = 1, also
limy o (1+ £)* = €' = e wegen Stetigkeit der Exponentialfunktion.

(3) Die Binomialreihe liefert 1+ x = 1% x — zx” + O(x’), wobei O(x) fiir ei-

ne Funktion der Form x*h(x) (mit h stetig bei x = 0) steht, also Y Eyi=x=2 H“” = g

? Das ist aber overkill, da P'Hospital mit der Definition der Ableitung bewiesen wurde. Man sollte
immer den konzeptuell direktesten Weg kennen.
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(1+3x—3x 2ro(x® ))+(1—-x—-x +0(x*))-2 __1, 0(x)
x? 4 x?
man 'Hospital zweimal anwenden.

— —i fir x — 0. Alternativ konnte

Losung zu Ubung 12-5 Sei a # —oco, der Fall a = —oo lasst sich mit der Substitution y = <

auf den Fall b = 0 (und Grenzwert bei b) zuriickfithren. Schreibe L = lim¢_,, ) Seie> 0

G
mit & < L, & < 1. Wihle 8 > 0 derart, dass |22 L|<sfura<£<a+8 Setzey=a+4

I46)
und wihle 8’ € (0, 8) derart, dass fiir a < x < a + &’ gilt, dass ‘%

geht wegen f(x), g(x) — oo fiir x - a. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gibt

esfe(x,y)mlt{;g; (’;8; gEg.Wegena<f<y:a+6istL—s< ;Eg < L+ ¢. Daraus

u;idausl—s< % <1l+efolgtnun (L-¢)(1-¢) < % (L+e¢)(1+¢),also

) L‘ <(L+1)e+ & < (2L +1)e, fiir alle x mit a < x < a + &’. Da ¢ beliebig war, folgt

lim,_,, % =L.

1‘ < €. Dies

Losung zu Ubung 12-6 Fiir g(x) = logf(x) = xlogx ist lim,_og(x) = 0 nach
Ubung 10-4, also lim,_o f(x) = €® = L Esist f'(x) = (e2))" = g'(x)e2™) = (1+logx)x*,
einziger stationdrer Punkt ist daher x = e, und f ist monoton fallend auf (0, e’l) und
steigend auf (e™!, 00). Das Verhalten von f nahe Null ldsst sich am besten mittels der
Taylorentwicklung e = 1+ s + s?h(s) mit h(s) = o2, (nSTnz)r stetig bei Null analy-
sieren. Es folgt f(x) -1 = xlogx + x*(logx)*h(xlogx), insbesondere ist die durch
£(0) =1 stetig fortgesetzte Funktion in x = 0 nicht differenzierbar, da [@-/(© (x) f ©_/ (’;)_1 =
logx + x(logx)?h(xlogx) — —oo fiir x — 0 gilt.

Losung zu Ubung 12-10 Wir schreiben (Z) i kil GO VM C S [
4 ... (1- ). Mit der Ungleichung log x < x — 1 kénnen wir die Frage, ob das Produkt
fiir n — oo gegen Null geht, in eine Frage tiber eine Summe verwandeln: Fiir k > a +1 folgt
log(1 - %) < -, daher wihlen wir ein ko > a + 1 und spalten das Produkt fiir n > ko
als (%) = (1" (1= 221 - -1 H) i Ty - (- 40— -0~ 5),
Es folgt log T,, < —(a + 1) (& T k0+1 -+ 1). Da die harmonische Reihe divergiert und
a+1<0ist, gilt log T,, > —o0, also T), - 0 fiir n — co und damit auch (Z) - 0.

Eine andere Losung ist mittels der Idee zu Ubung 7-4(3) moglich.

Losung zu Ubung 12-11 Man zeigt zunichst mit Induktion, dass f(") (x) = p,, (1) eV
fuir x > 0 und Polynome py,p1,p2,... gilt. Man beweise und verwende dann

lim, g, x e V% =

0 fiir alle .

Losung zu Ubung 12-12 g(x) = f(x)f(1 - x), wobei f die Funktion aus Ubung 12-11
ist. Da auch die Nullfunktion fiir x > 1 gleich Null ist, ist g durch seine Werte in x > 1nicht
eindeutig festgelegt.
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Losung zu Ubung 12-14 Firr g(x) = e f(x) gilt g'(x) = —e™*f(x) + e*f'(x) =
e (f'(x) - f(x)) <0 fiir alle x. Also ist ¢ monoton fallend, d. h. g(x) < g(0) = 0 fiir alle
x. Wegen f(x) > 0ist aber g(x) > 0, also folgt g(x) = 0 und damit f(x) = 0 fiir alle x.

Losung zu Ubung 12-15 Schreibe (vgl. der Hinweis) £, (x,x0) = ("' + x"2xq + -++ +

x0T = a2 (" - ) (277 = X2 xg o+ (% — x0) %22 und wende xF —
XK = (x = x0) (xF ' + x¥2x + -~ + x57Y) fiir k = 1,..., n — 1 an. Fasst man zusammen,
folgt t,(x,x0) = (x — x0)s,(x, x0) mit 5, (x,x0) = x" 72 +2x"3xg + -+ + (n - 1)x2.
Fiir |x|, [xo| < rist |s,(x,x0)| < (5)r" 2. Da die Reihe 372, (})[a,|r""? fiir alle r < R
konvergiert (selber Beweis wie fiir oo, na,x ™), folgt, dass ein ¢ > 0 und C existiert, so
dass Y07, [sn(x, x0)| < C fiir alle x mit |x — xo| < € gilt (wihle z.B. ¢ = (R - |x¢)/2, denn
dann ist |x| < 7 := (R + |x])/2 < R fiir alle diese x). Damit folgt |D(x, xo)| < C|x — x| fiir
alle x mit |x — x| < ¢, also lim,_,,, D(x, x¢) = 0.

Losung zu Ubung 12-16

(1) Die Tangentengleichung ist y — (%) = f'(x)(x—X). Fiir y = 0 folgt ¥’ = x = x - ,{'((?)
Da f strikt monoton wichst, folgt aus x > & und f(&) = 0, dass f(x) > 0, also X' < %.
Nach Taylor (oder Mittelwertsatz) ist f(x) = f(&) + (x = &) f'(n) = (x = &) f'(n) fir
ein 7 € [, X]. Da f konvex ist, gilt f'(#) < f'(x), also folgt f(X) < (x - &) f'(X) und

damit x - f,(x;) > ¢, insgesamt also X' € [£,X].

Fiir f(x) = x*~ristx =x- E;’ = 1 (¥ + £),vgl. das Heron-Verfahren in Ubung 7-11.
(2) Aus (1) (mit X = x,,, X' = x,,4;) folgt induktiv & < x,,; < x, fiir alle n. Also ist (x,)
monoton fallend und nach unten beschrinkt, hat also einen Grenzwert &’. Aus Xyl =
Xp — J{,((’;';)) folgt fiir n - co wegen der Stetigkeit von f und f’, dass &’ = & — %,
also f(&’) = 0. Da f strikt monoton ist, hat f genau eine Nullstelle, also folgt & = £&.
(3) Da die Formel fiir x,,.; die Werte von f und f’ bei x,, enthilt, schreiben wir die Tay-
lorformel um den Punkt x, hin, ausgewertet bei £ (da wir dort den Funktionswert

kennen): 0 = f(&) = f(x,) + (E—x,)f (x,) + %(f— x,)2f"(n) fiir ein 5 € [&,x,],
also f(x,) = (xn — &) f'(xn) — 2 (&= x,)f" (). Daraus folgt

XHH—E:Xn—f—

(Gen = ) f' (o) = 3(§=x0)°f" () _ L s )2f//(’7)
F(xn) 2 " (xn)

Da f'(a) = m und f’ monoton wichst, ist f(x,) > m. Mit 0 < () < M folgt die
Behauptung.

Losung zu Ubung 12-17 Sei 0.B.d. A. f'(a) < y < f’(b). Wir betrachten zunichst den
Fall y = 0. Nach dem Satz vom Maximum und Minimum nimmt f in einem Punkt & €
[a,b] sein Minimum an. Wegen f’(a) < 0 ist a kein Minimum fiir f, also £ # a und
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analog ist wegen f'(b) > 0 auch & # b. Also ist £ ein innerer Punkt, also gilt f'(£) = 0, was
Zu zeigen war.
Ist y beliebig, so definiere g(x) = f(x) — yx und wende den ersten Teil auf g an.

Ubungen fiir Kapitel 13

Losung zu Ubung 13-3 Der Konvergenzradius ist jeweils 1, und Yoo, 27 divergiert fiir
z = 1, konvergiert aber fiir alle z mit |z| = 1, z # 1. Diese Konvergenz folgt aus dem Dirich-
letkriterium (Ubung 8-11) - das analog fiir komplexe Zahlen gilt (gleicher Beweis) -, da

n+l
1_1f ; und daher durch ﬁ beschrinkt sind.

die Partialsummen der Reihe }°;7, 2" gleich

Wegen z* = 1 < z € {+l,+i} konvergiert 3o % genau fiir alle z mit |z] < 1,z ¢
{#1, +i}.

Die letzte Behauptung folgt aus sin nx = Imz” fiir z = ¢ und der Konvergenz von
Yo, L firlz| =1,z %1

n=l p

2mi

Losung zu Ubung 13-4 Wir nehmen als Ecken I, @, ...,w" ' mitw = ¢ und P = 1. Zu
bestimmen ist a = |1 - @| - [1 = @?|---]1 - @" 7| = [p(1)| mit p(t) = (t - w)(t - w?)--(t -
w"™1). Das Polynom p(t) hat Grad n — 1, die Nullstellen w, . .., """ und Leitkoeffizienten
1. Andererseits hat das Polynom ¢" — 1 die Nullstellen 1, w, . . ., w" 1 also hat q(t) = %’11 =
1+t+t*+-+t"" den Grad n - 1, die Nullstellen w, ..., 0" und Leitkoeffizienten 1.
Daher muss p(t) = q(t) fiir alle ¢ sein, also a = |p(1)| = |g(1)| = |#| = n. Das Produkt der

Léngen ist also n.

Losung zu Ubung 13-5 Die Folge (a,,) ist periodisch mit Periode 8,d. h. a,,, = a, fiiralle
n, fiir beliebige Anfangswerte. Dies ldsst sich zum Beispiel so erklaren: Mit der Methode

der erzeugenden Funktionen (Abschn. 9.2) sieht man, dass a, = Az] + Bz} fiir gewisse
1+i

A, B € C, wobei z), z, die Losungen der Gleichung z* - V2z+1=0,also 22 = 5 sind.

Die Periodizitit folgt nun aus z} = z5 = 1.

Ubungen fiir Kapitel 14

Losung zu Ubung 14-5 Setze z = e™, dann ist cos nx = %(z” +2z7"), insbesondere q =
cosx = 3(z+2z7"). Wegen (z+27') =27 +3z+327 + 27 = (22 +27) +3(z+z7") st
4cos” x = cos3x + 3cos x, also cos 3x = 4cos® x — 3cos x, also T3(q) = 4¢° - 3q. Ahnlich
leitet man Ty(q) = 8q* — 849 + 1 her. Offenbar ist Ty(q) =1, Ti(q) = q.

Um eine Rekursion zu finden, versuchen wir, z"*' + z7"™! mit z" + z7" und z + 2~
in Verbindung zu bringen. Es ist (z" + z7")(z + z7') = 2" + 2"t + z7*!

n 1

+z7"7 =
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(2" 27D 4 (2" 4 27D also folgt 2q T, (q) = Thai(q) + Troi(q) oder Tyii(q) =
2qT,(q) — Tu-1(q). Daraus folgt induktiv dass T, (q) ein Polynom vom Grad # ist.

Losung zu Ubung 14-6 Die Folge (a,,) ist beschrinkt, aber nicht periodisch. Beweis:
1) Mit der Methode der erzeugenden Funktionen (Abschn. 9.2) sieht man, dass a,, =
Az} + Bz} fiir gewisse A, B € C, wobei z;, z; die Losungen der Gleichung z> — 2z +1=0

sind, also z;, = %ﬁ. Es ist |z1] = 1,]z,] = 1, also ist (a,) beschrinkt (durch |A| + |B|).

2 . 4 n : 4
= —-—B = ——— = = < 2
?enz}rer berechnet man A = —B T h also a, 7= Re(iz]') und damit |a,| < 7=
tir alle n.
2) Berechnet man a, = ;, as = l -1= 3 , a4 = —% - % = —Z , beobachtet man, dass

anscheinend a,, = 2n - fiir eine ungerade Zahl u, gilt, fir alle n > 1. Dies ldsst sich leicht
mit Induktion beweisen: Es gilt fiir n = 1,2 und gilt es fiir a,_, und a,_; (mit n > 3),
so folgt a, = 3t — 222 = ”"“2]7‘_11”"‘2
Uy = Uy — 4u,_, ungerade ist.

Schliefllich folgt aus a,, = 5;% mit u, ungerade, dass fiir n < m immer a,, # a,, ist. Also
ist (a,,) nicht periodisch.

Die Nicht-Periodizitit ist eng verwandt mit der Aussage:

. Daraus folgt die Behauptung, da mit u,_, auch

1
Der Winkel ¢ := arccos 1 ist kein rationales Vielfaches von 7. (*)

Beweis von (x): Wire ¢ = —7r mit k, [ € N, so folgte aus cos ¢ = ;, cos2l¢ = cos2km = 1,
dass Ty ( 4) =1, wobei Ty, das Tschebyscheff-Polynom ist (vgl. Ubung 14-5). Aus der dort
bewiesenen Rekursion T;,41(q) = 29T,(q) — Tu-1(q), To(q) =1, Ti(g) = q folgt aber fiir

cn 1= Tu(5),dass cue1 = 34 — €1, €o = 1, ¢ = §. Wie fiir die a,, zeigt man induktiv, dass

Cy = “"gfﬁ‘de fiir alle n > 1, woraus ¢, # 1 folgt, insbesondere Ty (3) # 1. Damit ist (+)
bewiesen.

Beziehung von (%) zur Folge (a,): Es ist a,, = —\/_ Re(iz}') und z; = e'?. Wegen (*)
sind die Zahlen ¢, 2¢, 3¢, ... alle verschieden modulo 27, d. h. die Punkte ¢""?, n € N auf
dem Einheitskreis sind alle verschieden. Also sind die Punkte iz} alle verschieden. Wiren
nun die a, periodisch, also etwa a, .y = a, fir alle #n und ein festes N, so miissten unter
izl!, iz]™N, iz]**N zwei gleiche vorkommen (denn es gibt hochstens zwei Punkte auf dem
Einheitskreis mit demselben Realteil). Damit folgt aus (), dass die a, nicht periodisch

sind.

Losung zu Ubung 14 8 Leitet man beide Seiten ab (Rechtfertigung s. unten), folgt

_sinlzx Z”GZ m Addiert man 2 > fOIgt smlzx - ZWGZ\{O} m Nun
ist & — —L— = x—lz(l— O—%ﬁ) = 7(1—(1+% +)) = -1 +..., wobei die bino-

mische Reihe (1+¢)™2 =1-2t+... verwendet wurde und Punkte fiir hohere Potenzen
stehen. Im Grenzwert x — 0 folgt also -1 =-2%7, = und daraus die Behauptung.
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Man muss noch das gliedweise Ableiten der Reihe rechtfertigen. Wir verwenden
. - . . N
Satz 12.2.5. Die Reiheistals cotx = L +limy_ fiv(x) mit fy(x) = X, (2= + =) zu

verstehen. Wegen fy(0) = OVN existiert limyoo fn(0), und es ist fy(x) =

-y (W + m) Aus der Konvergenz von Y72, -, der Abschitzung |x -

nal,|x + na| > ZF fir |x| < ZF (also alle groffen n) und dem Weierstraf$kriterium folgt
die Konvergenz von f};(x), gleichmafig auf beschrinkten Teilmengen von R \ 7nZ, daher
folgt die Behauptung.

Ubungen fiir Kapitel 15

Losung zu Ubung 15-1
(1) Die gesuchte Fliche ist die disjunkte (bis auf Ridnder) Vereinigung der Rechtecke
[g"*1, g*] x [0, ¢*], der Flicheninhalt ist also

o ]
(@"-q"Ng*=(1-q) > q"*=(1- D

— gl+s
-0 q

M8

k

Il
(=]
=

(geometrische Reihe mit Quotient q'**).
(2) Die Treppenstufen von f, werden fiir g — 1 immer schmaler. Anschaulich ist klar, dass
%% q q
— f fir g — 1 gleichmiflig konvergiert, und mit Satz 15.2.8 folgt
q q 8 8 8 g

1

1- 1 1
[xsdleim T _ lim =—.
J g=11—g* g=1l+q+q*>+...q° s+1

(3) Zu (1): Setze
fq,n(x)—{fq(x) ﬁirxzqn

0 sonst.

Dann ist
0 fir x > ¢"

fq(x)  sonst.

und da f, monoton wichst, ist 0 < f,(x) = f,..(x) < f;(q") = ¢" ™V fiir alle x, also
sup, |f;(x) = fon(x)| = "D Wegen g < 1 konvergiert dies fiir n — oo gegen Null,

fq(x) _fq,n(x) = {

also konvergiert f, , —— f, gleichméfig. Damit ist [ f, = lim, oo [y fy.n» das ist
der Grenzwert der Partialsummen der in (1) angegebenen Reihe, also der Wert der
Reihe.

Zu (2): Der Beweis von Lemma 15.2.6 verwendet an keiner Stelle, dass die Anzahl der
Unterteilungspunkte x; endlich ist. Wir konnen daher das Lemma anwenden, miissen
aber zeigen, dass die Maximalbreite der Treppenstufen gegen Null geht. Nun gilt fir
jedes k, dass g* — ¢**' = g*(1- q) <1-q — 0 fiir g — 1, was zu zeigen war.
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Losung zu Ubung 15-2 O.B.d.A. sei f : [a,b] - R monoton wachsend. Wir miissen
zeigen, dass zu jedem ¢ > 0 eine Treppenfunktion T existiert mit |T(x) — f(x)| < ¢ fiir alle
x € [a,b]. Sei also € > 0. Nach Ubung 11-9 existieren die einseitigen Grenzwerte von f in
jedem Punkt von [a, b]. Wir bestimmen die Punkte xq, xi, . . . wie folgt. Sei x; = a.

(1) Sei x; = sup{x € [a,b] : f(x) < f(xo+) + €}. Falls x; < b, dann folgt f(x;+) >
f(xo+) + €.

(2) Falls x; < b, dann sei x; = sup{x € [a,b] : f(x) < f(x+) + ¢}. Falls x, < b, dann
folgt f(x2+) > f(x1+) + &2 f(xp+) + 2e.

(3) Falls x, < b, dann sei x3 = sup{x € [a,b]: f(x) < f(x+) + ¢€}.

Wir fahren so fort, bis ein x,, = b ist. Dass dies tatsdchlich eintritt, sieht man wie folgt: Fiir
jedes k gilt: Falls x < b, dann ist f(xx+) > f(xo+) + ke. Weil f nach oben durch f(b)
beschrankt ist, muss es ein m mit x,, = b geben. Wir erhalten a = xo < x; <--- < x, = b
(wegen f(xo+) < f(x1+) <...). Wir definieren nun T : [a,b] - R durch T(xy) = f(xx)
firk=0,...,mund

T(x) = f(xp+) furx € (xg, xXk41)> k=0,...,m—1.

Fiir x € (xg, x541) gilt f(xx+) < f(x) < f(xx+) + e wegen der Monotonie von f und nach
Definition von xj,;, also 0 < f(x) — T(x) < e. Alsoist | T(x) - f(x)| < efiir alle x € [a, b],
was zu zeigen war.

Losung zu Ubung 15-3 Sei T : [0,1] — R eine beliebige Treppenfunktion und0 = x, <
X1+ < X, = 1 die zugehorige Unterteilung. Da Q dicht in R ist, gibt es im Intervall (x, x;)
eine rationale Zahl «, und da R\ QQ dicht in R ist, gibt es in diesem Intervall eine irrationale
Zahl B. Es gilt f(«) =1, f(B) = 0und T(a) = T(B). Daher muss eine der Differenzen
f(a) = T(a), T(B) - f(B) mindestens 3 sein, also gilt suppo,1 [T (x) = f(x)[ 2 1.

Daher kann f nicht gleichméfSiger Limes von Treppenfunktionen sein.

Losung zu Ubung 15-4
(1) Siehe den Beweis von Proposition 10.3.4.
(2) Es ist

und damit lim,,_, » 5, = log 2.
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Losung zu Ubung 15-5 Wegen aq” = 1 muss q = qn = a7 = Ycmitc= 1/a sein. Defi-
aq'—ag™!

niert man die Treppenfunktion T, durch T,(x) = aq, —L auf [aq'™!, aq"), so ist =
q - 1fiir jedes i,also [, T, (x) dx = n(q~1). Damit folgt n(</c 1) - j’l%dx:—loga:
logc fiir n — oo. Dies lasst sich auch direkt aus dd ¢ = c*logx bei x = 0 erhalten, da

n(/e=1) = 5

Losung zu Ubung 15-9 Wir zeigen dies mit Induktion iiber . Fiir n = 0 ist

()= fx)+ [ f/(at

zu zeigen, das ist genau die Aussage des Hauptsatzes. Die Aussage gelte nun fir n — 1, und
f sei n + 1 mal stetig differenzierbar. Es gentigt,

" (x,
R.(x) = fn—(')(x - x0)" + Ryp1(x).

zu zeigen. Dazu integriere partiell in R, (x) = ﬁ fx);(x — )" (¢) dt mit u!(t) =
(’((;3;,_1 und v(t) = f("(¢). Fiir u verwende die Stammfunktion u(t) = (x t) (nach-
rechnen, dass dann u’ wie gewiinscht ist!). Wegen v/ = f("*1) folgt

(x - )

X - () (x4
R, (x) = —2 =2 g f( " (1 it = f—(')(x—xo)"-arH(x)

n:

was zu zeigen war.

Losung zu Ubung 15- 10

(1) Esistsinx = 2sin £ cos > 2tan cos? % = th wegen 1+tan? ¢ = D1e anderen
2 2 1+t 8 ¢ =
Identititen folgen ahnhch
(2) Mit der Substitution t = tan ist
1 1+t
—dx = f dt =log|t|
sin x 2t 1+ t2

=log|tan =|.
og| an2|

faches von 7 enthilt.



18 Losungen und Hinweise

Losung zu Ubung 15-11 Sei zunéchst k € N fixiert. Fiir x € [k, k+1) ist EM(x) = x—k—-1,
also EM'(x) = 1. Mit partieller Integration folgt

k+1 k+1
fl-f(x)dx:(x—k—%)f(x)[ - [ EM(0)f(x) dx
k k

k+1

:f—( )+ f(k+1) fEM )f'(x)dx.
Summation von k = 1bis k = n — 1 ergibt

[ st LS o - [ Emes

und damit die Formel.

a+1

(2) Anwendung der Summenformel auf f(x) = x® ergibt Y;_, k% = “— + R(n) mit

al

R(n):—ﬁ-rhzn #R(n), R(m)= [ EM(x)ax"dx.

Nun ist —% < EM(x) < % fiir alle x, also folgt wegen ax“~' > 0 aus der Monotonie des

Integrals wegen [[“ ax“'dx =n" -1

n*-1 . n* -1
- <R, <
2 2

und daraus

1 1
-——— +1<R, <——+n*
a+1 a+1

was wegen a + 1> 1 stérker als die geforderte Ungleichung ist.
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