Kapitel 2

Symmetrien der Ebene und des Raumes

2.1. Affine Abbildungen und Schwerpunkte

Wir erinnern daran, dass €™ den affinen Raum aller Punkte und V(€™) den zu-
grunde liegenden euklidischen Vektorraum bezeichnet. Im weiteren bendtigen wir
nicht nur den Begriff der linearen Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen, sondern
auch den Begriff der affinen Abbildung. Diesen besprechen wir nochmals.

Definition 1. Eine Abbildung f : £€" — £" nennt man affine Abbildung, falls
fiir beliebige vier Punkte P;, P>, P3, Py und fiir jede reelle Zahl ¢ € R aus der
Beziechung

PP, = t- P3Py
die gleiche Beziehung fiir die Bildpunkte folgt,

FPOFP) =t f(Ps)f(P4;~

Es geniigt, diese Eigenschaft nur fiir drei Punkte zu fordern.

Proposition 1. Ist f : E" — E™ eine Abbildung mit der Figenschaft, dass fiir
beliebige drei Punkte Py, Py, Ps und fiir jede reelle Zahlt € R aus

PPy, = t- PP

die entsprechende Beziehung fiir die Bildpunkte folgt,

f(Pl)f(P2; = t- f(Pl)f(P?);,

so ist f eine affine Abbildung.

Beweis. Wir zeigen die Eigenschaft zunéchst fir ¢ = 1. Gilt FTP; = ]ﬁ, SO
sind die vier Punkte Py, P», P3s und P, die Ecken eines Parallelogramms. Die Par-
allelogrammeigenschaft ist gleichbedeutend damit, dass die beiden Diagonalen des
Vierecks Py, P», P35, Py durch ihren Schnlttpunkt I jeweils in der Mitte geteilt wer-
den. Also gilt I—Pl> = —I—P?; und I Py = —I—Pg,> . Nach Voraussetzung iiber f besteht
diese Relation auch fiir die Bildpunkte,

FFPY) = —fF(DF(PY,  FF(R) = —F(I)f(Ps).

Der Punkt f(I) ist daher der Schnittpunkt der Geraden G(f(Py), f(Ps)) und
G(f(P), f(P3)), und die Punkte f(Py), f(P), f(P3), f(Py) bilden die Ecken eines
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88 2. Symmetrien der Ebene und des Raumes

Parallelogramms. Damit ist die Aussage fiir vier beliebige Punkte und ¢ = 1 be-
wiesen. Seien nun P;, Py, P; und P; vier Punkte mit Pl—P; =t-P3P, ._VVi)r betracht-
en einen weiteren Punkt PJ, der durch die Bedingung P3P =t - P3P, festgelegt
wird. Er ist so gewéhlt, dass Pi, P, P3 und P} erneut die Ecken eines Parallelo-
gramms bilden. Nach dem soeben Gezeigten bilden die Punkte f(P1), f(P2), f(P3)
und f(Py) ein Parallelogramm. Andererseits gilt nach Voraussetzung iiber f die

Beziehung f(P3)f(P;) =t - f(Ps)f(Ps). Insgesamt erhalten wir
F(POF(P2) = F(Po)f(PL) =t f(Ps) f(P). D

Sei f : " — E™ eine affine Abbildung und @ = ]TP; ein Vektor, der durch
das Punktepaar P;, P, dargestellt wird. Ist nun Ps3, P, ein weiteres Punktepaar,
welches # realisiert, dann ist Py, Py, P3, Py ein Parallelogramm. Weil f eine affine
Abbildung ist, bilden die Bildpunkte @1, @2, Q3, Q4 ebenfalls ein Parallelogramm

mit @Q1Q2 = Q3Q4. Folglich kénnen wir eine Abbildung L(f) : V(E™) — V(&™)
definieren durch

L(f)(@) = L(/)(PiPy) = f(P)f(P) = QiQa.
Wir nennen L(f) die zu f assoziierte Vektorabbildung oder vektorielle Abbildung.

P,
v —
i
G Q1 Q

P,
a
2 @ Q4
Satz 1. Jede Vektorabbildung L(f): E™ — E™ ist eine lineare Abbildung.

—
Beweis. Fiir zwei Vektoren , v seien Py, P, und P3 drei Punkte mit « = P Ps,
v = PyP3; und Q1,Q2,Qs seien ihre Bildpunkte unter f. Dann ist einerseits
L(f)(@+ ¥) = L(f)(P1P3) = Q1Q3 und andererseits

L(f)(u@) + L(f)(7) = Q1Q2+ Q2Q3 = Q1Q3,

also L(f)(d+7) = L(f) (@) + L(f)(7). Betrachte nun einen Vektor «# und eine reelle
Zahl t sowie drei Punkte Py, P> und P3, die © = P; P, und t @ = Py P5 erfiillen. Dann
ist L(f)(tu) = L(f)(P1P3) = Q1Q3 und ¢ - L(f)(@) =t - L(f)(P1P2) = tQ1Q2.
Weil f eine affine Abbildung ist, sind diese Vektoren gleich. Es folgt ¢ L(f)(@) =
L(f)(t@), d.h L(f) ist eine lineare Abbildung. O

Wir betrachten zwei Punktmassen ma und mpg, die in den Punkten A und B
konzentriert sind und dort alleine der nach unten wirkenden Schwerkraft unter-
liegen. Nach dem Hebelgesetz ist das Drehmoment, welches in einem Punkte M
durch die Masse m 4 angelegt wirkt, proportional zum Produkt aus Hebelarm und
Hebellast, also proportional zu m,, - |AM|.
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(A,ma)  |AM] M
Der Schwerpunkt S des Systems der beiden gewichteten Massenpunkte (A, m4)
und (B,mp) ist nun derjenige Punkt zwischen A und B, fiir den die beiden

Drehmomente genau gleich sind. In Vektorschreibweise ist also S eindeutig bes-
timmt durch die Bedingung

—
mA~SA+mB~5@ = 0.

Insbesondere muss das Verhéltnis der Abstdnde von A bzw. B zu S invers propor-
tional zum Verhéltnis der Massen sein,

|SA| o mpg

‘SB‘ - mA'
Lisst man die Moglichkeit einer ,negativen® Schwerkraft zu (oder denkt man
statt an Massen an elektrisch geladene Teilchen), so miissen m4 und mp nicht
notwendig positiv sein, sondern koénnen jeden beliebigen reellen Wert annehmen.
Allerdings muss man dann my4 # —mp voraussetzen, denn die Gleichung SA =

5@ hat im Fall A # B keine Losung. Aufgrund des Strahlensatzes kann man S
fiir rationales m 4 und mp mittels zweier paralleler Geraden durch A und B ganz

leicht konstruieren:
S / / S
) (A4,-2) (B,5)

(4,2) / (B,5 2

Mit dieser Motivation kénnen wir nun den gewichteten Schwerpunkt eines Systems
von Massenpunkten erkldren. Seien im £" gewichtete Punkte (A1, m1),. .., (4p, my)
mit m; € R gegeben und bezeichne m := Y_»  m; die Summe der Gewichte
m;, die wir Masse des Systems nennen wollen. Wir definieren eine Abbildung
f:E" = V(E™) durch

P
—
FOM) = > m;- MA;, Meégm
i=1
Ist M’ € £™ ein weiterer Punkt, so ergibt eine leichte Umformung

P ; R N
(+) FOM) =3 "mi (MM’ + M'A;) = m- MM + f(M").

i=1
Der gewichtete Schwerpunkt dieses Systems wére nun derjenige Punkt S, fiir den
f(S) = 0 gilt. Hierzu ist eine Fallunterscheidung nétig. Gilt m = 0, so ist die
Abbildung f konstant; entweder alle Punkte oder aber gar kein Punkt erfiillt die
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Bedingung f(S) = 0. Ein Schwerpunkt ldsst sich in diesem Fall nicht eindeutig
definieren. Ist dagegen m # 0, so sei O € E£™ ein beliebiger fester Punkt. Die
Bedingung f(S) = 0 ist nach Gleichung () dquivalent zu f(O) = m(ﬁ, so dass
S sich in der Tat eindeutig durch

1 1 —
03 mf(O) . ;:1 m; O
definieren lisst.

Definition 2 (Gewichteter Schwerpunkt). In Fall m # 0 heifit S der gewichtete
Schwerpunkt oder das Baryzentrum der gewichteten Punkte (Ay,my), ..., (4p, mp).
Sind alle Gewichte m; # 0 gleich, so heifit S einfach nur Schwerpunkt oder Iso-
baryzentrum.

Die folgende Eigenschaft besagt, dass man in einem grofien System von Massen-
punkten zuniichst die gewichteten Schwerpunkte von Teilsystemen bilden und
alleine aus diesen — gewichtet mit den jeweiligen Teilmassen — den Gesamtschwer-
punkt bestimmen kann.

Satz 2 (Assoziativitdt gewichteter Schwerpunkte). Sei
(1) Sa ein System von p gewichteten Punkten (A1, 1), ..., (Ap,ap), =Y o #
0 mit gewichtetem Schwerpunkt S sowie
(2) Sp ein System von q gewichteten Punkten (B1,1),...,(Bq,Bq), B:= > 5i #
0 mit gewichtetem Schwerpunkt Sp,
und gelte weiterhin a+ 8 # 0. Dann ist der Schwerpunkt des Gesamtsystems von
gewichteten Punkten SAUSp genau der Schwerpunkt des zweielementigen Systems

(Sa,a),(SB, B).

Beweis. S4 und Sp erfiillen die Gleichungen
p q
CVO?A = Zaiﬁm ﬂO?B = ZﬁiO?zw
i=1 i=1

Wahlt man fiir O den gewichteten Schwerpunkt S des Gesamtsystems S4 U Sp
und addiert diese beiden Identitdten, so ergibt sich

p q
aﬁA‘FﬁﬁB = Zaiﬂﬁ-Zﬁi@i =0
=1 =1

nach Definition von S. Damit ist alles bewiesen. O

Beispiel 1. Mit Hilfe von Satz 2 sieht man leicht ein, dass die Seitenhalbierenden
im Dreieck sich in einem einzigen Punkt (nimlich dem Schwerpunkt) im Verhéltnis
2 : 1 schneiden. Dieses Ergebnis hatten wir zuvor schon aus dem Satz von Ceva
hergeleitet (siche Satz 21). Sei A(A, B,C) ein Dreieck in der Ebene und S sein
Schwerpunkt, also der gewichtete Schwerpunkt des Systems (A4, 1), (B, 1), (C,1).
Seien weiterhin A’, B’ und C’ die Mittelpunkte der Seiten BC, AC' und AB. Der
Schwerpunkt des Teilsystems (A4, 1), (B, 1) ist genau C’ mit Teilmasse 2, so dass
S nach Satz 2 auch der Schwerpunkt von (C’,2),(C,1) ist; insbesondere liegt S
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auf der Geraden G(C,C”) und S teilt die Strecke CC” im Verhiltnis 2 : 1. Analog
zeigt man, dass S auch auf G(A,A’) und G(B,B’) liegt und dort die gleiche
Teilungseigenschaft hat.

Beispiel 2. Vier nicht komplanare Punkte A, B,C und D des &£ bilden ein
Tetraeder. Sei S ihr Schwerpunkt, also der gewichtete Schwerpunkt des Systems
(A,1),(B,1),(C,1),(D,1). Jeweils drei Ecken des Tetraeders bilden ein Dreieck;
sei zum Beispiel D’ der Schwerpunkt von (4, 1), (B, 1), (C,1). Nach Satz 2 liegt S
auf der Geraden G(D, D’) und erfiillt 3@ + SD = 0, er schneidet die Strecke
DD’ also im Verhiltnis 3 : 1. Ebenso liegt S auf jeder anderen Verbindungs-
geraden des Schwerpunkts einer Seitenfliche mit der gegeniiberliegenden Ecke.
Sei weiterhin I der Schwerpunkt von (A, 1), (B, 1) (also der Mittelpunkt) und .J
der Schwerpunkt von (C, 1), (D, 1). In dieser Situation liefert Satz 2, dass S auf
G(I,J) liegt und Schwerpunkt von (1,2),(/,2) ist. S ist damit der Mittelpunkt
der Verbindungsstrecke zweier gegeniiberliegender Kantenmittelpunkte.

D

D
J
A
‘ C

A &
N= PN
B B

2.2. Projektionen und ihre Eigenschaften

Wir erinnern daran, dass eine beliebige Abbildung f : X — X einer beliebigen
Menge X in sich Projektion genannt wird, falls f2 = f gilt. Betrachtet man
die Bildmenge im(f) von f, so bewegt die Abbildung f keinen Punkt daraus.
Uns interessieren zwei Fille. Ist X = V ein Vektorraum und L : V — V eine
lineare Abbildung des Vektorraumes in sich mit L? = L , so nennen wir L eine
Vektorprojektion. Ist dagegen X = £™ der affine Punktraum und p: €* — £™ eine
affine Abbildung mit p?> = p, so nennen wir p eine Punktprojektion. In der Ebene
ist das Bild jeder nichttrivialen Projektion stets eindimensional, im Raum kann es
dagegen ein- oder zweidimensional ausfallen. Dies fithrt hier zu zwei Typen von
Projektionen. Wir erldutern jetzt die unterschiedlichen Projektionsmoglichkeiten
in der Ebene und im Raum.

Definition 3. Seien G und 7 nicht parallele Geraden in der Ebene. Durch jeden
Punkt M geht genau eine zu ~ parallele Gerade, welche dann die Gerade G in
genau einem Punkt M’ schneidet. Wir nennen M’ das Bild von M unter der Par-
allelprojektion (oder auch Schrigprojektion) auf G entlang ~. Die entsprechende
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Abbildung £2 — £? schreiben wir p, p(M) = M’. Sie erfiillt p?> = p, und ihr Bild
besteht aus der Geraden G. Falls v orthogonal zu G ist, ist p die Orthogonalpro-
jektion auf G.

Definition 4 (Bild 1). Sei 7 eine Ebene in £2 und 7 eine Gerade, welche nicht
parallel zu 7 ist. Durch jeden Punkt M von £ geht genau eine Gerade, die zu ~
parallel ist und dann die Ebene 7 in einem Punkt M’ schneidet. M’ heifit das Bild
von M unter der Parallelprojektion auf 7w entlang 7, die zugehdrige Abbildung
% — &2 bezeichnen wir wieder mit p. Im Fall v L 7 handelt es sich um die
Orthogonalprojektion auf die Ebene 7.

Definition 5 (Bild 2). Sei 7 eine Ebene im £ und G eine Gerade, die 7 schneidet.
Durch einen Punkt M von £3 geht genau eine zu 7 parallele Ebene, und deren
Schnittpunkt M’ mit G heifit das Bild von M unter der Parallelprojektion auf G
entlang der Ebene 7.

AN &

Bild 1 Bild 2

™

Satz 3. Jede dieser drei Punktprojektionen ist eine affine Abbildung im euklidi-
schen Raum.

Beweis. Es geniigt, die eine affine Abbildung charakterisierende Eigenschaft fiir
drei Punkte zu beweisen. Dazu verwenden wir den Strahlensatz beziehungsweise
sein Analogon im Raum (Satz des Thales) in der jeweiligen Situation. Wir disku-
tieren alle drei Félle separat.

T s
Parallelprojektion in der Ebene. Aus PP, = t P; P3 folgt nach dem orien-
tierten Strahlensatz

;= PP Qle.
PPy Q1@
Da @1, Q2 und Q3 aulerdem kollinear sind, bedeutet dies Ql—Q; = tm.
p, 13
v P
Q1 Q2 Qs

Parallelprojektion auf eine Ebene entlang einer Geraden. Es sind zwei
Fille moglich. Liegen alle drei Punkte P; auf einer zu 7w parallelen Gerade, so
geht z.B. durch P; eine eindeutige zu  parallele Gerade. Zusammen mit der
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Verbindungsgeraden der Punkte P; definiert diese Gerade eine Ebene, und die Be-
hauptung reduziert sich auf die Betrachtung der ebenen Parallelogramme P; PoQ2Q1
und Py P3Q3P;, so dass nichts mehr zu beweisen ist.

v

Py

Py

Q1 Q2 Qs

Im zweiten moglichen Fall ist die Verbindungsgerade der Punkte P; nicht zu
7w parallel, sie schneidet daher 7 in genau einem Punkt, durch den auch die
Verbindungsgerade der Bildpunkte @; verlduft. Diese beiden sich schneidenden
Geraden definieren eine Ebene, und die Behauptung reduziert sich erneut auf den
ebenen Fall.

Parallelprojektion auf eine Gerade entlang einer Ebene. Hier benotigt
man nun den Strahlensatz im Raum (Satz von Thales), da die P; und ; nicht
kompl in brauchen. Er liefert |t| = | P Ps|/| P Ps| = ;d
omplanar zu sein brauchen. Er liefert [t| = [Py Ps|/|P1 P3| = [Q1Q2]/]|Q1Qs]; da

aber die relative Lage der Punkte erhalten bleibt, folgt Q1Q2 = t Q1 Q3.
G

P \/ Q1
P / \Qz
nl e

O

Projektionen bilden Parallelogramme in (eventuell entartete) Parallelogramme ab.
Nachstehendes Bild verdeutlicht dies.

Ps
P
P2 P3 2«
i >O \//7 ’
’P
Pl- P P1 !
4 2
Qs

Q1 .Q2 o’ Q4 .Qs T Q4
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Affine Projektionen definieren lineare Abbildungen im Vektorraum V(€™). Diese
nennt man die Vektorprojektion.

Korollar 1. Jede assoziierte Vektorabbildung L(p) : V(E™) — V(E™) einer Punk-
tprojektion p ist eine Vektorprojektion, d.h. eine lineare Abbildung mit L*(p) =
L(p). Ist die urspriingliche Punktprojektion eine Orthogonalprojektion, dann gilt
zudem ker(L(p)) = (im(L(p))*.

Bemerkung 1. Die Zentralprojektionen wurden in der oben besprochenen Liste
der Projektionen bewusst weggelassen, weil sie keine affinen Abbildungen sind.
Wir erinnern kurz an die Definition der Zentralprojektion mit Mittelpunkt O auf
eine Ebene oder Gerade: Sind ein Punkt O sowie eine Ebene 7 C £2 bzw. eine
Gerade G C &2, die O nicht enthalten, gegeben, so wihlt man als Bildpunkt M/’
eines Punktes M, der nicht in 7 bzw. G liegt, den eindeutigen Schnittpunkt der
Verbindungsgeraden G(O, M) mit 7 bzw. G. Die Punkte von 7 bzw. G werden
auf sich selbst abgebildet. Im folgenden Bild sieht man sofort, dass Zentralprojek-
tionen keine affinen Abbildungen sind: Ps teilt die Strecke Py P3 in der Mitte, die
Bildpunkte tun dies nicht.

Zentralprojektionen erhalten die Lagebeziehungen, aber nicht die Mafiverhéltnisse.
Trotzdem sind sie in der Geometrie und ihren Anwendungen niitzlich, z. B. zur
Modellierung von punktférmigen Lichtquellen.

2.3. Zentrische Streckungen und Translationen

Eine bijektive Abbildung einer beliebigen Menge X auf sich nennt man auch eine
Transformation und die Menge aller Bijektionen von X auf sich bildet eine Gruppe.
Im Folgendem benutzen wir diesen Begriff im euklidischen Raum.

Definition 6. Sei 2 ein Punkt des affinen Raums £" und k # 0 eine reelle Zahl.

Die zentrische Streckung mit Zentrum (oder Mittelpunkt) Q und Streckfaktor (oder

einfach nur Faktor) k ist als diejenige Abbildung h(q ) : €™ — E™ definiert, die
—

einem Punkt M den durch QM = QM eindeutig definierten Bildpunkt M’

zuordnet!. Umgekehrt ist das Urbild von M’ derjenige Punkt M, der W =

IDer Buchstabe h steht fiir die im lateinischen Sprachraum iibliche Bezeichnung, etwa homothétie
im Franzosischem oder homothety im Englischen.
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_1—> . . . . . -1
E~1QM' erfiillt. Daher ist hqj eine Transformation mit der Inversen h(Q K =
hie,1/m)-

Die Falle k£ > 0 und k < 0 sind grundsétzlich zu unterscheiden:

N/
M’ M Z
/]\4« :
Q) N N/ N M’

E>0 k<0

Desweiteren gilt offensichtlich:

(1) har ©h@ry = h@rr);

(2) h(q,) = Iden;

(3) h(a,—1) = sq ist die Punktspiegelung an €2;

(4) hr () =Q, d.h. Qist ein Fixpunkt von hq ).
Zentrische Streckungen lassen sich charakterisieren durch ihre Wirkung auf ein
Punktepaar. Betrachte zwel Punkte M,N € &£" mit Blldpunkten M' N’ unter
b, Bs ist QA — k0 und QN — KN, also QN — QM — k(AN — ),
d.b. M'N' = kMN. Im Fall k = 1ist M = M’ und N = N und die Tdentitéit
M'N" = M N sicher richtig. Es gibt aber noch weitere Transformationen des £™,
die diese Eigenschaft haben, die Translationen. Im folgenden Satz beweisen wir,
dass es keine weiteren Abbildungen mit dieser Eigenschaft gibt.

Satz 4 (Charakterisierung der zentrischen Streckungen und Translationen). Sei
f eine Transformation des affinen Raumes E™, die fiir beliebige Punkte M, N mit

—

Bildpunkten M', N’ die Relation M'N' = k MN fiir ein festes k # 0 erfiille.
(1) Falls k =1 ist, ist f eine Translation.
(2) Falls k # 1 ist, ist f eine zentrische Streckung.

Beweis. Sei A ein fest gewiihlter Punkt mit Bildpunkt A’. Nach Voraussetzung

erfiillt jeder weitere Punkt M mit Bild M’ die Relation A’M' = k AM. Fiigen wir
noch einen weiteren Punkt My ein, so schreibt sich dies

— — SN —
MoM/ - M()A/ = k‘(MoM - M()A) 5 also MO —k MoM M()A/ k MoA

— — —
Fiir ¥k = 1 folgt MM’ = AA’, d.h. f ist eine Translation um den Vektor AA’.
Anderenfalls betrachten wir den eindeutigen Punkt Q auf der Geraden G(A, A”),

welcher durch die Forderung QA" = kQA bestimmt wird. Wihlen wir nunmehr

speziell My = Q, so ergibt sich QM' = km, d.h. f ist die Streckung um k& und
mit dem Zentrum (2. O

Korollar 2. Zentrische Streckungen und Translationen im E™ sind affine Abbil-
dungen.
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Beweis. Sind A, B, C drei Punkte mit A? = tzﬁ, so gilt fiir deren Bildpunkte
A’ B’,C" unter einer zentrischen Streckung oder Translation A’B’ = k AB und
AC = kﬁ fiir geeignetes k # 0. Daraus folgt aber

AT — kAC = k(tAB) = t(kAB) — tA'B. O

Ebenso ist die Charakterisierung aus Satz 4 ausreichend um einzusehen, dass zen-
trische Streckungen und Translationen gemeinsam eine Gruppe bilden, ohne dass
das Ergebnis der jeweiligen Verkniipfungen im Detail bekannt sein muss (fiir die
Ebene werden wir sie noch ausfiihrlich beschreiben).

Korollar 3. Die zentrischen Streckungen und die Translationen bilden gemeinsam
eine nicht abelsche Gruppe von Transformationen des affinen Raumes E™.

Beweis. Seien f und f’ zwei Abbildungen aus der Menge der zentrischen Streck-
ungen und der Translationen sowie M, N € £™ mit Bildpunkten M;j, N unter f
und Bildpunkten My, No unter f’ o f. Folglich existiert ein k& # 0 derart, dass
M;N; = k‘m sowie ein k' # 0 derart, dass My No = k' M1 Ny gilt. Daraus folgt
aber MyNy = kk/ M N, und Satz 4 impliziert, dass f’ o f entweder eine zentrische
Streckung oder eine Translation ist. O

Ebenso leicht folgert man aus der charakterisierenden Eigenschaft der zentrischen
Streckungen und Translationen:

Korollar 4. Sei f eine zentrische Streckung oder eine Translation.

(1) Das Bild einer Geraden G unter f ist eine zu G parallele Gerade.

(2) Das Bild einer Ebene 7 unter f ist eine zu 7 parallele Ebene.

(3) Das Bild eines Dreiecks unter f ist ein zum urspriinglichen Dreieck ihnliches
Dreieck.

(4) Das Bild eines Kreises unter f ist ein Kreis.

(5) Das Bild einer Sphire unter f ist wieder eine Sphire.

Die Verkniipfung zweier Translationen ist offenbar wieder eine Translation und
héangt von der Verkniipfungsreihenfolge nicht ab. Allgemein wollen wir eine Trans-
lation um den Vektor ¢ mit ¢z bezeichnen. Wir beschrinken uns von nun an auf
die Ebene £2 und bestimmen zunichst die Verkniipfung zweier zentrischer Streck-
ungen mit verschiedenen Zentren.

Satz 5. Betrachte zwei zentrische Streckungen hy = h(q, r,) und ha = hiq, k) im
&2
(1) Im Fall k1ka =1 ist ho o hy eine Translation,
M@ ko) © k) =ty aran

Speziell ist die Verkniipfung zweier zentrischer Spiegelungen eine Translation
um den Vektor 218s.
(2) Im Fall k1ko # 1 ist hy o hy eine zentrische Streckung,

h(Qz,kz)oh(Ql,kl) = h(Q,klkz),
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