Vorwort zur vierten Auflage

Zum zehnten Geburtstag dieses Buches wurden einige Verdnderungen vorgenom-
men. In Marburg werden bei den Vorlesungen in Elementargeometrie zahlreiche
Modelle der Marburger Modellsammlung zur Veranschaulichung verwendet; einige
Aufnahmen solcher Modellen wurden hier in den Text aufgenommen. Sie sollen als
Anregung dienen, wie man Modelle im Unterricht einsetzen kann und die Schénheit
der Geometrie illustrieren. Fiir weitere Informationen iiber die Modellsammlung
sei auf deren Internetseite verwiesen,

http://www.uni-marburg.de/fb12 /modellsammlung

Im Abschnitt {iber Kegelschnitte ist die Behandlung der Dandelin’schen Sphéren
neu hinzugekommen. Das einleitende erste Kapitel wurde gestrichen und statt-
dessen in den laufenden Text integriert, dadurch hat sich die Nummerierung der
Kapitel verschoben. Unser besonderer Dank gilt Herrn Dr. Nicolas Ginoux (Re-
gensburg / Metz) fiir zahlreiche Hinweise auf Fehler und mégliche Verbesserungen.
Alle bekannten Schreibfehler wurden wie immer bei der Uberarbeitung beseitigt,
obgleich wir keinen Zweifel haben, dass fiir die ndchste Auflage noch geniigend
iibrig sind. Die Bemerkungen zur dritten Auflage haben weiterhin Giiltigkeit; ins-
besondere kann das Begleitheft fiir Dozenten gratis per e-mail bei uns angefordert
werden.

Marburg, im August 2014 Ilka Agricola & Thomas Friedrich

Vorwort zur dritten Auflage

In der vorliegenden dritte Auflage wurden diverse bekannt gewordene Fehler kor-
rigiert und die Ubungsaufgaben iiberarbeitet und erweitert; dies gilt insbesondere
fiir das Begleitheft fiir Dozenten, welches auch weiterhin gratis per e-mail bei uns
angefordert werden kann. Die Internetseite des Buches ist umgezogen nach Mar-
burg,

http://www.mathematik.uni-marburg.de/ agricola/elemgeo.html

und wird auch weiterhin neu entdeckte Fehler und Zusatzmaterialien bereit stellen.
Zudem findet man dort pdf-Dateien der Ubungsaufgaben 31-33 aus Kapitel 3 zum
Herunterladen; auf diese Weise muss sich der Leser die Ornamente nicht kopieren,
um ihre Symmetrien beschreiben zu kénnen.

Marburg, im August 2010 Ilka Agricola & Thomas Friedrich
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Vorwort zur zweiten Auflage

Zu unserer Freude hat sich nun, drei Jahre nach dem ersten Erscheinen dieses Buch-
es, eine Gelegenheit zu einer zweiten Auflage ergeben. Wir haben diese genutzt,
um eine Reihe kleinerer Korrekturen vorzunehmen, die hier aufzulisten nicht lohnt.
Inhaltliche Ergénzungen wurden bei den Ornamentgruppen sowie in der hyper-
bolischen und der sphérischen Geometrie vorgenommen; wir denken, dass diese
Passagen dadurch verstédndlicher und interessanter geworden sind. Ein neuer An-
hang enthiilt Musterlosungen ausgewihlter Ubungsaufgaben aus jedem Kapitel.

Wir danken den zahlreichen Lesern der ersten Auflage, die auf Ungenauigkeit-
en und mogliche Verbesserungen im Text hingewiesen haben — vor allem Giinter
Ewald (Bochum), Christian Hartfeldt (Magdeburg), Lutz Hille (Bielefeld/Miinster),
Wolfgang Kiihnel (Stuttgart), Christine Scharlach (Berlin) und Dorothee Schiith
(Berlin). Natiirlich freuen wir uns auch in Zukunft iiber Hinweise & Anregungen,
die wir wie bisher auf der Internetseite des Buches sammeln werden:
http://www-irm.mathematik.hu-berlin.de/"agricola/elemgeo.html

zudem danken wir Julia Becker-Bender fiir ihr gewissenhaftes Korrekturlesen des
gesamten Manuskripts.

Berlin, im Juni 2008 Ilka Agricola & Thomas Friedrich



Vorwort zur ersten Auflage

fiir Julius

Die Geometrie ist ein umfangreicher Bestandteil des Mathematikunterrichts in
der Schule. Die Inhalte beziehen sich hauptsiichlich auf die Eigenschaften ele-
mentargeometrischer Figuren der Ebene (Gerade, Dreieck, Kreis), Transforma-
tionen der Ebene und auf Flichen und Korper im Raum. In der Sekundarstufe
II kommen die analytische Geometrie, die Trigonometrie, spezielle Kurven und
die Kegelschnitte hinzu. Als Erweiterungskurse sind Elemente der nichteuklidis-
chen Geometrie moglich. Insgesamt ist dies ein breites Spektrum geometrischer
Themen, das der Mathematiklehrer seinen Schiilern vermitteln soll. Wahrend des
Studiums fiir Lehramtskandidaten an der Universitit sind es in der Grundausbil-
dung zunéchst die Vorlesungen zur linearen Algebra und analytischen Geometrie
im ersten Studienjahr sowie die Vorlesung zur Elementargeometrie im zweiten Stu-
dienjahr, welche dem angehenden Lehrer in mathematisch systematischer Form
die Inhalte der genannten geometrischen Themen nahe bringen sollten. Betra-
chtet man jedoch den universitdren Unterricht {iber einen léingeren Zeitraum, so
ist unschwer zu erkennen, dass in der Vorlesung zur linearen Algebra schrittweise
die geometrischen Themen immer mehr reduziert worden sind, manchmal nahezu
vollstéandig ausgeblendet werden. Insgesamt ergibt sich damit das Bild, dass die
Vorlesung zur Elementargeometrie in der Grundausbildung der Lehramtskandi-
daten ein wesentlicher Bestandteil ihrer geometrischen Ausbildung mit damit klar
festgelegtem Inhalt ist.

Das vorliegende Buch entstand nach einer einsemestrigen Vorlesung fiir Lehramt-
skandidaten im zweiten Studienjahr iiber ,, Elementargeometrie* an der Humboldt-
Universitdt zu Berlin. Die Studenten hatten bereits die einjdhrigen Vorlesungen
zur linearen Algebra und Analysis gehort, im ersten Kapitel stellen wir nochmals
einige Aspekte dieser Vorlesungen summarisch zusammen. Grundsitzlich setzt un-
sere Behandlung der Elementargeometrie diese Kenntnisse voraus, obgleich sie in
weiten Teilen des Textes kaum bendtigt werden. Entsprechend ist dieser Text als
Begleitbuch zu einer solchen Vorlesung sowie zu Seminaren geeignet. Weiterhin
erhoffen wir uns, dass das Buch als Kompendium des Schulstoffes zur Elemen-
targeometrie von im Beruf stehenden Lehrern genutzt wird. Ausgewihlte Teile
des Textes sind auch guten Schiilern der Klassenstufen 11 bis 13 zugénglich und
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konnen im Idealfall als Grundlage fiir Vortrige, Vertiefungsprojekte oder Fachar-
beiten genutzt werden.

Das Kapitel 2 ist den elementargeometrischen Figuren und deren Eigenschaften
gewidmet. Wir beginnen mit den Strahlensitzen fiir Geraden und wenden uns
danach dem Dreieck zu. Nach den Kongruenz- und Ahnlichkeitssitzen verwen-
den wir insbesondere die Sdtze von Menelaos und Ceva, um die Schnittpunkte
der besonderen Linien im Dreieck zu behandeln. Weiterhin besprechen wir die In-
, Um- und Ankreise des Dreiecks, dessen Flicheninhalt und seine Beziehung zu
den Radien der genannten Kreise. Auf #hnliche Weise behandeln wir den Kreis
und diskutieren insbesondere den Feuerbachschen Kreis, die Simsonsche und die
Steinersche Gerade. Mit Hinblick auf die in Kapitel 4 darzulegende hyperbolische
Geometrie fiigen wir bereits an dieser Stelle einen Abschnitt iiber Inversionen am
Kreis ein. Es folgen die Kegelschnitte, die Herleitung ihrer allgemeinen Gleichung,
der nummerischen Exzentrizitdt und des Parameters sowie die Bestimmung der
Brennpunkte und Brenngeraden. Einige markante Eigenschaften der Kegelschnitte
beweisen wir direkt im Text, einige analoge Eigenschaften findet der Leser in den
Ubungsaufgaben am Ende von Kapitel 2. Danach wenden wir uns Flichen und
Korpern im Raum zu. Wir leiten die Formeln fiir die Oberfliche einer Rotations-
fliche sowie die Formel fiir das Volumen eines Rotationskorpers ab, beweisen den
Euler’schen Polyedersatz (fiir konvexe Polyeder) und beenden das Kapitel 2 mit
der Klassifikation der platonischen Koérper.

Kapitel 3 beschiftigt sich mit den Symmetrien des euklidischen Raumes. Wir be-
sprechen kurz affine Abbildungen, die ihnen entsprechenden linearen Abbildungen
und den Schwerpunkt eines endlichen gewichteten Punktsystems. Parallelprojek-
tionen auf Ebenen entlang von Geraden und auf Geraden entlang von Ebenen
sind erste Beispiele affiner Abbildungen. Danach behandeln wir ausfiihrlich zen-
trische Streckungen und Translationen. Zun#chst charakterisieren wir sie durch
eine gemeinsame geometrische Eigenschaft und folgern, dass sie zusammen eine
nichtabelsche Gruppe von Transformationen des Raumes in sich bilden. Danach
bestimmen wir in der Ebene ausfiihrlich ihre Kompositionen und besprechen als
Anwendung die Streckungszentren zweier Kreise, mit deren Hilfe man die gemein-
same Tangenten an zwei Kreise konstruiert. Es folgt das Studium der Isome-
trien der Ebene. Zunéchst sind Achsenspiegelungen, Translationen und Drehungen
Beispiele, und wir studieren erneut deren Kompositionen. Wichtig sind die Fix-
punkte: Eine Isometrie der Ebene mit drei nicht kollinearen Fixpunkten ist die
Identitdt. Analog charakterisieren wir alle Isometrien mit genau zwei Fixpunkten,
einem Fixpunkt sowie die fixpunktfreien Isometrien. Die von allen Isometrien und
allen zentrischen Streckungen erzeugte Gruppe besteht aus den Ahnlichkeitstrans-
formationen der Ebene. Auf dhnliche Weise behandeln wir die Transformatio-
nen des dreidimensionalen Raumes. Zunichst studieren wir die Verkniipfung ver-
schiedener solcher Abbildungen und wenden uns dann erneut der Beschreibung der
Fixpunktmengen raumlicher Isometrien zu. Diese Fixpunktmengen ergeben eine
Klassifikation der Isometrien von £2. Die letzten beiden Abschnitte dieses Kapitels
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sind dem Studium diskreter Isometriegruppen des euklidischen Raumes gewidmet.
Im Fall der Ebene behandeln wir die zyklischen Drehgruppen, die Dieder-Gruppe
und Gitter. Wir leiten eine notwendige Bedingung an die Punktgruppe einer dis-
kreten Isometriegruppe der Ebene her und erhalten schlussendlich eine Klassifika-
tion aller fraglichen Gruppen. Im Fall des Raumes beschrinken wir uns darauf, die
endlichen Isometriegruppen zu klassifizieren. Diese sind die Invarianzgruppen der
platonischen Korper sowie die Symmetriegruppe einer Pyramide oder eines Zylin-
ders mit regelméfliger polygonaler Basis. Die Tetraedergruppe, die Wiirfelgruppe
sowie die Dodekaedergruppe werden ausfiihrlich beschrieben.

Das Kapitel 4 beginnen wir mit der Axiomatik der Elementargeometrie und der
Bedeutung des Parallelenaxioms. Die hyperbolische Geometrie konstruieren wir
in der oberen Halbebene, in ihr sind die Geraden euklidische Kreisbégen oder
Halbgeraden. Wir behandeln unterschiedliche Ausdriicke fiir den hyperbolischen
Abstand zweier Punkte. Neben einer direkten Formel kann dieser gleichfalls durch
ein Doppelverhéltnis dargestellt werden. Insbesondere ist die Dreiecksungleichung
richtig, und die hyperbolische Ebene wird ein metrischer Raum. Wir bestimmen
dessen Isometriegruppe und beweisen die Formeln fiir die hyperbolische Linge
einer Kurve sowie den hyperbolischen Flacheninhalt eines Gebietes. Mittels der
Cayley-Transformation gehen wir zum Scheibenmodell der hyperbolischen Geo-
metrie {iber. Danach behandeln wir ausgewéhlte Eigenschaften der geometrischen
Figuren in der hyperbolischen Ebene. Wir berechnen den Umfang von Kreisen,
deren hyperbolischen Flicheninhalt, leiten den hyperbolischen Satz von Pythago-
ras sowie andere Formeln der Trigonometrie her. Die Formel fiir den Flichenin-
halt eines Dreiecks und dessen Winkeldefekt wird vollstindig bewiesen. In den
Ubungsaufgaben findet der Leser eine Vielzahl weiterer, zur euklidischen Geome-
trie analoger Resultate der hyperbolischen Elementargeometrie. Diese betreffen
Paare von hyperbolischen Geraden, Dreiecke und deren merkwiirdige Punkte, In-
und Umkreise von Dreiecken sowie die sogenannten Horozyklen. In einem weit-
eren Abschnitt geben wir die Einteilung der Isometrien in elliptische, parabolische
und hyperbolische Transformationen sowohl mittels der Jordanschen Normalform
als auch unter Verwendung von Fixpunktmengen an. Ausfiihrlich studieren wir
die Frage, welchen Typ der Kommutator zweier Isometrien hat. Der letzte Ab-
schnitt dieses Kapitels ist Fuchs’schen Gruppen gewidmet. Dabei handelt es sich
um diskrete Untergruppen der Isometriegruppe der hyperbolischen Ebene. Neben
einer Reihe von Beispielen derartiger Gruppen fithren wir deren Limesmenge ein
und beweisen, dass diese Menge entweder 0, 1,2 oder unendlich viele Punkte hat.
Fuchs’sche Gruppen mit nicht mehr als zwei Limespunkten nennt man elementar.
Wir klassifizieren alle elementaren Fuchs’schen Gruppen.

In Anlehnung an die hyperbolische Geometrie behandeln wir im letzten Kapi-
tel die sphérische Geometrie. Wir betrachten die Menge aller Punkte der zwei-
dimensionalen Sphiire S2. Die GroBkreise spielen die Rolle sphirischer Geraden
und realisieren den kiirzesten Abstand zwischen zwei Punkten im sphérischen
Raum. Wir bestimmen die Isometriegruppe sowie die Gruppe aller konformen
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Abbildungen vollstindig. Anschlieend beweisen wir die wichtigsten Formeln der
sphérischen Trigonometrie und studieren das jedem sphérischen Dreieck zugeord-
nete Polardreieck. Daraus ergeben sich die Formeln fiir den Flacheninhalt sphérisch-
er Zwei- und Dreiecke sowie diverse Ungleichungen zwischen den Seitenléingen und
Winkeln.

Am Ende jedes Kapitels findet der Leser eine Auswahl von Ubungsaufgaben, die
unseren Horern meist im Rahmen der Hausaufgaben gestellt wurden. Jeder Stu-
dent, der beim Losen dieser Aufgaben auf Schwierigkeiten stoft, ist herzlich ein-
geladen, uns in einer E-Mail sein Problem zu schildern. Wir werden uns bemiihen,
ihm sodann zu helfen. Fiir Lehrende an Schulen und Universitdten haben wir ein
kleines Heft mit Losungshinweisen erstellt, welches auf Anfrage ebenfalls bei uns
erhéltlich ist. Weiterhin besitzt das Buch eine eigene Internetseite,

http://www-irm.mathematik.hu-berlin.de/ agricola/elemgeo.html

Auf dieser findet man neben einer Liste bekanntwerdender Schreibfehler vor allem
pdf-Dateien derjenigen Seiten, auf denen Bilder vorkommen, die im Original mehr-
farbig sind, aus Kostengriinden hier aber in schwarz-weiss abgedruckt sind. Weit-
erhin findet sich dort eine Sammlung von www-Links zur Elementargeometrie, die
jedoch keinerlei Anspruch auf Vollsténdigkeit erhebt.

Den Horern unserer Lehrveranstaltungen danken wir fiir zahlreiche Hinweise, die
zur Ergénzung und Verbesserung des Textes gefithrt haben. Herr Dr.sc. Hu-
bert Gollek und Herr Dipl.-Phys. Christof Puhle haben das gesamte Manuskript
durchgelesen und in vielen Kapiteln auf notwendige Korrekturen hingewiesen.
Nicht zuletzt danken wir Frau Schmickler-Hirzebruch vom Vieweg Verlag fiir die
Bereitschaft, einige Seiten dieses Buches im Zweifarbdruck herzustellen. Uns ist
bewusst, dass dies ein seltenes (wenn auch sehr wiinschenswertes) Privileg ist. Wir
hoffen, dass dies in der mathematischen Literatur kein Einzelfall bleiben wird und
dass die Leser sich an dieser nicht selbstverstandlichen Bereicherung des Textes
erfreuen werden.

Berlin, im Dezember 2004

Ilka Agricola
Thomas Friedrich
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